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Introduction

Le refroidissement et le piégeage de particules par laser figurent sans
conteste parmi les avancées majeures de la physique atomique et de 1'op-
tique quantique au cours des trois derniéres décennies. Grace a la lumiere
issue de faisceaux lasers, il est en particulier possible de créer des « pay-
sages de potentiel » qui permettent de contréler le mouvement d’atomes
préalablement refroidis. Les atomes peuvent rester confinés dans ces cages
de lumiere pendant de longues durées et leur dynamique y prend des
formes tres variées, en fonction de la nature du paysage réalisé.

Un type de confinement particuliéerement intéressant est celui obtenu
grace a une onde lumineuse stationnaire, qui permet de réaliser un po-
tentiel périodique appelé « réseau optique ». Le mouvement des atomes
dans un réseau optique présente une analogie profonde avec celui des élec-
trons dans un cristal, ce qui en fait un outil important pour le programme
de simulation quantique de phénomenes de la matiére condensée a 1’aide
d’atomes froids.

Le cours de cette année est consacré a la présentation des principes de
base qui régissent le mouvement des atomes dans ces réseaux optiques.
Nous y décrirons également un certain nombre d’expériences récentes ex-
ploitant cette dynamique tres particuliére. Nous rencontrerons aussi bien
des aspects liés a la métrologie que des illustrations de phénomenes de
matiere condensée. Le cours sera composé des six chapitres suivants :

Cours 1. Le potentiel dipolaire. Nous y montrerons comment décrire la
force F(r) créée par un faisceau lumineux monochromatique, quand ce
faisceau présente un gradient d’'intensité I(r). Nous évaluerons cette force
dipolaire d’abord pour un modele simple « d’atome a deux niveaux », puis
pour un modele plus réaliste de transition atomique. Nous montrerons que

cette force dérive d'un potentiel V' (r), appelé potentiel dipolaire et propor-
tionnel a I(r) dans la limite des faibles intensités. Nous terminerons en
évaluant le role des processus d’émission spontanée, qui peuvent créer un
chauffage indésirable sur les atomes piégés.

Cours 2. Réseaux optiques : les principes de base. Nous centrerons notre
exposé sur le cas du potentiel dipolaire périodique créé par une onde sta-
tionnaire, V() = Vp sin?(kx) ot k est le nombre d’onde du faisceau lu-
mineux créant 1’onde stationnaire. Nous verrons comment appliquer a ce
probleme les outils et concepts issus de la physique du solide pour traiter
le mouvement d’électrons dans le potentiel périodique d"un réseau cristal-
lin. Nous verrons que 'échelle d’énergie naturelle est donnée par I'énergie
de recul E, = h?k?/(2m) ot m est la masse de ’atome. Nous présenterons
le théoréme de Bloch, la notion de zone de Brillouin et nous décrirons la
limite des liaisons faibles V;, <« E,, utilisée en particulier dans les nom-
breuses expériences de diffraction de Bragg.

Cours 3. Réseaux optiques dans le régime des liaisons fortes. Nous
continuerons dans ce cours a importer les concepts de physique des solides
aux réseaux optiques, en nous intéressant cette fois-ci au cas des liaisons
fortes V) > E, et en introduisant le concept de fonction de Wannier. Dans
cette limite des liaisons fortes, le passage par effet tunnel d'un atome de
basse énergie d’un site a un autre n’est possible que si ces deux sites sont
contigus. On peut alors décrire la dynamique des particules dans le réseau
par un hamiltonien trés simplifié, [’hamiltonien de Hubbard, dont nous dé-
crirons les principales propriétés. Nous aborderons le role joué par les in-
teractions dans un réseau en nous intéressant a la stabilisation de dimeres



occupant un méme site, méme si les atomes composant ce dimere se re-
poussent.

Cours 4. Réseaux dépendant du temps. La possibilité de varier dans le
temps les parametres du laser créant 1'onde stationnaire ouvre de nom-
breuses perspectives. On peut par exemple réaliser des réseaux en mouve-
ment V(x,t) = Vg sin?[k(z — x0(t))], ot zo(t) est une fonction controlée du
temps. Dans ce cours, nous établirons I'équivalence de plusieurs hamilto-
niens pour ce probléme en utilisant des transformations unitaires, chaque
hamiltonien pouvant se révéler utile pour aborder un phénomene donné.
Nous nous intéresserons plus précisément au phénomene de localisation
dynamique, obtenu en modulant périodiquement la position zy(t). Nous
verrons que cette modulation peut avoir des conséquences spectaculaires,
comme la suppression quasi-totale de I’effet tunnel. Nous décrirons la mise
en évidence et I'exploitation de cet effet pour des réseaux a une ou a deux
dimensions.

Cours 5. Les oscillations de Bloch dans un réseau optique. Quand on
superpose une force constante a la force périodique créée par un réseau,
un phénomene quantique étonnant apparait : les particules se mettent a
osciller. Les atomes froids confinés dans des réseaux optiques ont permis
d’étudier en grand détail ce phénomeéne et nous en présenterons plusieurs
mises en évidence expérimentales. Nous discuterons également 1'intérét
métrologique de ces oscillations de Bloch, a la fois pour déterminer des
constantes fondamentales comme le rapport 4/m et pour mesurer trés pré-
cisément des forces comme la gravité.

Cours 6. Topologie dans un réseau : I'exemple des points de Dirac. Les
réseau optiques permettent de réaliser des potentiels plus complexes que
les potentiels sinusoidaux en sin® (k). En particulier, on peut produire des
réseaux bi-dimensionnels analogues a celui du graphene, pour lesquels
certains points singuliers de la zone de Brillouin, appelés points de Dirac,
apparaissent. Au voisinage de ces points, le comportement des particules
est similaire a celui de particules ultra-relativistes, avec une relation de dis-
persion quasi-linéaire. Nous verrons comment le contrdle des parametres
du réseau permet de faire bouger les points de Dirac a l'intérieur de la zone

de Brillouin, voire méme de les faire disparaitre. Nous décrirons une expé-
rience récente qui permis de mettre ces points en évidence et d’exploiter le
contrdle disponible sur la topologie de la zone de Brillouin.

En raison de la limite de temps disponible, ce programme de cours
ne recouvre que tres partiellement l'activité de recherche actuelle, extré-
mement intense, sur les réseaux optiques. Ainsi, nous n’aborderons que
ponctuellement les effets d'interactions entre particules, gardant pour un
cours d’une année ultérieure des phénomenes importants comme la tran-
sition entre 1’état superfluide et 1'isolant de Mott. Nous n’aborderons pas
non plus cette année le magnétisme artificiel dans les réseaux : il fera lui
aussi l’objet d"une prochaine série de cours. Nous espérons malgré tout que
les outils mis en place dans les chapitres qui vont suivre et la description
des expériences qui y est faite permettront a I’auditeur/lecteur intéressé de
pouvoir aborder plus aisément les multiples thémes de recherche liés a ces
« cristaux de lumiére ».



Chapitre I

Le potentiel dipolaire

Le point de départ du cours de cette année réside dans le fait que la
lumiere peut créer un potentiel V(r) sur des atomes. Nous nous limiterons
ici a une lumiére monochromatique de pulsation w et nous allons montrer
que, dans une limite perturbative a définir, ce potentiel est proportionnel a
l'intensité lumineuse. La maitrise du profil d'intensité lumineuse I(r) per-
met donc de réaliser un « paysage » de potentiel entierement contrdlable.

Le but de ce premier cours est d’établir la relation entre V(r) et I(r).
Nous allons commencer notre étude par une approche semi-classique
simple avant de passer a un traitement quantique. Pour une revue sur la
force dipolaire et les pieges, on pourra consulter l'article tres détaillé de
GRIMM, WEIDEMULLER et al. (2000).

Pour décrire ’action de la lumiere sur un atome, nous allons commen-
cer par considérer une hypothétique espece atomique qui n’aurait qu'un
seul électron de valence (comme les alcalins), cet électron n’ayant pas de
spin (donc pas de structure fine atomique), le noyau atomique étant lui-
méme de spin nul. Nous considérerons de plus pour commencer le cas ott
seule une transition atomique entre en jeu, depuis l'état fondamental de
moment cinétique nul vers un état excité de moment cinétique 1. Nous en-
richirons ensuite peu a peu cette description de ’atome pour aboutir au cas
ot le niveau fondamental possede un spin (électronique et/ou nucléaire)
non nul, et ott le potentiel V (r) dépend du spin du niveau occupé.

1 Atome «a deux niveaux » et approche semi-
classique : équations de Bloch optiques

1-1 L’approximation d’un atome a deux niveaux

Notre point de départ dans ce paragraphe est comme indiqué en intro-
duction

— Une onde laser de polarisation linéaire €, dont le champ électrique
s’écrit

E(r,t) = € E(r) cos [wt — p(7)]. (L1)

L’amplitude £ du champ et sa phase ¢ dépendent a priori toutes deux
de la position.

— Une transition atomique qu’on modélise par un état fondamental de
moment cinétique nul |g), et un niveau excité de moment cinétique
unité, de base {|e,m,), m, = —1,0,+1} ot on a pris I'axe de quantifi-
cation pour la base du moment cinétique parallele a e. On note fiwg la
différence d’énergie entre |g) et |e).

L’interaction entre 'atome et 'onde électromagnétique est traitée a I’ap-
proximation dipolaire électrique, ce qui entraine que 1'état |g) est couplé a
l'état [e,m = 0), que ’on notera plus simplement |e) dans la suite. Ce cou-
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e,m,; = _1> |€7mz = O> |€1mz = +]—>

Jo=1
hwo

J. =0
9) !

FIGURE 1.1. Transition modélisant un atome a deux niveaux : le niveau fonda-
mental de moment cinétique nul est couplé a un niveau excité de moment cinétique
unité. Le champ électromagnétique est supposé polarisé linéairement et on choisit
I'axe de quantification du moment cinétique parallele a cette polarisation. Le cou-
plage atome-champ porte alors sur la transition |g) < |e,m, = 0).

plage dipolaire électrique est de la forme
Vae(ist) = —D-E(1)
= —do&(7) (64 + ) cos [wt — ()] (L.2)

ol dy est le dip6le atomique réduit, caractéristique de la transition ato-
mique considérée, o1 #* représente ici 'opérateur associé a la position du
centre de masse de 'atome et olt 'on a introduit les opérateurs montant et
descendant :

br = Mg, oo = lg)lel. 13)
Notons que cette possibilité de restreindre le probléme a une transition a
deux niveaux reste vraie si la polarisation de I'onde lumineuse est arbi-
traire. Il suffit de prendre pour |e) la combinaison linéaire des trois états
le,m) couplé a |g). Par exemple, si 'onde est polarisée circulairement, on
prendra pour |e) un des deux états |e, m = £1).

On définit également 1’opérateur force
F = —V,Vi.(it)
— o (64 +6-) Y {E() coswt — (7]} (14)
qui fait intervenir a la fois les gradients de ’amplitude £ et de la phase ¢
du champ électromagnétique.
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1-2 L’'approche semi-classique

L’approche semi-classique consiste a décrire classiquement le mouve-
ment du centre de masse de 1’atome, tout en prenant en compte le carac-
tere quantique de sa dynamique interne. Pour un atome immobile au point
r, on peut alors évaluer la force moyenne agissant sur l'atome a partir de
la valeur stationnaire des éléments de matrice de 'opérateur densité de
l'atome 4 :

Peg = Ir (a’*ﬁ) ) Pge = Tr (5‘+ﬁ) : (1.5)
Cette valeur stationnaire se calcule elle-méme grace aux équations de Bloch
optiques, qui sont la superposition de l’évolution hamiltonienne semi-
classique de l'opérateur densité

dp 1 - R
L H.., j) (L6)

ar =l
et de I’évolution irréversible liée aux processus d’émission spontanée, no-
tamment : r q r
Peg Pge
=—= = —=Pge- L7
dt 2l T g o )

sp. sp.

Dans (1.6), I'hamiltonien semi-classique H, . est la somme du couplage
dipolaire électrique et de ’hamiltonien pour les variables internes d'un
atome isolé : X R

Hg... = Ve + hwole)(e|. (1.8)

Dans (1.7), le coefficient I" représente la largeur naturelle de 1'état excité
le), qui a donc pour durée de vie I'"!. Dans le cadre de ce modele a deux
niveaux, le coefficient I" s’exprime lui-méme en fonction du dipdle réduit
% 2.3
po _dow (L9)
3meghc3

1-3 Force et potentiel dipolaires

L’équation d’évolution pour p., peut s’écrire explicitement a partir des
équations de Bloch optiques (COHEN-TANNOUDJI, DUPONT-ROC et al.
1992) :

dpeg

i (1.10)

. r )
= —(iwo + 5)peg — i cos(wt — @) (pgg — pee),
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ol on a introduit la pulsation de Rabi Q2 :

hQ(r) = —do&(r). (L11)

Dans la plupart des expériences de piégeage d’atomes par laser, on
choisit une combinaison entre intensité du laser et désaccord vis & vis de
la résonance atomique w — wy de sorte que la population stationnaire de
I’état excité soit tres petite devant 1, 'atome occupant essentiellement son

état fondamental. On peut alors poser pgq ~ 1, pee = 0 dans (1.10), ce qui
permet de trouver le régime stationnaire forcé

Q e—i(wt—¢p)

2 lw—wo+il/2 wHwy—il/2]’

el(wt—¢)

Peg(t) = (112)

la valeur pour py. s’en déduisant par conjugaison complexe. Dans toutes
les applications que nous allons considérer dans la suite, le désaccord
A=w-—uwy (1.13)

est tres grand (en valeur absolue) devant la largeur naturelle I' (et a fortiori
w + wp > T). On peut donc prendre a 'ordre le plus bas du calcul

Q efi(Wtf‘P) ei(“’t7§9)
eq(t) = = — . L.14
ol =5 |~ (14)
On en déduit le dipole atomique moyen en régime stationnaire
- Q d?
d(t) = Tr [D p(t)} = edo cos(wt — ) = =S E(r,1), (L15)
ol on a posé
1 1 1
- = - (L16)

A W — Wo erwo'

Selon le signe de A, lui-méme donné par le signe du désaccord A, le dipodle
est en phase (si A < 0) ou en opposition de phase (si A > 0) avec le champ
électrique.

_ Ilest alors simple de calculer la valeur moyenne f de 'opérateur force
F définien (1.4) :

f=(e-d) V[Ecos(wt — )]. (117)
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En utilisant 1'expression (I.15) pour le dipdle moyen, on voit immédiate-
ment qu’il va apparaitre deux types de termes : des termes indépendants
du temps et des termes oscillant en e*2?!, La pulsation w étant trés grande
(fréquence optique), le micromouvement du centre de masse atomique
induit par ces termes oscillants est négligeable et on peut se limiter aux
termes indépendants du temps. On constate alors que le terme lié au gra-
dient de la phase V¢ a une contribution nulle, et il ne reste que le terme en
V&, lié au gradient d’intensité de I’onde lumineuse.

On trouve ainsi I'expression de la force dipolaire fq4ip, dérivant du po-
tentiel V' :

_ RQ*(r) dgEQ(r).

faip=-VV avec Vir)= A = IA

(I.18)
L’interprétation physique de ce potentiel est tres simple dans le point de
vue adopté ici. Le faisceau lumineux éclairant 1’atome induit un dipole
d = a(w) €, o1 la polarisabilité a(w) se déduit de (I.15) :

a5

- % (L.19)

a(w) =
Le dipole induit interagit alors avec le champ incident et 1’énergie d’inter-
action correspondante s’écrit ! —(1/2)d-€, dont la moyenne sur le temps re-
donne (I.18). Notons que notre traitement perturbait conduisant a la forme

(1.20)

pour le potentiel dipolaire se généralise sans difficulté au cas ot plusieurs
niveaux excités ey, ez, . . . ont une contribution non négligeable. La polarisa-
bilité totale est obtenue en faisant la somme sur ces niveaux des différents
termes en d?,i = 1,2..., avec les dénominateurs d’énergie en w + w;.

Le point essentiel qui se lit sur (I.18) ou (1.20) est le suivant : la lumiere
crée sur les atomes un potentiel V(1) proportionnel a I'intensité lumineuse
locale I(r) o< £2(r). Selon le signe du désaccord w — wy, ce potentiel at-
tire (w < wp, désaccord rouge) ou repousse (w > wy, désaccord bleu) les
atomes des régions de haute intensité lumineuse. Dans le cas d"un réseau
optique, qui nous intéressera lors des cours suivants, nous choisirons une

1. ne pas oublier le facteur 1/2 1ié au fait que ce dipdle est induit!
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§2. Le point de vue de I'atome habillé

variation périodique pour la fréquence de Rabi en prenant par exemple a
une dimension
Q(z) = Qo sin(kx). (L21)

Cette variation est obtenue en prenant une onde lumineuse stationnaire.
Les atomes vont alors s’accumuler au voisinage de nceuds (A > 0) ou des
ventres (A < 0) de 'onde.

Et la force de pression de radiation? Nous ne voyons pas apparaitre de
force liée au gradient de la phase a 1'ordre auquel nous avons fait notre
calcul. Ainsi, si 'onde laser est une onde plane progressive, £(r) = &,
¢(r) = k-7, nous trouvons qu’il n'y a pas de force agissant sur 1’atome
alors qu’on s’attendrait a trouver une pression de radiation non nulle. Ceci
est 1ié a ’approximation qui a fait passer de (1.12) a (1.14) et qui impose que
le dipole forcé est exactement en phase ou en opposition de phase avec le
champ électrique. Dans ce cas, le terme lié au gradient de la phase dans
I'expression (1.17) de la force moyenne

Pression de radiation : fpor = —(€-d) EVy sin(wt — @) (L.22)

a une moyenne temporelle nulle. Pour trouver une valeur moyenne non
nulle pour ce terme, il faut (au minimum) pousser le calcul un cran plus
loin a l'ordre I'/ A et prendre dans (1.12) :

1 1 T2
w—wo +il'/2 ~w—wo

i . 1.23

(w—wp)? (1.23)
Le dipdle moyen acquiert alors une partie en quadrature [sin(wt — ¢)] avec
le champ incident, qui conduit & une moyenne temporelle non nulle de
(L22). En pratique, nous n’aurons pas besoin de regarder ces termes cor-
rectifs dans ce cours.

1-4 Approximation du champ tournant.

On notera que notre traitement ne nécessite pas 'approximation du
champ tournant (RWA). Cette approximation requiert I’hypothese supplé-
mentaire (COHEN-TANNOUDJI, DUPONT-ROC et al. 1992)
|A| < wo, A ~ A.

approximation du champ tournant : (1.24)
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Le gros intérét de cette approximation est de permettre des calculs analy-
tiques avec les équations de Bloch méme si 'excitation laser est non pertur-
bative, c’est-a-dire méme si on ne peut pas faire I'approximation pyy =~ 1,
pee = 0 dans (1.10). Elle permet de simplifier les calculs des le départ en
remplagant le couplage dipolaire électrique par

e — ? Gieiwi=e) 5 etilwt=e) ) (1.25)
Toutefois cette approximation peut étre « marginale » dans certaines ex-
périences de piégeage d’atomes froids. Par exemple, si on manipule des
atomes de rubidium, Ay = 780 nm, par un laser a A = 1064 nm, le terme non
résonant augmente le potentiel dipolaire de 15%. Au contraire, pour un la-
ser désaccordé sur le bleu de la résonance a la valeur typique de A = 532
nm, le terme non résonnant réduit le potentiel RWA de 19%.

2 Le point de vue de I’atome habillé

Le point de vue de 'atome habillé est une alternative trés commode
au calcul du potentiel dipolaire par les équations de Bloch optiques que
nous venons de voir (DALIBARD & COHEN-TANNOUD]JI 1985). 1l est parti-
culierement simple dans le cas ot1 I'approximation du champ tournant est
valable. Ce point de vue consiste a étudier les niveaux d’énergie du sys-
teme atome + mode du laser. On part d’une base de ce systéme en absence de
couplage {|g, N),le, N}, N € N}, ou N représente le nombre de photons
dans le mode du laser. On constate immédiatement que si |A| < wy, ces
niveaux se groupent par multiplicités de dimension 2 (cf. figure 1.2) :

lg, N) : énergie Nhw, le, N —1) :énergie (N — 1)hiw + hwo, (1.26)
I’écart entre ces deux niveaux étant i|A|. A 'approximation RWA, I'inter-
action atome-laser (I.25) s’écrit dans ce point de vue

~ o FLQl (T‘)

rwa

i =5 [orato-al]

(1.27)

ol a et a' détruisent et créent un photon dans le mode du laser, dont le
profil est décrit par 2 (r). Cette quantité 2; peut étre comprise comme
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FIGURE 1.2. Niveaux de I'atome habillé, en absence et en présence de couplage
entre I'atome et le champ électromagnétique, et pour les deux signes possibles du
désaccord A. Le potentiel dipolaire Vg, s'interpréte comme le déplacement lumi-
neux du niveau fondamental |g). Ce déplacement se fait vers le bas ou vers le haut,
selon que le désaccord A est négatif ou positif.

la pulsation de Rabi au point » quand un seul photon est présent dans le
mode considéré pour exciter I’atome.

L'interaction (I.27) ne couple que les deux niveaux d'une méme multi-
plicité de I'atome habillé :
(e, N —1|Vi¥|g, N) = ’m%(”m (1.28)
A ce stade, la valeur de Q; et le nombre de photons N sont indéterminés.
Quand on est en présence d'un probleme d’électrodynamique en cavité, la
valeur de ; est imposée par le volume de la cavité elle-méme. Pour un
atome dans I'espace libre, seule importe la valeur du produit Q;v/N qu’on
prend égal a la fréquence de Rabi (). Pour simplifier les notations, nous
allons supposer que la phase ¢(r) du laser est nulle. Cette phase n’inter-
vient de toute fagon pas dans I’expression de 'énergie des états habillés
[voir par exemple (I1.34)] et nous la réinsérerons de maniere naturelle dans
I'expression des états habillés (1.38).

Il est alors trés simple de trouver les énergies propres pour un atome
localisé au point r. L'hamiltonien pour la multiplicité {|g, N), |e, N — 1)}

s’écrit .
- A Q
H:2(Q A>+€N (1.29)
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ol1 on a posé

1 1
EN = (N - i)hw + §hwo (130)
Il est utile d’introduire ’angle de mélange 6 défini par
cos[20(r)] = #, sin[20(r)] = ﬁ, (L31)
AT 070 A7+ 02 (r)
pour écrire '’hamiltonien sous la forme :
~ h cos26  sin26
— /A2 2
H= 5 A% 4+ Q <sin29 —cos26> +en. (L32)
Les vecteurs propres s’écrivent
|[L(N)) = cosf|g,N)+sinf |e,N —1)
[2(N)) = sinf |g,N) —cosf le, N —1) (I.33)
et les énergies associées sont
EN,:I: :(EN:E;\/ A2+QZ, (134)

avec le signe + pour |1(N)) et — pour |2(]N)).

Dans la limite perturbative qui nous intéresse ici, 2| < |A|, et on ob-
tient 1’expression approchée des niveaux d’énergie qui se « repoussent »
sous l'effet du couplage

nQ? hQ?

th+ﬂ’ (N—l)hw—khwo—ﬂ.
La premiere valeur est le niveau issu de |g, N), qui est le niveau peuplé
qui nous intéresse ici. La seconde correspond au niveau issu de |e, N — 1)
dont la population est négligeable. Le potentiel dipolaire hQ2? /4A [cf. (1.18)]
s’interprete donc trés simplement comme un déplacement de I'énergie de
l'état |g, n) sous l'effet du couplage avec le laser. Ce déplacement peut se
faire vers le bas ou vers le haut, selon que le niveau « repoussant » |e, N —1)
est au dessus ou au dessous de |g, N) (cf. figure 1.2).

(L.35)

Pour A > 0, 'angle 20 défini en (I.31) peut étre choisi proche de 0, et
I’état propre connecté a g s’écrit

Q
A>0: lg, N) = [1(N)) = |g, N) + 5 le, N = 1) (L36)
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Pour A < 0, I'angle 26 peut étre choisi voisin de 7, de sorte que

Q
On peut donc poser dans les deux cas, en remettant la dépendance explicite
en position et en réinsérant 1’éventuelle phase () du laser [cf. (1.25)]
N Q(r)

9. N)(r) % |g, N) + = ¥ |e, N — 1), (1.38)

L’expression (1.38) est tres commode car elle permet de calculer les va-
leurs stationnaires des éléments de matrice de I'opérateur densité a 1’ordre
deux en 2. En effet & cet ordre, on peut montrer que la population station-
naire de l'autre état habillé de (I1.33) est nulle (elle est au moins d’ordre 4 en
Q/A, voir par exemple DALIBARD & COHEN-TANNOUD]JI (1985)). On peut
donc déduire de (1.38) I'élément de matrice p., déja donné en (1.14)

Qel¥
2A7
la différence avec (1.14) étant qu'on a fait ici 'approximation RWA et
que I'évolution temporelle explicite en e “? de (1.14) est ici implicitement
contenue dans la différence entre les nombres de photons a gauche et a
droite. On déduit également de (1.38) la population II. de I’état excité a cet
ordre du calcul

peg = (esN =11 (I9.N) (9, NT) lg, ) = (139)

QZ
T AAY

expression tres utile pour estimer le taux d’émission spontanée v = I'll,.

. = (e, N = 1] (Ig, N) {9, NT) [e, N = 1) (140)

3 Le cas des atomes alcalins

Le modele d'une transition J; = 0 <+ J. = 1s’applique bien aux atomes
alcalino-terreux (au moins si leur spin nucléaire est nul), mais il ne peut pas
étre utilisé tel quel pour les atomes alcalins. Compte tenu de I'importance
pratique de ces derniers, nous allons donner quelques indications sur la
maniére dont les résultats précédents sont transformés. Pour simplifier les
notations, nous nous plagons ici dans I'approximation du champ tournant.
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A Jo=3/2  npsg
......... p— —_— Je=1/2  npy
D, Dy
h 4 Y —_— Jg=1/2 mns

FIGURE 1.3. Modélisation de la transition de résonance d'un atome alcalin. On a
négligé effet de l'interaction hyperfine avec le spin nucléaire, et la dégénérescence
liée a ce spin.

Nous envisagerons pour commencer le cas d'un atome alcalin simplifié
pour lequel le spin nucléaire serait nul (figure 1.3). L'état fondamental, un
état ns, est alors doublement dégénéré du fait du spin de I'électron de va-
lence et son moment cinétique vaut J, = 1/2. La transition de résonance
se fait vers 1’état np qui, du fait de I'interaction de structure fine, est clivé
en deux sous-niveaux de moment cinétique 1/2 et 3/2 notés np, /5 et nps 5.
Les deux résonances ns <+ npy /o et ns «» nps,, correspondent aux raies Dy
et Dy, de pulsation w; et wo.

3-1 Lumiére de polarisation linéaire

Si le faisceau lumineux est polarisé linéairement, la symétrie du pro-
bleme entraine que le déplacement lumineux des deux sous-niveaux
lg,m. = +1/2) sont identiques?. Dans ce cas, l'opérateur déplacement lu-
mineux est proportionnel a I'identité dans le sous espace |g, m = £1/2). En
utilisant 1’algebre des moments cinétiques et les coefficients de Clebsch—
Gordan indiqués sur la figure 1.4, on montre que ce déplacement lumineux

vaut
S N 1 1/ 1 2
V= N 1 avec — ( + ) )

A 3\ A ta, (L.41)

2. On a intérét a choisir comme précédemment 1’axe de quantification selon la direction
de cette polarisation pour s’en convaincre.
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- J.=1/2 Jo=3/2
A2
i 3 \V3
3
— J,=1/2 —_ Jg=1/2

FIGURE 1.4. Amplitude des couplages pour les deux transitions Dy et Dy de la
raie de résonance d'un atome alcalin, 4 partir du niveau fondamental m, = +1/2.
Le spin du noyau est supposé nul. Les amplitudes des couplages a partir du niveau
fondamental m, = —1/2 prennent des valeurs symétriques par rapport a celles
indiquées ici.

oll A} = w—w et Ay = w—wsy sont les désaccords du laser par rapport aux
transitions de résonance D; et D,. Il suffit donc de prendre une moyenne
pondérée des deux désaccords pour retrouver le résultat de la transition
0 < 1. Ce résultat reste valable quand on prend en compte la structure
hyperfine de I’atome, pourvu que les désaccords A; et A, soient grands
devant la structure hyperfine des niveaux excités np s, et nps /2, ce qui sera
toujours le cas en pratique dans la suite de ce cours.

Quand A est grand devant 1’écart de structure fine wy — w;y, alors
Ay = Ay et l'effet de la structure fine ne se fait pas sentir. En revanche,
quand le désaccord est comparable a 1’écart de structure fine, le résultat est
notablement modifié. En particulier, on voit qu'il existe une valeur parti-
culiere de A, telle que Ay = —2A, pour laquelle V s’annule. Pour I'atome
de rubidium, les longueurs d’onde des raies D; et Dy sont A\; = 795 nm et
A2 = 780nm; ce désaccord particulier est donc obtenu en choisissant un
laser de longueur d’onde A = 790 nm. Pour cette valeur de ), le potentiel
dipolaire ressenti par les atomes est nul; les atomes continuent a « voir » le
faisceau lumineux et a diffuser des photons (ce n’est pas un état noir), mais
ils ne ressentent pas de force dipolaire.
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3-2 Lumiere de polarisation quelconque

La situation se complique si la polarisation du laser n’est pas choisie
linéaire, mais elliptique ou circulaire. Dans ce cas, I'opérateur déplace-
ment lumineux n’est plus proportionnel a 'identité dans le sous-espace
lg,m = £1/2), ce qui permet de générer des potentiels dépendant du spin
S associé a ce niveau. Ecrivons le champ laser sous la forme

1 (wt—p)
E(r,t) = € E(r)e ® +cc. (L42)
otl le vecteur polarisation € est désormais complexe. Introduisons le « vec-

teur fréquence de Rabi» €2 dont les trois composantes complexes €,
a = z,y, z caractérisent le couplage atome-laser

hQo = —do&(r)(€ - uqy) (L43)

dans la base cartésienne u,. On peut aussi introduire les coordonnées du
vecteur Q dans la base standard

1
Qp = — (FQ, +i9,), Q0 = Q..

A partir ce vecteur €2, on peut assez facilement mettre ’opérateur déplace-
ment lumineux sous la forme

(1.44)

.~ K2 .
= A 1+B-8, (I.45)
ot le champ magnétique effectif vaut
i/1 1 .
B_G(Ag_Al)QXQ' (I.46)

L'origine de ce résultat est claire; prenons par exemple une polarisa-
tion lumineuse circulaire o_ proche de la transition D; (on oublie alors la
transition D5). On voit immédiatement sur la figure 1.4 (gauche) que le ni-
veau fondamental |g,m, = —1/2) n’est pas couplé a la lumiére, alors que
le niveau |g, m, = +1/2) l'est avec un coefficient de Clebsch-Gordan égal
a —+/2/3. Le différentiel de déplacement lumineux entre ces deux niveaux
est décrit par ce champ magnétique effectif B. Plus précisément, la combi-
naison du terme scalaire et du terme vectoriel de (1.45) rend compte du fait
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que |g, m, = —1/2) ne ressent aucun potentiel alors que |g,m, = +1/2) est
déplacé deux fois plus que si la lumiére avait une polarisation linéaire de
méme intensité.

On voit que la partie vectorielle du déplacement lumineux (COHEN-
TANNOUDJI & DUPONT-ROC 1972; DEUTSCH & JESSEN 1998) proportion-
nelle a B, est comparable, voire plus grande que la partie scalaire si le
désaccord est choisi du méme ordre que la structure fine. En particulier,
cette partie vectorielle n’est pas nulle si on choisit le désaccord Ay = —2A;
annulant la partie scalaire. En revanche, cette partie vectorielle décroit
comme 1/A? si on choisit un désaccord grand devant la structure fine. Elle
devient donc rapidement négligeable devant la partie scalaire, qui ne dé-
croit que comme 1/A. Ce dernier point est logique : si le désaccord est
tres grand devant la structure fine, cette derniére est négligeable pendant
le temps caractéristique A~! associée a l'interaction atome-lumiere. Si on
peut négliger la structure fine, on se ramene a la transition J, =0 < J. =1
étudiée en premiere partie, puisque le spin de I'électron est « spectateur »
dans I'hamiltonien de couplage entre I'atome et la lumiere. La dégénéres-
cence entre les deux sous-niveaux de spin £1/2 ne peut donc pas étre levée
en absence de structure fine.

Examinons deux cas particulier de I'expression générale (1.46) :

— Pour une polarisation linéaire, par exemple €2 = Qu., alors le produit
vectoriel u, x u, est nul, ainsi que le champ magnétique effectif. Nous
avions déja mentionné ce résultat plus haut.

— Pour une polarisation circulaire, par exemple un faisceau lumineux se
propageant le long de l'axe Oz tel que Q = Q(u, + iu,)/v/2, alors le
produit vectoriel (u, +iuy) X (u,; —iu,) = —2iu, et le champ magné-
tique effectif est aligné selon Oz :

QP2 /1 1
B="—|———+—]u..
6 \Ax A;) 7~
Notons qu’a la différence d'un champ magnétique usuel, appliqué de I'ex-
térieur avec des bobines, ce champ magnétique fictif peut avoir des varia-
tions spatiales sur des échelles de I'ordre de la longueur d’onde optique :
c’est par exemple le cas quand on forme une onde stationnaire en super-

posant deux ondes de méme fréquence, de directions opposées et de pola-
risations linéaires non paralleles.

(L47)
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Il reste a prendre en compte la structure hyperfine du niveau fonda-
mental. Si le noyau a un spin I, ce niveau est clivé en deux sous-niveaux
de moment cinétique F' = I & 1/2. Le théoréme de Wigner-Eckart indique
que l'opérateur déplacement lumineux s’écrit dans ce cas

¥ h|Q|2A I T
V= 1+B'-F 1.48
o l+BF, (148)
avec pour leniveau F' =1 +1/2:
B
=4 . 1.49
2I +1 (1.49)

Les champs magnétiques effectifs sont donc opposés pour les deux niveaux
hyperfins. Les conclusions énoncées précédemment sur les valeurs rela-
tives des composantes scalaires et vectorielles de cet opérateur déplace-
ment lumineux sont inchangées.

4 Approche quantique

L’approche semi-classique nous a fourni la valeur du potentiel dipo-
laire, mais il faut valider ce résultat par une approche qui traite quanti-
quement le mouvement de 'atome. La plus grande classe d’applications
des réseaux optiques porte en effet sur des aspects directement liés a la
nature quantique de ce mouvement : bandes d’énergie, états minimaux,
phases géométriques... Fort heureusement, la structure du traitement semi-
classique qui nous a permis de calculer le potentiel dipolaire peut étre
transposée presque mot a mot; nous n’aurons que peu d’éléments a ajou-
ter pour obtenir ’hamiltonien complétement quantique décrivant le mou-
vement du centre de masse. Pour minimiser les aspects techniques de cette
étude, nous allons nous restreindre au cas d’un atome a deux niveaux,
comme considéré en § 1-1. Le cas d’un atome multi-niveaux est traité en
détail par GERBIER & CASTIN (2010).

4-1 Variables lentes et variables rapides

Le probleme auquel nous sommes confrontés est celui de 1’élimination
de variables rapides au profit de variables lentes. Les variables rapides sont
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celles qui concernent la dynamique interne de I'atome, les variables lentes
sont liées au mouvement du centre de masse. L'évolution de I'ensemble de
ces variables est décrite par I’hamiltonien

A2

H=2 4 V. + hwole)(el, (150)
2m

ot le couplage atome-lumiere a I'approximation dipolaire électrique a été
donné en (1.2). A l’évolution réversible décrite par cet hamiltonien, il faut
ajouter 1’évolution irréversible due aux processus d’émission spontanée.
Cette évolution a été donnée en (1.7) pour les éléments de matrice de 1'opé-
rateur densité entre |g) et |e). Nous n’aurons pas besoin ici de ’expression
explicite des termes décrivant I'évolution de p.. et pyq ; ils sont donnés dans
GERBIER & CASTIN (2010).

Considérons l'évolution de 1'opérateur densité total p de 1’atome, qui
porte a la fois sur les degrés de liberté internes et externes. Intéressons-
nous pour commencer a 'évolution de p., = (e|p|g) qui est un opérateur
vis-a-vis des variables externes seulement. Cette évolution se déduit de
celle écrite en point de vue semi classique (1.10) :

dpe 1 [p? . . | . . R
== |:apeg:| — (iwo + 7)peg — 2 cos(wt — @) (Pgg — pee). (1.51)

dt ik |2m 2

Nous allons procéder a deux approximations a ce stade, similaires a ce qui
a été fait dans le cas semi-classique. D'une part nous allons négliger la frac-
tion d’atomes dans 1’état excité, et donc omettre le terme p.. dans 1'équa-
tion qui précede. D’autre part nous allons supposer que 1’évolution de p.,4
due aux variables internes, avec les fréquences caractéristiques A et I', est
beaucoup plus rapide que celle due aux variables externes, provenant par
exemple de 'hamiltonien d’énergie cinétique p?/2m. Dans ces conditions,
on peut (i) omettre le premier commutateur du membre de droite de (1.51),
(ii) négliger la variation de p,, sur une durée ~ I'""!, (iii) intégrer formelle-
ment (L51) dans la limite |A| > I' pour obtenir finalement, de maniére tres
similaire a (I.14) :

Q efi(Wtftp)

ﬁeg(t) = 9 1w — o -

ei(Wt7W)

Doy t). (152)

w + wo

Ce résultat signifie que les opérateurs densité correspondant aux « cohé-
rences optiques » p.4 et p,. suivent adiabatiquement 1’évolution beaucoup
plus lente de 'opérateur densité restreint au niveau fondamental |g).
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4-2 Hamiltonien effectif pour le centre de masse atomique

On reporte ensuite le résultat (1.52) dans 1’équation d’évolution de py4
pour obtenir :

dpgg _ dbyg

dt dt

2m

1L [p* . . . R
+ o | 5 Pag | £ ikeos(wt — @) (Peg — Pge) s

Q

1 [P o
i [2m + V(r),pgg] : (L53)
Notons qu’on s’est limité ici a I’ordre le plus bas nonnulen 1/A et qu'on a
lissé les termes en e*2“*, comme on l'avait fait dans le cadre de I’approxi-
mation semi-classique. Notons également que le terme décrivant I'évolu-
tion par émission spontanée de p,, est < I'pe.; il ne contribue pas a cet
ordre du calcul et n’aura une influence qu’a un ordre supérieur en I'/A
[voir par exemple GERBIER & CASTIN (2010)].

Le résultat (I.53) correspond exactement a ce qu’on recherchait. Cette
équation d’évolution purement hamiltonienne décrit le mouvement d’une
particule de masse m, sans structure interne, dans le potentiel dipolaire
V(r) donné en (1.18). C’est cet hamiltonien

ﬁ2

H=2—+V(#

o (154)

qui va servir de point de départ a la suite du cours, en ajoutant éventuelle-
ment les modifications liées au spins électronique et nucléaire étudiées en

§3.

5 Réseau rouge ou réseau bleu?

5-1 Le «paradoxe» de GORDON & ASHKIN (1980)

Dans toute la suite de ce cours, nous utiliserons les pieges lumineux, en
particulier les réseaux optiques périodiques, dans un régime ot les phéno-
menes d’émission spontanée sont négligeables. L’émission spontanée ap-
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parait en effet comme une nuisance? : son caractere aléatoire constitue un

chauffage des atomes, qu’il s’agit de réduire au maximum. Ce régime non
dissipatif est obtenu en rendant la population de 1'état excité trouvée en
(1.40) :

0?2
II. el (1.55)
la plus petite possible, pour une valeur donnée du potentiel optique
hQ?
V= A (1.56)

Ceci conduit a choisir des désaccords et des intensités les plus grand pos-
sibles : en gardant Q?/A constant, la quantité Q2/A? — 0 si Q,A de-
viennent tres grands.

Considérons plus précisément un réseau optique généré par une onde
stationnaire a une dimension, {2(z) = Qg sin(kz) conduisant au potentiel

o3

 V in2 o)
V(z) = Vpsin® kx, W= 1A

(1.57)
Un parametre disponible pour minimiser l'effet de I’émission spontanée
est le choix du signe du désaccord, pour une profondeur de réseau V;, don-
née. Pour un désaccord A > 0 (bleu), les atomes sont piégés au voisinage
des noeuds de 'onde stationnaire composant le réseau. Au contraire, pour
A < 0 (rouge), le potentiel est minimal aux ventres de I’'onde stationnaire.
On pourrait naivement penser que, concernant les phénomenes d’émission
spontanée, la situation est plus favorable pour un désaccord bleu que pour
un désaccord rouge, car l'intensité est plus faible & 1’endroit o1 se trouvent
les atomes.

Ce raisonnement naif a été invalidé par GORDON & ASHKIN (1980), qui
ont calculé le coefficient de diffusion en impulsion pour un atome dans
une onde stationnaire. Ils ont montré que a V, donné, ce coefficient de
diffusion est le méme en tout point de 'onde stationnaire et ne dépend
pas du signe de A. Toutefois, ils n’ont pas interprété physiquement ce ré-
sultat qui est donc resté quelque peu « mystérieux ». Il a été analysé par

3. La situation est tres différente pour 1'utilisation initiale des réseaux optiques, ot on
cherchait les moyens optimaux pour refroidir une assemblée d’atomes.
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COHEN-TANNOUDIJI (1992), puis repris récemment dans un cadre plus gé-
néral par GERBIER & CASTIN (2010). La transposition de ce probleme au
cas d’atomes en cavité a été étudiée par MURR, MAUNZ et al. (2006).

Dans le complément donné a la fin de ce chapitre, nous résumons 'ar-
gument initial de GORDON & ASHKIN (1980) et sa transposition dans le
formalisme développé dans le paragraphe 4, en reprenant notamment la
démarche de GERBIER & CASTIN (2010). Dans ce qui suit, nous allons ex-
pliquer le résultat a priori surprenant de GORDON & ASHKIN (1980) en
utilisant le formalisme de 1’atome habillé, que nous avons présenté précé-
demment.

5-2 Transitions Raman dans un réseau tres profond

Pour expliquer le résultat paradoxal de GORDON & ASHKIN (1980),
nous allons considérer un réseau de grande profondeur V; de sorte que le
mouvement d'un atome est confiné au fond d'un puits de potentiel ; I'effet
tunnel vers les puits adjacents est supposé négligeable.

Dans le cas d'un réseau désaccordé sur le bleu, nous prenons comme
en (I.57) un réseau 1D avec une fréquence de Rabi Q(z) = Qqsin(kx) et
nous faisons I’hypothése que I'extension du mouvement spatial de ’'atome
est petite devant k= = )\/(27) de sorte qu’on peut faire 'approximation
sin(kz) ~ kx. Le mouvement de 1’atome est alors un mouvement de vibra-
tion harmonique dans le potentiel

hQGk? 1
V(z) ~ =922 = —mw?a?,

hOZk?
A T T

2mA

avec w =

. (L58)

Les états propres du mouvement dans ce potentiel sont les fonctions de
Hermite H,,(x/aon), ot la taille caractéristique de 1'état fondamental est

aon = / i/mw,

les énergies correspondantes étant (n + 1/2)hw.

(1.59)

Dans le cas d’un réseau désaccordé sur le rouge, nous prendrons 2 =
Qo cos(kx) pour conserver un puits centré en 2 = 0. Les expressions pour la
pulsation w au fond du puits, la taille de I'état fondamental a,, et le spectre
en énergie (n + 1/2)hw sont inchangées (au changement A — —A pres).
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FIGURE 1.5. Gauche : transition Raman pouvant causer un changement de I'état
de vibration n de I'atome. Droite : ces mémes transitions dans le point de vue de
U'atome habillé correspondent i une « cascade » radiative.

Les phénomenes d’émission spontanée vont causer des transitions
entre les niveaux d’énergie de ce puits en induisant des transitions Raman
(figure L5) : 'atome, initialement dans I'état fondamental électronique g
et un état de vibration n pour son centre de masse, peut passer dans un
état électronique excité e en absorbant un photon du faisceau laser créant
I'onde stationnaire, puis retomber dans 1'état fondamental électronique en
émettant un photon de fluorescence. Lors de cette retombée, I’atome peut
atteindre un autre état de vibration n’ : La diffusion Raman crée donc une
marche au hasard de I’état du centre de masse, ce qui correspond a un
chauffage.

Le formalisme de I'atome habillé est trés commode pour visualiser cette
marche au hasard. La transition Raman que nous venons de décrire corres-
pond a une transition de la multiplicité {|g, N +1), |e, N)} vers la multipli-
cité immédiatement inférieure {|g, N),|e, N — 1)} (figure L.5). Plus précisé-
ment, a ’ordre le plus bas non nul en €2, c’est la transition

qui a une contribution significative. L'état |g, N + 1) a un recouvrement
non nul (faible) avec |e, V) et il est donc instable du point de vue de 1’émis-
sion spontanée. En se désexcitant, il émet un photon (le photon Raman
dans I'image ci-dessus) et il peut tomber dans 'état |g, V), qui a lui-méme
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un recouvrement non nul (fort) avec |g, N).

5-3 Les taux de transition n — n’

Nous allons maintenant évaluer les taux de transitions n — n’ en utili-
sant la regle d’or de Fermi (ROF). Le couplage W entre 'atome et les modes
vides du rayonnement responsable de I’émission spontanée s’écrit

Viac = 3 _Vwe¥'™al, 6 + he (161)
k/

ol di, crée un photon de vecteur d’onde £’ le long de 1’axe z. La largeur

naturelle de l'état atomique excité |e) vaut dans ce modele

2 . 2
I= % (g5 K'|Viacle ; vac)|  p(hck’ = hwa), (L.62)
ol p(E) représente la densité d’états pour une énergie finale fic|k’| égale a

I'énergie initiale d'un atome excité hwa (soit k' = twa /c).

L’état initial correspond au vide de rayonnement et a 1’atome dans 1'état

|\II$LN+1)>, correspondant au niveau vibrationnel n et 1’état interne habillé
lg, N +1):

(x\\I'%NH)) = H,(x) {cos[f(z)]|g, N + 1) + sin[f(x)]|e, N)}. (1.63)

L'état final correspond a un photon &’ émis et & 'état atomique |\I/£f,v)) Le
taux recherché -, ., s’écrit alors en utilisant la ROF

Yo (K1) oc (W75 (e af, 6w vac)|?

o (Wi T 5 (N2 (1.64)

En reportant 1'expression (1.63) dans 1’élément de matrice a calculer, on
arrive a

o (K)o \ [ Hurte) Hola) e sinfo(e)] cosfa)

2

x i /Hn/(x) H,(z) ¢¥'* Q(z) dz| | (L.65)
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ot on a utilisé I'approximation sin(260) ~ Q/A [cf. (1.31)]. Munis de ce résul-
tat, nous sommes désormais en mesure de comparer ce qui se passe quand
I'atome est confiné au voisinage d'un nceud (réseau bleu) ou d’un ventre
(réseau rouge) de ’onde stationnaire.

Réseau bleu. Nous avons déja indiqué que nous nous limitons ici au cas
o1 'extension spatiale de la distribution de probabilité de 1’atome est pe-
tite devant 1/k. On peut donc faire dans l'intégrale (1.65) I'approximation
Q(z) ~ Qo kz, eF'® = 1, et cette intégrale se raméne simplement a

2

Q .
Vom0 — |(Ho | k| Hp )2

e (L66)

soit, en rétablissant les coefficients de proportionnalité omis jusqu’ici :

Y

Yn—n' = D) (kaoh)2 [(n + 1) 5n’,n+1 + nén”nfl} 5 (167)

ol on a introduit le taux de diffusion o « typique » pour une fréquence de
Rabi QO .

a5
4A2°

L'expression (1.67) appelle deux remarques importantes.

— La localisation de I'atome au voisinage d’un nceud de 1’onde station-
naire conduit a une forte réduction du taux d’émission de photons par
rapport au taux typique 7, par un facteur (kaon)? = hk?/(mw) < 1
pour le niveau de vibration fondamental n = 0. C’est un effet qui dé-
coule logiquement du fait que I’atome ressent une intensité lumineuse
treés réduite sur 1’extension de sa fonction d’onde, de I’ordre de ay.

— On constate sur (1.67) que I’émission d'un photon s’accompagne forcé-
ment d'un changement de niveau d’une unité, avec un taux « (n + 1)
pour la transition n — n + 1, correspondant au gain d’énergie fw, et
un taux o« n pour la transition n — n — 1, correspondant a la perte
d’énergie fw (figure 1.6). Le gain d’énergie par unité de temps pour
une atome préparé dans la bande n vaut donc :

dE _ % (kaon)? [(n + 1)hiw — nfiw] = 7o Ex

<=2 (1.69)
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FIGURE 1.6. Les transitions principales dans le point de vue de I'atome habillé
(régime de Lamb—Dicke). Pour un laser désaccordé sur le rouge de la transition
atomique (A < 0), le taux de fluorescence est élevé : la plus grande partie des
photons sont émis sur la raie sans recul n — n, le restant correspondant aux
transitions n — n + 1. Pour un faisceau désaccordé sur le bleu (A > 0), les
photons sont uniquement émis sur les raies n — n % 1. Le taux de chauffage est
le méme dans les deux cas, a Qg et |A| donnés.

ot on a introduit I'énergie de recul

27.2
E:hk

T

o (1.70)

Réseau rouge. Dans ce cas, pour évaluer l'intégrale (1.65), on peut faire
l'approximation que la fréquence de Rabi est constante sur I'extension de
la fonction d’onde atomique : (z) = Qg cos(kz) ~ Q. On développe 'ex-
ponentielle e/*'* au premier ordre en z et on obtient

2

0 s 5 2
o qaz |(Hu L+ K2 Hy)l (L71)

Tn—n' (kl)

ou encore

(k’aoh ) 2
— (1.72)

Yn—n’ = Y0 {571,71’ + [(n + 1) 6n’,n+1 +n 6n’,n1]}
otton a pris k' ~ k. Le terme dominant est cette fois-ci g 6,7, C'est-a-dire
une émission spontanée de photons sans changement de niveau de vibra-

tion (figure 1.6). Le taux correspondant est élevé, comme on l’attend aux
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ventres d'une onde stationnaire, mais ce processus ne correspond pas a
une variation de 'énergie de I'atome : cette émission de photon sans recul
est 'équivalent de l'effet Mossbauer en physique nucléaire, et il est ren-
contré fréquemment en physique des ions piégés (effet Lamb-Dicke). Le
changement d’énergie provient du second terme de (1.72) qui fait interve-
nir des sauts dun état de vibration n vers un état voisin n £ 1. Ces sauts
sont beaucoup plus rares que les précédents, et ils conduisent a un gain
d’énergie par unité de temps identique a celui trouvé pour un réseau bleu
[équation (1.69)].

Pour conclure, on retrouve avec cette analyse simple le résultat de
GORDON & ASHKIN (1980) : le taux de chauffage est effectivement le méme
aux nceuds et aux ventres d’une onde stationnaire. Toutefois, les méca-
nismes conduisant a ce taux sont tres différents. Pour un réseau bleu et des
atomes localisés aux nceuds, le taux de diffusion de photons est tres réduit
mais chaque émission de photon s’accompagne d’un changement d’éner-
gie (Aw). Pour un réseau rouge et des atomes localisés aux ventres, le taux
d’émission spontanée est beaucoup plus élevé, mais I'énergie moyenne ga-
gnée lors d"une émission donnée est beaucoup plus faible car la plupart des
émissions se font sans recul.

Nous nous sommes limités ici au cas ot1 'effet tunnel entre les différents
puits du réseau est négligeable. Quand cet effet tunnel devient significatif,
les niveaux de vibration discrets n deviennent des bandes d’énergie et une
différence notable entre réseau bleu et réseau rouge apparait. La « raie sans
recul » trouvée plus haut dans le cas rouge devient une raie ottil n’y a pas
de changement de bande. Si les bandes sont étroites, I'énergie apportée par
ces transitions reste faible. Néanmoins, il y a une décohérence associée a
ces multiples transitions : on peut en effet considérer que chaque émission
spontanée «localise » ’atome avec une résolution de A. Un paquet d’ondes
s’étendant sur plusieurs sites perdra donc beaucoup plus vite sa cohérence
dans le cas d'un réseau rouge que dans celui d'un réseau bleu, méme si
les taux de chauffage dE//dt sont similaires. Cette différence est étudiée en
détail par GERBIER & CASTIN (2010).
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6 Complément

L'argument initial de GORDON & ASHKIN (1980)

Partons de I'hamiltonien d'un « atome a deux niveaux » notés {|g), |e) },
de fréquence de résonance wy = (E. — E,)/, éclairé par un champ laser
monochromatique de fréquence wr,, I'intensité du couplage étant caracté-
risée par la fréquence de Rabi (éventuellement complexe) 2(z). Dans le
cadre de l'approximation du champ tournant, cet hamiltonien s’écrit

P hO#)

A = 2 —pap, + 220, | P
2m

oy + 5 o_

(1.73)

ott P, désigne le projecteur sur I'état |a) (a = |g), |e)) et ot 6+ sont les
opérateurs montant et descendant définis en (1.3).

A la dynamique hamiltonienne décrite par H s’ajoute I'évolution irré-
versible due aux phénomenes d’émission spontanée, caractérisés par la lar-
geur naturelle I' de 1’état excité |e).

Le raisonnement de GORDON & ASHKIN (1980) part de la limite d'une
masse m infinie, de sorte que 1’atome a une vitesse nulle et reste immobile
en un point . L'impulsion peut en revanche étre non nulle, et on définit la
force moyenne f(x)

fz) = (F(x)) (1.74)

et le coefficient de diffusion en impulsion D, (x)

Dy(x) = /O h B(F(x,(})ﬁ'(z,t)+F(x,t)13’(x,0)> ((ﬁ'(z)>)1 dt, (L75)

On a introduit ici 'opérateur force :

(1.76)

() = dr ~  dx

RTE SRE L) P

Les valeurs moyennes de (1.74-1.75) sont prises sur 1’état stationnaire ato-
mique pour les variables internes, compte tenu de la dissipation produite
par les phénomenes d’émission spontanée. Dans la définition (1.75), la
quantité F'(z,t) désigne I’opérateur force en représentation de Heisenberg.
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Le calcul explicite du coefficient de diffusion est relativement tech-
nique, et passe par l'utilisation du théoréme de régression quantique. Nous
nous contenterons de donner ici le résultat de GORDON & ASHKIN (1980),
que nous retrouverons au paragraphe suivant par une méthode un peu
plus légere. Concentrons-nous sur le cas d'une onde stationnaire

Q(z) = Qosin(kx), Qo réelle positive, (1.77)
et sur la limite des grands désaccords
ARSVANR (1.78)
La force moyenne est naturellement égale a la force dipolaire
o dV(x) o,
fz) =— P V(z) = 1A Sin (kx). (L79)
Le coefficient de diffusion en impulsion vaut quant a lui *
220 2
D, = h*k°T SAZ (1.80)

Ce coefficient de diffusion est indépendant du point = considéré : que
I'atome soit placé en un nceud de 'onde stationnaire (z = 0, mod 7) ou
en un ventre (z = 7/2, mod ), la diffusion en impulsion et donc le chauf-
fage lié aux processus d’émission spontanée sont les mémes!

Le résultat de GORDON & ASHKIN (1980) dans le forma-
lisme de § 4

Nous revenons désormais & une description quantique du mouvement
du centre de masse de I'atome et nous décrivons 'approche proposée
par GERBIER & CASTIN (2010) pour retrouver le résultat de GORDON &
ASHKIN (1980).

Nous avons vu au paragraphe 4 que lorsqu’on peut négliger le chauf-
fage lié au caractere aléatoire des phénomenes d’émission spontanée, la

4. Nous avons légerement adapté le résultat de GORDON & ASHKIN (1980) au cas ol les
photons émis spontanément par 1’atome se propagent le long de 1’axe x.
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dynamique de I'atome est décrite par '’hamiltonien

R ﬁ2 02
H="—+V(1), V(z)="Vsin*(kz), Vo= ﬁ.

o (1.81)

Nous allons maintenant calculer la variation dans le temps de 1'énergie
moyenne

E(t) = (H), = Tr(Hp(t)), (1.82)

ol j(t) représente I'opérateur densité de 1’atome, opérateur agissant a la
fois dans l'espace des variables internes et celui des variables externes.
En I’absence de phénomenes d’émission spontanée, cette valeur moyenne
serait constante, mais ce n’est pas le cas si ces phénomenes sont pris en
compte et on s’attend a trouver un chauffage qu’il s’agit de comparer au
résultat de GORDON & ASHKIN (1980).

Partons de 1’équation du mouvement pour p :

dp  dp 1

ol le premier terme de cette équation pilote décrit I’évolution due & I'émis-
sion spontanée. On en déduit

dE(®t) _ Tr (H dp (1.84)

dit dt

) + o (B Hx)e

Evolution due a I’émission spontanée. Dans (1.83) le terme d’évolution
lié a I'émission spontanée s’écrit

dp

|, ) (ﬁ8ﬁ+ﬁ7§e)

2

sp.

+T / NE) 6_e*Fpe— 25 dk'. (1.85)
La premiere ligne de cette équation donne la décroissance des éléments de
matrice de p faisant intervenir 1’état excité :

T dpge

Tl Ty

sp.

r,
= — 5 Pge>
sp. 2

X dpeg
= —1 pee;
- at

dpee
dt

(1.86)
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et la deuxiéme ligne décrit I’alimentation de la population de I’état fonda-
mental p,, par décroissance de I'état excité. Notons que ces éléments de
matrice p,p (avec a, 8 = e, g) restent des opérateurs vis-a-vis des variables
externes x et p décrivant le mouvement du centre de masse de ’atome. La
fonction NV (k") décrit la distribution de la projection sur ’axe  du vecteur
d’onde du photon émis spontanément. Puisqu’on prend ici un modele 1D,
on supposera que ces photons se propagent le long de 'axe x, avec un pro-
babilité égale d’étre émis dans le sens positif et dans le sens négatif, ce qui
revient a prendre

NE) == ((k—k)+6(k+k)). (1.87)

1
2
Evaluons maintenant la contribution du premier terme de (1.84). L'hamilto-

nien A qui intervient dans ce terme a lui-méme deux contributions, $2/2m
et V(£). Commencons par p?/2m et écrivons

A2 ~ 2 ~
p= dp p dpee
Tr | — — = | —
f <2m dt Sp.> /Zm <<p| dt

En utilisant (1.85-1.87), on obtient

dﬁgg
p) + (ol L2

|P>> dp. (1.88)
sp.

sp.

dp r A )
(| % Ip) = = ((p + hk|pee|p + k) + (p — hk|pec|p — BK)) .

5 (1.89)

Ssp.

En reportant ce résultat dans (1.88), on arrive a

/\2 ~
T [ 2 dp —
2m dt .

r _
—%/p (p|peelp) dp

+% / [(p+ 1k)* + (p — hk)?] {plpeclp) dp

B2 k?
- TIIL , (1.90)
2m
ot I, représente la population totale de 1’état excité :
Il = / (plpeclp) dp. (1.91)
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On vérifiera par un calcul similaire que la contribution de V (z) (via H) au
premier terme de (1.84) est nulle. On arrive donc a

Tr (H dp ) =TI.E,,
sp.

dt
expression qui s’interpréte simplement : I'll, correspond au taux de diffu-
sion de photon par I'atome. Chaque photon émis spontanément donne un
choc aléatoire de £/k a ’'atome, donc une augmentation moyenne d’éner-
gie B, = h*k?/2m. A l'ordre deux en fréquence de Rabi, la valeur de II, est

(1.92)

o (2 (2)0(2)
(@)
I, ~ Az (L.93)
ce qui donne pour 'onde stationnaire
. dp - QF
Tr <H E Sp.> = ].—‘Er@ <Sln (kl')> (194:)

Pour un atome localisé au voisinage d'un nceud de 'onde stationnaire,
sin?(kz) tend vers 0, le taux de diffusion de photons tend également vers
0, ainsi que l'augmentation d’énergie correspondante. C’est le terme « in-
tuitif » de (1.84).

Deuxiéme terme de (1.84). Le commutateur [ﬁ ,ﬁ AL] se calcule aisé-
ment :

S Ha)= — 4m0 (64 + 6_) (pcos(kz) + cos(k@)p)
k2
+ 5 AO (psin(2k3) + sin(2k3)p) . (1.95)

Nous cherchons un résultat a I'ordre 2 en Qy/A. Commengons donc par
évaluer les éléments de matrice de 64 p a I’ordre désiré pour obtenir la va-
leur moyenne de la premiere ligne de (1.95). L'équation pilote (1.83) donne

dp . Iy . Q)
d:g ~ (IA - 2) Peg — 1 B Pgg>

oll on a négligé la contribution de p... Dans I'hypothese (réaliste) ot le
temps caractéristique d’évolution des variables externes est long devant

(1.96)
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I'~!, on peut considérer que la dynamique interne de I’atome suit adiaba-
tiquement la dynamique externe et résoudre (I.10) en®
A Qi) sme s _ 5 (@)
Peg = mpg‘(p et de méme Pge = pggm. (199)
Pour évaluer la premiere ligne de (1.95), on commence par prendre la trace
sur les variables internes. A I’ordre désiré en /A, on trouve :

. O Qo . - L
T (00 + 000 = o fsin(ki)pyy + pog sin(kD)
QL A
+ i TA(; [Dgg sin(kd) — sin(ki)pgq] . (1.100)

Reportons finalement ce résultat dans la trace de (1.95). On constate que la
contribution de la deuxiéme ligne de (1.95) annule exactement celle issue de
la premiere ligne de (I1.100). Il ne reste finalement que la contribution pro-
venant de la deuxieme ligne de (1.100) qui apres une calcul simple donne
L Branl)e = TE (cos? (k) (1.101)
jp T AL TAA? ' '
C’est le terme « contre-intuitif » de (1.84), qui est d’autant plus important
que l’atome est localisé au voisinage des nceuds de 'onde stationnaire.

Au total, quand on somme les deux contributions (1.94) et (1.101), on
arrive au résultat B e
0
i FEIE,
qui est indépendant de I'état spatial de I'atome dans I'onde stationnaire
et également indépendant du signe du désaccord de cette onde : c’est le
résultat trouvé initialement par GORDON & ASHKIN (1980).

(L.102)

5. On peut ensuite pousser le calcul un cran plus loin pour obtenir I'expression de pee a
l'ordre le plus bas. En partant de

d i T
g:e = —Thee + 5Peg®" (@) = S AF)Pge, (1.97)
et en utilisant (1.99) on obtient la valeur « stationnaire » pour les variables internes
R 1 o\ A .
Pee = EQ(:L‘) Pgg Qr (CC), (1.98)

ce qui permet en particulier de retrouver (1.93).
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Chapitre 11

Réseaux optiques : les principes de base

Le but de ce chapitre est de présenter les concepts de base de la phy-
sique des réseaux optiques. Nous commencons par rappeler le théoreme
de Bloch, qui est 'outil central pour aborder le mouvement de particules
individuelles dans un potentiel périodique V(7). Nous expliquons com-
ment émergent les concepts essentiels de fonctions de Bloch et de bandes
d’énergie, et nous présentons une série de résultats explicites pour ces
fonctions et ces bandes dans le cas d'un réseau 1D sinusoidal, V(z) =
Vo sin”(kx). Nous nous intéressons ensuite aux quantités accessibles quand
on branche et débranche le potentiel V (), une opération impossible dans
un cristal réel, mais facile avec les réseaux optiques. Nous terminons ce
chapitre par une premiere approche de la propagation de paquets d’ondes
dans le réseau, avec la notion de masse effective et de vitesse de groupe.

1 Comment générer un réseau optique

1-1 Les réseaux a une dimension

Dans sa version la plus simple, un réseau optique est constitué d’une
onde lumineuse stationnaire a une dimension le long d’un axe Oz (Figure
I1.1). Cette onde est formée par deux ondes progressives de méme ampli-
tude & se propageant en sens opposé (on néglige ici l'influence de la pola-
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risation) :

Eosin(kx — wt + ¢1), Eosin(kx + wt — ¢2). (IL.1)
Le champ résultant s’écrit £(x,t) = £(x) cos(wt — @) avec p = (¢1 + ¢2)/2
et

S(T) = 250 Sin(k’a: — (I)), ¢ = (¢2 — ¢1)/2

Dans ce chapitre, on choisira 'origine des coordonnées = = 0 telle que
® = 0, ce qui correspond a choisir cette origine en un nceud de 'onde
stationnaire. Les atomes sont alors soumis au potentiel périodique

(IL.2)

V(x) = Vpsin®(kz) W = dg‘?g
0 ) 0= 3R

(IL.3)

ol le signe de Vj peut étre ajusté en changeant le désaccord du laser par
rapport a la transition de résonance de I'atome.

Si I'onde stationnaire est obtenue en superposant deux ondes lumi-
neuses planes de directions opposées, k est égal au vecteur d’onde k de la
lumiere et la période spatiale du réseau esta = A\/2 = w/k, ot A = 27 /k est
la longueur d’onde lumineuse. Si les ondes font chacune un angle /2 par
rapport a la normale & Oz, k = ksin(6/2); la période spatiale est alors aug-
mentée : ¢ = A/[2sin(6/2)]. Nous verrons plus tard qu’on peut également
choisir dans (I.1) une phase relative ® = ¢» — ¢1 qui dépend du temps,
ce qui permet de faire défiler le potentiel périodique dans le référentiel du
laboratoire a la vitesse ®/(2k).
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FIGURE I1.1. Réseau optique 1D formé par une onde laser stationnaire. Gauche :
période \/2; droite : période \/[2sin(6/2)].
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1-2 Les réseaux multi-dimensionnels

Pour créer un potentiel périodique selon plusieurs directions de l'es-
pace, la technique la plus simple et la plus robuste consiste a superposer
des ondes stationnaires de fréquences différentes selon les directions dé-
sirées. Par exemple, pour faire un réseau carré dans le plan zy, on peut
superposer

E(r) = 2& sin(k1x) cos(wit — 1) + 2E3 sin(kay) cos(wat — @2).  (IL.4)
Si la différence de fréquence w; — wo entre les ondes est grande devant les
autres fréquences intervenant dans le mouvement du centre de masse ato-
mique, on peut négliger I'interférence entre ces deux ondes stationnaires et
considérer que 1’atome est soumis au potentiel dipolaire

V(r) = Visin?(k1x) + Va sin? (kay). (IL5)
En pratique, il suffit de prendre (w1 — w2)/27 de 'ordre de quelques MHz
(soit une différence relative de 10~®) pour que cette approximation soit
valable.

On peut également choisir toutes les ondes a la méme fréquence. Dans
ce cas, si on veut utiliser la superposition de deux ondes stationnaires
dans le plan zy comme en (IL.4), il faut contrdler la phase temporelle re-
lative 1 — 2 de ces ondes car le profil d'interférence en dépend fortement
(HEMMERICH & HANSCH 1993). Ce contrdle de la phase peut étre mis a
profit pour faire varier la topologie du réseau, comme nous le verrons ul-
térieurement pour la mise en évidence de points de Dirac dans un réseau
hexagonal (TARRUELL, GREIF et al. 2012).
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Notons une exception importante a cette nécessité de controler la
phase : GRYNBERG, LOUNIS et al. (1993) ont montré que si on restreint
le nombre de faisceaux a sa valeur minimale (2 faisceaux pour un réseau
1D, 3 faisceaux a 2D, 4 faisceaux a 3D), alors le motif d’interférence don-
nant naissance au potentiel V' (r) est indépendant des phases des faisceaux.
Une variation de ces phases n’a pour effet que de translater le motif d’in-
terférence, sans changer sa forme!. On pourra consulter l'article de re-
vue de GRYNBERG & ROBILLIARD (2001) pour avoir un panorama com-
plet des formes de réseaux accessibles dans ce cas strictement monochro-
matique. Signalons également que 1’on peut dans ce cas dépasser le cadre
de réseaux périodiques et construire des potentiels quasi-périodiques ana-
logues a ceux qui apparaissent dans les quasi-cristaux (GUIDONI, TRICHE
etal. 1997).

1-3 Retour a 1D : I’équation de Mathieu

L'étude du mouvement quantique d'un atome de masse m dans ce po-
tentiel périodique passe par la recherche des états propres [¢) (ou 9 (z) =
(x]v)) de 'hamiltonien

N P2
H = "— + Vysin?(k).

o (IL6)

Le nombre d’onde k£ introduit naturellement une échelle d’énergie, qu’on
appellera énergie de recul
h2k2
E, = , (IL.7)
2m

qui permet d’écrire I'équation aux valeurs propres Hy) = E1) sous une
forme sans dimension

L - - -
—"(@) + 5 [L = cos(22)] () = E9(2), (IL8)
oll on a posé & = kz, Vo = Vo/E; et E = E/E.. Notons que l'appel-
lation énergie de recul pour E, est un peu abusive; on définit habituelle-
ment I'énergie de recul (II.7) comme une quantité liée & I'atome, k étant
le nombre d’onde associée a la transition de résonance. Ici, le laser peut

1. Ce résultat apparait clairement & 1D sur l'expression (IL.2).
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avoir un nombre d’onde k différent de la valeur résonante, et £ peut en
plus différer de k si on choisit une configuration avec un angle 6 # .

L’équation (IL8) porte le nom d’équation de Mathieu ? et se rencontre dans
de nombreux problémes physiques, comme le mouvement d’une particule
classique soumise a une force oscillante (Z étant alors le temps), un piege
de Paul pour des particules chargées par exemple. Pour une condition ini-
tiale donnée en £ = 0 et selon la valeur du couple (Vo, E), les solutions
restent bornées ou au contraire divergent en £ = o0o. Dans le cas d'une
particule dans un piege de Paul, les solutions bornées et divergentes cor-
respondent respectivement aux zones de stabilité et d’instabilité du piége;
pour le mouvement quantique d’un atome dans un réseau optique, ces so-
lutions correspondent a une énergie E située dans une zone « permise » ou
«interdite » (gap).

Dans la mesure o1 I’existence de ces zones permises ou interdites n’est
pas restreinte au cas d'un potentiel sinusoidal, mais apparait pour tout po-
tentiel périodique, nous allons momentanément laisser I'équation de Ma-
thieu pour aborder le probleme général du mouvement d’une particule
dans un potentiel spatial périodique. Toutefois, nous utiliserons plus tard
certains résultats spécifiques liés a cette équation de Mathieu, comme la
valeur asymptotique de la largeur des bandes dans la limite V; > FE..

2 Le théoréme de Bloch

On considere dans ce qui suit le mouvement d’une particule ponctuelle,
sans spin, dans un potentiel périodique V (r) en 'absence de toute autre
force (en particulier pas de champ magnétique). Plus précisément, on sup-
pose que ce potentiel est invariant quand on fait la substitution r — r +r;,
ol r; est un des nceuds du réseau

B ={r; = jia1 + joas + jzas, ji, jo, j3s € Z}. (IL.9)

Un tel réseau, qui est stable par addition et soustraction, est appelé réseau
de Bravais. Nous avons écrit ici la version 3D du réseau, les vecteurs a;
étant indépendants. A une dimension, nous noterons plus simplement la

2. Emile Léonard Mathieu (1835-1890), mathématicien frangais, a écrit cette équation en
1865 en étudiant les vibrations d"une membrane elliptique.
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période spatiale a; = a. Nous nous intéressons ici au probléme général de
la recherche des états propres de ’hamiltonien

H= (1L.10)

.2
p .
— 4+ V(7
o TVI(T)
décrivant le mouvement de la particule. Le théoreme de Bloch? tire parti
de la symétrie de translation discrete du probleme pour rechercher une

base de fonctions propres sous une forme particulierement commode.

2-1 Enoncé du théoreme

Partons des deux points suivants :

— les opérateurs de translation 7, définis par

Ta _ e—ia~i7/7‘z

Tat(r) =¢(r—a) ouencore (I.11)

commutent entre eux,

— la symétrie de translation de V' (r) entraine que les opérateurs de trans-
lation 7, commutent avec ’hamiltonien.

On peut donc chercher une base de fonctions propres communes a H et
aux T,,. Or la diagonalisation d’un opérateur T _est aisée; en particu-
lier, pulsque T, est un opérateur unitaire (Ta =17 ,= T,I), ses valeurs
propres A sont des nombres de module 1 que 'on peut toujours écrire sous
la forme A\ = e,

Considérons maintenant une fonction propre vy, 4, 0, de 'hamiltonien
H et de chacun des opérateurs de translation Ta , avec la valeurs propre

% pour Ta].. Pour exprimer de maniere compacte le triplet des 6;, il est
commode d’introduire le réseau réciproque (un autre réseau de Bravais)
défini par:

B’ ={Q; = jib1 + jaba + jsbs, j1, j2, Js € Z} (I11.12)

3. Félix Bloch a prouvé ce théoreme dans son étude d’un électron en mouvement dans un
potentiel périodique (BLOCH 1929). Le méme résultat mathématique avait été obtenu aupa-
ravant dans d’autres contextes, notamment par FLOQUET (1883).
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ot les vecteurs b; sont définis par la propriété *

a; - bz =27 (51'71‘/. (1113)

Posons maintenant )
q= Z 0,b;, (IL.14)
j=1,2,3
ce qui entraine que a; - ¢ = 0;. La fonction propre ¢y, ¢, 0,, qui peut étre
notée de maniére plus compacte 14, vérifie donc

(I1.15)

Ye(r —aj) = e*i“j'qwq(r), j=12,3.

Posons finalement
Yq(r) =" T ug(r).

En reportant cette relation dans (II.15), il est immédiat de vérifier que la
fonction uq(7) est périodique sur le réseau de Bravais 5 :

(I1.16)

ug(r —a;) =uq(r), j=1,2,3. (I1.17)

Le théoréme de Bloch s’énonce donc de la maniére suivante (ASHCROFT
& MERMIN 1976; KITTEL 1987) : on peut chercher les états propres d'un
hamiltonien correspondant a un potentiel V() spatialement périodique
sur le réseau B sous la forme d’ondes de Bloch 14(r), qui sont des produits
d’une onde plane [¢"9] par une fonction périodique sur B [ug(7)].

Dans tout ce qui suit, on supposera le potentiel périodique V (r) suf-
fisamment régulier pour que la fonction uq(7) puisse étre développée en
série de Fourier. Ainsi nous prendrons a 1D :

uq(z) = Z Cj(q) Hmiz/a, (I1.18)
JEL
soit Yg(x) = Y Cjg)e™lat2mi/a), (IL.19)
JEL
4. De maniére explicite, on a
a2 X as

b =2r—M—
al - (a2 X a,g)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire.
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La forme (II.19) montre que les ondes de Bloch sont des peignes d’ondes
planes d'impulsion p = k(g + 27j/a), avec j entier.

Notons que dans la suite, on se livrera vis-a-vis de la variable g a toutes
les opérations habituelles sur les variables continues : dérivation (ou gra-
dient) par rapport a ¢, intégration sur ¢, etc. L'écriture de cette variable g
en indice de 14(r) ou uq(r) est une convention habituelle, mais il aurait
été tout aussi judicieux de noter ces fonctions ¥ (r, g) ou u(r, g).

Notons également qu’il est clair que les angles §; caractérisant les va-
leurs propres e~'% des opérateurs de translation Taj sont définis modulo
27. Quand on reporte cet arbitraire de phase dans la définition (I1.14), on
voit que le quasi-moment g et le quasi-moment q + Q, ot Q est un vecteur
du réseau réciproque B’, conduisent au méme triplet de valeurs propres
pour les Ta]. ; on obtient dans ce cas le méme probleme aux valeurs propres
pour I’hamiltonien H et la partie périodique u4. Pour lever cet arbitraire
de phase, on posera dans tout ce qui suit

Va+Q(r) = Yq(r), Q€ B (I1.20)

2-2 Recherche des états propres et bandes d’énergie

Dans ce paragraphe, nous nous plagons a une dimension pour simpli-
fier les notations. La recherche explicite des états propres 1, de H se fait en
injectant (I1.16) dans 1'équation aux valeurs propres, pour en déduire une
équation portant sur la partie périodique u, de la fonction de Bloch :

Hper (Q)ug(z) = E(q) ug(z) (I1.21)
ou H, per.(¢) est un hamiltonien dépendant du parametre ¢
; (b+ha)
Hper.(q) = = == + V(2). (IL.22)
La fonction u,(x) satisfait les conditions aux limites
uq(0) = ug(a), uy(0) = u(a). (I1.23)

Pour une valeur de ¢ donnée, les solutions de (I11.21-11.23) sont repérables
parunindicen = 0,1, 2, ..., les valeurs propres E, (q) étant rangées par va-
leurs croissantes. A 'énergie E,,(¢q) correspond la solution u,, 4(z), associée
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al'onde de Bloch 9, () :

Hp g (2) = Bn(q) Yng(2),  Unq(z) = €U, 4(2). (11.24)

On a déja mentionné en (I1.20) I'invariance de la définition des fonctions

propres 1, () dans la substitution ¢ — ¢ + 27 /a. Il en va de méme pour
les valeurs propres®

E,.(¢+27m/a) = E,(q) . (11.26)

Gréce au théoreme spectral, on sait que I’'on peut former une base avec

les états propres de ’hamiltonien. Pour choisir cette base, il importe de

ne pas effectuer de double comptage, c’est-a-dire de prendre une fois et

une seule chaque fonction propre. Compte tenu de la relation (I1.20), on

voit qu’il faut restreindre le domaine de variation de ¢ a un intervalle de
longueur 27 /a, en choisissant par exemple la

1% zone de Brillouin: —7/a < ¢ < 7/a. (I1.27)
Notons qu’il est souvent utile de traiter ¢ comme une variable prenant des
valeurs quelconques entre —oo et 4-co. Il n'y a aucun probleme a cela, tant
qu’on se rappelle la périodicité des états et des énergies associés (I1.20-

11.26).

Quand ¢ varie continiment dans un intervalle de longueur 27 /a, par
exemple (I1.27), chaque énergie E,(q) prend bien évidemment une valeur
contenue dans l'intervalle I, = [ming E,(q), max, E,(q)], qu’on appelle
bande d’énergie permise. Pour le réseau 1D de base que nous considérerons
la plupart du temps, V(z) = Vysin®(kz), Vy # 0, les intervalles I,, sont
disjoints [max, E,(¢) < ming E,+1(q)].

Dans le cas multi-dimensionnel, la détermination de la zone de
Brillouin n’est pas toujours aussi simple qu’a une dimension. Nous en ver-
rons un exemple pour le réseau hexagonal du graphéne plus loin. Pour les
réseaux carrés ou cubiques que nous allons rencontrer d’ici la, la premiere

5. On déduit également de (I1.16-I1.20) que

uq+27r/a(x) = 672iﬂz/GUQ(x)7 (1125)

ce qui revient a prendre Cj (¢ + 27/a) = Cj41(q) dans le développement (I1.18). La relation
(IL.25) joue un role important dans 1'étude de la topologie des bandes d’énergie associées a un
potentiel donné (ZAK 1989).
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zone de Brillouin se déduit immédiatement de (11.27) :

1% zone de Brillouin: ¢ = (¢1,¢2,q3) avec —7/a; < ¢; < w/a;. (11.28)

2-3 Role des symétries de ’'hamiltonien

Symétrie par renversement du temps. Pour une particule sans spin, la
transformation « renversement du temps » est décrite par I'opérateur anti-
unitaire K défini par (MESSIAH 2003)
Kotp(r) = 9" (r). (I1.29)
Cet opérateur laisse r invariant et change p en —p. L’hamiltonien que nous
considérons ici est quadratique en p, puisqu’il n’y a pas de champ magné-
tique et donc pas de terme linéaire en impulsion de type —p - A. Cet hamil-
tonien est invariant par renversement du temps et commute avec Kj.

Ceci entraine que si 14(1) = e 9u,(r) est état propre de H pour la
valeur propre E, alors Ko, () = 7179 uy(r) est également état propre de
H pour la méme valeur propre E. Or la fonction e~ uy(r) vérifie toutes
les propriétés d'une fonction de Bloch associée au quasi-moment —gq. On
en déduit que si on a su résoudre le probleme aux valeurs propres pour
I’hamiltonien pour un quasi-moment g, on connait également les solutions
pour le quasi-moment —q en posant :

Y—q(r) o< thg(r), (I1.30)

Méme a une dimension, chaque valeur propre en énergie est donc (au
moins) doublement dégénérée, puisque les fonctions ¥, 4 et ¢, _4 sont in-
dépendantes. Ce résultat généralise celui de la particule libre, ot1 e*/" et
e~ 77/ sont deux états propres associées a la méme énergie E, = p?/2m.
Il y a deux exceptions a cette double dégénérescence®, les cas ¢ = 0 et
q = m/a, pour lesquels v, 4 et 1, _, sont identiques [cf. (I1.20)].

6. Dans le cas particulier V' = 0, il y a encore dégénérescence pour ¢ = 7/a, car deux
bandes consécutives se touchent en ce point (voir §3-1).
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Parité du potentiel V (r).

Pour une particule sans spin, I'opérateur parité
(hermitien) P est défini par

Pijp(r) = ().

Si V(r) est symétrique par rapport a r = 0, alors I’hamiltonien commute
avec P. On en déduit que si 1q(r) est état propre de H avec la valeur propre
E(q), alors Pty (r) est également état propre de H avec la méme valeur
propre. Mais Pig(r) = e ™9u,(—r) vérifie toutes les propriétés d’une
fonction de Bloch associée au quasi-moment —q. Si on a su résoudre le
probléme aux valeurs propres pour I’'hamiltonien pour le quasi-moment g,
on en déduit la aussi la solution pour le quasi-moment —q :

VY_q(r) < Yq(—T), E(—q) = E(q), .
L'égalité entre E(q) et E(—q) avait déja obtenue a partir de l'invariance
par renversement du temps en (I1.30), sans supposer la parité du potentiel.
En revanche, la relation entre ¢_4(r) et 1)4(—7), valable seulement pour un
potentiel pair, vient enrichir le résultat (I1.30).

(IL31)

(I1.32)

3 Bandes d’énergie pour le potentiel sinusoidal

Revenons maintenant au cas 1D du potentiel V (z) = Vj sin®(kz), pour
lequel I’équation aux valeurs propres est I'équation de Mathieu (II.8). Nous
considérons d’abord le cas Vy = 0 pour lequel on connait les états propres,
bp(x) = €P?/ et les énergies associées E, = p?/2m. L'utilisation du théo-
réme de Bloch pour traiter ce probleme est évidemment une maniére com-
pliquée pour traiter un cas connu, mais a le mérite de donner de maniere
explicite les énergies E,(q) et les fonctions u,, 4(z) associées. Le résultat
nous servira ensuite de guide pour traiter le cas des potentiels non nuls.

3-1 Le cas du potentiel nul, 1, =0

Pour le potentiel nul, n'importe quelle période « fait I'affaire. Prenons
a = 7 /k pour faire le lien avec le cas Vj # 0. Un état « onde plane » ¢, (z) =
e'P*/h peut s’écrire sous la forme d’une onde de Bloch

6p(z) = €977k ayec % = 2jk + ¢, (IL.33)
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FIGURE I1.2. Gauche : relation de dispersion pour une particule libre E =
p?/2m. Droite : parabole repliée, donnant les bandes d'énergie pour la méme par-
ticule libre dans le formalisme des ondes de Bloch.

oil j est I’entier le plus proche de p/(2hk), et ol1 ¢ appartient a la premiere
zone de Brillouin | — &, k]. On a pour la bande fondamentale n = 0 :

h2q2
Eo(q) = Dy ug,q(x) =1, (I1.34)
et pour la premiére bande excitée n = 1:
— n? 2 _ oE2ikz
Ei(q) = 5 (a£2k)7, uig(z) = e, (IL.35)

avec le signe — (resp. +) quand ¢ > 0 (resp. < 0). Dans ce cas tres par-
ticulier, les fonctions u, 4(z) sont donc indépendantes de ¢, mis a part le
changement de signe de I'exposant dans (IL.35) en ¢ = 0. Le tracé des fonc-
tions E,,(¢) en fonction de ¢ est donné en figure I1.2; il redonne simplement
la parabole E(p) = p?/2m repliée sur elle-méme puisque l’abscisse ¢, reli¢e
linéairement a p par (IL.33), doit rester dans la premiére zone de Brillouin.

3-2 L’équation centrale

On considére maintenant le potentiel V (z) = V; sin?(kx), avec V; > 0.
Ce potentiel est de période a = 7/k et on cherche les fonctions propres
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Coefficients de Fourier C;(n, ¢) des ondes de Bloch v, 4,
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FIGURE I1.3. Coefficients de Fourier C;(n,q) en fonction de leur indice j. Ces
coefficients sont solutions de I'équation centrale (11.37) pour Vy/Ey = 2 (colonne
de gauche), Vo /E, = 8 (colonne du milieu), Vo /E, = 20 (colonne de droite).
Les lignes correspondent de haut en bas 4 (n = 0,q = 0), (n = 0,q = 7/a),
(n=1,¢=0),(n=1,9g=m/a).
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Bandes d’énergie F,(q)
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FIGURE 11.4. Premicres bandes d'énergie E,,(q) (unité E, = h*k?/2m), en fonc-
tion de q/k pour un potentiel V() = Vp sin® (kz). De gauche a droite, et de haut
en bas : Vo /E, =(0,0.5,1); (2, 4, 8); (12,16,20). Le rectangle grisé représente la
zone d’énergie inférieure a la hauteur du potentiel V5.



CHAPITRE II. RESEAUX OPTIQUES : LES PRINCIPES DE BASE

§3. Bandes d’énergie pour le potentiel sinusoidal

Différentes représentations de la méme structure de bande

10 f
5 | |
/\
OT | L | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
10 T T T T T I
5 |
\ _/
0L | | ‘ | | J
-3 -2 -1 0 1 2 3

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 11.5. Trois représentations possibles de la structure de bande. En haut le
schéma usuel (bande repliée). Au milieu, le schéma de bande dépliée, qui permet
de bien faire le lien avec le cas d'une particule libre. En bas, le schéma de zone
répétée, ot chaque état propre 1, , est représenté plusieurs fois; cette derniere
représentation est utile pour I'étude de phénomenes de type oscillations de Bloch.
Les tracés sont faits pour Vo = 4 E,, et on a soustrait ici la valeur moyenne
Vo /2 du potentiel pour faciliter la comparaison avec le cas Vy = 0. Ce dernier est
représenté en pointillés noirs sur chaque figure.
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Fonctions de Bloch v, ,(2)
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FIGURE I1.6. Fonctions de Bloch 1), ,(x) en fonction de x/a pour Vo /E, = 2
(colonne de gauche), Vo/E, = 8 (colonne médiane) et Vo/E, = 20 (colonne de
droite). Les lignes correspondent a la bande n = 0 (haut), n = 1 (milieu), n = 2
(bas). Sur chaque graphe , on a représenté les quasi-moments q = 0 (trait continu
rouge) et ¢ = m/a (trait pointillé bleu).
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(ondes de Bloch) sous la forme [cf. (I1.16)-(I1.18)]

Yo(w) =D Cylg) DT _f < g <k
JEZ

(IL.36)

On se rameéne a l'équation aux valeurs propres pour une matrice tri-
diagonale symétrique réelle (infinie), souvent appelée équation centrale :

(IL37)

AR Vo _E.
|:(2.7 + %) + 2_E1«:| C] - E(O]—l + C]-‘rl) - Er C])

qui se résout numériquement a l'aide d’algorithmes standards pour un
couple (q/k, Vo/E,) donné. En pratique, pour déterminer par exemple la
largeur de la bande fondamentale avec une précision relative de 1075, on
peut limiter la somme (IL.36) a |j| < 20 si 'amplitude du potentiel ne dé-
passe pas elle-méme V; / E, = 50. Les coefficients C; sont représentés sur la
figure I1.3 pour trois valeurs de Vj et pour les premiéres bandes d’énergie.
On voit que ces coefficients ne prennent des valeurs significatives que pour
des valeurs relativement faibles de j, ce qui justifie de tronquer le systeme
(I1.37) a |j]| < 20.

On classe comme indiqué plus haut les solutions de (I1.37) par énergie
croissante et on les repere par l'indice n = 0, 1,2, ... Les premiéres bandes
d’énergie E,(g) sont tracées sur la figure I1.4 pour une série de valeurs de
Vo/E;. Ce tracé montre la transition de la parabole repliée obtenue pour
Vo = 0 vers des bandes de plus en plus plates pour des potentiels V;, > E,.
Cet aplatissement correspond a la situation ot1 I'amplitude de l'effet tunnel
d’un minimum de potentiel vers le minimum adjacent devient négligeable,
les niveaux d’énergie devenant alors proches de ceux d’une particule au
fond d’un puits de potentiel individuel, V (z) ~ Vok?z? pour le puits cen-
tral par exemple. Nous reviendrons sur cette limite des liaisons fortes dans le
prochain cours.

Notons que le tracé sous forme repliée de la figure I1.4 n’est pas le seul
possible. Nous avons représenté sur la figure I1.5 deux autres représenta-
tions qui peuvent étre utiles, la représentation dépliée et la représentation
répétée.

Nous avons représenté sur la figure I1.6 quelques fonctions de Bloch
¥n.q(z) pour trois valeurs de Vy/E,. Ces tracés ont été faits en fixant la
phase (arbitraire) de la fonction de Bloch de la maniéere suivante :
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FIGURE I1.7. Bandes d’énergies E,,(q) (unité de E\) en fonction de q/k, pour un
potentiel Vo < E, :(a) : Vo = 0 (méme chose qu’a la figure 11.4); (b) : Vj = 0.2 E;
(c) : zoom sur le bord de bande q ~ k pour le cas Vy = 0.2 E,. On voit qu’un gap
de largeur = V) /2 s’ouvre.

— Pour les bandes paires (n = 0,2,...), ¢, q(x = 0) est réel positif.

dvYn.q
dzx

Avec cette convention, les fonctions de Bloch pour les quasi-moments ¢ = 0
et ¢ = m/a (ceux qui sont utilisés pour les tracés de la figure I.6) sont
réelles.

— Pour les bandes impaires (n = 1,3, ...), (x = 0) est réel positif.

3-3 Le cas du réseau faible

Pour terminer ce paragraphe, donnons quelques éléments sur le cas
Vo < E: qui nous servira de base un peu plus loin pour décrire la dif-
fraction de Bragg. Dans ce cas, on peut traiter perturbativement 'effet du
potentiel V(z) = Vysin®(kz) = (Vo/2) — (Vo/4) (e*** 4 e2#7), le terme
dominant de ’hamiltonien étant I'énergie cinétique Hy = p*/2m. Nous
avons déja donné I'expression des états propres de H sous forme d’ondes
de Bloch [cf. (IL.33)], et nous avons tracé les énergies propres E,(g) sous
la forme de la parabole repliée de la figure II.4a. Regardons maintenant
les éléments de matrice de V() entre les états propres de Hy. Le terme
constant V;/2 du potentiel ne joue aucun rdle, si ce n’est une translation
globale des énergies. Les termes en (V;/4)e™2** couplent 'onde plane
d’impulsion p aux ondes planes p + 27k :
M o)

V(x) by(a) = Lpla) (11.38)

Z¢p+2ﬁk(w)v
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soit (¢pronk|V]¢p) = —Vo/4. Ce couplage n’est important en pratique que
sil'énergie associée a I’'onde ¢, pour 'hamiltonien Hj est proche de 1’éner-
gie de Op—2nk OU Ppionk

p? (p £ 2hk)?

Z ~
~

= ~ Thk.
2m 2m PEF

(IL.39)

Ceci ne se produit que pour les deux bandes d’énergie les plus basses,
aux bord de la premiére zone de Brillouin, c’est-a-dire 1a ot les bandes
se touchent.

Considérons donc la base composée par les deux états « ondes planes »
{lp = —hk), |p = +hk)} d’énergie cinétique E,. Ces deux états sont couplés
par V(z) et I'énergie des deux états propres de H, a I'ordre 1 en Vj, est
obtenue par diagonalisation de la restriction de 1’'hamiltonien a cette base :

i = (Er_%‘ﬁl/ 2 E*fo‘ﬂj /2) (IL.40)
Les valeurs propres de cette matrice sont (pour V5 > 0)
E=FE + % + % = Ey(k)=E. + %, Ey(k)=E, + %, (I1.41)
et les états propres correspondants sont
o, () x cos(kx), P15 (z) o sin(kx). (11.42)

Ce résultat se comprend aisément : I'état de basse énergie v , est modulé
de sorte que la densité de probabilité o cos?(kx) est minimale dans les
zones de fort potentiel [V (z) = Vjsin®(kz)]. Au contraire I'état de haute
énergie correspond a une densité de probabilité « en phase » avec la modu-
lation du potentiel. A cet ordre du calcul, I'effet du potentiel V (z) est donc
d’ouvrir un gap de largeur V;/2 entre les deux premiéres bandes. L'ouver-
ture des gaps entre les bandes supérieures fait intervenir des ordres plus
élevés de V.
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4 Branchement et débranchement d’un réseau

4-1 Extension de théoréme de Bloch

Nous aurons fréquemment 1’occasion de rencontrer dans les cours qui
vont suivre des problémes gardant leur périodicité spatiale, mais dépen-
dant explicitement du temps. Dans ce paragraphe, nous considérons 1'ha-
miltonien

(IL43)

ol V est spatialement périodique sur un réseau B et ot la fonction f; dé-
crit le branchement ou le débranchement du réseau. On peut également
prendre pour f; une fonction du type fo + fi cos(Qt) ot la partie modulée,
proportionnelle a f; (K fo), permet de faire une spectroscopie des états
dans le réseau [voir par exemple les articles de DENSCHLAG, SIMSARIAN
et al. (2002) et KOLLATH, IUCCI et al. (2006)].

Supposons qu’a I'instant initial la fonction d’onde de la particule a la
forme d’une onde de Bloch

d(r,t=0) =" u(r,t =0), (11.44)

ot u(r,0) est périodique sur B. On peut alors montrer qu’a un instant ¢
ultérieur, cette forme d’onde de Bloch est préservée, avec le méme quasi-

moment q :

o(r,t) =™ u(r, ), (I1.45)
ol u(r, t) est également périodique. La démonstration est simple : la fonc-
tion ¢(r, t) s’obtient en faisant agir 'opérateur d’évolution U(t) sur I’état
initial ¢(r,0). Puisque [H (t),Ta].] = 0 a tout temps ¢, on en déduit que
[U(t), Taj] = 0 etdonc

Ta,06(r,0) = UTa,0(r,0) = Ta, [U6(r,0)| =7 |Tg(r,0)| . (1146)

Ceci entraine que ¢(r,t) = Ug¢(r,0) est état propre de Taj avec la méme
valeur propre /%9 que ¢(r,0), d’out l'écriture sous forme d’onde de Bloch
(I1.45) : le quasi-moment q est conservé lors de I'évolution.

Dans le cadre des réseaux optiques, cette conservation du quasi-
moment ¢ quand on varie dans le temps l'intensité d’un réseau optique
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a une interprétation simple : l'interaction de l'atome avec la lumiere se
fait par des processus « absorption d’un photon dans une onde — émis-
sion stimulée d"un photon dans 'autre onde ». Ce processus change I'im-
pulsion de I'atome par +2 ik : un atome isolé préparé initialement dans
un état d'impulsion p sera ultérieurement dans une superposition d’états
p + 2nhk, oll n est un entier relatif. Tous ces états correspondent au méme
quasi-moment ¢ de la zone de Brillouin, ¢ étant défini par ¢ = p/h modulo
27 /a. Deux éléments peuvent venir limiter la portée de ce raisonnement :

— Si le faisceau n’est pas une onde plane, mais présente un gradient d’in-
tensité le long de 1’axe z, alors I'impulsion associée a un faisceau lu-
mineux n’est pas exactement égale a hk. Ceci revient a dire que le gra-
dient d’intensité cause une force dipolaire sur une échelle a priori plus
grande que la période \/2 du réseau, force qui peut modifier I'impul-
sion atomique d'une quantité différente de 27k.

— Si on met un réseau en mouvement en changeant la fréquence d'une
onde progressive par rapport a l'autre, les deux nombres d’onde k4
associés aux deux ondes progressives ne sont pas strictement égaux
et le changement d'impulsion A(k4 + k_) n’est pas strictement égal
a 2hk. En d’autres termes, la période spatiale du réseau change avec
le temps, ce qui invalide le théoréme de Bloch. En pratique, pour les
vitesses des réseaux utilisées, ces déviations sont trés faibles.

4-2 Branchement et débranchement adiabatiques

Plagons-nous a 1D pour simplifier les notations. Dans le paragraphe
précédent, nous avons déduit de I'invariance par translation la conserva-
tion du quasi-moment ¢. Nous allons maintenant nous placer dans la si-
tuation ot1 I'état initial correspond a un des états propres de I’'hamiltonien
pour la valeur initiale du potentiel f, V(z), c’est-a-dire u(x,0) = wup ().
Nous allons chercher ce qu'il est possible de dire sur la partie périodique
u(z,t) a un instant ultérieur quand le coefficient f; varie « doucement ».

La fonction spatialement périodique u(x,t) se détermine en résolvant
I'équation différentielle déduite de I'équation de Schrédinger dépendante
du temps :

O|u(t))

lhi = I;[per. [qa ft] "LL(t)>

o (IL47)
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ol ﬁper_ lg, f] est défini par (cf. I1.22)

. 5+ Fa)>
Hper [q, f] = %

+ fV(z). (I1.48)
Pour chaque valeur de g et de f, on connait les états propres |u5lf 21> de cet
hamiltonien. L'état initial |©(0)) est supposé étre un de ces états propres
(lu(0)) = |u£Lf 21) )) et il s’agit de déterminer la condition pour qu’a l'instant ¢
I’état |u(t)) soit voisin de |u£1fg)>

Commengons par rappeler le critére général caractérisant I’approxima-
tion adiabatique (MESSIAH 2003). On considére un hamiltonien H(\) dé-
pendant d’un parametre A, pour lequel on a su résoudre le probleme aux
valeurs propres. On suppose pour simplifier que les énergies ¢, (\) sont
non-dégénérées et forment un ensemble discret. Les vecteurs propres as-
sociés sont notés |¢,,(A)). On s’intéresse a un probleme o1 le parametre A
dépend du temps. On suppose que le systeme est préparé a l'instant ¢ = 0
dans un état propre |¢,[A(0)]) et on cherche & quelle condition le systéme
sera a l'instant ¢ dans 1'état |¢,, [A(t)]) avec probabilité voisine de 1. On peut
montrer que ceci sera le cas si l'inégalité
vn' #n,

h ‘ (] % |én) (IL.49)

< |Ey — Ey,

est satisfaite a chaque instant.

Pour appliquer concretement ce critere a notre probléme de branche-
ment et de débranchement de réseau, supposons que les atomes sont ini-
tialement préparés dans I'état d’impulsion nulle [p = 0), le réseau étant
éteint. Cet état s’identifie avec |1),—0,4=0). Quand on branche le réseau,
on sait que le quasi-moment va rester ¢ = 0 et le probleme est de sa-
voir si on quitte ou non dans la bande fondamentale n = 0. Limitons-
nous au cas de réseaux relativement faibles, f;Vy < E,, pour lesquels
on peut déterminer perturbativement les états propres |1, q=0) (DAHAN
1997). A l'ordre 1 en V;, I'état fondamental [thn=0,4=0) s’Obtient en mélan-
geant 1’état d’impulsion nulle [p = 0) et les deux états |p = £2hk). L'écart
entre les niveaux non perturbés vaut 4F, et la perturbation fV; sin®(kx) =
—(fVo/4) (e**® + e=2k7) 1 V4 /2 a pour élément de matrice — fV;/4, ce
qui donne

Vo

[n=0,4=0) ~ |[p = 0) + (I1.50)
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Le couplage non-adiabatique va essentiellement induire une transition
vers |’état )
V2
L’élément de matrice intervenant dans le membre de gauche de (I1.49)
s’écrit alors

o) & —= (Ip = 2hk) + |p = —21k)). (1L51)

d Vs
n'.g=0| 77 |Pn= = = T 2
(Yn q O\dt|¢L 0,g=0) 16Er\[

et I’écart d’énergie du membre de droite vaut 4F;. Le critere d’adiabaticité
s’écrit dans ce cas :

(IL52)

EY
Vo
Prenons le cas ot I'on branche un potentiel montant a la valeur Vo = E;
linéairement en temps, pendant une durée 7. Le critére ci-dessus devient

f<32v2

(IL53)

1 &

T 32V2 B,
Pour des atomes de sodium éclairés au voisinage de leur longueur d’onde
de résonance (589 nm), le temps %/ E, ~ 6 us, de sorte que la condition ci-
dessus s’écrit 7 > 0.15 us. Nous avons indiqué sur la figure I1.8 un résultat
obtenu par le groupe du NIST pour tester ce chargement et déchargement
adiabatique. Notons que la valeur maximale atteinte, V5 = 14 E\, est en
dehors du domaine d’application de notre théorie perturbative.

(IL.54)

Remarque 1. Nous avons considéré ici la bande fondamentale en ¢ = 0,
ce qui est un cas favorable pour le branchement d"un réseau. Il y a d’autres
situations ot il est impossible de garantir I’adiabaticité. C’est par exemple
le cas si on part de |1,=1,4=0) qui a la méme énergie que [¢,—2 4—0) quand
le réseau est éteint. C’est également le cas si on part du bord de bande ¢ =
+k. Ce dernier cas est intéressant car il donne naissance a la diffraction de
Bragg, trés utilisée en pratique comme séparateur de faisceaux atomiques
(voir paragraphe ci-dessous).

Remarque 2. Nous nous sommes intéressés ici au critere d’adiabaticité
pour une particule unique. Dans le cas o1 on part d’un état présentant
des corrélations entre particules, les échelles de temps nécessaires pour
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FIGURE 11.8. Test de 'adiabaticité du chargement dans un réseau. Des atomes
de sodium sont préparés initialement a impulsion quasi-nulle. On branche, puis
on débranche un réseau, la profondeur maximale atteinte étant Vy = 14 E,.. On
mesure la fraction d’atomes dans I'état d"impulsion nulle a la fin du processus. La
courbe continue est obtenue par intégration directe de I'équation de Schrodinger.
Cette figure est extraite de I'article de DENSCHLAG, SIMSARIAN et al. (2002).

maintenir I'adiabaticité peuvent étre tres différentes, car les écarts d’éner-
gie entre les différents états a N corps accessibles peuvent étre beaucoup
plus faibles.

4-3 La diffraction de Bragg

La diffraction de Bragg consiste a tirer parti de la périodicité du réseau
pour diffracter de manieére efficace une onde dans un direction donnée.
Dans le cas d'un atome interagissant avec un réseau optique, on cherche a
créer de maniere sélective en impulsion des transition cohérentes

p — p+2nhk (IL.55)
oll n est un entier. Dans ce qui suit, nous nous restreindrons au cas d'un
potentiel faible (Vy < E\), ce qui garantit qu’on ne peuple significativement
qu'une seule classe d'impulsion p + 2nhk et non pas un peigne avec de
nombreuses composantes.
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Considérons ici un réseau a une dimension et des atomes préparés dans
un état d'impulsion p déterminée, qui vont interagir pendant une durée
tint avec le réseau. Comme Vy < Ei, seuls seront affectés par le potentiel

les atomes avec un quasi-moment ¢ tel que deux bandes d’énergie E,,(q) et
E,(q) sont proches l'une de l'autre et peuvent étre efficacement couplées :

— Comme nous 'avons vu en § 3-3, ce couplage se produit a l'ordre 1 en
Vo pour g = £k entre les bandes n = 0 et n = 1 : un atome d’impulsion
initiale p = +hk peut étre transféré de maniére résonante vers 1'état
d’impulsion —hk, dans un processus o1 un photon est absorbé dans
une des deux ondes progressives formant 'onde stationnaire, et un
photon est émis de maniére stimulée dans 1’autre onde (figure I1.9).

— Plus généralement, on voit directement sur la figure IL.7 qu'on peut
également observer de la diffraction de Bragg & des ordres plus éle-
vés : (i) en ¢ = £k entre une bande 2n et une bande 2n + 1 (couplage
en VUZ"H) ; (ii) en ¢ &~ 0 entre une bande 2n + 1 et une bande 2n + 2
(couplage en V7" 12).

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur le couplage a l’ordre 1
entre les bandes n = 0 et n = 1, en utilisant le formalisme des états de
Bloch développé précédemment. L'utilisation de ce formalisme pour trai-
ter la diffraction de Bragg a été initié par CHAMPENOIS, BUCHNER et al.
(2001) [pour des approches développées antérieurement, on pourra consul-
ter KELLER, SCHMIEDMAYER et al. (1999) et HORNE, JEX et al. (1999)].

Considérons la situation simple ot la fonction f; est un créneau, égale
a 1 pour t entre 0 et ¢, et nulle ailleurs. Avant le branchement du réseau,
I'atome est dans l'état |p). Aumoment du branchement du potentiel a I'ins-
tant ¢ = 0, nous supposerons que 1’état de 1’atome reste |p) : c’est 'approxi-
mation soudaine, valable si le temps réel de branchement est court devant
I'inverse de toutes les fréquences caractéristiques du probleme. Décom-
posons cet état sur les états propres de ’hamiltonien en présence de ré-
seau. Comme V; < E,, seuls les deux états propres des bandes inférieures
|n=0,q) €t |n=1,4) avec ¢ = p/h sont peuplés de maniere significative :

W(t = 0)) = Ip) = c05(0/2) [truzog) — $in(0/2) [Ynery).  (L56)

Nous avons déja déterminé en (I1.42) la relation entre |p) et les états propres
|¥n—0,1,q) dans le cas particulier p = hk. Dans le cas plus général ot1 p n’est
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FIGURE I1.9. Gauche : la diffraction de Bragg vue en terme de transition a deux
photons. Les deux états p = thk sont couplés de maniere résonante par un pro-
cessus absorption dans une onde progressive — émission stimulée dans I'autre onde
progressive. Droite : Observation d’une transition de Bragg avec des atomes d'un
condensat de sodium (figure extraite de (KOZUMA, DENG et al. 1999)). (a) Image
in situ avant 'impulsion de Bragg. (b) Image apres impulsion de Bragg et temps
de vol de 10 ms; seul un pic étroit de la distribution en vitesse a subi le phénomeéne
de diffraction et a gagné I'impulsion 2hk. (c) Profil de densité associé a I'image ().

pas strictement égal a hk, le calcul est un peu plus long. Il faut prendre
en compte dans I'hamiltonien (I1.40) la différence d’énergie cinétique entre
les deux états de base, p? /2m pour l'un, (p — 2hk)? /2m pour 'autre. Apres
quelques lignes de calcul, on trouve la valeur de 'angle de mélange 6 in-
tervenant dans (I1.56) :

cotan§ = [1 — p/(hk)] SEr.
Vo

(IL57)

L’évolution ultérieure en présence du réseau est une simple oscillation
de Rabi et la probabilité de trouver ’atome dans I'état d'impulsion p — 27k

au moment de l’extinction du réseau s’écrit
Ppsp—onk(t) = sin® 0 sin®(Qt/2). (IL.58)

Cette oscillation est parfois appelée Pendelldsung, terme introduit initiale-
ment pour décrire la diffraction des rayons X par un cristal. Elle se fait a la
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pulsation Q ~ V/(2h) puisque 'écart d’énergie entre les deux niveaux est
~ Vo/2 [cf. (I1.41)] . Le préfacteur

(VO/SEr)2
[p/(hk) = 1]* 4 (Vo /8E;)?

sin2 0 — (I1.59)
conditionne la sélectivité en impulsion du phénomene de diffraction de
Bragg. Pour p = hk, I'oscillation se fait avec une amplitude de 100% : en
choisissant Qt;,y = 7/2, on réalise un séparateur de faisceau 50%—-50%, et
on obtient un miroir de Bragg parfait pour ¢, = 7. Pour Vj < E,, l'am-
plitude de modulation chute rapidement quand on s’écarte de la condition
p = hk, la largeur totale a mi-hauteur de la courbe de résonance étant

Ap1/2 ~ W
hk — 4E,

(I1.60)

On trouvera dans CHAMPENOIS, BUCHNER et al. (2001) une comparaison
entre la prédiction de ce modéle a deux niveaux et celle obtenue par ré-
solution numérique compléete prenant en compte un grand nombre d’états
propres de I’hamiltonien. Les écarts entre les résultats des deux traitements
sont négligeables pour Vj < E,.

La diffraction de Bragg a été observée pour la premiere fois dans le
groupe de D. Pritchard (MARTIN, OLDAKER et al. 1988). Au cours des der-
nieres années, elle est devenue un outil essentiel en interférométrie a ondes
de matiére et en physique des atomes froids :

— En imposant successivement trois diffractions de Bragg correspon-
dant a Qt = x/2,7,7/2, on réalise un interférometre a deux voies
de type Mach-Zender (voir par exemple LEPOUTRE, GAUGUET et al.
(2012)). On utilise fréquemment une variante de cette diffraction de
Bragg ou le transfert d'impulsion de 2hk s’accompagne d’'un chan-
gement d’état interne [transitions Raman entre niveaux hyperfins
(KASEVICH & CHU 1991)]. Les interférometres utilisant des transitions
Raman peuvent eux aussi fonctionner dans le mode 7/2-7m-7/2 ou
dans le schéma de Ramsey-Bordé, a quatre zones d’interaction (voir
par exemple DURFEE, SHAHAM et al. (2006) et GAUGUET, CANUEL
et al. (2009)). 1l est également possible de balayer dans le temps la
fréquence d’une des deux ondes progressives formant 1’onde station-
naire, de maniere a empiler les diffractions de Bragg successives pour
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augmenter I'impulsion transférée. On se rapproche alors du probleme
des oscillations de Bloch, sur lequel nous reviendrons longuement
dans la suite. On trouvera dans KOVACHY, CHIOW et al. (2012) un
exemple d’interférometre 7/2-m—m/2 fonctionnant avec des sépara-
teurs de 10 ik grace a une fonction f; optimisée.

— On peut tirer parti de la sélectivité en vitesse (I11.60) pour mesurer la
distribution en impulsion d'un gaz d’atomes libres (KOZUMA, DENG
et al. 1999; STENGER, INOUYE et al. 1999). En pratique, pour sonder
la population d’'une classe de vitesse v, on utilise un réseau optique
« en mouvement », formé par deux ondes progressives de pulsation
wr + k(v — o) olt v, = hk/m est la vitesse de recul. On choisit par
exemple Qt = 7 et on mesure la population transférée dans la classe
de vitesse v — 2v, (voir par exemple la figure 11.9 extraite de KOZUMA,
DENG et al. (1999)). De maniére plus générale, la diffraction de Bragg
est également utilisée pour sonder des systemes de particules en in-
teraction. On envoie deux faisceaux laser de pulsations w; et de vec-
teurs d’onde k;, ;7 = 1,2, et on étudie la probabilité que le systeme
effectue une transition absorption-émission, qui lui transfert 1’énergie
fuw = h(wr — wq) et 'impulsion k = ki — k9. En variant la fréquence
des lasers et leurs angle, on peut alors reconstruire le facteur de struc-
ture dynamique S(k,w) de ce systeme. Cette méthode a par exemple
été utilisée par STEINHAUER, OZERI et al. (2002) pour mesurer la re-
lation de dispersion des excitations de Bogoliubov dans un condensat
en interaction.

4-4 Comment observer la structure de bande?

La notion de branchement et de débranchement adiabatique d'un ré-
seau trouve également une application importante dans la technique de
band mapping, ot11’on transfere le contenu des différentes bandes d’énergie
en présence du réseau vers des états d'impulsion bien définie en absence
du réseau. Il faut pour cela éteindre adiabatiquement le réseau pour qu'un
atome initialement dans un état de la bande n avec le quasi-moment ¢ fi-
nisse dans 1’état d'impulsion p = %(q & 2nhk). Le moyen le plus simple,
au moins a 1D, pour relier sans ambiguité 1’état initial v, ; a I'impulsion
finale p est d’utiliser le schéma de bande dépliée représenté sur la figure
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T

2hk

FIGURE I1.10. Ligne supérieure : figure extraite de GREINER, BLOCH et al.
(2001), obtenue avec des atomes bosonigues de 8"Rb placés dans un réseau carré
a deux dimensions. Ligne inférieure : figure extraite de KOHL, MORITZ et al.
(2005), obtenue avec des atomes fermioniques de *°K (sans interaction) placés dans
un réseau cubique 3D.

I1.5 (ligne du milieu).

Les photos montrées en figure I1.10, obtenues par le groupe de Mu-
nich, constituent une des premieres démonstrations de la visualisation de
la zone de Brillouin permise par cette technique. Pour la photo de gauche,
on part d'un réseau 2D profond (12 E.) pour lequel la largeur de la bande
fondamentale (W, ~ E,/20) est trés petite devant le gap entre la bande
n = 0 et la premiére bande excité n = 1 (Ag ~ 5 E;). On place dans le
réseau un gaz de bosons (3"Rb) dont la température est intermédiaire entre
ces deux échelles d’énergie: Wy <« kgT < Ag. Le gaz remplit donc les états
10,q de la premiére bande de maniére uniforme, mais la population des
bandes excitées est négligeable. Apres extinction adiabatique du potentiel,
les atomes sont libres et leur distribution d’impulsion est une fonction cré-
neau non nulle seulement entre —hk et iik. Pour observer cette distribution
d’impulsion, il suffit de faire un temps de vol de durée ¢, suffisamment
longue pour que le nuage s’étale d'une quantité grande devant sa taille
initiale : on obtient un segment d’atomes (un carré a deux dimensions, un
cube a trois dimensions) de longueur 2kikt o1 /m.
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Dans la photo de droite de la figure I1.10, on a délibérément peuplé les
bandes supérieures en appliquant une paire de faisceaux laser additionnels
qui créent une transition Raman entre la bande n et la bande n+1. Le temps
de vol révele alors la population transférée dans ces bandes supérieures,
avec une répartition quasi-uniforme a l'intérieur de chaque bande.

Nous montrons sur la ligne inférieure de la figure I1.10 un résultat ob-
tenu pour des fermions sans interaction (*°K) dans un réseau cubique
3D par le groupe de T. Esslinger (KOHL, MORITZ et al. 2005). Du fait du
principe de Pauli, ces fermions (polarisés) remplissent peu a peu tous les
états de la premiere bande quand on augmente leur nombre (de droite a
gauche). Sur I'image "e", la bande est pleine (on a réalisé un isolant de
bande) et la structure carrée de la zone de Brillouin est parfaitement vi-
sible.

5 Propagation de paquets d’ondes

Une caractéristique essentielle d'un réseau optique est la relation de
dispersion E,,(q) associée a chaque bande. Dans ce paragraphe, nous mon-
trons comment extraire deux quantités physiques importantes liées a cette
relation : la vitesse de groupe d'un paquet d’ondes et la masse effective.
Nous terminons ce paragraphe en donnant quelques indications sur la
modification de l'interaction entre atomes due a leur localisation dans le
réseau.

5-1 La vitesse de groupe dans un réseau optique

Supposons que l'on a su préparer une particule dans un état initial
¥(z,0) superposition d’états de Bloch ¢, ,(x) appartenant tous a la méme
bande n :

(@, 0) = / o(q) o () dg. (IL61)

Notons ¢ le centre de la distribution ¢(g) et supposons également que sa
dispersion Ag autour de gy est beaucoup plus faible que la largeur 2k de la
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FIGURE I1.11. Vitesse de groupe vg(q) (en unité de vitesse de recul v, = hk/m)
pour le réseau V() = Vysin?(kx) pour Vo /E, = 0.4,2,8, en fonction de q/k.
La ligne pointillée correspond au résultat en I'absence de réseau : mvg = hq.

zone de Brillouin. Cette hypothése autorise le développement

dE,
dq

En(q) = En(qo) + (¢ — q0) (IL62)

q=q0

Remarquons que I'hypothése Ag <« k entraine que le paquet d’ondes
s’étend sur plusieurs sites, typiquement k/Ag. Nous poserons dans la suite

1 dE,
vg,n(QO) =

== II.
| (1163)

9=40

quantité qui a la dimension d’une vitesse et dont nous allons montrer
qu’elle peut s’interpréter comme la vitesse de groupe pour la bande n au-
tour du quasi-moment gj.

A l'instant t, la fonction d’onde de la particule est

0last) = [ @) ngla) e B g (164
ce qui s’écrit encore en utilisant le développement (I1.62)
Y(x,t) ~ e_i“’ot/c(q) Yn,q(2) e 1Vt dg, (I1.65)
ol on a introduit la pulsation
wo = En(qo)/h — qovg,n. (IL.66)
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Choisissons l'instant ¢ tel que v, ,,t = a. En utilisant le fait que ¢, 4(x—a) =
e"19%), ,(z), on en déduit que

Q

P(x,t = a/vgn) g lwot / c(q) Yn,q(xz —a) dg

= e Wl y(x —a,0). (I1.67)
On voit que le paquet d’ondes se reforme périodiquement sans déforma-
tion (a cet ordre du calcul) avec des décalages successifs de a a tous les
instants séparés de a/v,,,, ce qui correspond bien a une propagation avec
la vitesse de groupe vg, .

5-2 La notion de masse effective

Dans l'étude que nous avons faite pour le potentiel sinusoidal, nous
avons trouvé que les bandes E,,(¢) sont extrémales aux points ¢ = 0 et ¢ =
+k. En ces points, la vitesse de groupe s’annule et la bande est caractérisée
par sa courbure, a partir de laquelle on définit la masse effective m™* par

1 1d°E,
m* k2 dg?’

(IL68)

quantité qui peut étre positive ou négative. Cette masse effective est tracée
pour le fond de la bande fondamentale sur la figure I1.12. Sa valeur est

m* &~ m pour des réseaux peu profonds et elle augmente indéfiniment
quand Vj augmente.

Considérons une particule préparée dans la bande fondamentale, avec
une distribution de quasi-moments centrée sur g et de dispersion Ag, telle
que |G|, Aqg < k. On peut alors écrire I'énergie de chaque état de Bloch sous
la forme
h2 2
2m*

On a déterminé ci-dessus la vitesse dz/dt du centre d'un paquet d’ondes
que l’on construit en superposant des états de ce type :

E(q) = + constante. (I1.69)

dz 1 dE, hq

dt  h dgq o m

q9=q

(I1.70)

*
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FIGURE I1.12. Masse effective m* /m [cf. (I1.68)] en fonction de Vi / E, pour la
bande fondamentale n = 0 et pour les deux valeurs ¢ = 0 et ¢ = 7/a du quasi-
moment. Noter que le signe de m* est négatif pour ¢ = mw/a et que l'on a donc

logarithmigues).

Complétons ce résultat par un autre point que nous prouverons plus tard
dans ce cours : si on soumet une particule placée dans un potentiel pério-
dique a une force F' uniforme (a I'échelle du paquet d’ondes), alors I'évo-
lution du quasi-moment est donnée par

dg

— =F. 11.71

T (IL71)
La réunion des deux équations (I1.70-11.71) correspond au mouvement
d’une particule fictive de masse m* dans le champ de force provenant de
F. Le seul effet du réseau sur cette particule isolée est la renormalisation
de la masse m — m*.

5-3 Les interactions dans le réseau, un premier apercu

L’étude des interactions dans un réseau optique est un sujet tres vaste
que nous n’allons qu’effleurer ici. Le point que nous voulons montrer est
qu’un réseau fournit un moyen assez simple pour augmenter les effets des
interactions entre particules, en localisant leur fonction d’onde au voisi-
nage des minima de potentiel.
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Nous considérons dans ce paragraphe des particules bosoniques mo-
biles selon I'axe z. Pour simplifier les notations, nous prenons un systéeme
de taille L, avec des conditions aux limites périodiques (L est un multiple
de la période a du réseau : L = Na). Dans ces conditions, le quasi-moment
est quantifié :

21

- (1L.72)

. N N
q= jfk:], j entier 6{75+1,...,0,...,5}.
Nous supposons que ces particules interagissent par une interaction de
contact g (z). En absence de potentiel de réseau, I'hamiltonien en seconde

quantification s’écrit

- . t
H_Zima @p 2L Z pl —p3 p2+p3apzap1

p P1,P2,P3

(IL73)

ou &; crée un atome dans l'onde plane d’impulsion p, 1, = e?*/" /\/L.

Supposons maintenant le réseau présent et écrivons ’hamiltonien en
seconde quantification dans la base des ondes de Bloch. Pour simplifier les
notations, limitons-nous au cas ot seule la bande fondamentale n = 0 est
peuplée et notons EII l'opérateur créant un atome dans I'état 1) 4. On trouve

g

H= ZEO(Q) i’j;l;q + ) Z Clqr, 92,41, 42) b:;g bgéqubm (IL.74)
41,942,491 ,95
avec
L
Clartonhnth) = [ 51(2) Uiy (&) Yos (&) doa(o) da. (L75)

Dans la version discrétisée que nous avons choisie ici pour la zone de
Brillouin, une écriture commode pour les ondes de Bloch est

Yo.(z) = 7% ¢ g4 (2),

oll ¥, 4 est normalisée sur le segment de longueur L et ol la partie pério-
dique u,, 4 est normalisée sur la cellule unité de longueur a :

L
/0 o g(@)P? do = 1,

(1L.76)

/ [t ()| do = 1. (I1.77)
0
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FIGURE I1.13. Facteur ¢’ /g d’augmentation des interactions de contact en fonc-
tion de Vo / E; [cf. (11.80)]. Cette augmentation est due a la localisation des fonc-
tions de Bloch au voisinage des minima du potentiel V. Les valeurs a 2D et 3D
sont simplement le carré et le cube de la valeur a 1D.

La forme de Bloch impose immédiatement la relation (conservation de
I'impulsion) :

(modulo 27/a). (I.78)

G+ =q+q¢

Supposons pour simplifier que seuls les états du bas de la bande n = 0
sont peuplés (|¢| < k). On peut alors approcher I'hamiltonien (I.74) par

£ g iy 9 P
A~ 2m* bybq + oL Z by, —450gs+450a2ban (I1.79)
q1,92,93
ot le coefficient d’interaction « renormalisé » ¢’ est donné par
g ¢
- = a’/ ‘uo,o(x)|4 dx. (1180)
9 0

En l'absence de réseau, la partie périodique de la fonction de Bloch ug ()
est constante et et égale a 1/1/a, de sorte que ¢'/g = 1. En présence
d’un réseau, la fonction ug o devient modulée tout en restant normalisée
(' [uo,0(x)|* dz = 1), ce qui entraine g’ > g : le fait de localiser les atomes
en des zones restreintes de 1’espace augmente leurs interactions. Le rapport
g'/g est tracé en fonction de la profondeur du réseau sur la figure I1.13. Si
on passe a 2D ou 3D avec un réseau carré ou cubique simple (potentiel en
V(z) + V(y) + V(2)), il faut prendre le carré ou le cube de ce rapport pour
évaluer le changement du couplage g (voir figure I11.13).
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En résumé, l'addition du réseau a deux conséquences vis-a-vis de la
dynamique en bas de labanden =0

— Il augmente la masse effective et vient donc diminuer la contribution
de I’énergie cinétique.
— Il augmente le coefficient g et vient donc augmenter la contribution de
Iénergie d’interaction.
Ces deux effets vont dans le méme sens en favorisant I'apparition d’états
fortement corrélés au détriment d’états de champ moyen, comme un
condensat de Bose-Einstein. Le point culminant de cet effet est la transi-
tion superfluide-isolant de Mott. Toutefois, avant d’en arriver a ce point,
on passe par une étape, pour des réseaux relativement forts, ot tous les
états de la bande fondementale acquiérent une population significative.
L’hamiltonien (I1.79) n’est alors plus pertinent et il faut revenir a (I1.74)
pour décrire la dynamique du probleme. Nous verrons au cours prochain
une version plus facile & manipuler dans ce cas des réseaux forts, utilisant
la base des fonctions de Wannier.



Chapitre II1

Réseaux optiques dans le régime des liaisons fortes

Les ondes de Bloch décrites au cours précédent sont au mouvement
dans un potentiel périodique ce que les ondes planes sont au mouvement
d’une particule libre. Etats propres de I’hamiltonien et de 1'opérateur trans-
lation, elles sont délocalisées dans tout 1’espace. Elles forment une base or-
thogonale de I'espace des états, qu’on peut normaliser au sens habituel des
bases continues en imposant

+o0

¢:,q($) wn’,q/(x) dz = 5n,n’ 5(q - q/)v (IHl)

ol le premier J, portant sur I'indice de bande n, est un symbole de Kro-
necker et le second §, portant sur le quasi-moment ¢, une distribution de
Dirac. On s’est placé ici a une dimension pour simplifier les notation, mais
’extension a plusieurs dimensions est immédiate.

Pour de nombreux problemes, il est utile d’introduire une deuxieme
base de l'espace de Hilbert, elle aussi orthonormée et constituée de fonc-
tions localisées au voisinage des minima locaux du réseau (« sites ») ap-
pelées fonctions de Wannier (WANNIER 1937). L'hamiltonien a une particule
écrit dans la base des fonctions de Wannier est tres intuitif : il correspond
a des termes de sauts entre sites plus ou moins proches, dont ’amplitude
dépend de la hauteur des barrieres de potentiel entre puits.

Dans la limite des liaisons fortes, qui correspond pour le potentiel sinu-
soidal Vj sin? (kz) alasituation ot Vj est grand devant 1’énergie de recul E,,
on peut se limiter a des sauts entre sites adjacents. Nous étudierons cette
limite, en nous plagant dans la situation ol seule une bande d’énergie, la
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bande fondamentale par exemple, contribue de maniere significative a la
dynamique. On obtient alors I'’hamiltonien de Hubbard , qui permet d’illus-
trer de nombreux phénomeénes physiques. Nous montrerons en particulier
comment prendre en compte les interactions entre particules dans le cadre
de ce modele, et nous donnerons quelques exemples de formes de bandes
d’énergie trés intéressante qui apparaissent pour des réseaux de forme plus
complexe que le simple cas sinusoidal.

1 Les fonctions de Wannier

1-1 Une nouvelle base

Pour définir la base des fonctions de Wannier, on commence par se don-
ner une série de points équidistants z;, j € Z, séparés les uns des autres
par la distance a. Dans la suite, nous prendrons ces points aux minima du
potentiel V(z) : z; = ja = jA/2. On définit alors la fonction de Wannier
wj., pour la bande n par :

a\1/2 [tm/a L
wns@) = (3) " [ dnala)e g

— 1.2
) (m.2)

Il est immédiat de montrer a partir de la définition (II1.2) que les fonctions
de Wannier w,, ; se déduisent les unes de autres (a n donné) par transla-
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tion :
Wn,0(z = ja) = wn;(). (II1.3)

11 suffit donc de caractériser les fonctions de Wannier w, o(z) pour les
connaitre toutes. La définition (II1.2) peut s’inverser pour donner !

27

a \1/2 o iia
Un (@) = (g) an,o(a: — ja) €%, (IIL5)
JEL
et, pour la partie périodique u,, , des ondes de Bloch :
1/2 . .
Un,q(€) = ( - ) > wn ol — ja) eI, (IIL6)
JEL

La définition des fonctions de Wannier dépend de la phase qu’on donne
a chaque onde de Bloch, cette phase étant a ce stade arbitraire. Pour un po-
tentiel symétrique par réflexion [V () = V(—=z)] et pour des bandes d’éner-
gie I,, disjointes, KOHN (1959) a montré qu’il y a un choix unique pour cette
phase qui garantit que la fonction de Wannier (i) est réelle, (ii) est paire ou
impaire vis a vis de = 0 ou « = a/2, (iii) décroit exponentiellement vite a
l'infini. Pour le réseau en sin”(kz), un choix de phase pertinent correspond
a prendre v, ,(0) réel positif pour tout ¢ si n est pair, et diy, ,/dz|,_, réel
positif si n est impair. Ceci entraine

’(/qu(—.’L‘) = w:;,q(x) = 1pn,—q(‘x)'

On vérifie alors a partir de la définition (IIL.2) que la fonction de Wannier
wo,0(x) est paire vis a vis de = 0. Les fonctions de Wannier associées au
site j = 0 pour plusieurs valeurs du potentiel V; sont tracées sur la figure
IIL.1. Pour un potentiel nul, cette fonction de Wannier est proportionnelle ?
a sinc(kzx).

(11L.7)

1. On utilise pour les fonctions en jeu ici la relation

D €99 = (2m/a) 6(q). (IIL.4)
JEL
ol la distribution ¢§(g) est & un élément du réseau réciproque prés (les multiples de 27 /a a
1D).
2. Elle ne décroit pas exponentiellement a 'infini car ’hypothése de W. Kohn de bandes
d’énergie disjointes n’est pas vérifiée.
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Fonctions de Wannier pour la bande fondamentale

FIGURE III.1. Fonctions de Wannier wq o(x) en fonction de kx/m pour le po-
tentiel périodique V (x) = Vysin?(kx). De gauche a droite, et de haut en bas :
Vo/Er =(0,0.5,1); (2,4, 8); (12,16,20). Les pointillés indiquent la fonction de
Wannier décalée d'un site (wo,_1(x)).
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En utilisant le fait que les fonctions de Bloch forment une base orthonor-
mée de I'espace des fonctions de carré sommable de la variable z, on peut
facilement vérifier en utilisant (II1.2-II1.5) que 1’ensemble des fonctions de
Wannier forme lui aussi une base orthonormée de 'espace des fonctions :

/wnj(x) Wy 7 () T = Oy s 6557

Notons que chaque fonction de Wannier w, ;(x) doit nécessairement
prendre des valeurs positives et négatives, pour assurer 1’orthogona-
lité entre elle-méme et la fonction de Wannier décalée d’'une quantité a,
wmjil(x).

(IIL8)

1-2 Fonctions de Wannier dans I’espace réciproque

Définissons la transformée de Fourier w,, () de la fonction de Wannier
centrale wy, o(z) :

W (K) e 1T dg. (I11.9)

Il est alors assez simple de montrer que cette fonction est directement reliée
au développement de la fonction de Bloch sur la base des ondes planes.
Plus précisément, on a

Y q(2 wan q + 27j/a)e iw(q+2mj/a)

JEL

(I11.10)

On pourra prouver ce résultat soit en reportant la définition (II1.2) dans la
transformée de Fourier (II1.9), soit en utilisant la formule sommatoire de
Poisson.

Cette formule donne un nouvel éclairage sur les fonctions de Wannier :
le module carré de leur transformée de Fourier donne le poids des dif-
férentes composantes du peigne d’impulsion qui forme chaque fonction
de Bloch. Notons qu’en absence de réseau, on sait que les fonctions de
Bloch sont des ondes planes : une seule dent du peigne est non nulle; par
exemple, pour la bande fondamentale, v ,(z)  €®? pour ¢ dans 'inter-
valle | — 7/a, +m/a] correspondant a la zone de Brillouin. La transformée
de Fourier wy (k) est alors une fonction créneau, constante sur cet intervalle
[égale a (a/27)'/?] et nulle partout ailleurs.
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1-3 L’hamiltonien en termes de fonctions de Wannier

Dans la base des fonctions de Bloch, I’hamiltonien décrivant le mouve-
ment d'une particule est par définition diagonal
+7/a

H = Z// Aq Fo(q) [thn.q) wn7q|—z/qu

ol nous avons adopté dans le membre de droite une notation en seconde
quantification, plus commode pour traiter ultérieurement les problemes
d’interaction entre particules. Dans cette notation, 'opérateur a,, , détruit
une particule dans l'onde de Bloch %, 4.

(I11.11)

nqan Q>

Le changement de base (IIL.5), qui s’écrit en seconde quantification
R a \1/2 o
On,q = (%) Zeuaq bnj
j

ol b, ; détruit une particule dans la fonction de Wannier w,, ;, conduit a
I’expression suivante pour I’hamiltonien :

H= ZZJ

n jj

(IIL.12)

(II1.13)

n] "j/'

L’interprétation de cet hamiltonien est simple : il décrit le saut de la parti-
cule du site z;; = j'a vers le site x; = ja avec l'amplitude J,,(j — j') qui
dépend que la bande n considérée et de la distance entre les deux sites.
Par construction, J,,(j —j') est égal a I’élément de matrice de 1’'hamiltonien
entre deux fonctions de Wannier

) = [, (£ +V@) wnale) s

et vérifie la propriété

(II1.14)

qui garantit que H dans (II1.13) est hermitien. Si les fonctions de Wannier
peuvent étre choisies réelles, J,,(j) est également réel et J,,(—5) = J,(j).

L’élément de matrice J,, (j) s’écrit en fonction des énergies E,,(q) :

a +7/a -~
o / dq E,(q) €999,

Jn(j): o /

(IT1.16)
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relation qui peut s’inverser pour donner

En(q) = Y Ju(j) e 7%, (IIL17)
JEZ

= 2 Jn(j)cos(j aq), (II1.18)
j=1

oilla deuxieme ligne est vraie siles fonctions de Wannier peuvent étre choi-
sies réelles. Bandes d’énergies et amplitudes de sauts entre voisins (plus
ou moins proches) sont donc reliées par des relations de type transformée
de Fourier. Le coefficient J,,(0) correspond simplement a la moyenne uni-
forme de I'énergie E,(g) sur la zone de Brillouin.

1-4 Le cas multi-dimensionnel
Considérons une particule mobile a trois dimensions dans le potentiel
périodique
V(r) = Vysin®(kz) + Vj sin®(ky) + Vy' sin®(kz). (I11.19)

Comme I'hamiltonien peut s’écrire comme la somme H, + I:Iy + H,, on
peut chercher ses états propres sous la forme de produits d’ondes de Bloch
selon chacune des directions :

\Ij‘n,q (’I’) = wnvam (I) wny,Qy (y) 77[}7Lz~,flz (Z)v

le quasi-moment q étant choisit dans la premiére zone de Brillouin qui est
dans ce cas un cube centré en 0 et de coté 27 /a.

(II1.20)

On peut définir comme pour le cas uni-dimensionnel des fonctions de
Wannier associées a chaque site du réseau cubique ja = (jz, jy, jz)a :

a
2T

3/2 .
wni0) = (55) [ Vnalr) 4 = 5, () W, () . ().
Z.B.
(II1.21)
On peut de méme définir et calculer les éléments de matrice de ’hamilto-

nien entre deux fonctions de Wannier quelconques :

(W 3| H|wpr 1) = / W 5 (1) (Hy + Hy + H. )wp () dr. (I11.22)
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Comme a 1D, ces coefficients ne sont non nuls que si n = n' : les « sauts »
d’un site a ’autre ne se font qu’a l'intérieur d"une méme bande, ce qui est
naturel puisque ces bandes correspondent a des sous-espaces propres de
I'hamiltonien. Un autre résultat, plus surprenant a premiere vue, apparait
quand on évalue (II1.22) : les sauts ne peuvent se faire que selon les axes
du réseau. En effet, I'élément de matrice (I11.22) s’écrit comme la somme de
trois termes provenant des contributions de ﬁx, ﬁy, H_, la contribution de
H, par exemple s’écrivant

< / W, g, Hown, 1 dx) 8jy.gy, Ojaritz = Iy (o = J2) 04y gy 0j.gr- (1.23)

Les sauts selon les diagonales du réseau sont bien stir présents in fine dans
cette description, mais ils résultent de combinaisons de sauts selon les axes
z,y, z. Cette remarque indique qu’il faut se méfier du caractere apparem-
ment tres intuitif des fonctions de Wannier : ce sont des outils de calcul
puissants, en particulier dans le cas des potentiels fortement modulés que
nous allons étudier ci-dessous, mais ils ont également certains aspects dé-
routants; nous en verrons un autre exemple plus loin lorsque nous discu-
terons les conséquences de l'arbitraire de phase des fonctions de Bloch.

2 Potentiel sinusoidal fortement modulé

Intéressons-nous maintenant au cas important en pratique des poten-
tiels a forte modulation V{, > E,. Dans cette limite, on s’attend a ce que
I'influence de l'effet tunnel, qui permet a une particule de sauter d’un puits
a un puits voisin méme si son énergie est inférieure a V5, devienne de plus
en plus faible. Si l'effet tunnel joue un role négligeable, on prévoit que les
niveaux d’énergie seront similaires a ceux de chaque puits individuel, au
moins pour les énergies £/ < Vj. Les bandes d’énergie doivent donc s’affi-
ner, pour tendre vers des niveaux d’énergie discrets.

2-1 Largeur des bandes permises

L'étude quantitative des états propres et des énergies associées confirme
ce scénario. Commengons par regarder comment la largeur W,, des bandes
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FIGURE II1.2. Courbes continues : largeur W, des trois premieres bandes d’éner-
gie du potentiel sinusoidal en fonction de Vy, en coordonnées linéaires (a gauche)
et logarithmiques (a droite). La courbe en tiret est la valeur asymptotique (111.24)
pour la largeur de la bande fondamentale.

varie avec Vj. Cette variation est tracée sur la figure II1.2 pour les quatre
premiéres bandes d’énergie et on y voit une décroissance rapide de W,
avec V. Dans la limite des grands Vj, on peut établir une expression ana-
lytique approchée pour les largeurs des bandes les plus basses (CAMPBELL
1955). En particulier, on obtient pour la bande fondamentale une décrois-
sance exponentielle de la largeur avec (Vy/E,)'/?:

Wo 16 (Ve 3/4ex . Vo 1/2
E /7 \E P E, ’

prédiction tracée en ligne tiretée sur la figure (III.2). La précision relative
de cette approximation est meilleure que 20% des que Vp > 10 E;.

(I1.24)

2-2  Eléments de matrice des sauts entre voisins

A cette réduction de la largeur des bandes les plus basses est associée
une localisation de plus en plus forte des fonctions de Wannier, clairement
visible sur la figure III.1. Cette forte localisation des fonctions de Wannier a
elle-méme une conséquence sur les amplitudes de sauts .J,,(j) qui caracté-
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FIGURE I11.3. Eléments de matrice associés aux sauts de longueur j, en fonction
de V.

risent ’hamiltonien (III.13). Si les fonctions de Wannier w;, () et wy, ;(x)
ne prennent pas de valeurs significatives en une méme région de l'espace,
I'amplitude de saut J,,(j) donnée en (III.14) est négligeable. Plus précisé-
ment, on peut montrer que 'amplitude J,,(j) décroit exponentiellement
avec la distance j, avec la méme distance caractéristique que la fonction de
Wannier elle-méme. Quand V;/E, augmente, les amplitudes J,,(j) (j > 2)
pour les sauts « a longue portée » de longueur j décroissent donc plus vite
que l'amplitude J,, (1) des sauts entre proches voisins. On a tracé sur la
figure II1.3 la variation des éléments de matrice associés aux sauts Jo(j)
ainsi que les rapports Jo(j)/Jo(1) pour les premiéres valeurs de j, en se
limitant a la bande fondamentale n = 0. On note en particulier que pour
Vo 2 10 E,, tous les éléments de matrice pour les sauts « distants », c’est-a-
dire j > 1, sont inférieures a 1% de 1’élément de matrice pour un saut entre
proches voisins (j = 1). Si on consideére que dans cette situation les am-
plitudes Jy(j) (j > 2) peuvent étre négligées, on réalise alors le régime des
liaisons fortes, oi la dynamique des atomes dans le réseau est régie quasi-
exclusivement par les sauts entre proches voisins.

Quand la largeur de wg o(z) devient tres petite devant la période a du
potentiel, au plus un terme de la somme (IIL5) contribue en un point =
donné. On en déduit que dans ce cas asymptotique, la distribution de pro-
babilité |, ,(7)|? ne dépend pas de g et est & peu pres égale a la somme de
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la distribution de probabilité des fonctions de Wannier.

2-3 Spectre de liaisons fortes

Considérons le cas limite des trés grands V;, pour lequel l'effet tunnel
entre puits voisins devient tres faible, au moins pour les énergies permises
les plus basses. On peut alors étudier le spectre du mouvement d'une par-
ticule en linéarisant le potentiel de piégeage au voisinage du fond du po-
tentiel, soit pour le puits centré sur x = 0:
=  V(z) =~ Vpk?z?

kr < 1 (IT1.25)

En fait, pour |kz| = 1/2, cette approximation harmonique est valable avec
une précision de 10%. On obtient alors un hamiltonien d’oscillateur har-
monique, de pulsation w telle que

hw = 27/ Vo B, (II1.26)

avec un spectre en (n + 1/2)hw. Une condition nécessaire pour que cette
approximation harmonique soit valable pour les premiers niveaux de 'os-
cillateur est que I'extension de 1’état fondamental

aon = (h/mw)"/? (I11.27)

vérifie 'hypothese de (I11.25), ka1, < 1, ce qui peut encore s’écrire

kaon = (E:/Vo)/* < 1. (I11.28)
On a alors la succession d’inégalités :
E, < hw < V. (II.29)

Le critere (arbitraire) kaon, < 1/2 entraine V5 /E, > 16, ou encore w > 8wi..
Avec cette contrainte « minimale », on trouve deux états liés (Fy ~ 4E.,
E; =~ 12 E;) a l'intérieur de chaque puits de potentiel.

On a tracé pour n = 1,2 sur la figure 1I1.4 (gauche) le module carré
du produit scalaire entre la fonction de Wannier w, o(z) et I'état attendu
pour un potentiel harmonique, la fonction de Hermite H,(x). Pour la
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FIGURE II1.4. Gauche : recouvrement |(Hp|wy o) |* entre les fonctions de Wan-
nier wy, o(x) et les fonctions de Hermite H,, (z). Droite : énergies moyennes E,, =
Jn(0), comparées a la valeur attendue pour un puits harmonique (n + 1/2)hw.

bande fondamentale, ce recouvrement prend tres vite des valeurs proches
de 1 (> 0.97 pour Vy/E, > 3). La figure II1.4 (droite) compare les éner-
gies moyennes des deux premieres bandes E, = J,(0), avec la prédiction
(n + 1/2)hw. Les énergies moyennes réelles sont inférieures a la prédiction
harmonique (d'une quantité ~ E\), ce qui s’explique bien en considérant
la premiére correction « sub-harmonique » au potentiel sin” (kx).

Dans la suite, nous utiliserons fréquemment 1’expression approchée
pour la fonction de Wannier de la bande fondamentale wg o(z) ~ Ho(x),
ce qui s’écrit explicitement

1

2 2
woo(z) % —5—— e " /(2a5y)
(magy )1/

(IT1.30)

3 Hamiltonien de Hubbard

Dans le cas d’un potentiel de forte modulation, on peut souvent se li-
miter a des états qui appartiennent a la bande fondamentale. Ceci corres-
pond a une diminution considérable de 1’espace de Hilbert et permet de
simplifier fortement les notations et les calculs. Nous allons détailler ici
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les principaux ingrédients de cette approche sur le cas tres simple du po-
tentiel en V; sin?(kx) que nous avons considéré jusqu’a maintenant. Nous
verrons comment introduire les interactions dans ce formalisme et nous
illustrerons leur role sur une expérience remarquable, la mise en évidence
de paires d’atomes liées, bien qu’étant en interaction répulsive.

Notons que le potentiel sinusoidal considéré dans ce paragraphe a la
particularité de n’avoir qu'un site dans sa cellule unité, ce qui rend le trai-
tement de la physique a une particule trés simple. Nous reviendrons un
peu plus tard sur ce modele de Hubbard dans le cas un peu plus compli-
qué (et plus riche) de cellules unités a deux sites.

3-1 L’hamiltonien a une particule (pas d’interaction)

Plagons-nous donc dans cette approximation et supposons de plus que
seuls les éléments de matrice J,—o(j = 0) (sur site) et J,,—o(j = 1) (entre
proches voisins) prennent des valeurs significatives. Le terme Ey = Jo(0)
est une constante donnant 1’énergie sur site, que nous décalerons a partir
de maintenant a £, = 0. En posant

J=—Ju=0(j =1), J étantalors positif, (IIL.31)
I’hamiltonien est alors tres simple
H=—J (T + TT) (I11.32)

ot1 T est I'opérateur qui translate la particule d’un site vers la droite :

T=3 fwjn)(wl.

JEZ

(II1.33)

Nous avons noté les fonctions de Wannier w; = wy,; puisque nous limitons
notre espace de travail a la bande n = 0. Nous utiliserons aussi une écriture
du méme hamiltonien en seconde quantification :

A= —%B b + he,
J

(IT1.34)

oll l;j crée une particule sur le site j avec la fonction d’onde w;(x).

49

<
\42
g
2
NN 2
N AN AN 20
j—1 j  j+1 2
4 L
-1 0 1
q/k

FIGURE II1.5. Représentation graphique du modele de Hubbard 1D décrit par
I'hamiltonien (I11.34) a gauche, et spectre correspondant a droite (cf. eq. (111.38)).

Dans ce modéle de Hubbard, représenté graphiquement sur la figure
1I1.5, 1a seule fonction périodique sur le réseau est dans cette approximation

a une bande :
) = w;)
J

et les états de Bloch sont de la forme

[Yg) = Y €9 wy).
j

(IIL35)

(I11.36)

Si on reporte cette forme dans 1’équation aux valeurs propres pour I’hamil-
tonien, on obtient I’équation tres simple

—J (" +e71) = F (1IL.37)
c’est-a-dire

E(q) = —2J cos(aq), (I11.38)

Le spectre Ey(q) = E(g) de la bande fondamentale est donc sinusoidal
dans ce cas, ce qui était prévisible puisqu’on ne garde qu'une seule de ses
composantes de Fourier dans (I11.17).

La bande fondamentale a pour largeur?® 4.J. Cette largeur peut étre
identifiée avec I'expression approchée (I11.24) obtenue dans la limite V; >

3. Dans le cas carré a 2D (cubique a 3D), chaque atome a 4 (6) proches voisins, et la largeur
de cette bande devient 8.J (12J).
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E,, ce qui fournit I’expression approchée de .J
oA (B e ()
B Jr \E P E, '

3-2 Le signe du coefficient tunnel

(IT1.39)

Nous avons indiqué lors de la définition de 1’élément de matrice tunnel
J du modele de liaisons fortes [cf. (II1.31)] que ce coefficient est toujours
positif. Ceci entraine que l'état de Bloch |i4—¢), d’énergie —2J est I'état
fondamental de la particule sur le réseau. Au contraire, si J était négatif,
l'état fondamental serait |1),—), d’énergie +2.J.

Pour prouver cette propriété, utilisons le théoreme de Sturm-Liouville.
Restreignons-nous a un réseau de taille finie L (multiple de a). Le potentiel
V (x) étant régulier, on sait qu’on peut classer les états propres de ’hamil-
tonien par énergie croissante en fonction du nombre de leur noeuds : I'état
fondamental n’a pas de zéro, le premier état excité a un nceud, etc. Dans
un double puits par exemple, 1’état antisymétrique est toujours au dessus
de I’état symétrique. Or la fonction de bord de bande v, () vérifie

du(z) =Y (~1)w;(2)

J

= Yr(z+a) = —Yi(x). (I11.40)

Cette fonction s’annule donc nécessairement entre 0 et a. Sur le segment de
longueur L = Na, elle a au moins N nceuds et ne peut pas étre 1’état fonda-
mental. J ne peut donc pas étre négatif. Nous verrons plus tard que cette
conclusion peut étre invalidée si on élargit la classe des hamiltoniens dis-
ponibles en considérant des potentiels dépendant explicitement du temps.

3-3 Les interactions dans le modéle de Hubbard

Décrivons maintenant comment les interactions entre particules sont
prises en compte dans ce modele de liaisons fortes, avec une dynamique
restreinte a la bande fondamentale. Nous prendrons 'exemple de bosons
sans spin, mais le formalisme s’étend sans difficulté au cas d'un gaz de
fermions non polarisés.
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L’hamiltonien d’interaction a courte portée (onde s pour des bosons)
vaut dans I'approximation du pseudo-potentiel

Hi = g / Ut () Uf (2) () U(z) da,

I1.41
: (m.41)

ott 'opérateur champ ¢)(x) détruit une particule au point z. Cet opérateur
s’écrit en termes des fonctions de Wannier

U(z) = wy(@) bn; (I11.42)
n,j

Quand on insere ce développement dans (II1.41), on obtient une expres-
sion compliquée, faisant intervenir des termes qui couplent les différentes
bandes et les différents sites du réseau :

ﬁint = %Z Z Z Z 82/373‘3614,]'46?11,]'1i)n2-j2

n1,j1 n2,J2 n3,j3 N4a,ja

/wnlel (:17) Wny,jo ({,E) Wng,js (‘r) Wny,ja (l‘) dw (11143)

X

Toutefois, pour un réseau profond (V; >> E;) et si on exclut le voisinage
d’une résonance de Feshbach, 1’énergie d’interaction par atome reste petite
devant I’écart 7w entre la bande fondamentale et la premiére bande excitée.
Ceci conduit a deux simplifications successives :

— On peut restreindre le développement de Hiy,; a la bande fondamen-
tale n = 0, comme on l'a fait pour l'énergie cinétique. La somme
sur ni, ng, n3, ng disparait de (I11.43) et on ne garde plus que le terme
n1=n2=n3=n420.

— Des que la profondeur du réseau dépasse une dizaine de E,, le re-
couvrement entre deux fonctions de Wannier sur deux sites différents,
wo,j () et wo j(x), devient négligeable (voir figure III.1). L'intégrale
sur x apparaissant dans (IIL.43) ne prend donc des valeurs significa-
tivement différentes de 0 que si tous les indices j qui y figurent sont
égaux entre eux. L'intégrale résultante

/wé‘_’j () dz

est alors indépendante de j, puisque la fonction wy ; est simplement
la translatée de wy o par la distance ja.

(IT1.44)
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Le développement de H;,y¢ est alors considérablement simplifié. Il ne reste
plus que les termes décrivant I'interaction sur site et le résultat s’écrit :

N U o
Hin = an (A; — 1), (IT1.45)
J

ol on a introduit I'opérateur nombre de particules sur le site j, 7; = l;;r b;
et utilisé l;;l;}l;ji)j = B}Eji)}i)j - lA)}IA)j = 73 — n;. Notons qu’on a omis ici
d’écrire I'indice de bande n puisqu’on se restreint a n = 0. L'énergie U est
I'énergie & fournir pour mettre deux atomes sur le méme site; elle s’écrit
explicitement
9
U:g/w4 z)de ~ ——
0,0( ) m Qop,

oll nous avons utilisé I'approximation gaussienne (II1.30) pour la fonction
de Wannier de la bande fondamentale.

(IT1.46)

Comme nous l'avons indiqué, le formalisme présenté ici porte sur des
bosons sans spin. Indiquons sans démonstration (elle est simple a établir)
comment l’expression (I11.45) est modifiée pour un gaz de fermions de spin
1/2, toujours en interaction a courte portée :

Hin ~ U ity

J

(I11.47)

. . A L,
Les opérateurs 7,1 et 7; | ont pour valeurs propres 0 et 1, puisqu’on ne
peut pas mettre plus d'un fermion dans un état donné, en I'occurrence la
onction de Wannier w; avec un certain état de spin.

fonction de Wi j t tat d

Les calculs ci-dessus ont été menés pour un réseau 1D. Ils se transposent
directement au cas 3D pour un réseau cubique et on obtient
gP)
(\/ 2T aoh)3 ’

Le couplage g©®P) s’exprime en terme de la longueur de diffusion aq sous
la forme

BD) — (I11.48)

4 2
go») = Amh"aa (IT1.49)

et (IT1.48) s’écrit alors

(I11.50)
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Discutons maintenant la valeur de ce coefficient U. Nous ferons cette
discussion dans le cas 3D puisque nous avons 1’expression explicite (II1.50)
a notre disposition. En dehors d"une résonance de Feshbach, la longueur
de diffusion a une échelle nanométrique (3 nm pour ?*Na, 5nm pour 3'Rb).
Puisque la lumiere utilisée pour le réseau a une longueur d’onde A micro-
métrique, le produit kaq = 2maq/\ est petit, entre 1072 et 10~ . Le pro-
duit V;/E, ne dépasse en général pas quelques dizaines : au dela de cette
valeur, l'effet tunnel entre sites devient compléetement négligeable et le ré-
seau n’est plus qu'une collection de pieges indépendants. Le coefficient U
est donc en général plus petit que 'énergie de recul. Rappelons par ailleurs
qu’il estimportant que Un;(n; —1)/2 reste petit devant hw = 21/, E, pour
que la restriction a la bande fondamentale soit légitime.

Cette valeur relativement faible U < E, n’empéche pas aux interactions
de pouvoir jouer un role considérable et de faire apparaitre un état fonda-
mental fortement corrélé (JAKSCH, BRUDER et al. 1998). Pour comprendre
ce point, il faut comparer la force de ces interactions, caractérisée par U,
a I'énergie cinétique, caractérisée par le coefficient tunnel J. Les effets a
N corps deviennent importants quand les interactions prennent le pas sur
I'énergie cinétique, et cela peut se produire pour des réseaux relativement
peu profonds, en raison de la décroissance exponentielle du coefficient .J
avec Vy/E, [cf. eq. (II1.39)].

En résumé, la mise en place d'un réseau optique permet de cumuler
deux effets favorisant la physique a N corps :

— Il réduit fortement le terme d’énergie cinétique, grace a la décroissance
exponentielle de J avec Vy/E; [cf. eq. (IIL.39)].

— Il augmente modérément le terme d’interaction, grace a la croissance
en loi de puissance de U avec V/ E; [cf. eq. (IIL.50)].

3-4 Illustration : les paires répulsives liées

Cette compétition entre énergie cinétique et énergie d’interaction a été
mise en évidence a de multiples reprises dans les réseaux optiques au cours
des dix dernieres années*. La manifestation la plus célebre est probable-

4. Cette compétition se produit aussi dans un gaz uniforme; pour un fluide de densité p,
correspondant a une distance moyenne entre particules £ = p~1/3, on peut évaluer une éner-
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FIGURE II1.6. Gauche : principe de I'expérience de WINKLER, THALHAMMER
et al. (2006) : des atomes en interaction répulsive sont préparés sur un méme site
d’un réseau. Si l'interaction est assez forte, les atomes restent ensemble en dépit
de la répulsion. Droite : évolution du nombre de paires en présence de répulsion
(longueur de diffusion de 5nm, i.e.100 ag) et absence de répulsion (longueur de
diffusion nulle). Ces figures sont extraites de WINKLER, THALHAMMER et al.
(2006).

ment la transition de phase entre le régime superfluide et le régime iso-
lant de Mott pour une valeur critique du rapport U/J, pour un remplissage
donné du réseau, par exemple un atome par site (FISHER, WEICHMAN et al.
1989; JAKSCH, BRUDER et al. 1998; GREINER, MANDEL et al. 2002). Nous
aurons l'occasion de décrire en détail ce phénomene dans un cours ulté-
rieur.

Nous l'illustrerons ici par un phénomene, plus simple a décrire théori-
quement, qui porte sur l'existence de paires liées en présence d’interactions
répulsives (cf. figure I11.6). Ce phénomene a été mis en évidence et inter-
prété par le groupe d’Innsbruck (WINKLER, THALHAMMER et al. 2006).
On part d'un gaz de molécules de Rby, préparées au voisinage d'une réso-
nance de Feshbah (a ~ 1000 G). Ces molécules sont confinées aux minima
d’un réseau optique cubique de haute intensité, avec un taux de remplis-
sage relativement faible (~ 0.3). A un instant donné, on abaisse la profon-

gie cinétique caractéristique /2 /(m£2). Cette derniére doit étre comparée a 'énergie d’interac-
tion qui vaut & un facteur multiplicatif prés h2aqp/m. Le rapport entre ces deux énergies fait
apparaitre le facteur ( pag)l/ 3. Quand ce parametre est petit devant 1 (gaz dilué), une descrip-
tion en terme de champ moyen (équation de Gross-Pitaevskii) est une bonne approximation,
alors que le fluide devient fortement corrélé quand ce parametre devient d’ordre unité.
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deur du réseau selon une direction pour autoriser l'effet tunnel selon cet
axe. Simultanément on varie le champ magnétique pour s’éloigner de la
résonance de Feshbach, ce qui a pour effet de dissocier les paires. L'inter-
action entre les deux atomes qui formaient la paire devient répulsive et
elle est caractérisée par la longueur de diffusion aq = +5nm (environ 100
rayons de Bohr ap). On s’attendrait naivement a ce que les paires d’atomes
se séparent d’autant plus rapidement que cette répulsion est forte. Il n’en
est rien, comme on peut le voir sur la figure II1.6. Alors que les paires se sé-
parent assez vite si le coefficient U est nul, une répulsion forte les maintient
ensemble!

L'explication de ce phénomene est simple, au moins sur le plan qua-
litatif. La paire liée a une énergie U ; si cette énergie est grande devant la
largeur de bande 4.J (ou plutot 8.J car chaque atome de la paire a une bande
de largeur 4J a sa disposition), alors on ne peut pas convertir cette énergie
d’interaction en énergie cinétique.

On peut assez facilement déterminer 1’expression exacte de 1’état lié cor-
respondant (WINKLER, THALHAMMER et al. 2006). L’hamiltonien de Hub-
bard des deux atomes (que nous supposons ici discernables) dans le réseau
s’écrit

H = —J (T(1) n TT(1)) .y (T(z) + Tf(z))
+U Z 51‘1,47’2 ‘wjl ) wj2><wj1 s Wy, |7

J1.J2

(IIL51)

oll nous avons noté |ji, j2) 1'état tel que 1'atome 1 occupe le site w;, et
I'atome 2 occupe le site w;,. L'opérateur T'(«v) déja introduit plus haut dé-
place la particule a d'un site vers la droite.

Comme toujours dans un probleme a deux corps, on a intérét a intro-
duire les variables du centre de masse et de la coordonnée relative. Posons

donc
T = j1 — jg, (11152)

la position du centre de masse étant ac/2 (multiple ou demi-multiple de a).
L’hamiltonien se réécrit en fonction de ces nouvelles variables :

H=-J (T(c) + Tf(c)) ® (T(r) + Tf(r)) +U 1, %P,

c=j1+Jo2, |C=T>E‘wj17wj2>

(IL.53)

ot T'(c) et T'(r) sont les opérateurs de saut d'un site vers droite, pour le
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centre de masse et pour la variable relative, et ott Py est le projecteur sur

'état |r = 0), correspondant au cas oit les deux atomes sont sur le méme
site :

Py = |r=0)(r=0] (I1.54)

A r fixé, le mouvement du centre de masse décrit par (IIL53) est celui

d’une particule libre sur un réseau et ses états propres sont les ondes de

Bloch _
[Tg) = e e/2|c). (IIL.55)
cEL
On va donc chercher les états propres de H sous la forme
T,) @ [@), avec [0) = apr). (I11.56)

re’z

Précisons le domaine de variation du quasi-moment ¢ pour le mouvement
du centre de masse. A partir de l’expression (II1.55) dans laquelle ¢ est un
entier, l'intervalle —m < ¢ga/2 < 7 (de largeur 47/a) semblerait naturel. En
fait, on peut réduire cet intervalle d’un facteur 2 en remarquant que

|\I/q> @ |(b> = |\I’qi27r/a> by |(i>’ avec ‘i)> = Z(_l)r Qo |T>,

T

(I11.57)
cette identité provenant de (—1)¢ = (—1)/1772 = (—1)71=72 = (—1)". Pour
éviter les doubles comptages, nous restreindrons donc les valeurs de g a

0 ™
——<g< —.
a a

(IIL.58)

Injectons maintenant la forme (II1.56) dans l’équation aux valeurs
propres pour ’hamiltonien (II1.53). Pour une valeur de ¢ donnée, nous ob-
tenons :

—J, (T(r) + TT(r)) ) + U Po|®) = E |B), (IIL.59)

ol nous avons posé
Jq = 2J cos(qa/2). (IIL.60)

Cette équation s’écrit en termes des coefficients a; du développement de
) :

J#0
J=0

—Jg(ajp1+aj1) = Ea;

—J, (a1 +a_1) = (E—TU) ao. (IIL61)
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Ce systeme admet deux types de solutions : (i) des états de diffusion pour
lesquels «; est une fonction trigonométrique de j, (ii) un état lié, pour le-
quel «; décroit exponentiellement avec |j|. C’est ce deuxiéme type de so-
lution qui nous intéresse ici. On peut vérifier simplement que

aj = ag e Al (—1) (II1.62)
est solution du systeme (III.61) si on prend
By = [U2 447212, B, =mm[2J,/(E,—U)]. (IIL63)

Pour chaque valeur du moment ¢ du centre de masse, il y a donc un état
lié de la paire d’atomes. L'énergie de cet état lié est comme on s’y attendait
de l'ordre de U si on choisit U > J. Cet état lié étant un état propre de
I'hamiltonien, une paire de particules préparée dans cet état y restera in-
définiment, méme si son énergie est supérieure a celle du continuum des
états de diffusion (la bande d’énergie de largeur 4.J).

4 Le cas d'un super-réseau

La simplicité de la définition des fonctions de Wannier pour le réseau
sinusoidal est un peu trompeuse. Pour des réseaux plus compliqués, par
exemple des potentiels présentant plusieurs minima locaux par période a,
il n’est pas toujours évident de choisir la « bonne » base de fonctions de
Wannier, correspondant a I'intuition de fonctions d’onde bien localisées au
voisinage de ces minima locaux.

Nous n’allons pas décrire ici les principes généraux de la recherche de
ces fonctions de Wannier de localisation maximale. On pourra consulter
a ce sujet l'article de revue récent de MARZARI, MOSTOH et al. (2012).
Dans ce qui suit, nous indiquons simplement la nature du probleme et
nous l'illustrons sur un exemple simple.

4-1 L’arbitraire de phase

La propriété requise pour les fonctions de Bloch est de former une base
normalisée d’états propres de 'hamiltonien et de l'opérateur translation.
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FIGURE IIL.7. Gauche : super-réseau V(z)/E, = 15[sin”(kz) + 2 cos?(2kz)).
La zone grisée représente la cellule unité centrale, localisée entre kx/m = —1/2
et kx/m = 1/2 (c’est-a-dire entre x = —a/2 et x = a/2). Droite : spectre de
bande pour ce super-réseau. Les deux bandes les plus basses, quasi-plates, sont
bien séparées du reste du spectre.

En absence de dégénérescence (au moins a 1D), elles sont donc définies a
une phase prés : on peut multiplier 1, ,(x) par une phase ¢!’(9) tout en
continuant a satisfaire cette propriété .

Si cet arbitraire de phase n’a aucune incidence sur la variation spatiale
des fonctions de Bloch, il peut jouer une influence considérable sur la forme
de la fonction de Wannier

Who(w) = ( a )1/2 / e n.q(x) dg. (IIL64)

% —m/a

On peut donc exploiter cet arbitraire de phase pour construire « sur me-
sure » une base de fonctions de Wannier optimisant un critére donné.

5. Nous avons indiqué plus haut que nous imposions aux fonctions de Bloch d’étre pé-
riodiques en g, ¥y, g427/a = ¥n,q, € qui impose a 0n(q) d’étre également périodique en
q.
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FIGURE II1.8. Gauche : fonctions de Wannier wo(x) (trait continu rouge) et
wy () (trait pointillé bleu) associées aux deux bandes les plus basses du super-
réseau de la figure 111.7. Droite : fonctions de Wannier localisées w 4 et wp, obte-
nues par somme et différence de wq et wy.

4-2 Le mélange de différentes bandes

Une deuxiéme subtilité dans la construction de la base de fonctions de
Wannier apparait quand le spectre de ’hamiltonien est composé de plu-
sieurs bandes d’énergie proches les unes des autres, ces bandes étant bien
séparées du reste du spectre. On a alors intérét & mélanger les fonctions
de Wannier issues de ces bandes pour construire les fonctions les mieux
adaptées au probleme considéré.

Ilustrons ce point sur le cas d"un super-réseau, obtenu en superposant
le potentiel sinusoidal V; sin?(kz) avec un potentiel de périodicité moitié
V; cos?(2kz). Ce potentiel, tracé sur la figure II1.7 dans le cas V; = 21}
présente deux minima locaux dans la période a = 7/k. Le spectre de bande
associé a ce potentiel est tracé sur la figure IIL7 pour V; = 15 E,. On voit
clairement que les deux bandes les plus basses n = 0 et n = 1 forment
un doublet resserré, séparé des bandes supérieures par un gap important.
L'origine de ce doublet est claire : il provient de I’effet tunnel a travers la
barriere de faible hauteur localisée (pour la cellule unité centrale) en z = 0
et séparant les deux minima locaux de cette cellule unité.
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Sion applique a la lettre la procédure décrite plus haut dans ce chapitre,
en particulier ’équation (III.64), on va construire une fonction de Wannier
pour chaque bande, en particulier une fonction de Wannier wq(z) pour la
bande n = 0 et une fonction de Wannier w; (z) pour la bande n = 1. Ces
fonctions de Wannier wy et w; sont tracées en figure II1.8; elles sont res-
pectivement symétriques et antisymétriques, tout comme les états propres
bien connus pour un double puits unique.

Dans de nombreux cas, ces fonctions de Wannier symétriques et antisy-
métriques ne sont pas les fonctions les mieux adaptées a la modélisation du
probleme. Si on souhaite faire un traitement de type Hubbard par exemple,
on préfere disposer de vecteurs de base correspondant & un atome localisé
dans le puits de gauche (A4) ou de droite (B) de la cellule unité. Pour notre
exemple, le remede est simple : il suffit de définir les fonctions de Wannier
correspondantes & partir du mélange des bandesn =0etn =1:

wa(z) = % (wo(x) —wi(z)), localisée a gauche, (IIL.65)
wp(r) = % (wo(x) +wi(x)), localisée a droite. (IIL.66)

Ces deux fonctions sont tracées sur la partie droite de la figure II1.8.

Dans ce cas particulier, le mélange des bandes se fait donc de maniere
naturelle. Dans des cas plus compliqués, il faut identifier le bon minimiseur
qui permet d’obtenir I'hybridation optimale en terme de localisation de ces
fonctions de Wannier (MARZARI, MOSTOFI et al. 2012).

4-3 L’hamiltonien de Hubbard pour le super-réseau

Une fois identifiées les fonctions de Wannier w4 et wp, on peut chercher
les états propres de 'hamiltonien dans la limite de Hubbard, en se limitant
cette fois-ci aux deux bandes les plus basses. Comme précédemment, on
ne considerera dans ce qui suit que les sauts entre proches voisins.

amiltonien s’écrit donc
L’hamilt ’écrit d

H=-7 |wp;)wa;| — J'Y |waj)ws;| + he (I11.67)

J J
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FIGURE IIL.9. Gauche : Version discrétisée du super-réseau de la figure 111.7.
Droite : spectre de bande (111.71) obtenu pour J = Jo, J' = Jo/2. Les pointillés
représentent le résultat obtenu pour J = J' = 3/4 Jp.

Le premier terme décrit le taux tunnel a travers la barriére de faible hauteur
dela figure IIL.7, et le second terme décrit le taux a travers la barriere la plus
haute. Une représentation graphique de ce modele de Hubbard est donnée
en figure I11.9.

La cellule unité de ce probleme comporte deux sites, A et B, et les fonc-
tions périodiques pertinentes sont donc de la forme

ug) = ag | > |way) | + 84 | D lwsy) |, (ITL68)
J J

oil a, et 3, sont pour l'instant des coefficients arbitraires. Ecrivons que la
fonction de Bloch

[g) =Y 9% (aglwa ;) + Bylws ;) (IIL.69)

J
est état propre de ’hamiltonien (IIL.67). En projetant I’équation aux valeurs
propres sur les deux fonctions |wa ;) et |wp ;) d'un site j quelconque, on
obtient une équation aux valeurs propres pour une matrice 2 x 2 hermi-
tienne #(¢) (hamiltonien dans l’espace réciproque)

J + J'elaa

~ g\ Qg ~ _ 0
H(a) (54) =P (561) ’ Hlg) =~ (JJF J'eled 0
(IIL.70)



CHAPITRE III.

RESEAUX OPTIQUES DANS LE REGIME DES LIAISONS FORTES

§4. Le cas d'un super-réseau

Les valeurs propres de #(q) sont

E(q) = % |J + J'e9| = + (J2 + J”? + 207 cos(aq)) /. (IIL.71)

Hormis dans le cas J = J’ ol ce modele correspond en fait au modele de
Hubbard a un site étudié en § 3, on trouve deux ° sous-bandes séparées par
un gap 2|J — J'|, I'ouverture de ce gap étant appelée instabilité de Peierls :
un cristal 1D avec un électron par ion est instable car on peut abaisser son
énergie en le distordant comme sur la figure I11.9, de maniere a former des
liaisons longues et des liaisons courtes. Ce type d’hamiltonien obtenu pour
un super-réseau a été étudié expérimentalement par plusieurs groupes, en
particulier le groupe de Bloch a Munich (FOLLING, TROTZKY et al. 2007)
[voir figure II1.10] et le groupe de Porto au NIST (LEE, ANDERLINI et al.
2007).

4-4 Bandes plates

A titre d'illustration, nous décrivons ici un autre aspect remarquable de
ce modele de Hubbard a plusieurs sites, qui est la possible apparition de
bandes d’énergie complétement plates. Nous restons a une dimension et
considérons le réseau en dents de scie représenté sur la figure II1.11. Ce
réseau est caractérisé par 3 coefficients tunnel a priori différents J, J', J".
La cellule unité contient toujours deux sites, et '’hamiltonien dans 'espace
réciproque s’écrit

- 0
H(q) = (J’ + Jelag

La diagonalisation de cette matrice donne deux sous-bandes E.(q) qui
sont des racines de fonctions trigonométriques de ga. Leur expression se
simplifie considérablement dans le cas

! 11 —iaq
J +J% > (111.72)

2J cos(aq)

J=J"=v2. (I11.73)

et on trouve

E.(q) =2J, E_(q) = —2J [1 4 cos(aq)] . (I11.74)

6. Le nombre de sous-bandes est égal a la dimension de la matrice #(g), elle-méme égale
au nombre de sites dans la cellule élémentaire du réseau.
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FIGURE II1.10. Super-réseau réalisé dans le groupe d’Immanuel Bloch pour des
atomes de rubidium. En contrblant I'intensité et la phase spatiale relative des deux
ondes lumineuses créant ce réseau, on peut déformer le super-réseau et se ramener
a un réseau simple, les atomes des puits B finissant dans la bande fondamentale
n = 0 du réseau final, et les atomes des puits A se déversant dans la bande n = 2.
La technique de dépliement de bandes (bandes mapping) vue au cours 2 permet
ensuite de compter les populations respectives de ces deux types de puits [figure
extraite de FOLLING, TROTZKY et al. (2007)]. On pourra également consulter les
articles de SEBBY-STRABLEY, BROWN et al. (2007) et LEE, ANDERLINI et al.
(2007).

Une des bandes d’énergie est complétement plate! La masse effective cor-
respondante est donc infinie, ce qui signifie qu'un atome préparé dans cette
bande restera sur place indéfiniment sans que son paquet d’ondes ne su-
bisse le moindre étalement. Si on prend le signe habituel (J > 0) pour le
coefficient tunnel, la bande plate est la premiere bande excitée. Nous ver-
rons plus tard qu’il est possible en modulant temporellement le réseau de
changer le signe de J, ce qui permet alors d’avoir cette bande plate comme
bande fondamentale.

L'interprétation physique de ces états non diffusifs est simple. On peut
écrire explicitement des états localisés qui n’évoluent pas, du fait d'un phé-
nomeéne d’interférence. Il existe un tel état’ par cellule du réseau, I'un

7. Les états (IIL.75) ne sont pas orthogonaux entre eux, mais on peut construire une base
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FIGURE III.11. Réseau a deux sites donnant naissance a une bande fondamentale
plate pour J' = J" = /2 J. Le tracé des bandes d'énergie a été fait pour J < 0.

1/2 1/2

—/ —/ —/
—1/V2

FIGURE II1.12. Représentation de I'état en V non diffusif donné en (I11.75). Pour
un réseau a N sites (i.e. N/2 cellules élémentaires), on peut disposer N /4 atomes
dans ces états sans qu'ils se recouvrent. Pour un remplissage plus élevé et en pré-
sence d’interactions, I'état fondamental est un liquide de Luttinger (HUBER &
ALTMAN 2010).

d’entre eux étant représenté sur la figure 11112 :

o)) — % (lwao1) + lwas) = V2 ws.,)) (IIL75)
Pour s’étaler a partir d'un tel « état en V », la particule devrait passer sur
un des deux sites |wp j+1). Mais les signes présents dans l'expression du
vecteur d’état (II1.75) et le rapport /2 choisi entre les coefficients .J et J' =
J" font que 'amplitude de transition de \w§loc)> vers chacun de ces deux
états s’annule.

orthogonale de fonctions de Wannier pour ce probleme [voir HUBER & ALTMAN (2010)].
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FIGURE IIL.13. A gauche : réseau de Kagomé. La cellule élémentaire contient
3 sites A, B, C. Tous les éléments de matrice tunnels entre proches voisins
sont égaux. La diagonalisation de I'hamiltonien dans l'espace réciproque (111.77)
montre que la bande fondamentale (pour un coefficient tunnel positif) est plate.
Le spectre correspondant est montré sur la figure de droite pour J < 0, ce choix
placant la bande plate comme bande fondamentale (Figures extraites de HUBER &
ALTMAN (2010)).

Outre le caractére remarquablement élégant de cet effet d’interférence
quantique, ces bandes plates sont tres intéressantes pour la recherche
d’états fortement corrélés. Nous avons indiqués plus haut que le régime in-
téressant du probleme a IV corps apparaissait quand 1’énergie d’interaction
entre particules devenait de 1’ordre de 1’énergie cinétique de ces particules.
Dans le modele de Hubbard utilisé ici, I'énergie cinétique est donnée par
la largeur de bande et elle est donc nulle. L'état fondamental du systeme
est alors régi uniquement par les interactions, du moins tant que 1'énergie
d’interaction reste plus petite que le gap entre la bande plate et la premiere
bande excitée qui est dispersive.

Une question naturelle est de déterminer I'état fondamental de N bo-
sons préparés dans une telle bande. En I'absence d’interactions, iln’y a pas
de condensation puisque tous les états a une particule ont la méme éner-
gie. En présence d’interactions répulsives, une transition se produit quand
la densité devient supérieure a 1/4 atome par site, auquel cas on a force-
ment un recouvrement entre les états en V disposés sur le réseau. L'état a
haute densité est une phase liquide de Luttinger, analysée analytiquement et
numériquement dans HUBER & ALTMAN (2010).
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A titre d’exercice, on pourra étudier un probleme similaire (du point
de vue de la physique a une particule) en dimension deux. Il s’agit de la
structure appelée réseau de Kagomé et représentée sur la figure II1.13. Ce
réseau est obtenu en pavant le plan par translation d"une cellule unité selon
un réseau triangulaire généré par les vecteurs

1 3
a; = aug, as =a (uw + \[uy> . (I11.76)

2 2

La cellule unité comporte trois sites notés A, B, C' couplés deux a deux
par effet tunnel. Tous les éléments de matrice entre proches voisins ont la
méme valeur. L’hamiltonien en réseau réciproque est

0 14 e @1 14 e iQ2
H(g) = —J [ 1+e@ 0 14 ei@s (I11.77)
1+el@ 14e@ 0

oltonaposé Q; =q-a;, j =1,2et Q3 = Q1 — Q2. La diagonalisation de
cette matrice 3 x 3 donne une bande plate d’énergie 2.J et deux bandes dis-
persives. L’analyse des états a IV corps pouvant apparaitre & haute densité,
a savoir une phase de type super-solide, est faite dans HUBER & ALTMAN
(2010).

Ce réseau a été réalisé expérimentalement dans le groupe de D.
Stamper-Kurn a Berkeley (JO, GUZMAN et al. 2012), en superposant deux
réseau triangulaires commensurables générés par des faisceaux lumineux
a 532nm et 1064 nm (voir figure II1.14). La structure de Kagomé a été iden-
tifiée en plagant un superfluide dans ce réseau et en observant les pics de
Bragg lors d’un temps de vol apres coupure soudaine du réseau. Notons
que dans cette expérience, le signe du coefficient tunnel était le signe usuel
(—J), la bande plate étant alors la bande supérieure des trois sous-bandes
les plus basses. Outre l'apparition de bandes plates, ce réseau de Kagomé
est particulierement intéressant en magnétisme, avec un diagramme de
phase tres riche en présence d’interaction antiferromagnétismes.
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FIGURE III.14. Figures extraites de JO, GUZMAN et al. (2012). Gauche : réa-
lisation d'un réseau de Kagomé a partir de deux réseaux triangulaires. Droite :
figure de temps de vol pour une superfluide initialement confiné dans le réseau de
Kagomé.



Chapitre IV

Réseaux dépendant du temps

Parmi les possibilités offertes par les réseaux optiques, on trouve au pre-
mier rang le contréle dans le temps des parametres du réseau. Nous avons
déja abordé au cours 2 les conséquences d’une variation de I'amplitude du
réseau et discuté les deux limites, adiabatique et soudaine, pour le bran-
chement ou le débranchement du potentiel périodique. Dans ce cours et le
suivant, nous allons nous intéresser a un autre type de variation tempo-
relle : nous allons étudier les phénomenes qui apparaissent quand on varie
dans le temps la position des noeuds du réseau, en remplacant le potentiel
V(z) (2 1D) par le potentiel V[z —x((t)], olt zo(t) est une fonction controdlée
du temps.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord établir, via des transformations
unitaires, 'équivalence entre plusieurs hamiltoniens permettant de décrire
un réseau en mouvement. Nous étudierons ensuite le cas particulier d'une
modulation périodique z((t) et nous discuterons le phénomene de localisa-
tion dynamique qui peut alors apparaitre. Le chapitre suivant sera consa-
cré aux oscillations de Bloch, qui se manifestent quand z(t) correspond a
un mouvement uniformément accéléré. Cette situation est équivalente (par
changement de référentiel) au cas ot1 on ajoute a la force créée par le réseau
une force uniforme dans l'espace et indépendante du temps .

Faute de temps, nous n’aborderons pas d’autres classes de phéno-
menes, également treés intéressants, liés a la variation temporelle de cer-
tains parametres du réseau. Citons la spectroscopie des atomes dans le ré-
seau, que l'on peut effectuer en modulant dans le temps 1’amplitude 1}
du potentiel périodique [voir par exemple 'article de KOLLATH, IUCCI et
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al. (2006) et ses références]. Un autre exemple est 1'utilisation d’un réseau
pulsé pour étudier des phénomenes de chaos ou de localisation d’Ander-
son [voir l'article récent de LOPEZ, CLEMENT et al. (2012) et ses références].

1 Quelques hamiltoniens pertinents

Les études que nous allons mener dans ce chapitre et le suivant portent
sur des hamiltoniens dépendant du temps, mais qui gardent leur structure
spatialement périodique. Dans le cas 1D qui va d’abord nous intéresser, ces
hamiltoniens sont de la forme

N 2
am = 7;;@)) +V (3, 1), (V1)
avec
V(z+a,t) =V(a,t). (Iv.2)

Nous verrons un peu plus loin comment le théoréme de Bloch permet
de déduire des informations générales sur I'évolution de systéemes régis
par ces hamiltoniens. Dans ce premier paragraphe, nous allons commen-
cer notre étude par l'identification de certains hamiltoniens qui peuvent
se ramener a la forme (IV.1) via une transformation unitaire, méme si le
probleme qu’ils décrivent n’est pas spatialement périodique.
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1-1 Transformations unitaires

Commengons par rappeler le principe d'une transformation unitaire.
On se donne un opérateur unitaire dépendant éventuellement du temps
U(t) et on considere un systeme décrit par un état [1)(t)) évoluant sous
I'effet de I’hamiltonien H (t) :

n ) _ frr) o). (v3)
On effectue sur les états [¢)(¢)) la transformation
[ (8) = UB)[(t)). (IV-4)

L'équation d’évolution de 1’état transformé |¢) est encore hamiltonienne

)~ A 9) avs)
et I'hamiltonien correspondant est
fw = owawote + it Wt (IV.6)

dt
Si certains aspects techniques (recherches des états propres par exemple)
sont plus simples pour H que pour H, on a intérét a mener les calculs dans

le point de vue transformé et revenir a la fin dans le point de vue initial via
la transformation inverse de (IV.4).

Nous allons envisager dans la suite deux classes de transformations
unitaires :
01(t) = 18200/ {1y (1) = gie0 (0 2/n, (IV7)

ol zy(t) et po(t) sont des fonctions quelconques du temps, ayant respec-
tivement la dimension d’une position et d’une impulsion. Les opérateurs
position et impulsion! se transforment de la maniére suivante :

02U =2, Up0f = p+ po, (IV.9)

1. Dans tout ce chapitre, les opérateurs position et impulsion sont définis par leur action
sur une fonction ¢ (z) de la maniere habituelle :
dy

2yP(a) = Pp(e), PY() = —ih. IV.8)
xr

Le lien entre ces opérateurs et le résultat d"'une mesure de position ou de vitesse dépend de la
transformation unitaire effectuée.

60

et

U2 U =2 —xo, UspUl =p. (IV.10)

Indiquons également la valeur du terme i%(dU/dt)U' apparaissant dans
I’hamiltonien transformé (IV.6)

dU; - dUs -

thUf = 2 po, ihEUg = ig p. (IV.11)
1-2 Changement de référentiels
Partons d’un systeme décrit par 1’'hamiltonien
Hy(t) = W +V(&), V(r+a)=V(z), (IV.12)

avec un potentiel spatial périodique indépendant du temps V'(x) et un po-
tentiel vecteur A(t) spatialement uniforme. Nous allons regarder comment
I'évolution de ce systeme se transforme sous l'effet de U, ou de Us pour
des fonctions x et py bien choisies.

Commengons par U 1 en prenant
(IV.13)

On obtient

H(t) = ﬁ +V(E)-F(t)z avec F(t) = —%it).

o (IV.14)

L’hamiltonien (IV.14) décrit le mouvement d’une particule dans la super-
position du potentiel périodique V(x) et d'un potentiel correspondant
a une force constante spatialement, mais dépendant éventuellement du
temps F'(t). Ceci n’est pas une surprise : on sait qu’en électromagnétisme,
un potentiel vecteur dépendant du temps est associé a un champ électrique
£ = —A: c’est ce qu’on retrouve ici pour une particule pour laquelle on a
pris par convention une charge unité dans (IV.12). La transformation uni-
taire qui fait passer de Hy a H; est d’ailleurs exactement la méme que celle
utilisée en électrodynamique pour introduire I’'hamiltonien dipolaire élec-
trique dans I'approximation des grandes longueurs d’onde (voir le com-
plément Ay de COHEN-TANNOUDJI, DUPONT-ROC et al. 1989). Notons
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qu’il est remarquable que le probleme (IV.14) qui n’est pas périodique,
puisse se ramener au probleme (IV.12) qui est périodique.

Regardons maintenant l'action de U, sur I’hamiltonien de départ
(IV.12), en prenant?
1 t
:—/Aﬂ
m Jo

2’% +V[z —zo(t)] + A1)

(IV.15)

On trouve

Ho(t) = (IV.16)

2m
Le dernier terme est une énergie indépendante de z et p qui vient s’ajouter
a I’hamiltonien. On peut I’éliminer en faisant une derniere transformation
unitaire (trés simple) générée par

2
Ug—eXp( / A )dt) (Iv.17)
h 0 2m
qui laisse % et p inchangés. Apres cette opération, nous arrivons a
A ]32

Cette forme indique comment réaliser en pratique les situations abordées
dans ce chapitre : il faut contrdler les phases des ondes progressives com-
posant 'onde stationnaire pour déplacer la position de ses noeuds et de
ses ventres selon la loi donnée par z(t).

En conclusion, les trois hamiltoniens (IV.12)-(IV.14)-(IV.18), qui sont re-
groupés dans le tableau IV.1, permettent de décrire la méme situation phy-
sique et on pourra choisir 1'un ou l’autre selon les aspects que 1'on sou-
haite privilégier. Notons qu’il y a une mterpretatlon simple pour la suite
de transformations générée par U = U,U3UJ, qui fait passer de 1’hamil-
tonien (IV.18), décrivant un réseau en mouvement, a I’'hamiltonien (IV.14),
décrivant un réseau fixe superposé a une force uniforme F'(t). Il s’agit d'un
changement de référentiel, qui fait passer du référentiel du laboratoire au
référentiel bougeant avec le réseau, dans lequel apparait la force d'inertie
F(t) = —mio(t) = —A(2).

2. Cette transformation est connue sous le nom de Kramers-Henneberger en électrodyna-
mique quantique, voir par exemple COHEN-TANNOUD]JI, DUPONT-ROC et al. 1989, §SIV.B.4.
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2 Le réseau vibrant

La configuration que nous allons aborder dans la suite de ce chapitre
est celle d'un réseau infini dont on module périodiquement la position en
prenant par exemple :

] p

Hy(t) = o— + V[T — x0(1)],

VA
2m (IV-19)

2o(t) = T cos(wt).
Ce probléme a été étudié théoriquement par DUNLAP & KENKRE (1986)
et HOLTHAUS (1992), la question étant de comprendre le comportement
d’électrons dans des cristaux quand ils sont soumis au champ électrique
d’une onde électromagnétique. Le phénomene qui apparait est appelé lo-
calisation dynamique. La conclusion principale est I'existence d’une valeur
du champ oscillant pour laquelle le transport disparait; I’étalement d'un
paquet d’ondes électronique qu’on observerait en absence de champ est
completement bloqué. HOLTHAUS (1992) prédit en particulier un collapse
des mini-bandes attendues dans un super-réseau de période d"une dizaine
de nanometres, quand il est éclairé avec une lumiere dans l'infra-rouge
lointain.

Cette question d'un réseau vibrant s’est donc posée bien avant les expé-
riences d’atomes dans des réseaux optiques, mais la physique des atomes
froids I’a remise en avant car la modulation du réseau permet de controler
I'amplitude et le signe du coefficient tunnel J, et méme de le rendre com-
plexe. Le controdle de 'amplitude du coefficient J permet de faire varier le
rapport entre I'énergie cinétique et 1’énergie d’interaction, dont nous avons
expliqué dans un cours précédent qu’il était déterminant pour I'émergence
de la physique a N corps. C’est ainsi que ECKARDT, WEISS et al. (2005)
ont proposé d’utiliser la modulation d"un réseau pour induire la transition
entre un superfluide et un isolant de Mott. La possibilité de rendre le co-
efficient J complexe est quant a elle intéressante quand on considére un
réseau a deux ou trois dimensions. On peut alors réaliser une situation o1
I’atome accumule une phase non nulle lorsqu’il effectue une boucle fermée
en sautant par effet tunnel d"un site a ’autre. C’est exactement ce dont on a
besoin pour réaliser un champ de jauge artificiel. Nous ne traiterons pas ces
champs de jauge artificiels dans le cours de cette année, mais nous donnons
néanmoins ci-dessous quelques indications sur cette possible modification
de J.
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H1 HO H2
P . . [ — A®))° A 7> )
o TV@) - F) & 5 T V(@) o T VIE = 20(t)]
at) = g + /0 F(t') dt 4(t) = gin 4(t) = gin

h

I3 (wye) ]+ he) = a FO) Y dluwy)

J

J

fJE:(m%waﬂewA“Vﬁ+h£)

J

TABLE IV.1. Les trois hamiltoniens utilisés dans ce chapitre, I'évolution temporelle du quasi-moment et la version « ligisons fortes » de cet hamiltonien. On passe de 'un i

Uy = exp(—id po(t)/h)

Us = exp(—izo(t) p/h)

Uautre par les transformations unitaires indiquées en derniére ligne, avec po(t) = A(t) = mao(t) et F(t) = —mo(t).
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2-1 Hamiltonien a ’approximation des liaisons fortes

Sur le plan théorique, notre point de départ sera I'’hamiltonien d'un
atome dans un réseau optique « vibrant »
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Ha(t) = 2= 4 Vi — wo(t)],

o (IV.20)

oll zo(t) est une fonction périodique du temps, de pulsation w. Nous al-
lons supposer que les atomes sont préparés dans une bande donnée du
réseau, la bande fondamentale par exemple, et qu’ils y restent au cours de
I’évolution. Nous allons donc restreindre la dynamique des atomes a cette
bande et omettre dans la suite 'indice de bande. Les conditions nécessaires
pour ce suivi adiabatique de la bande d’énergie initialement peuplée seront
abordées en détail dans le prochain chapitre portant sur les oscillations de
Bloch.

Nous allons de plus faire la plus grande partie de notre étude dans la
limite des liaisons fortes, décrite par ’hamiltonien de Hubbard, ot seuls
les sauts entre proches voisins jouent un rdle significatif. Pour écrire I'ha-
miltonien correspondant a partir de (IV.20), il est utile d’effectuer d’abord
les transformations unitaires U, et Us pour passer a ’hamiltonien H,

)

)= +vE) - Fe) i

V.21
o (v21)

L’expression de cet hamiltonien dans le modéle des liaisons fortes est
simple. Sa partie non modulée est I’hamiltonien de Hubbard que nous
avons déja rencontré :

]32

4v@) — - (TA1 + 7 ) (IV.22)
ot1 T; décale la particule de j sites vers la droite :
Ty =Y lwjry ) (wy] (IV.23)
i€z
Le terme lié & la force d’inertie s’écrit quant a lui
—-F(t)i# — —aF(t Z; w; ) (w] (IV.24)
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oll on a utilisé le fait que I'opérateur position est diagonal dans la base des
fonctions de Wannier (voir par exempleECKARDT, HOLTHAUS et al. (2009))

(wj|2wjr) = ja b;. (IV.25)
L’hamiltonien de Hubbard d’un réseau vibrant est donc
= —J (T +T]) + hw €1 Z; ;) (w], (IV.26)

ol on a caractérisé I'amplitude de la modulation par le parametre sans
dimension &(t)

(IV.27)

Ce coefficient est défini (au signe prés) comme le rapport entre le travail a F’
de la force d’inertie F' = —md, sur un période a du réseau, et le quantum
de vibration Aw associé a cette force vibrante.

Pour une modulation sinusoidale, on définit plus précisément

xo(t) = Zgcos(wt), F(t) = —miio(t) = mw? cos(wt), (IV.28)
soit

&(t) = &o cos(wt), (IV.29)

& = —mawy/h.

A partir de I'expression (IV.26) de H; en régime de Hubbard, on peut
revenir a la version « Hy » de ce probleme. Il faut pour cela utiliser la ver-
sion discrétisée de la transformation unitaire Uy (¢) :

Uy (t) = e i@po()/h — Uy (t)|w;) = e 199Po®/jy0) (IV.30)
ce qui conduit a
Ho(t) = Uf(t)H,(t)Uy(t) + ih(ﬁf U,
- _J (Tl elapo®/h 4 i efiapom/h) (IV.31)

avec po(t) = mdo(t). Dans ce point de vue, la vibration du réseau se dé-
crit donc par une modulation périodique des coefficients tunnels, qui de-
viennent complexes.
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Notons qu’on peut facilement, a partir de (IV.31), prendre en compte
des sauts entre voisins plus distants. En notant J(j) I'élément de matrice
pour un saut de j sites (cf. chapitre 3), I'expression (IV.31) se généralise
immédiatement en

+oo
o= Y 70 (T om0 4 1 etdamrm). (vV32)
j=1

Rappelons qu’on a posé dans tout ce qui précede J(1) = —J pour disposer
d’un coefficient J > 0. Rappelons également que les éléments de matrice
tunnel J(j) sont les coefficient de Fourier de 1'énergie FE(g) de la bande
considérée :

+oo
E(g) =2 J(j) cos(jag). (IV.33)
j=1

2-2 L'expérience de Pise (LIGNIER, SIAS et al. 2007)

La premiére mise en évidence avec des atomes froids de I'effet de lo-
calisation dynamique a été faite dans le groupe de M. Raizen (MADISON,
FISCHER et al. 1998). Le réseau était mis en mouvement oscillant en modu-
lant en phase un des faisceaux composant l'onde stationnaire. En faisant la
spectroscopie d'une bande d’énergie dans le réseau, Raizen et son groupe
ont pu voir un affinement spectaculaire de cette bande pour une valeur
critique de I'amplitude de I'oscillation du réseau.

Nous montrons sur la figure IV.1 le résultat obtenu dans le groupe
d’Arimondo (LIGNIER, SIAS et al. 2007) avec un condensat de rubidium
chargé dans un réseau optique 1D vibrant de maniere sinusoidale :

xo(t) = To cos(wt). (IV.34)

Les profondeurs de réseau étaient choisies entre 4 et 9 énergies de recul
E,, ce qui est un peu juste pour que l'approximation des liaisons fortes
du paragraphe précédent soit trées bonne, mais elle permet néanmoins de
donner une bonne justification des résultats expérimentaux, comme nous
le verrons dans la suite.

Les chercheurs de Pise ont mesuré 1’étalement dans le temps de la distri-
bution spatiale des atomes dans le réseau. Pour cela, ils ont d"abord confiné
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FIGURE IV.1. Suppression dynamique de I'effet tunnel dans un réseau 1D vi-
brant pour un condensat d’atomes de 8"Rb. A gauche : La valeur absolue du co-
efficient tunnel (normalisé par la valeur en absence de vibration) est obtenue a
partir de I'étalement d'un paquet d’ondes dans le réseau. Cette figure « univer-
selle » regroupe des points obtenus pour différentes profondeurs de réseau (4 a 9
E,) et différentes fréquence de vibration (0.5 et 1 kHz). L'amplitude de vibration
%o est au maximum de l'ordre de 0.5 a et le rapport hiw/J varie entre 0.3 et 30. A
droite : distribution en impulsion des atomes dans le réseau vibrant pour & < 2.4
(en haut) et pour &, légérement supérieur a 2.4 (en bas). Dans le second cas, la
présence de deux pics a p = +hk indique que le bas de la bande est situé en bord
de zone de Brillouin, correspondant a un coefficient tunnel effectif J' < 0. Ces
figures sont extraites de LIGNIER, SIAS et al. (2007).

les particules au voisinage de x = 0 grace a un piége dipolaire addition-
nel, puis ils ont éteint ce piege en laissant le réseau allumé. Les résultats
de cette expérience sont compatibles avec 'idée que le réseau vibrant est
essentiellement équivalent a un réseau fixe, mais avec un coefficient tunnel
J' modifié.

La mesure du coefficient tunnel J’ a été faite pour plusieurs profon-
deurs de réseau Vp, plusieurs fréquences de modulation w et plusieurs
amplitudes de modulation Zj. Les résultats expérimentaux montrent un
phénomene remarquable : le rapport J'/J des taux tunnel avec et sans
modulation dépend seulement du parametre & = —mawZo/h introduit
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plus haut (IV.29). La ligne pointillée est la valeur absolue de la fonction
de Bessel Jy(&), résultat que nous allons justifier plus loin. En particulier,
on trouve une annulation du coefficient tunnel (pas de diffusion spatiale)
pour & ~ 2.4 (le premier zéro de la fonction de Bessel est en 2.405).

L'étude de la diffusion spatiale ne fournit pas le signe de J’. Celui-ci est
accessible dans une expérience de temps de vol, ot I'on mesure la distri-
bution en impulsion des atomes. Pour & < 2.4, on trouve que cette distri-
bution est centrée sur p = 0, indiquant que le bas de la bande d’énergie se
situe en ¢ = 0, soit J’ > 0. En revanche pour &, > 2.4, on trouve une distri-
bution en impulsion avec deux pics de hauteurs comparables en p = +hk,
indiquant que le bas de la bande est passé a ¢ = £k, conformément a
ce qu’on attend pour un coefficient tunnel J’ < 0. Nous allons dans la
suite expliquer I’essentiel de ces résultats et nous renvoyons le lecteur inté-
ressé par des analyses théoriques plus détaillées aux articles de ECKARDT,
HOLTHAUS et al. (2009) et CREFFIELD, SOLS et al. (2010).

3 Une approche «naive » au réseau vibrant

3-1 FEtude préliminaire : un systéme a deux sites

Pour commencer, nous allons nous intéresser a un systeme plus simple
qu’un réseau infini, en nous limitant a un double puits de potentiel dans le-
quel nous identifions deux états |w;), j = %, correspondant a une particule
localisée a droite (z = +a/2) ou a gauche (z = —a/2) du centre. Ce pro-
bleme a été étudié théoriquement par GROSSMANN, DITTRICH et al. (1991)
et on pourra consulter I'article de GRIFONI & HANGGI (1998) pour une
revue des traitements théoriques possibles. Nous allons nous limiter ici a
une approche mathématique trés simple, qui nous permettra néanmoins
de capturer l'essentiel du phénomene.

Pour un systéme a deux sites, I'hamiltonien (IV.26) est remplacé par

H(t) = —J (Jwy ) (w-| + Iw7><w+\)+%hw £(t) (Jwi)(ws| — [w—)(w-])
(IV.35)
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ou encore

H=—-J6, + %Fw £(t) 6, (IV.36)

ot les &; sont les matrices de Pauli dans la base {|w. ), |w_)}. Ecrivons I'état
de la particule sous la forme

() = > a5 ®)lw); (IV.37)
j=%
I’évolution des «; est alors donnée par :
y w J w J
i, = §f(t)a+—%a,, ia_ :—55(1?)04,—%04 (Iv.38)
Ces deux équations se réécrivent
iha, =—Je"a_, iha_=-Je Ma,, (IV.39)
ol on a posé
¢
a4 = ay exp(£in/2), n(t) = w/ E(t') dt’. (IV.40)
0

Placons-nous dans la situation ot 1’évolution due a l'effet tunnel entre
les deux puits, de constante de temps 7/J, est beaucoup plus lente que la
modulation de pulsation w donnant 1’évolution de la fonction (¢). Prenons
la moyenne temporelle® des équations (IV.39) sur une période temporelle
T = 27 /w de l'oscillation rapide et écrivons, a 1’ordre le plus bas en J/hw :

iha, = —Ja_, iha. =—J"a,, (IV.41)
ollon a posé :

J = J (). (IV.42)

Ces équations d’évolution pour &+ sont les mémes que celles pour un
double puits sans modulation rapide, a part une « renormalisation » du
coefficient tunnel J qui devient J'.

3. On pourrait justifier cette procédure en utilisant un développement de Fourier pour la
fonction connue 7(t) et les fonction inconnues & (t) et en résolvant perturbativement ces
équations en puissance du petit parameétre J/hw. Nous ne le ferons pas ici car cette procédure
revient en fait & reconstruire I'approche de Floquet que nous présenterons plus loin.
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Prenons le cas d’une modulation sinusoidale :

§(t) = &ocos(wt), n(t) = &osin(wt), (IV.43)
qui conduit a
T = T Jol&), (IV.44)
o1 Jp est la fonction de Bessel de premiere espece définie par
Jo(z) = l/ cos[z sin(7)] dr. (Iv.45)
T Jo

Comme cette fonction prend des valeurs positives et négatives selon son
argument, on voit que la modulation rapide en £(t) permet de réduire le
coefficient tunnel, voire méme de 'annuler et changer son signe.

3-2 Analogie avec un spin 1/2 dans un champ oscillant

Pour le cas d’atomes dans un potentiel optique créant un double puits
de potentiel, la mise en évidence expérimentale de la modification du co-
efficient tunnel a été décrite par KIERIG, SCHNORRBERGER et al. (2008). La
situation que nous avons étudiée ici est par ailleurs compléetement équiva-
lente sur le plan mathématique a la modification du facteur de Landé d'un
atome de spin 1/2 dont le moment magnétique est couplé a un champ ma-
gnétique oscillant rapidement :

B(t) = Byuy + Bi(t)u,, By (t) = By cos(wt). (IV.46)

Cette situation est en effet décrite par un hamiltonien formellement iden-
tique a (IV.36) :

- hew hao

H(t) = 70@ + 71 cos(wt)d. (IV.47)
Qn a noté ici wy et wy les pulsations de Larmor dans les champs By et
B;. Dans la limite wy < @y, I’équivalent de la modification du coefficient

tunnel J est une modification de la pulsation de Larmor wy qui devient
w(’) =wo Jo (@1/(,0). (IV48)

Ce changement de wy, qui peut s’interpréter comme une modification du
facteur de Landé causée par le champ oscillant rapidement, a été observé

¥

aH

FIGURE IV.2. Modification du facteur de Landé d’atomes de rubidium et d’hy-
drogene, lorsqu’ils sont éclairés par un champ H, radiofréquence, de fréquence
w/2m de quelques kHz. Figure extraite de HAROCHE, COHEN-TANNOUD]JI et
al. (1970).

par HAROCHE, COHEN-TANNOUDIJI et al. (1970). Le résultat principal est
montré sur la figure IV.2 : on observe notamment une annulation, puis un
changement de signe du facteur de Landé selon une loi faisant intervenir
la fonction de Bessel J;.

Notons que l'étude théorique de cette modification du facteur de Landé
devient nettement plus simple a mener si on considére une modulation en
créneau du champ B;(t) plutét qu'une modulation sinusoidale. Pour un
champ B (t) = Bju, pendant une demi-période 7/w et Bi(t) = —Bju,
pendant l'autre demi-période, on peut calculer explicitement 1’évolution
duspin1/2al’ordre 1 en B/ B, en prenant en compte les points suivants :

— La fréquence de Larmor est indépendante du temps et elle vaut wy, =
(W +o))V? ~ @

— La direction du champ magnétique oscille entre les deux directions
n = +cosf u, +sinf u,, avec tanf = By/B; < 1.

— L'opérateur d’évolution pendant une durée ¢ ot1 le champ magnétique
garde une direction fixe n vaut

U(t) = e H/P = 1 cos(@1t/2) — i(n - &) sin(wit/2) (IV.49)

On peut alors calculer le produit des opérateurs d’évolution sur les
deux segments* qui composent une période d’oscillation 7' = 27 /w et on

4. Pour éviter des termes parasites, il convient de choisir convenablement 'origine des
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arrive sans (trop de) difficulté a :
R . T B
U(T) ~1— i, “’% sinc (g %) : (IV.50)
ce qui, pour wyl < 1, correspond a la modification de la fréquence de
Larmor

wo — w)=uwpsinc (5 ﬂ) (IV.51)

2 w
la fonction de Bessel de (IV.48) étant remplacée par un sinus cardinal.

L’annulation du facteur de Landé est particuliéerement simple dans ce
point de vue : elle se produit pour @,7/2 = 2, ce qui signifie que le
spin fait un tour complet pendant chaque demi-période durant laquelle
le champ B; garde une direction constante. Il est clair que le spin n’évolue
alors pas « en moyenne », ce qui correspond a un facteur de Landé nul vis
a vis du champ By.

3-3 Le réseau vibrant : approche naive

Notre approche naive se déroule pour un réseau de maniére presque
identique a celle mise en place pour le double puits. En écrivant le vecteur
d’état d'une particule sous la forme

6(t)) = Z a(t) Jw;), (IV.52)

on obtient I’évolution des coefficients «; pour '’hamiltonien H;(¢) en liai-
sons fortes (IV.26)

.. . J
id; = jwl(t)a; — o (aj-1 +aji1). (IV.53)
On introduit les variables
&; = ajexp(ijn) (Iv.54)
temps. On peut prendre par exemple Bj(t) = By entre 0 et T/4, puis B (t) = —B) entre

T/4 et 3T /4, et enfin B (t) = Bj entre 3T'/4 et T, pour calculer 1'opérateur d’évolution
entre 0 et T. Ce choix de phase, qui est I'équivalent pour un réseau carré de B; cos(wt) pour
une modulation sinusoidale, sera fait dans tout ce chapitre. On pourra consulter l’article de
ECKARDT, HOLTHAUS et al. (2009) pour une discussion des effets « parasites » pouvant appa-
raitre avec d’autres choix de phase.
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ol 77 est défini comme en (IV.40) par n = w fot £(t') dt’, et on arrive a°

iha; = —J (e aj_1 + e M aj41). (IV.55)

Apres moyenne sur une période de l'oscillation rapide, cette équation du
mouvement est identique a celle d’un réseau sans modulation et un coef-
ficient tunnel renormalisé .J (e*'"), oi1 le signe + (resp. —) correspond aux
sauts vers la droite (resp. gauche). Pour une modulation sinusoidale, la
moyenne temporelle s’exprime en terme de la fonction de Bessel de pre-
miére espece

J' = JTJ0(%), (IV.56)
un résultat identique a celui du double puits. On retrouve en particulier le
fait que I'on peut annuler 1'effet tunnel en choisissant §, égal au premier
zéro de la fonction de Bessel (= 2.405) et changer le signe de J en choi-
sissant & légerement supérieur a cette valeur. Cette approximation tres
simple permet donc de rendre compte des résultats expérimentaux obte-
nus par le groupe de Pise et décrits au paragraphe précédent.

4 L’approche de Bloch pour un réseau vibrant

Nous allons maintenant chercher a aller au dela de cette approche naive
pour étudier de maniére plus rigoureuse 1’évolution d'un paquet d’ondes
dans un réseau vibrant. L'outil essentiel est une nouvelle fois le théoreme
de Bloch, qui vient mettre des contraintes fortes sur la forme des solutions
de I’équation de Schroédinger. Ces contraintes sont en fait tellement fortes
que la solution « exacte » du probléme peut étre écrite explicitement si on se
limite la dynamique des atomes a une seule bande. Dans le cas o1 plusieurs
bandes sont simultanément peuplées, il faut avoir recours a la méthode de
Floquet, dont nous présenterons les grandes lignes.

4-1 Théoreme de Bloch dans le cas dépendant du temps

Le théoréme de Bloch que nous avons rencontré au cours 2 portait sur la
recherche des états propres d’un hamiltonien indépendant du temps avec

5. Notons qu’on aurait pu écrire directement ce systeme d’équations en partant de 1’ha-
miltonien Hog (IV.31) au lieu de H1, en utilisant apo (¢) /i = n(t).
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un potentiel V(z) spatialement pédiodique

A2

=L 1v@),

o V(z+a)=V(z).

(IV.57)
Le théoreme de Bloch indique qu’une base d’états propres de cet ha-
miltonien peut étre recherchée sous la forme d’ondes de Bloch ¢,(z) =
el®ly, (), ott u,(x) est également spatialement périodique et ou ¢ est le
quasi-moment choisi par convention dans la premiere zone de Brillouin
| = w/a, 7 /a]. Rappelons que la propriété définissant ces ondes de Bloch est
le fait qu’elles sont états propres de 1'opérateur de translation spatiale Tj,
avec la valeur propre e %4,

Nous avons également évoqué au chapitre 2 le cas d’hamiltoniens spa-
tialement périodiques, mais dépendant du temps, et nous avons indiqué
que la forme d’onde de Bloch est alors préservée lors de 1'évolution. Dé-
montrons de nouveau briévement sur ce point en considérant par exemple
I’hamiltonien

~ 2
H(t) = W +V(2,1), (IV.58)
avec
V(z+a,t) =V(z,t). (IV.59)

Cet hamiltonien commute a chaque instant avec 1’opérateur de transla-
tion spatiale 7,, et il en va de méme pour I'opérateur d’évolution entre
un instant initial ¢y et un instant final ¢;. On en déduit que si 1’état initial
¢(x,t0) est état propre de T, avec la valeur propre e~%4 [ie. ¢(z,ty) =
€%y, (z,t9)], il en sera de méme pour l'état final ¢(z,t1), avec la méme
valeur propre [i.e. ¥(z,t1) = e™ugy(z,t1)].

4-2 Evolution du quasi-moment ¢(t)

Puisqu’un hamiltonien de la forme (IV.58) préserve la forme des fonc-
tions de Bloch, un état initial e'*%» u(z,0) avec u(x,0) spatialement pé-
riodique reste sous cette forme lors de 1’évolution, avec le méme quasi-
moment ¢, Cette propriété s’applique aux deux hamiltoniens Hy(t) et
Hy(t) qui sont bien de la forme (IV.58), mais ne s’applique pas a I’hamilto-
nien H, (t)

(IV.60)
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décrivant le mouvement de la particule en présence de la force spatiale-
ment uniforme F(t), en plus du potentiel périodique V' (z).

Toutefois, les solutions de 1’équation de Schrédinger pour H,(t) sont
également tres simples. Si ¢o(z,t) = !4 u(z, t) est la solution de 1'équa-
tion de Schrédinger pour I’hamiltonien Hy, alors la transformation unitaire
U, donne la solution ¢(z,t) pour I’hamiltonien H; :

$(x,t) = Urgo(x, ) = 91O/ u(z, 1) (IV.61)

avec

q(t) = gin — A®) /T = gin + % /0 F(t) dt’. (IV.62)

L’hamiltonien H, (t) préserve donc la forme d’onde de Bloch, mais avec un
quasi-moment qui dépend du temps en « intégrant » la force F'(¢).

I reste finalement a déterminer I'évolution de la partie périodique
u(z,t), que 'on choisisse de travailler avec Hy(t), Hi(t) ou Hy(t). Nous
avons déja rencontré ce type de question lorsque nous avons étudié le
branchement ou le débranchement d’un réseau. Nous avons expliqué a
ce moment-la que si les parametres du réseau variaient suffisamment len-
tement, alors la particule initialement préparée dans une fonction de Bloch
de la bande n, associée a I'état périodique |uy, 4), suivait adiabatiquement
cet état |u, ). Dans ce qui suit, nous allons de nouveau faire cette hypo-
these adiabatique. Comme nous l’avons déja indiqué, nous reviendrons sur
les conditions a satisfaire pour que cette approximation soit valable dans
le cours suivant, lors de 1’étude des oscillations de Bloch.

4-3 Localisation dans la bande fondamentale

Pour résoudre le probleme de l’évolution d'une particule dans un ré-
seau vibrant (évolution restreinte a la bande fondamentale), nous allons
utiliser le point de vue de I’hamiltonien Hy, pour lequel les calculs sont les
plus simples. Nous partons donc de ’hamiltonien de Hubbard

Ho(t) = —J (T1 elapo /b 4 7 e—iam(t)/h) : (IV.63)
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ou de sa version plus complete incluant les sauts entre voisins distants,
mais toujours restreinte a la bande fondamentale [avec J(1) = —J]:

ZJ

Supposons que le systéme est initialement préparé dans une fonction de
Bloch 7, (on oublie I'indice de bande puisqu’on se restreint a n = 0). Du
fait de 'approximation a une bande, cette fonction de Bloch est unique et
s’écrit a une phase globale pres :

[9(0)) o< [1hg)

(A , elj "apo(t)/h + TT —ij apo(t)/h) (IV64)

(IV.65)

= 3 )

JEZL

La fonction périodique |u,) ) est elle aussi unique dans cette
approximation a une bande et est en fait indépendante de ¢ :

u)y =Y |wy).

JEL

(IV.66)

Cherchons I'évolution de [¢)(t)) sous I'effet de ’'hamiltonien Hy(t). Puisque
cet hamiltonien est spatialement périodique, on sait que la forme de Bloch
va étre préservée et le quasi-moment ¢ ne va pas changer au cours du
temps. Puisqu’on suppose que le systéme reste dans la bande fondamen-
tale, le vecteur d’état a I'instant ¢ est forcément proportionnel a 1’état |¢,),
puisque c’est le seul état de Bloch disponible pour ce quasi-moment. L'état
|1(t)) ne peut différer de |1,) que par un facteur de phase et s’écrit donc

(1)) = e "D [gh,). (IV.67)

La détermination de la phase globale ®,(t) est simple. Il suffit de repor-
ter 'expression (IV.67) pour |4 (t)) dans I’équation de Schrodinger dépen-
dant du temps. Par construction, 1’état |¢,) est état propre des opérateurs
translations T}, avec les valeurs propres e~/'%¢. I est donc état propre de
'hamiltonien Hy(t) a tout instant ¢

Ho(t)|vq) = Elg — po(t)/h] [1hg), (IV.68)
ot on a utilisé I'expression de I'énergie de la bande considérée :
E(q) = —2J cos(aq) (IV.69)
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dans la version (IV.63) de I'’hamiltonien o1 on ne garde que les sauts entre
proches voisins et

cos(j'aq) (IV.70)

_QZJ

pour I'hamiltonien (IV.64) incluant les sauts distants.

L'équation permettant de déterminer la phase globale ®,(t) s’écrit donc

hd, = Elq — po(t) /], (IV.71)
qui s’integre formellement pour donner
1 t
®,(0) = @,0) + 5 [ Ela—po(t)/h] at (v.72)
0
Considérons lesinstants 0, 7,27, ..., nT, ..., ouT = 27/w estla période

de vibration du réseau. Du fait de la périodicité temporelle de py(t'), il est
immédiat de montrer a partir de (IV.72) que

Dy(nT) = Bq(0) = n [Dg(T') — Dg(0)] (IV.73)
ol n est un entier quelconque : la phase accumulée A®, est proportionnelle
a la durée écoulée nT'. Cette évolution est trés similaire a celle que 'on
trouverait pour un probleme indépendant du temps, tout du moins si on
se limite a une observation « stroboscopique » de cet état en regardant sa
valeur aux multiples entiers nT" de la période d’oscillation T'.

Pour formaliser cette analogie, introduisons la quasi-énergie

h e
e(g) = T [©,(T) — ©,(0)] = T Elg—po(t)/h] dt (Iv.74)
0
On peut alors réécrire le résultat précédent sous la forme
[(nT)) = e DT Ry (0)), (IV.75)

ce qui est tres similaire a I’évolution qu’on aurait dans un réseau indépen-
dant du temps pour une onde de Bloch :

[ (t)) = e FD R (0)). (IV.76)



CHAPITRE IV. RESEAUX DEPENDANT DU TEMPS

§4. L'approche de Bloch pour un réseau vibrant

En d’autres termes, si on se limite a une observation « stroboscopique » aux
instants multiples de 7', I'évolution d"une onde de Bloch (ou plus généra-
lement d'un paquet d’ondes formé a partir d’ondes de Bloch de la bande
considérée), est identique au cas d'un réseau non modulé pourvu que I'on
fasse la substitution
1 (T

Pla) — o=z [ Fa-mo/ma. vz
Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette conclusion est un cas
particulier des conséquences de I'approche de Floquet, qui permet de trai-
ter les hamiltoniens dépendant périodiquement du temps. La simplicité du
traitement présenté ici provient du fait qu’on s’est limité a une seule bande.
Des que I'on souhaite prendre plusieurs bandes en compte, la méthode de
Floquet passe par un traitement numérique. En effet, la modulation peut
induire des transitions interbandes (& ¢ donné), ce qui rend le probléeme
beaucoup plus complexe.

Puisque nous disposons de 'expression explicite de 1’énergie E(g) en
fonction des coefficients tunnel J(j'), nous pouvons évaluer précisément
I'intégrale (IV.74). Considérons le mouvement sinusoidal

xo(t) = Tg cos(wt), po(t) = —mw sin(wt), (IV.78)
pour lequel I'équation (IV.74) donnant la quasi-énergie ¢, devient :
o E - ./ r ./ . / ’
elq) = T Z J(3") cos {j'[aq + &o sin(wt’)]} dt'. (Iv.79)
j/=1 0
o1 'on a posé comme précédemment
&) = %i‘o(t) = &y cos(wt), &0 = —mawiy/h. (IV.80)
Cette intégrale se calcule aisément :
e(q) =2 J(j") cos(j'aq) To(j'%) (IV.81)
j'=1
a comparer aux énergies en absence de modulation (§y = 0)
E(g) =2 J(j') cos(jaq). (IV.82)
J'=1
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L'expression (IV.81) pour les quasi-énergies permet de décrire de ma-
niére tres simple le phénomene de localisation dynamique. Considérons la
limite de Hubbard ot seuls les sauts entre proches voisins, décrits par le
parametre J = —J (1), sont significatifs. On a alors :

E(q) = —2Jcos(aq) —  e(q) = —2J cos(aq) Jo(&o),

ol I'on retrouve la renormalisation du coefficient tunnel J — J’ déter-
minée en (IV.56) et observée dans 1’expérience de Pise. Plus précisément,
les quasi-énergies forment une bande de largeur réduite par rapport a la
bande initiale, le coefficient de réduction étant Jy(&) < 1. Quand l'ar-
gument de cette fonction de Bessel est choisi égal au premier zéro de cette
fonction (= 2.405), la bande est infiniment étroite : toutes les quasi-énergies
€(q) sont égales entre elles (en I'occurrence nulles). Il est alors immédiat de
montrer que 'état de la particule va rester le méme a tous les instants 0, T,
2T, etc. Il suffit de considérer le développement de cet état sur les états de
Bloch

W) = [C@la)de > WD) = [ Cla) e @M ) dg
(Iv.84)
et d’utiliser le fait que toutes les quasi-énergies €(q) prennent la méme va-
leur. Le vecteur d’état |¢)(nT')) est alors égal a [1(0)) et un paquet d’ondes
initial ne s’étale pas sur des temps longs devant T'; plus précisément, son
évolution entre nT et (n + 1)T est identique a son évolution entre 0 et 7.

(IV.83)

Si les sauts entre proches voisins ne suffisent pas a décrire la dyna-
mique dans la bande fondamentale, il faut considérer les termes suivants
J(2), J(3) dans le développement (IV.81). Il n’y a alors plus de valeur
de 'amplitude de modulation pour laquelle la quasi-bande est infiniment
étroite. Cette quasi-bande est néanmoins fortement rétrécie au voisinage
du point £ = 2.405. Nous montrons sur la figure IV.3 un résultat extrait de
ECKARDT, HOLTHAUS et al. (2009), qui montre la largeur de la quasi-bande
pour différentes valeurs du potentiel V. Méme pour une valeur relative-
ment faible de V; (V) = 2 E;), la largeur de bande au voisinage de &, = 2.4
est réduite par plus d'un facteur 20 par rapport a sa valeur sans modula-
tion.

Remarque. Nous nous sommes intéressés ici a une modulation sinusoi-
dale de la position zo(t) du réseau. ECKARDT, HOLTHAUS et al. (2009)
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FIGURE IV.3. Largeur de la quasi-bande d’énergie fondamentale (en unité de E,)
en fonction de l'indice de modulation &, pour différentes profondeurs du réseau;
de haut en bas : Vo /E, = 2, 3, 5, 10. La prise en compte des termes au dela de
j = 1dans la somme (IV.81) entraine que la largeur de la bande ne s’annule pas
exactement quand & est égal a un zéro de la fonction de Bessel Jy. Figure extraite
de ECKARDT, HOLTHAUS et al. (2009).

montrent que si on choisit une modélisation telle que la force F(t) est un
créneau (le réseau est accéléré uniformément vers la gauche, puis vers la
droite), alors la quasi-bande peut avoir une largeur nulle méme si on prend
en compte les couplages Js, J3, etc. En effet, la fonction de Bessel de (IV.81)
est remplacée, comme pour le cas du spin 1/2 étudié en (IV.51), par un
sinus cardinal :

j()(jfg) — Sil’lC(ﬂ'jfo/Q) (IV85)

et ce coefficient s’annule pour &, entier pair, quelle que soit la valeur de j.

4-4 La méthode de Floquet

Dans le paragraphe précédent, nous avons pu résoudre «a la main »
le probleme du réseau vibrant grace a I'approximation a une bande qui
nous a permis de dégager trés simplement la notion de quasi-énergie. Si
on souhaite aller au dela de cette approximation, il est nécessaire de bien
formaliser le probleme de I’évolution d'un systeme sous 'effet d’'un hamil-
tonien périodique en temps. La méthode théorique adaptée a ce probleme
a été développée par Floquet. Nous allons rappeler dans ce qui suit les élé-
ments les plus utiles de cette approche pour le probleme qui nous intéresse
et nous ferons le lien avec les résultats du paragraphe précédent.
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L’approche de Floquet est une méthode générale pour traiter I'évolu-
tion d’un systéeme dynamique régie par
d

—X =M(t) X,

o (IV.86)

oll X est un vecteur colonne a d composantes (réelles ou complexes) et
M (t) une matrice carrée d x d, dépendant explicitement du temps et pério-
dique de période T :

M(t+T) = N(t). (1V.87)

Cette méthode est une transposition au domaine temporel de la méthode
des fonctions de Bloch, qui exploite I'invariance par translation dans le
domaine spatial.

Avant de présenter la méthode de Floquet, rappelons d’abord les résul-
tats connus pour un hamiltonien H indépendant du temps. Notons |¢a)
les vecteurs propres de H et E, les énergies associées. L'opérateur d’évo-
lution de l'instant 0 & l'instant 7', noté U(T'), est égal a exp(—iHT/h). Cet
opérateur unitaire admet donc également les |¢,) comme états propres :

O(T) = e AT/ U(T) |ga) = e ET/% |g,). (IV.88)

Passons maintenant au cas d’un hamiltonien périodique en temps et a la
méthode de Floquet. Nous n’allons pas utiliser cette méthode dans tous ses
détails, mais certains de ses résultats généraux vont nous servir de guide.
Précisons-les ici :

— L’équation de Schrodinger est du type (IV.86) et 'opérateur d’évolu-
tion depuis l'instant 0 a l'instant nT, olt n est un entier, vérifie

~ ~ n
O(nT) = [0(T)] . (IV.89)
— Lopérateur U(T) est unitaire et peut étre diagonalisé, ses valeurs
propres étant de module 1. Notons ces valeurs propres e '“>7/" ou
les €, sont réels et ont la dimension d'une énergie. Les ¢, sont appe-
lées quasi-énergies, par analogie au quasi-moment ¢, et sont définies

a 27h/T pres, tout comme le quasi-moment ¢ est défini a 27/a pres.

Notons |¢,) les vecteurs propres associés

U(T)|po) = e T/Mp,,). (IV.90)
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Ces vecteurs forment une base orthogonale de I'espace de Hilbert et
nous trouvons pour un état initial quelconque |1 (0)) :

[W(nT)) = Co e ™T/Mg,) (IV.91)

ol les coefficients C,, sont donnés par C,, = (¢ |1(0)).

— Considérons 'état [, (t)) obtenu en partant de |¢,) a l'instant ¢t = 0
lors d’une évolution sous l'effet de H (t) :

[a(t)) = U () |6a)- (IV:92)
Puisque |¢,) est état propre de U(T'), il est clair que
[V (T)) = e 7T M4ho (0)). (IV.93)

Meéme si 1'évolution de |1, (t)) peut étre arbitrairement compliquée
entre 0 et 7', on voit que ce vecteur redevient égal a sa valeur de départ
au bout d’une période T, a la phase ¢,T'/h pres.

— Pour éliminer cette phase restante ¢,7/% dans I'évolution des [, (%)),
introduisons le vecteur d’état |u,(t)) tel que

[a(t)) = e Mug(t)). (IV.94)
Il est immédiat que |uy(t)) est périodique en temps de période T, ce
qui permet de le décomposer en série de Fourier :
ua(t)) =D €™ xan), (IV.95)
nez

ot les vecteurs indépendants du temps |x,, o) sont a ce stade inconnus.

— Pour simplifier les notations, nous supposerons que [ (t) peut s’écrire
sous la forme®

H(t) = Hy+ ' Vi +e @V, (IV.96)

avec V. = Vl L’équation de Schrodinger ih|t,) = H(t)|1ha), devient
quand on remplace |t),) par son expression en terme de |u,) et qu’on
y injecte le développement de Fourier de ce vecteur

(€a — nhw)‘Xa,n> = I;IU‘X&JL> + V+|Xa,n—1> + V7|Xa,n+1>~ (Iv.97)

6. Iln‘est pas difficile d’introduire plus d’harmoniques dans I’hamiltonien H (t), mais cela
complique un peu l’écriture, en ajoutant un indice supplémentaire.

— Le probleme de 1’évolution sous l'effet de I’hamiltonien périodique
H (t) sera complétement résolu une fois qu’on aura déterminé explici-
tement les états |x. ) et les quasi-énergies €,. Pour cela, faisons I'hy-
pothése que I'on peut restreindre la partie pertinente de 1’espace de
Hilbert a un sous-espace de dimension d. Les opérateurs H,, Ve, Vo
sont alors des matrices carrées d x d et les kets |y, ) sont des vecteurs
a d composantes. Formons alors le vecteur de dimension infinie

|E> = t(- s |Xa,n71>> ‘Xoc,n>7 ‘Xa,n+1>a . ) (IV.98)

obtenu en mettant tous les |x,,,) les uns en dessous des autres. Le sys-
teme (IV.97) peut se réécrire comme une équation aux valeurs propres

€ |B) =H ) (IV.99)

pour l'opérateur H également de dimension infinie, obtenu comme
une matrice de bande définie par blocs d x d :

) 0 Vi Ho+(n—1)hw V. o ...
H= 0 Vi Hy + nhiw V_ 0
...... 0 Vi Hy+(n+Vhw Vo 0

(IV.100)
Du fait de la présence du terme niw sur la diagonale, on obtient un
spectre qui s’étend de maniére périodique depuis —oco a +o0. Dans
une « zone de Brillouin » de largeur /w, on trouve d valeurs propres.
En pratique, on tronque cette matrice infinie a |n| < nmax et on diago-
nalise numériquement la matrice carrée résultante.

Lien avec les résultats du paragraphe précédent. Dans l’approximation
a une bande, la conservation du quasi-moment implique que les ondes
de Bloch sont états propres de 'opérateur d’évolution U(T). L'étape la
plus délicate de la méthode de Floquet, a savoir la recherche de ces états
propres, est donc immédiatement franchie (|1),) = |¢n4)), et les quasi-
énergies ¢, = ¢(q) sont également connues. On pourrait prolonger I'ap-
proche de Floquet pour déterminer les fonctions périodiques |uq(t)) & un
instant ¢ quelconque, ce qui permettrait de préciser 1’évolution de n’im-
porte quel état initial entre 0 et 7. On pourrait ainsi évaluer la « respira-
tion » d'un paquet d’ondes entre 0 et 7" dans le cas sans diffusion obtenu

pour Jy (&) = 0.
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FIGURE IV.4. (a) Profil d’intensité pour un réseau désaccordé sur le rouge, formé
par trois ondes planes se propageant a 120 degrés I'une de I'autre dans le plan xy.
Les trois ondes ont la méme intensité et sont polarisées linéairement selon Oz [Fi-
gure extraite de BECKER, SOLTAN-PANAHI et al. 2010]. (b) Réseau triangulaire
avec les vecteurs de base a1 et ao, et les coefficients tunnels J' et J'' qu’on peut
controler indépendamment en modulant les phases @y et s de deux des ondes
formant le réseau.

5 Réseauvibranta 2D :1’expérience d’Hambourg

La manipulation du coefficient tunnel par modulation de la position
d’un réseau optique a été mise en ceuvre a deux dimensions dans une
expérience menée a Hamburg dans le groupe de K. Sengstock (STRUCK,
OELSCHLAEGER et al. 2011). Le réseau est formé par trois ondes quasi-
planes se propageant dans le plan zy a 120 degrés 1'une de l'autre, de vec-
teurs d’onde

ne() et k()

Les trois ondes ont la méme intensité I et sont toutes les trois polarisées
selon I’axe Oz, de sorte que l'intensité en un point xy s’écrit

(IV.101)

ek efik(mfx/gy)/2 + efik(a:+\/§y)/2

2
[(xay) = IO ‘

. 2
I ‘eB‘k‘”/ 2 4 2cos(V3ky/2)| . (IV.102)

Nous avons choisi par convention que les trois faisceaux sont en phase au
point x = y = 0. Le désaccord est choisit négatif (sur le rouge) de sorte que
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les minima de potentiel sont localisés aux maxima d’intensité. Ces maxi-
mas pour lesquels I = 9] se répartissent sur un réseau triangulaire, aux
points du réseau de Bravais formé par la réunion des deux ensembles
(2) 3kz/2=0
(i4) 3kx/2=m

(mod. 27),
(mod. 27),

V3ky/2=0 (mod. 27),
V3ky/2 =n (mod. 2r).(IV.103)

c’est-a-dire

B = {jia1 + j2a2, ji,j2 € L} (IV.104)
avec
2 (1 27 (-1
=7 == V.1
a =g (\/§> ’ 2= 3% (\/§> (IV-105)

Le profil d’intensité est représenté sur la figure IV.4a. Dans l'expérience
de STRUCK, OELSCHLAEGER et al. (2011), l'intensité I, est suffisamment
grande pour que la dynamique dans la bande fondamentale du réseau
soit en bonne approximation dans la limite des liaisons fortes, avec une
profondeur de 5.6 E, et un coefficient tunnel entre sites J = 0.002 E,. Le
confinement selon la direction z est beaucoup plus mou, et on réalise en
fait un réseau triangulaire de tubes, contenant chacun quelques centaines
d’atomes. Le gaz est suffisamment froid pour que chaque tube puisse étre
considéré comme un micro-condensat, avec une phase bien déterminée.

Si on change les phases ¢ et 3 des deux ondes de vecteurs d’onde k»
et ks, il est facile de montrer que le profil d’intensité I(z, y) est simplement
translaté dans le plan zy par la quantité

1
@(@2 - ¢3).

Une modulation temporelle sinusoidale de ¢ et ¢3 induit donc une vibra-
tion du réseau.

1
Ar = Q(W + p3), Ay = (IV.106)

STRUCK, OELSCHLAEGER et al. (2011) ont choisi des variations tempo-
relles de ¢ et @3 telles que Az = zg cos(wt), Ay = yp sin(wt), ce qui permet
de modifier de manieére différente les deux coefficients tunnels .J’ et J” in-
diqués sur la figure IV.4; J’ correspond aux transitions selon a; et ay, J”
aux transitions selon a; — ag, parallele a 'axe Oz. Avec des arguments si-
milaires a ceux de I’approche naive développée plus haut pour le cas d’'un
réseau 1D, les coefficients tunnels J’ et J” s’écrivent

J =JJ&), J'=JITE), (IV.107)
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avec

mw?a mw?a
& = SF \/ %3 + 3y, 0= 2o-

En controlant séparément les valeurs de zg et yo, on peut donc ajuster in-
dépendamment les amplitudes et les signes des coefficients J’ et J”. En
particulier, on peut choisir des modulations telles que J' > 0, J” < 0 (et
vice versa), alors qu’en absence de modulation, J' = J” > 0.

(IV.108)

Comme dans l'expérience 1D de Pise, le changement de signe d"un des
coefficients tunnel se traduit par un déplacement des minima de la bande
fondamentale dans l’espace des quasi-moments g. Ces minima sont ob-
servés directement par temps de vol, puisqu’ils correspondent aux états
macroscopiquement occupés quand on place un condensat dans le réseau.
On a représenté sur la figure IV.5 deux figures de temps de vol clairement
différentes, celle de gauche étant obtenue pour J', J” > 0 et celle de droite
pour J' <0, J" > 0.

Pour rendre compte de ce changement de la structure de bande, écri-
vons ’hamiltonien a une particule sous la forme

H = =T (Jwj 1), ol + [wj, jor1)(wj, 5] +hec)
Ji,j2
—J" Y ((wji41,55-1) (s, 5| + hec) (IV.109)
J1,J2

otl la premiere ligne correspond aux sauts le long des directions a; et a,, et
la seconde ligne aux sauts parallelement a ’axe Oz, selon le vecteur a1 —as.

Un état de Bloch '
[Yg) = Y €79 wy) (IV.110)
J

est état propre de H avec la valeur propre

E(q) = —2[J cos(ay - q) + J' cos(az - q) + J" cos((a; — a2) - q)] .

(IV.111)
Prenons d’abord J’,J” > 0. Dans ce cas, 1'état fondamental est obtenu
pour g = 0, 'énergie correspondante étant E = —4.J' — 2J". C'est effecti-

vement |'état le plus peuplé sur 'image de gauche de la figure IV.5. Choi-
sissons maintenant J’ < 0, J” > 0. Le minimum est obtenu en prenant par
exemple a; - ¢ = a3 - ¢ = 7, ce qui correspond a g = u,\/3k/2, I'énergie
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FIGURE IV.5. Figures de temps de wvol extraites de l'article de STRUCK,
OELSCHLAEGER ef al. (2011). Gauche : figure obtenue pour J', J" > 0. Droite :
figure obtenue pour J' < 0, J" > 0.

correspondante étant E = —4|J'| — 2J". Cette prédiction’ correspond au
résultat visible sur I'image de droite de la figure IV.5.

Un point de vue original sur la physique des atomes dans ce réseau
triangulaire est mis en avant par STRUCK, OELSCHLAEGER et al. (2011);
il porte sur l'utilisation du réseau pour simuler le magnétisme classique
d’un réseau triangulaire. En assignant une phase ; a chaque condensat
piégé sur un site |w;) du réseau, on peut écrire I'énergie d'une configura-
tion donnée {0;} sous la forme

E({0:}) = =N >_ Jijcos(6; — 0;).

(2.3)

(IV.112)

La somme porte sur toutes les paires de proches voisins (¢, j), et on a fait
la substitution

(0:—03)

Jw;) (w;| — € (IV.113)

Cette substitution est valable si 'on peut décrire I'état de chaque micro-
condensat par un champ classique /N €l% et supposer que les nombres
d’atomes dans tous ces micro-condensats sont voisins et ~ V.

La fonctionnelle d’énergie (IV.112) est formellement identique a celle
d’une assemblée de spins S; = [cos(6;), sin(6;)] disposés sur les nceuds du

7. On peut également prendre a1-q = wetaz-q = —, ce qui correspond a g = uz (3k/2)
également visible sur 'image de droite de la figure IV.5.
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réseau B, avec des interactions entre proches voisins :

E({6:})=—>_ Ji;Si-S;. (IV.114)
(i)

Les différentes structures qui apparaissent en temps de vol quand on va-
rie 'amplitude et le signe de J’ et J” permettent donc de retrouver les
phases magnétiques de ce réseau de spins en interaction. Les deux images
montrées sur la figure IV.5 correspondent ainsi a la phase ferromagnétique
(tous les spins alignés, tous les §; égaux, minimum en g = 0) et a la phase
rhombique (des lignes selon I'axe x de spins pointant dans une direction
donnée, alternant avec des lignes de spins opposés).

Terminons ce paragraphe en mentionnant qu’il est également possible
de moduler dans le temps le réseau d’une maniere qui confére une partie
imaginaire non nulle au coefficient tunnel (STRUCK, OLSCHLAGER et al.
2012). 11 suffit pour cela de choisir une fonction 7(t) telle que (e!) ait une
partie imaginaire non nulle. Ceci permet de faire en sorte quune particule
parcourant les bords de la cellule unité du réseau accumule une phase non
nulle, ce qui est a la base de la génération de champs magnétiques artifi-
ciels. Nous reviendrons sur ce point dans un cours ultérieur.
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Chapitre V

Les oscillations de Bloch dans un réseau optique

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la dynamique d’atomes
placés dans un réseau optique dont le potentiel périodique V(z,t) dépend
du temps. Dans le cas ol cette dépendance se rameéne a un déplacement
du réseau

V(x,t) =V(z — xo(t)), V.1

nous avons montré que 1’on peut, grace a une transformation unitaire, ana-
lyser le probleme dans le référentiel en mouvement avec le réseau. On se
ramene alors au probléeme du réseau immobile V' (x) auquel on superpose
la force d’inertie F(t) = —mao(t).

Il est donc naturel a ce stade d’approfondir la question de la dyna-
mique d'une particule soumise simultanément a un potentiel périodique
indépendant du temps et une force uniforme dans 'espace. Le cas le plus
simple est celui d’une force F' indépendante du temps, et c’est ce cas qui
va nous occuper dans la plus grande partie du cours. Notre hamiltonien
de départ sera donc

H=-—+V(#)-F i (V.2)
m

Ce probleme a initialement été abordé par Zener pour modéliser le com-
portement d’un électron dans un réseau cristallin, soumis a un champ élec-
trique extérieur. L’hamiltonien (V.2) décrit alors le mouvement de la par-
ticule dans le référentiel du laboratoire. On rencontre ce méme probleme
avec des atomes froids dans un réseau stationnaire auquel on superpose la
gravité ou la force de type Stern et Gerlach créée par un gradient de champ
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magnétique.

Par ailleurs, en revenant a 1’équivalence entre un réseau mobile (sans
force additionnelle) et un réseau fixe superposé a F(t), on voit que 'on
peut créer ce potentiel en partant d'un réseau périodique en mouvement
uniformément accéléré dans le référentiel du laboratoire : si on prend
xo(t) = —Ft?/(2m) dans ’hamiltonien

(1) = £+ V(@ - ao(t)), (V3)

on se ramene a I’hamiltonien (V.2) en passant dans le référentiel uniformé-
ment accéléré dans lequel le réseau est immobile, apres la transformation
unitaire donnée au cours précédent.

Les oscillations de Bloch d’atomes froids dans des réseaux optiques sont
devenues ces dernieres années un outil puissant qu’on rencontre dans de
nombreuses applications : mesure de la gravité, étude de champs de force
au voisinage des surfaces, séparateur de faisceaux pour l'interférométrie
atomique. Méme si les atomes froids ne sont pas le premier systeme phy-
sique sur lequel les oscillations ont été observées (voir par exemple l'article
de revue de MENDEZ & BASTARD (1993) pour des études menés sur des
super-réseaux solides), la richesse des applications pour les gaz atomiques
pour les gaz froids en fait un objet d’étude tres riche et trés varié.



CHAPITRE V. LES OSCILLATIONS DE BLOCH DANS UN RESEAU OPTIQUE

§1. Le principe des oscillations de Bloch

1 Le principe des oscillations de Bloch

1-1 Le défilement du quasi-moment

Dans le cours précédent, nous avons étudié 1'évolution d"une particule
sous l'effet d'un hamiltonien de type
. + V(%) - F(t) &. (V.4)
2m
ot V(z) est périodique de période a. Nous avons montré en particulier que

la forme de Bloch est préservée lors de 1’évolution. Un état initial

(z,0) = e y(x, 0) (V.5)
va garder cette forme et s’écrire a l'instant ¢

Y(x,t) = %1 y(z, ). (V.6)

Le quasi-moment ¢(t) est donné par

1 K A !
dﬂ=%+ﬁAlW)&- (V)

Pour le cas qui nous intéresse ici, la force F' est indépendante du temps et
q(t) évolue linéairement en temps

q(t) = gin + Ft/h. (V.8)

Une échelle de temps et une échelle d’énergie s’introduisent donc naturel-

lement : le temps
T8 = 2hk/F (V.9)

représente la durée nécessaire pour que ¢(t) balaye la zone de Brillouin,
d’extension 2k = 27/a. A ce temps est associée la pulsation wp = 27 /7 et
I'énergie

hwg = nF/k = Fa. (V.10)

Cette énergie représente le travail de la force F' sur une période du poten-
tiel V(x); c’est donc la chute en énergie entre deux minima locaux succes-
sifs du potentiel V(z) — Fz (cf. figure V.1).
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V(z)— Fz

FIGURE V.1. Potentiel V (z) — Fa donnant naissance aux oscillations de Bloch,
avec ici V(z) = Vysin®(rz/a) et hwg = Fa = Vy/5. La différence d’énergie
entre les deux traits horizontaux est égale d hwg.

A ce stade, nous ne pouvons encore rien dire sur la fonction spatiale-
ment périodique u(z,t) qui vient multiplier ¢?)* dans (V.6), si ce n’est
qu’elle est solution de

S (1)) = e la)] (1), (V1)

ott Hper [g] est 'hamiltonien pour la partie périodique des fonctions de
Bloch :

: (h+ hq)?

Hper[a) = =~ (V.12)

+V(z).
C’est I'approximation adiabatique qui, comme au chapitre précédent dans
le cas d’une force sinusoidale, va nous permettre de progresser.

1-2 L’'approximation adiabatique

A partir de maintenant, nous supposons que 1’état initial e!%"* u(z, 0)
est une fonction de Bloch, c’est-a-dire un état propre ,, 4, (z) de la nitme
bande d’énergie de I’hamiltonien

(V.13)
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07 X

E/E,

q/k

FIGURE V.2. Le défilement du quasi-moment dans le schéma de bande étendue.
Le régime des oscillations de Bloch correspond a la situation oit la particule suit
adiabatiquement le niveau d’énergie initial (ici la courbe rouge) et ne bascule pas
vers un autre niveau d’'énergie (ici la courbe bleue). La zone « dangereuse » est
située aux points oit q/k est un entier impair, la oit les bandes rouge et bleue sont
les plus proches. Cette figure est tracée pour Vy = E.

correspondant au cas F' = 0. En d’autres termes, la fonction u(z,0) =
(z|u(t = 0)) coincide (a une phase pres) avec I'état propre u,, g, (z) de I'ha-
miltonien Hpe, [gin] pour la partie périodique (V.12).

L’'approximation adiabatique consiste a poser que 1’état |u(t)) solution

de (V.11) reste (a une phase globale preés) égal a |u,, 4(;)), soit

W, 1) oc €1 o (). (V.14)

Puisque le quasi-moment ¢(t) défile a vitesse uniforme et parcourt la zone

de Brillouin en un temps 75, l'évolution dans le temps de 9(z,t) est pé-

riodique (a une phase globale pres!), avec cette méme période 7. Ce dé-

filement est représenté sur la figure V.2 dans la représentation dite de zone
répétée.

Cette évolution périodique de 1’état de la particule soumise a une force

uniforme (en plus du potentiel V' (z)) est un phénomeéne remarquable, qui
trouve son origine dans la structure en bandes d’énergies du spectre de

1. Nous ne nous préoccuperons pas de la phase (ZAK 1989) accumulée au cours d'une
oscillation dans ce chapitre, ce sujet faisant 1’'objet d"un cours ultérieur.
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A B C  —x D
Fic. 1.—* Potential barrier ” diagram. The shaded regions represent zones of forbidden
energy in the presence of an electric field.

FIGURE V.3. Figure tirée de I'article original de ZENER (1934), représentant des
bandes d’énergies « tiltées » sous l'effet du potentiel —F'x.

I'hamiltonien non perturbé. L'appellation Oscillations de Bloch pour ce phé-
nomene est assez paradoxale. En effet, ce effet n’est pas décrit dans le pa-
pier séminal de BLOCH (1929) sur la physique quantique des électrons dans
les cristaux. Sa premiere apparition publique semble dater de 1’article de
ZENER (1934). Un autre paradoxe est que l'oscillation n’est pas ce qui inté-
ressait Zener. Il recherchait I’effet qu’un champ électrique pouvait avoir sur
un isolant et ¢’était donc les transition interbandes que nous allons voir un
peu plus tard dans ce cours qui motivaient son étude : le but était de trou-
ver une force F' assez grande pour que le suivi adiabatique n’ait pas lieu,
'oscillation elle-méme étant probablement considérée comme « triviale »
par Zener...

Il est d’ailleurs intéressant de jeter un ceil sur la premiere figure de I'ar-
ticle de Zener de 1934, avec laquelle il interprete le phénomene d’oscil-
lation (voir Figure V.3). Il y fait une « approximation locale » des bandes
d’énergie, en tracant ces bandes en fonction de la position apres leur avoir
ajouté I'énergie potentielle —Fz. Les bandes interdites sont représentées
par les zones hachurées. Le trait horizontal représente une énergie pos-
sible pour un électron. Cet électron part du point A, est accéléré par la
force F'jusqu’a arriver au point B, et il peut alors (i) faire demi-tour et c’est
le phénomene d’oscillation ou (ii) passer par effet tunnel au point C, bas de
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la bande d’énergie suivante, et contribuer ainsi a la conduction électrique.
On déduit de cette image I'amplitude des oscillations dans 1'espace réel,
zp —xa = AE/F, ot AFE est la largeur de la bande permise initialement
occupée.

Ce résultat concernant I’amplitude des oscillations dans 1’espace réel
peut se retrouver en considérant un paquet d’ondes de centre ¢(¢) dans
I'espace des moments, et dont la dispersion en g reste a chaque instant pe-
tite devant k. Dans 1’espace réel, notons Z(¢) le centre de ce paquet d’ondes;
la vitesse moyenne de déplacement du paquet d’ondes est donnée par la
vitesse de groupe

dz 1 dE,,,

= vg(t) = n dq

o= , (V.15)

q=q(t)

qui évolue périodiquement dans le temps. Cette équation d’évolution s’in-
tegre pour donner

1 [tdE 1 1 qg
£(t) — z(0) = —- 2L dt = — =4 q V.16
) a0 = [ Crar=g [ Sk g
ol on a utilisé la relation ¢ = F't/f. On arrive finalement &
_ _ 1
(t) —2(0) = & (Bnqty — Bnygin) » (V.17)

qui correspond a la relation pressentie a partir de la figure V.3.

11 existe plusieurs manieres de représenter le phénomene d’oscillations
de Bloch. Nous avons jusqu’ici privilégié celle tirant parti de la structure
de bande du diagramme d’énergie (en absence de force). Un autre point
de vue tres utile, directement inspiré par 'optique quantique, est repré-
senté sur la figure V.4ab. Ce point de vue, valable pour les faibles pro-
fondeurs de réseau, consiste a traiter perturbativement l'effet du réseau
sous forme de transitions multi-photoniques pouvant se produire quand
une condition de résonance est satisfaite. On trace d’abord la relation de
dispersion E = p?/2m en absence de réseau; la présence de la force F
va forcer I'atome a parcourir l’espace des impulsions selon la loi p = F.
Quand un atome, parti par exemple de p = 0 arrive en p = Ak, une transi-
tion a deux photons résonnante peut le faire basculer vers p = —hk (V.4a).
Cette bascule peut aussi étre vue comme une réflexion de Bragg totale de
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L L
—-2-10 1 2 -2-10 1 2

Impulsion p Impulsion p

Energie I/

FIGURE V.4. Représentation des oscillations de Bloch dans la bande fondamentale
(n = 0) a gauche et dans la premiére bande excitée (n = 1) a droite, en termes de
transitions multi-photoniques. Sous l'effet de la force constante F, I'impulsion
augmente linéairement avec le temps (p = F). Quand 'impulsion de I'atome
est telle qu'une transition multi-photonique résonante, représentée par les lignes
pointillées noires, peut se produire (p/hk entier non nul), une réflexion de Bragg
se produit et l'impulsion de I'atome bascule de p 4 —p. La fréquence de I'oscillation,
indépendante de la bande, est F/(2hk) = wp /2.

I'onde atomique de longueur d’onde 27 /k sur le réseau de pas 7/k. L'ac-
célération reprend a partir a partir de ce point p = —hk et on assiste alors a
l'oscillation périodique, de fréquence F/(2hk) = wg /27, prévue plus haut.
Cette image se généralise sans difficulté aux oscillations de Bloch dans les
bandes supérieures. La figure V.4b représente par exemple 1'oscillation de
Bloch dans la premiére zone excitée, n = 1, en terme de deux transitions
multi-photoniques, 'une a deux photons, et ’autre a quatre photons.

Le dernier point de vue sur ces oscillations de Bloch que nous mention-
nerons ici est basé sur le développement en ondes planes des fonctions de
Bloch, qui s’exprime en fonction de la transformée de Fourier des fonctions
de Wannier (cf. cours 3) :

Ynq(x) = % Zﬁ)n(q + 27j/a) ol(a+2mj/a) (V.18)

JEZ
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Lors de l'oscillation, ce peigne d’impulsions défile a vitesse constante et
I'amplitude des différentes composantes suit ’enveloppe donnée par la
fonction w, (x), transformée de Fourier de la fonction de Wannier w,, o ().

2 Observations expérimentales

2-1 Premieéres expériences avec des atomes froids

En optique quantique, les premieres oscillations de Bloch ont été ob-
servées dans les groupes de Christophe Salomon a Paris et Mark Raizen
a Austin (WILKINSON, BHARUCHA et al. 1996; NIU, ZHAO et al. 1996;
BEN DAHAN, PEIK et al. 1996; PEIK, BEN DAHAN et al. 1997; RAIZEN,
SALOMON et al. 1997). Ces observations faisaient suite a une mise en évi-
dence dans des échantillons solides, en particulier dans des super-réseaux
(MENDEZ & BASTARD 1993). Aussi bien a Paris qu’a Austin, la force F était
une force d’inertie, F' = —md, obtenue grace a un réseau accéléré

V(x,t) = Vosin? [k(z — 20(t))) (V.19)
avec zo(t) = 7t*/2. Rappelons qu'une telle accélération est réalisée en fai-
sant varier dans le temps les phases ¢, et ¢» des deux ondes progressives
eilkr—wt=¢1) ot g~ilke+wi+92) composant le réseau. Cette accélération a peut
par exemple étre obtenue en choisissant

ce qui correspond aux « fréquences instantanées »
d d
wlzw—i—%:w—kkyt, wgzw—i-%:w—k’yt. (V.21)

L’expérience de Paris était menée avec des atomes de césium (m = 133)
alors que I’expérience d”Austin utilisait des atomes de sodium (m = 23). Ce
facteur significatif sur les masses, associé a un facteur également significa-
tif sur les longueurs d’onde des réseaux utilisés, entraine des différences
qualitatives importantes sur les accélérations compatibles avec un suivi
adiabatique (voir par exemple le tableau V.1). En pratique, 1’accélération
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FIGURE V.5. Oscillations de Bloch observées dans le groupe de C. Salomon en
1996-97 dans un réseau optique accéléré (BEN DAHAN, PEIK et al. 1996; PEIK,
BEN DAHAN et al. 1997). Les vitesses atomiques sont mesurées dans le référentiel
dans lequel le réseau optique est immobile. Les atomes sont préparés initialement
dans la bande fondamentale n = 0. Gauche : évolution de la distribution en vitesse
pour Vo = 2.3 E, et v = 0.85ms~2. Droite : évolution de la vitesse moyenne du
paquet d’ondes pour différentes profondeurs de réseau : Vo /E, = 1.4, 2.3, 4.4.

typique des expériences de Paris se situait entre 1 et quelques dizaines de
ms ™2, alors que celles utilisées & Austin allaient jusqu’a plusieurs milliers
de ms~2. Dans les deux cas, la profondeur du réseau V; mesurée en unité
de E. était de ’ordre de quelques unités.

On a représenté sur la figure V.5 quelques résultats illustrant ces oscil-
lations mesurées dans le référentiel du réseau (données extraites de BEN
DAHAN, PEIK et al. (1996) et PEIK, BEN DAHAN et al. (1997)). On voit dans
la colonne de gauche I'évolution périodique de la distribution en impul-
sion. Dans la colonne de droite, on a représenté I'évolution de la vitesse
moyenne du paquet d’ondes, en bon accord avec la loi (V.15). On notera
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FIGURE V.6. Evolution de la vitesse moyenne des atomes dans le référentiel du
laboratoire pour les paramétres de la figure V.5 (gauche). Figure extraite de PEIK,
BEN DAHAN et al. (1997).

en particulier la déformation de cette courbe quand on va des petits 1,/ E,
(liaisons faibles, en haut) vers les grands V4 /E, (liaisons fortes, en bas) :

— Dans le cas des liaisons faibles, on a Fy , ~ h?q*/2m sauf en bord de
zone, et la vitesse de groupe est donc presque partout égale a hg/m,
c’est-a-dire une fonction linéaire du temps puisque ¢(t) = go+Ft/h. La
réflexion de Bragg en bord de zone correspond a une variation rapide
de v, d’ou1 cette évolution en dents de scie.

— Dans la limite des liaisons fortes, on a vu au cours 3 que la bande
fondamentale est sinusoidale, Ey, ~ —2.J cos(aq), et la vitesse varie
donc sinusoidalement avec le temps : v(t)  sinfag(t)].

Les distributions de la figure V.5 représentent des mesures des vitesses
dans le référentiel accéléré du réseau. Il est également intéressant de repré-
senter ces vitesses dans le référentiel du laboratoire, ce qui est fait sur la
figure V.6. On y voit que pour ces parametres qui correspondent a une li-
mite de liaisons faibles, les atomes gardent une vitesse constante la plupart
du temps, mais subissent périodiquement une accélération forte qui aug-
mente leur vitesse de 2hk/m. Cette dynamique s’interprete simplement en
terme de transitions a deux photons (cf. figure V.7). Ces transitions sont
successivement résonnantes aux instants ¢; tels que les fréquences instan-
tanées des ondes lasers composant le réseau vérifient

hlwi (t;) — wa(t;)] = (25 + 2)* — (2))*] Ex = (85 + 4) Ex, (V:22)
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FIGURE V.7. Principe de 'accélération des atomes en termes de transitions multi-
photoniques successivement résonantes.

pour la transition p = 2jiik — p = (2j + 2)hk (j est un entier quelconque).
En prenant 'expression (V.21) de wy 2(t), on constate bien que ces accéléra-
tions se produisent pour

(V.23)

Ce dispositif de réseau accéléré constitue donc un moyen efficace pour
communiquer une impulsion déterminée & des atomes, cette impulsion
pouvant en pratique atteindre plusieurs centaines de k.

2.2

2-2 Remarque : bilan d’impulsion dans un réseau accéléré

Quand on consideére I'image des transitions multi-photoniques de la fi-
gure V.7, il est clair que le gain d’impulsion de I’atome au cours de 'accé-
lération d’un réseau est un multiple de 2 k. Ce méme résultat est un peu
moins évident quand on raisonne dans le référentiel accéléré; nous nous
proposons de le montrer explicitement dans les lignes qui suivent (voir
aussi BROWAEYS, HAFFNER et al. (2005)).

Partons d'un atome d’impulsion p;, bien déterminée. Prenons |pi,| <

hk, de sorte que cette impulsion soit dans la premiére zone de Brillouin 2.

2. Le raisonnement qui suit est valable méme si la distribution d’impulsion n’est pas un
pic delta, I'important étant qu’elle soit entierement dans la zone de Brillouin.
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Branchons d’abord adiabatiquement le réseau immobile. L'état de I’atome
suit la fonction de Bloch ,,—¢. 4, avec ¢in = pin/h. Une fois que le réseau
a atteint sa pleine puissance, mettons-le en mouvement avec une accéléra-
tion g (t). Dans le référentiel du réseau, la force d'inertie F'(t) = —mi(t)
créé le défilement de la quasi-impulsion

1/t N m
Q(t) = @in + ﬁ / F(t ) dt’ = Gin — *L.UO(t)a (V24)
0

h

I’atome restant dans la bande fondamentale n = 0.

Arrétons alors 1’accélération du réseau a l'instant 7', puis diminuons sa
profondeur adiabatiquement jusqu’a 1’éteindre complétement. Dans le ré-
férentiel du réseau, cette méthode de déploiement de bande (band mapping)

L . . . . .2 esea
va amener 1’atome dans un état d'impulsion bien déterminée pf(irnb ", as-

sociée a la bande fondamentale, donc comprise entre —#/k et iik. Plus préci-

(reseau)

sément pg . est égale a fig(t), modulo un vecteur du réseau réciproque :

Pl — pg(T) + 2N Rk (V.25)

ol N est I'entier le plus proche de —¢(T')/(2k).

Si on revient dans le référentiel du laboratoire a cet instant, I'impulsion
de I’atome est

pgﬁbO) _ pi(:ilr:seau)+mv(reseau)(T)

(reseau)

pﬂn + m.’to (T)
= hg(T) + 2Nhk + mio(T)

= pin + 2Nk, (V.26)

ce qui correspond bien au résultat recherché. Le seul cas ou1 cette démons-

tration n’est pas valable est quand p{'****") est au voisinage immédiat du

bord de bande, c’est-a-dire ¢(T) = k modulo 2k, car le débranchement
adiabatique du réseau n’est alors pas possible : ’'atome se retrouve dans
une superposition linéaire de gi, + 2Nk et gin + (2N + 2)7ik; ce cas corres-
pond a une interruption de I’accélération au moment précis ot une transi-
tion a deux photons de la figure V.7 est en train de se produire.
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Li Na K Rb Cs

masse (uma) 7 23 39 87 | 133
Ao (nm) 671 589 770 | 780 | 852
E./(2wh) (kHz) 63.0 25.9 8.59 | 3.75 | 2.06

wp /27 (kHz)
hwg /E,
F./m pour Vy = E, (ms™?)

0.058 0.17 037 | 084 | 1.4
0.0009 | 0.0067 | 0.043 | 0.22 | 0.68
3300 450 70 | 135 | 44

TABLE V.1. Energie de recul et fréquence des oscillations de Bloch pour les atomes
alcalins soumis a la gravité (F/m = 9.81ms~2). Le réseau optique est supposé
étre a la fréquence de résonance de I'atome wy = 2me/ A et son pas est a = Ao /2.
Le rapport hwp/E, est déterminant pour évaluer 'adiabaticité du mouvement
dans la bande n = 0 (cf figure V.10). La derniére ligne donne I'accélération critique
apparaissant dans la formule de Landau—Zener (V.38), pour une profondeur de
réseau choisie égale a I'énergie de recul.

2-3 Oscillations dues a la gravité

Une des difficultés principales pour observer les oscillations de Bloch
réside dans la nécessité de préparer une assemblée d’atomes avec une dis-
persion en impulsion initiale petite devant k. Cette difficulté est presque
automatiquement levée si 'on dispose de condensats de Bose-Einstein ou
de gaz de Fermi dégénérés. Nous ne pouvons pas décrire, ni méme citer
toutes les expériences d’oscillations de Bloch qui ont suivi l'arrivée de ces
gaz dégénérés dans les laboratoires. Mentionnons simplement une classe
d’expériences sensiblement différentes de celles de Paris et d’Austin, dans

2.4 ms 2.8 ms 32ms 4ms 4.4 ms 4.8 ms 5.2ms 5.6 ms

2ms

FIGURE V.8. Oscillations de Bloch d’atomes de “°K (fermions) sous leffet de
la gravité, observées avec un potentiel Vo = 2 E,, X = 873 nm [figure extraite
de ROATI, MIRANDES et al. (2004)]. L’absence d’interaction entre les fermions
polarisés permet d’observer ces oscillations avec un bon contraste pendant une
longue durée (plus de 100 ).
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FIGURE V.9. Oscillations de Bloch d’atomes de 33Sr (bosons) sous l'effet de la
gravité dans un réseau de période a = 266 nm et de profondeur Vy ~ 3 E, [figure
extraite de POLI, WANG et al. (2011)]. La période de Bloch est wg /2w = 574 Hz
et les oscillations de Bloch peuvent étre observées pendant pres de 20 secondes.
Les images correspondent a ’oscillation n° 1, 2900, 7500 et 9800. La valeur ex-
trémement basse de la longueur de diffusion pour les atomes de %8Sr permet de
minimiser le déphasage des oscillations dii aux interactions. On peut déduire de
ces oscillations la valeur de g 2 6 x 10~° pres. La précision de cette mesure de g
est notablement amélioré si on utilise plutot — sur le méme montage expérimental
— la spectroscopie des états de Wannier—Stark (voir § 5).

lesquelles la force F' n’est pas une force d’inertie, mais existe dans le ré-
férentiel du laboratoire. Le plus simple est de choisir la gravité, en dispo-
sant le réseau optique selon I'axe vertical. On a reproduit sur les figures
V.8 et V.9 des résultats obtenus dans les groupes de M. Inguscio (ROATI,
MIRANDES et al. 2004) et G. Tino (POLI, WANG et al. 2011) ou1 I'on voit des
atomes « suspendus » dans un réseau optique. La mesure de la fréquence
d’oscillation donne en principe directement acces a la valeur de la gravité
au point ou se trouvent les atomes. En fait, pour optimiser la détermination
de g avec des atomes confinés dans un réseau, il semble préférable d utili-
ser la spectroscopie des états de Wannier—Stark, que nous verrons un peu
plus loin (POLI, WANG et al. 2011; PELLE, HILICO et al. 2013). POLI, WANG
et al. (2011) indiquent en effet des fluctuations nettement plus importantes
quand on observe directement les oscillations de Bloch, dues a l'instabilité
résiduelle de la position initiale des atomes et a une plus grande sensibilité
au « timing » de l'expérience.
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3 L’approximation adiabatique et au dela

3-1 Validité de ’approximation adiabatique

Nous allons maintenant discuter la validité de 1’approximation adia-
batique a la base du phénomene d’oscillation. Nous avons déja donné
dans un cours précédent le critere général caractérisant cette approxima-
tion (MESSIAH 2003). Rappelons-le ici pour mémoire. On consideére un ha-
miltonien H(\) dépendant d’un parametre ), pour lequel on a su résoudre
le probleme aux valeurs propres. On suppose pour simplifier que les éner-
gies €,(\) sont non-dégénérées et forment un ensemble discret. Les vec-
teurs propres associés sont notés |¢,, (A)). On s’intéresse a un probleme ot
le parametre A dépend du temps. On suppose que le systéme est préparé a
I'instant ¢ = 0 dans un état propre |¢,,[A(0)]) et on cherche a quelle condi-
tion le systéme sera a l'instant ¢ dans 1'état |¢,, [A(t)]) avec probabilité voi-
sine de 1. On peut montrer que ceci sera le cas si I'inégalité
< |Ey — E,|, Vn' #n,

d
h ‘ (b |25 1n) (V.27)

est satisfaite a chaque instant (le parametre A(¢) est sous-entendu).

Dans le cas qui nous intéresse ici, le quasi-moment ¢ joue le role du pa-
rametre A et le nombre quantique n est 'indice de bande. L’hamiltonien est
H,er.[q] donné en (V.12), qui détermine la partie périodique des fonctions
de Bloch, et les états |¢,,(\)) sont les parties périodiques |u, ). En utilisant
le fait que ¢ = F'/, le critere d’adiabaticité est donc

F |<Un/,q|8q“n,q>‘ < |En(q) — En(q)l, (V.28)
ol on a noté d
|0gtn,q) = d7q|un’q>~ (V.29)

Le produit scalaire (u, 4|04un,q) peut étre réécrit sous une forme com-
mode, faisant intervenir I'élément de matrice de 1'opérateur impulsion p.
On établit cette relation en dérivant par rapport a ¢ I'équation aux valeurs
propres pour I’hamiltonien H,.,., et en projetant I'’équation obtenue sur
[tn,q) (ASHCROFT & MERMIN 1976). On trouve

h
(B0 (@) = B ()] {unr q|Oqtn,q) = - (un’ g Pltin.q); (V.30)
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ce qui permet de réécrire la condition d’adiabaticité sous la forme
Fh

.

(Ut qlPltin.q)| < [En(q) = Bur(q))*. (V31)

Plagons-nous dans le régime des liaisons faibles et appliquons ce ré-
sultat au point le plus critique pour le suivi adiabatique, ¢ ~ k, la ol la
bande fondamentale n = 0 est la plus proche de la premiere bande exci-
tée n’ = 1. L'écart entre les niveaux vaut V5 /2 et les fonctions u,, ,(z) sont
égales a 1 & e*2% (cf. cours 2). L’élément de matrice de p est donc ~ Rk et
la condition (V.31) devient

Fh 1% % hwp w<vﬁ)2

—hk < 2 F k =
P Y A O

B (V.32)
On trouvera dans la thése de M.DAHAN (1997) une condition d’adia-
baticité (relativement peu contraignante) pour le régime des liaisons fortes
déduite de (V.31). Nous en donnons ici une autre qui consiste a imposer
que le décalage en énergie aF' = fwp entre deux puits successifs (cf. fig.
V.1) reste inférieur a la différence d’énergie fiw ~ 2+/Vp E, entre les deux
bandes les plus basses. Ceci permet d’éviter un effet tunnel résonnant de
l'état de vibration n = 0 du puits situé en ja vers I’état de vibration n = 1
du puits situé en (j + 1)a. Cette condition s’écrit dans la limite V, > E, :

hws o (Vo v
E; E; '
Nous avons tracé en figure V.10 les différentes zones d’intérét dans le plan
(Vo, hws). Nous avons ajouté la zone délimitée par la condition

hw W
& < 7r—0,

E, E,

qui correspond a imposer que le potentiel tilté de la figure V.1 possede
des minima locaux. Les conditions d’adiabaticité données en (V.32-V.33) se
situent bien a I'intérieur de ce domaine.

(V.33)

F<kVy <

(V.34)

3-2 Transitions de Landau—Zener

On peut évaluer plus quantitativement la validité de 1’approximation
adiabatique dans le cas des liaisons faibles, en modélisant le croisement
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FIGURE V.10. Zones de validité de I'approximation adiabatique (il faut se situer
sous les droites correspondantes pour que I'approximation soit valable). Bleu : cas
des liaisons faibles (V.32); rouge : cas des liaisons fortes (V.33). La droite noire
donne la limite (V.34) pour la force F, au dessus de laquelle le potentiel V (x) — Fx
n’a plus de minimum local.

évité entre les deux bandes les plus basses par une approche de type
Landau—Zener.

Rappelons d’abord les résultats principaux de cette approche. On consi-
deére un systeme a deux niveaux modélisé par un spin 1/2 et on suppose
que ce spin évolue sous l’effet de I'hamiltonien dépendant explicitement
du temps

H(t) = at 6, + 64, (V.35)

ol les 4; sont les matrice de Pauli. Les valeurs propres instantanées sont
+ (a?t? + B%) '/2_Considérons un spin préparé dans I'état |+) a un instant
t; négatif tel que |t;| > B/a. A un instant t; positif et > 3/a, le spin
aura suivi adiabatiquement le niveau d’énergie correspondant avec une
probabilité

P10/ (ha),

(V.36)

Dans le cas qui nous intéresse, les niveaux d’énergie qui se croisent sont
E = h*¢*/2m et E = h*(q — 2k)?/2m au point ¢ = k. Comme ¢ = F/h, le
coefficient o vaut o = hkF/m. Le coefficient 8, qui caractérise le couplage
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FIGURE V.11. Résultat tiré de ZENESINI, LIGNIER et al. (2009), montrant Ia
décroissance de la probabilité d’occupation de la bande n = 0 dans une expé-
rience d’oscillations de Bloch menée avec des atomes de rubidium. Le réseau a une
profondeur Vy = E\. Le réseau, de pas a = 421 nm, est accéléré uniformément
de maniére a produire une force d’inertie telle que wp ~ 0.4E,. La courbe en
trait continu correspond a l'intégration numeérique de I'équation de Shrodinger dé-
pendent du temps, ce qui redonne essentiellement la prédiction de Landau—Zener.
La courbe tiretée correspond a une approximation exponentielle.

entre les deux niveaux, vaut 5 = V;/4. La probabilité de suivi adiabatique
peut donc s’écrire

P=1—cF/F (V.37)
ol on a introduit la force critique
7 V@
F, = @Ei . (V.38)

La condition de suivi adiabatique, P =~ 1 et donc ' < F¢, redonne bien le
résultat trouvé en (V.32).

La vérification de cette loi pour un atome dans un réseau optique a été
faite des les premieres expériences de Paris et d’Austin dans les années
1996-97. Nous montrons sur la figure V.11 un résultat plus récent obtenu a
Pise (ZENESINI, LIGNIER et al. 2009) ol I’on voit les décroissances succes-
sives de l'occupation de la bande n = 0 a chaque fois que le moment de
I'atome passe au bord de la zone de Brillouin.

Comme nous I’avons écrit plus haut, cette question des transitions in-
terbandes était centrale dans le papier original de Zener de 1934. Apres
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avoir dérivé la probabilité de transition a chaque passage en bord de zone
de Brillouin, Zener termine son analyse par une raisonnement similaire
a celui de Gamow pour déterminer la durée de vie d'un noyau dans un
processus de radioactivité «. L'atome (ou 1’électron pour Zener) “tente sa
chance" wg /27 fois par unité de temps, et il a & chaque fois la probabilité
P de rester dans la bande n = 0. Si on multiplie ces probabilités pour les
Jj = t/ 7B essais qui ont lieu pendant une durée ¢, on en déduit la probabilité
I1(t) pour la particule d’étre encore dans la bande n = 0 a l'instant ¢

I(t) ~ P = exp [j In (1 - e*Fc/F)} ~ exp(—t/7) (V.39)
ot1 le temps de décroissance 7 est donné par
=1 ef/F, (V.40)

3-3 Audela de Landau-Zener

Dans le traitement qui conduit a la loi exponentielle de taux (V.40), on
additionne de maniére incohérente les différentes amplitudes de probabi-
lité correspondant aux transitions diabatiques successives quand 'atome
passe sur un bord de zone de Brillouin. En réalité, ces transitions sont
des processus cohérents et il est possible d’observer des déviations no-
tables par rapport a la loi simple de Landau—Zener du fait des interférences
entre ces processus. Une premiere analyse, théorique et expérimentale, de
ces déviations a été faite a Austin a la fin des années 1990 (WILKINSON,
BHARUCHA et al. 1997 ; N1U & RAIZEN 1998). Un traitement théorique dé-
taillé est présenté par HOLTHAUS (2000). Récemment, une expérience me-
née a Pise dans le groupe de E. Arimondo a mis en évidence de maniere
treés convaincante les interférences de Stiickelberg entre deux processus de
Landau-Zener successifs (ZENESINI, CIAMPINI et al. 2010). Le principe de
I'expérience et son résultat sont représentés sur la figure V.12. Des résul-
tats similaires on été obtenus a Bonn dans le groupe de M. Weitz (KLING,
SALGER et al. 2010).
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FIGURE V.12. Observation d’oscillations de Stiickelberg, avec un réseau optique
pour atomes de rubidium, Vo = 1.4 E, and fwp = 1.2 E, (a = 421nm). Les
atomes sont placés dans la bande fondamentale n = 0 a ¢ = 0. Ils sont accélérés
pour franchir le bord de la premiere zone de Brillouin et atteindre un moment
gfin tel que 0.5 < gan/k < 1.5. La force est alors inversée pour ramener les
atomes a ¢ = 0. On mesure finalement la population de la bande fondamentale. La
ligne tiretée est une prédiction faite en supposant une largeur en impulsion initiale
Agq/k = 0.03 (figures extraites de ZENESINI, CIAMPINI et al. (2010)).

3-4 Un séparateur de faisceau

Grace aux oscillations de Bloch, on a la possibilité de transférer de ma-
niére cohérente une impulsion contrdlée (et importante) a des atomes en
les placant dans un réseau accéléré. Le fait que la probabilité de transférer
ou non cette impulsion dépende de maniere forte de la bande n occupée
par les atomes permet de réaliser des séparateurs cohérents de faisceaux.
Le principe, mis en ceuvre par DENSCHLAG, SIMSARIAN et al. (2002), puis
repris notamment par CLADE, GUELLATI-KHELIFA et al. (2009) et MULLER,
CHIOW et al. (2009) est simple :

— Partant d’atomes d’impulsion p telle que |py| < &k, on applique a
ces atomes une impulsion de Bragg qui place chaque atome dans une
superposition de pg et de py + 2hk, voire py et de pg + 47k dans le cas
de DENSCHLAG, SIMSARIAN et al. (2002).
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— On branche adiabatiquement un réseau optique jusqu’a une profon-
deur V; de sorte que les atomes soient placés dans une superposition
cohérente de l'état |n = 0,qo) et de l'état |[n = 2,qo), olt ¢ = po/h.
Notons qu’il vaut mieux choisir py # 0 pour éviter d’étre géné par la
quasi-dégénérescence des bandes n = 1 et n = 2 quand le réseau est
encore de treés faible intensité, qui empéche une bonne adiabaticité .

— On accélere le réseau optique. Le couple accélération—profondeur est
choisi de maniere (i) a avoir un excellent suivi adiabatique pour la
bande n = 0, (ii) ne quasiment pas avoir de suivi adiabatique pour la
bande n = 2. Grace a ce choix, la composante |n = 0, ¢) est accélérée
avec le réseau et acquiert une impulsion importante dans le référentiel
du laboratoire. Au contraire, la composante |n = 2, ¢) subit des tran-
sitions diabatiques, I'atome est transféré vers les bandes supérieures
n =2 —=n =3 — ... dans le référentiel accéléré. Plus simplement,
ceci revient a dire que pour cette partie du vecteur d’état, I'atome reste
immobile dans le référentiel du laboratoire. On pourra vérifier sur la
figure V.13, extraite de l'article de CLADE, GUELLATI-KHELIFA et al.
(2009), qu’il existe effectivement une plage appréciable de valeurs de
Vo pour lesquelles ces deux conditions « antagonistes » sont simulta-
nément satisfaites.

— A lissue de cette accélération de durée t, N = t/r oscillations de
Bloch se sont produites et I’atome est vis-a-vis du référentiel du labo-
ratoire dans I'état

In = 0,po + 2Nhk) +e%|n = 2,py + 2hk). (VA1)

On peut tester la cohérence de cette superposition en construisant un

interférometre de type Mach-Zender, o1 les deux bras subissent cette accé-
lération a des instants différents (DENSCHLAG, SIMSARIAN et al. 2002).

Si on veut utiliser ce séparateur de faisceau a des fins d’interférométrie
atomique et de mesures de précision, une difficulté importante provient
des déplacements lumineux différentiels entre les deux bras. La partie de
la fonction d’onde correspondant a un atome accéléré (dans la bande n = 0)
n’a pas la méme localisation spatiale dans le réseau que la partie de la fonc-
tion d’onde d’un atome non accéléré (dans la bande n = 2). Par exemple,
si le réseau est désaccordé sur le bleu de la résonance atomique, les atomes
dans la bande n = 0 resteront localisés au voisinage des nceuds de I'onde
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FIGURE V.13. Probabilité P,, de suivi adiabatique de la bande n pour des atomes
de 8"Rb placés dans un réseau optique accéléré a ~ 100 ms=2, en fonction de la
profondeur du réseau Uy = Vi /(8 Ev). La courbe bleue (resp. rouge) correspond a
n = 0 (resp. n = 2). Le séparateur de faisceau sera efficace si Py ~ 1 et Py = 0.
La courbe noire Py (1 — Pa) est une mesure de I'efficacité globale, qui est optimale
pour Uy ~ 1, donc Vy =~ 8 E, (Figure extraite de CLADE, GUELLATI-KHELIFA
et al. (2009)).

stationnaire, alors que les atomes dans la bande n = 2 exploreront succes-
sivement les nceuds et les ventres de cette onde stationnaire. Le déplace-
ment lumineux n’est donc pas le méme dans les deux cas, ce qui conduit a
un déphasage difficile a controler entre les deux bras. Il faut avoir recours
a des schémas interférométriques plus compliqués pour rétablir une sy-
métrie suffisante entre ces bras [CLADE, GUELLATI-KHELIFA et al. (2009),
MULLER, CHIOW et al. (2009)].
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4 QOscillations de Bloch en liaisons fortes

Compte tenu de I'importance pratique du phénomenes des oscillations
de Bloch, il est utile de le voir sous plusieurs angles, en particulier dans le
cas des liaisons fortes. Dans cette limite, on dispose en effet d’expressions
analytiques simples pour les différentes grandeurs en jeu, utiles pour se
forger une intuition du probléme.

4-1 La fonction d’onde « oscillante »

Dans la limite des liaisons fortes, on restreint par hypothése la dyna-
mique de la particule a la bande fondamentale. On omettra donc dans cette
section 'indice de bande n = 0. En ne prenant en compte que les sauts
entre proches voisins, l’hamiltonien de départ (V.2) s’écrit :

== (T+T7) = Fa'y jluy)(w,l, (V.42)
J

ot |w;) représente I’état o1 la particule est localisée sur le site j et 7" est
l'opérateur translation d’un site vers la droite :

T=3 " i), (V.43)

Rappelons que les fonctions de Bloch |¢,), leur partie périodique |u,) et
I'énergie associée E(q) s’écrivent
[g) =D e wy), Jug) =) wy),  E(q) = —2J cos(aq),  (VA4)
J

J
avec |uq) indépendante de ¢ dans ce cas particulier.

On peut d’ores et déja introduire un nombre sans dimension qui sera
utile pour caractériser I'influence de la force F' sur la particule placée dans
le réseau. Reprenons pour cela la figure initiale de Zener (Figure V.3), qui
fait apparaitre une longueur caractéristique pour l'oscillation, L = AE/F,
ou AF est la largeur de bande. Dans le cas des liaisons fortes, on a simple-
ment AE = 4 J. Intéressons-nous au nombre de sites, noté v, compris dans
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cette longueur L
4J AFE
V= —=—:
Fa th
On s’attend a ce que ce nombre sans dimension v intervienne dans la ca-
ractérisation de I’amplitude des oscillations.

(V.45)

Partons d'une particule préparée dans la fonction de Bloch ¢, ). Les
résultats généraux obtenus au chapitre précédent s’écrivent dans cette li-

mite _
[(t)) = MY " eliaal®]y ), (V.46)
J

ol ¢(t) = gin + F't/h comme en (V.8) et ol1 la phase ® correspond a la phase
dynamique :

1 t
a(1) = 2(0) + 1 / Blo()] dt’ = {sin [ag(t)] ~ sinfag]} . (V:47)
0
Il est bien clair que dans cette limite des liaisons fortes, on a négligé de facto
toutes les transitions interbandes étudiées plus haut. L'hypothese de suivi
adiabatique est donc implicite dans toute cette section.

4-2 Opérateur d’évolution et oscillations dans 1’espace réel

Dans l'approximation des liaisons fortes, 1’écriture de l'opérateur
d’évolution est remarquablement simple, aussi bien dans la base des fonc-
tions de Bloch que dans la base des fonctions de Wannier. Les calculs sont
détaillés dans l'article de HARTMANN, KECK et al. (2004), et nous donnons
ici simplement les résultats essentiels.

Dans la base des fonctions de Bloch, 'opérateur d’évolution se déduit
immeédiatement de (V.46) :

(g [U(B)bg) = 8(g' — g — Ft/h) e~ ¥iin(aa)sintaal/2, (VA48)

Dans la base des fonctions de Wannier, le calcul est un peu plus long mais
ne présente pas de difficulté de principe. En reportant l'expression des
fonctions de Wannier en fonction des ondes de Bloch, on arrive a

(U)jl |U(t) |’LUJ> = ei(j+j’)w]3t/2\7j/7j [V sin(wBt/Z)]. (V49)
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La périodicité des oscillations de Bloch est manifeste sur chacune de ces
deux expressions.

Nous pouvons profiter de I'expression explicite (V.49) pour étudier le
mouvement dans I'espace réel d"un paquet d’ondes. Nous allons passer en
revue les deux cas limites d'un paquet d’ondes initial tres localisé ou au
contraire s’étalant sur de nombreux sites.

Dans le cas d’un état initial n’occupant qu'un seul site, par exemple
I'état |wp), le mouvement correspond a une « respiration » du paquet
d’ondes, se faisant symétriquement par rapport au point de départ. La pro-
babilité P(j) de trouver la particule sur le site |w;) a I'instant ¢ est obtenue
directement a partir de (V.49) :

P(j) = |T;[vsin(wst/2)] | (V.50)

L’extension du paquet d’ondes est maximale apres une demi-oscillation
(sin(wpt/2) = £1) et elle est typiquement de I'ordre de Aj ~ v sites.

Prenons maintenant le cas d’un paquet d’ondes initial de grande exten-
sion, et choisissons une distribution gaussienne pour I’amplitude de pro-
babilité d’occupation du site |w;) :

(w;|W(0)) o e 7 /47" 51, (V.51)
On peut alors montrer que 1'extension du paquet d’ondes reste a peu pres
constante dans le temps, et que son centre j.(t) évolue périodiquement
(w; | W(2))|? oc e =3e@F/20% 5 (1) = 1 sin®(wpt/2). (V.52)
L’amplitude totale (pic a pic) de l'oscillation est donc de v sites, comme
nous l'avions pressenti lors de la définition de v, & partir de I'argument
de Zenner. Nous montrons sur la figure V.14 deux résultats numériques
obtenus par HARTMANN, KECK et al. (2004) dans ces deux cas limites.

5 Les échelles de Wannier-Stark

Dans la mesure ot 'hamiltonien considéré dans ce chapitre est indé-
pendant du temps, au moins dans la version (V.2) que nous redonnons ici :
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FIGURE V.14. Oscillations de Bloch dans la limite des liaisons fortes. Gauche et
milieu : évolution dans 'espace réel d’un paquet d’ondes pendant deux périodes de
Bloch pour v = —31.6 (force négative). Pour la figure de gauche, I'état initial est
la fonction de Wannier j = 0. Le mouvement est alors un mouvement de « res-
piration » symétrique par rapport a j = 0. Sur la figure centrale, I'état initial est
un paquet gaussien de largeur o = 5 et I'évolution ultérieure est essentiellement
une oscillation du centre du paquet d’ondes, sans déformation notable. La figure de
droite montre la partie réelle de (w,|U(t)), en t = 0 (point bleus) et en t = 7/wp
en rouge [figures extraites de HARTMANN, KECK et al. (2004)].

N ;[)2
H=:—+V(#)-Fi,

o (V.53)

une approche naturelle au probléme des oscillations de Bloch consiste a
chercher les états propres de cet hamiltonien, pour en déduire ensuite les
différents aspects de la dynamique (WANNIER 1960). On note immédiate-
ment que si ¢(x) est état propre pour 1'énergie E, alors ¢)(x + a) est état
propre pour l'énergie ¥ + Fa = E + hwg. A chaque état propre est donc
associée une échelle d’énergie appelée échelle de Wannier-Stark, les barreaux
de cette échelle étant espacés de huwg.

Cette recherche d’états propres comporte des aspects mathématiques
non triviaux : (i) Le spectre de 'hamiltonien est a priori un continuum
s’étendant de —oo a +o00, puisque pour toute énergie £, on peut trouver un
état asymptotiquement libre pour x — oco. Les échelles de Wannier-Stark
sont dans ce contexte des résonances, qui apparaissent comme podles d'une
matrice de diffusion (GLUCK, KOLOVSKY et al. 2002). (ii) Cependant le fait
de restreindre 'espace de recherche des états propres a une bande (ou un
nombre fini de bandes) change radicalement la nature de ce spectre, qui
devient completement discret (AVRON, ZAK et al. 1977 ; NENCIU 1991).
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C’est ce deuxieme point de vue que nous allons adopter dans ce qui
suit. En toute rigueur, les états de Wannier-Stark que nous allons trouver
seront donc des états de durée de vie finie, cette durée de vie étant reliée
a la largeur des résonances du probleme exact. Cette durée de vie finie est
elle-méme la signature des transitions Landau-Zener, causant une fuite de
l'oscillation de Bloch du fait des transitions vers des bandes supérieures.
Mais on peut la négliger si les criteres dégagés plus haut pour assurer la
validité de 'approximation adiabatique sont vérifiés.

Limitons nous pour simplifier au modele de liaisons fortes a une bande,
avec I’hamiltonien donné en (V.42). Il est immédiat de vérifier® que I'état

;) =D Ty (v/2) [wy)

J'ez

(V.55)

est état propre de H avec la valeur propre —j Fa (GLUCK, KOLOVSKY et al.
2002; HARTMANN, KECK et al. 2004). Cet état |U;) est centré sur le site j
et il s’étend de part et d’autre sur un nombre de sites ~ v/2. En effet, si
|n| > =z, la fonction de Bessel 7, (x) décroit comme (z/2)"/n! . L'exten-
sion de I'état de Wannier-Stark détermine donc grosso modo le domaine de
l'oscillation de Bloch. On voit bien sur cet exemple simple le caractére ma-
thématique particulier de ce probleme : une force F' méme infinitésimale
change radicalement le spectre de I'’hamiltonien : il passe d’un continuum
borné entre —2.J et 2J a un ensemble entierement discret, s’étendant de
—00 a +00.

La spectroscopie des états de Wannier-Stark est faite soumettant les
atomes a une perturbation dépendant du temps a la pulsation w : W (z,t) =
W) (z) e7t + c.c.. Cette sonde induit une transition de |®;) vers |®;:),
une résonance se produisant a chaque fois que w = (j° — j)wp, pourvu
évidemment que 1'élément de matrice (@, |[W*)(x)|®;) soit non nul. On
obtient a priori un spectre symétrique, puisque les échelle de Wannier—
Stark s’étendent aussi bien vers les énergies positives que négatives. On
pourra consulter I'article de MENDEZ & BASTARD (1993) pour trouver des
exemples de spectroscopie des échelles de Wannier-Stark pour des élec-

trons dans des super-réseaux.

3. Rappelons que les fonctions de Bessel vérifient la relation

T (Tn+1(2) + In-1(x)) = 2n Jn (). (V.54)
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FIGURE V.15. Spectroscopie Raman des états de Wannier—Stark d’atomes de ru-
bidium dans un réseau optique en présence de gravité. On observe des transitions
|®;) — |®j/) allant jusqu’a |j' — j| = 6 pour cette valeur de la profondeur
du réseau. La fréquence des oscillations de Bloch est wg/(2m) = 569 Hz pour la
longueur d’onde de la lumiere choisie pour le réseau (532 nm) [figure extraite de
BEAUFILS, TACKMANN et al. (2011)].

Cette méthode spectroscopique est un autre moyen de regarder un
méme phénomene physique : les oscillations de Bloch comme celles de
la figure V.5 constituent la réponse percussionnelle du systéme placé hors
d’équilibre, alors que cette spectroscopie de Wannier-Stark étudie la ré-
ponse du systeme a I'équilibre quant on le pilote par une sonde de faible
amplitude. Lors des premiéres mises en évidence des oscillations de Bloch
avec des atomes froids, le groupe de Christophe Salomon a 'ENS a privi-
légié la méthode percussionnelle alors que celui de Mark Raizen a Austin a
plutdt mis en avant cette méthode spectroscopique (NIU, ZHAO et al. 1996,
WILKINSON, BHARUCHA et al. 1996).

Nous avons reporté sur la figure V.15 un résultat obtenu récemment
dans I'équipe de Franck Pereira dos Santos (BEAUFILS, TACKMANN et al.
2011) [voir aussi TACKMANN, PELLE et al. (2011), PELLE, HILICO et al.
(2013)]. Ce résultat est obtenu pour des atomes de rubidium 87 dans un ré-
seau vertical, la force F' étant donc la gravité. Le réseau est formé par une
onde stationnaire a la longueur d’onde de 532nm, correspondant a une
fréquence de Bloch wg/(27) = 569 Hz. La profondeur du réseau est d’en-
viron 4 E,, ce qui correspond a une largeur de bande de 0.5 £, ~ 4kHz.
Le parametre v caractérisant le nombre de sites visités lors d’une oscil-
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lation ainsi que l'extension de chaque état de Wannier-Stark est v ~ 7.
L’échelle de Wannier-Stark est mesurée en induisant une transition Raman
entre deux états internes de I'atome de rubidium |g1, ®;) — |g2, /), avec
lgr) = |F, mp = 0), séparés de 1'écart hyperfin ~ 6.8 GHz.

Récemment le groupe du Syrte a utilisé ce type de transitions pour
construire un interférometre de type Ramsey et obtenir une mesure pré-
cise de wp, donc de g. La précision relative obtenue est de 0.9 x 1075 en
une seconde (PELLE, HILICO et al. 2013), une valeur comparable a celle
obtenue a Florence (1.5 x 107 en une heure), également par spectrosco-
pie des échelles de Wannier-Stark (POLI, WANG et al. 2011). Pour com-
paraison, la combinaison d’oscillations de Bloch et d'un interférometre de
Ramsey—Bordé a permis a une équipe de 'ONERA d’obtenir une préci-
sion meilleure (2 x 107 en 300s seulement) (CHARRIERE, CADORET et
al. 2012), et un pur interférometre de Ramsey-Bordé au SYRTE a fournit
une sensibilité de 0.6 x 1072 g en 3000s (LOUCHET-CHAUVET, FARAH et
al. 2011), mais au prix d’une chute des atomes de 0.8 mm dans le premier
cas et d'une dizaine de cm dans le second. Dans la méthode de la spec-
troscopie de Wannier—Stark, les atomes restent piégés et la distance qu’ils
explorent est de I'ordre de quelques microns seulement : cette méthode
est donc bien adaptée a la mesure de forces locales, comme celles de type
Casimir-Polder.

6 Perspectives et applications

Les oscillations de Bloch sont devenus un outil important de I'optique
quantique et de la physique atomique, utilisé dans de multiples applica-
tions allant de la métrologie a 1’étude de phénomenes collectifs. Pour ter-
miner ce chapitre, nous allons en discuter brievement deux.

Mesure de h/m. La premiere application discutée ici porte sur la me-
sure de la constante h/m, ot m est la masse d'un atome d’une espece
donnée. Cette constante est le « maillon faible » dans la détermination de
la constante de structure fine o par une méthode ne faisant pas appel a
l'électrodynamique quantique (indépendante du g — 2 de l'électron par
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exemple) :
o2 = 2oe 0 I (V.56)

cC MeMm

ol R est la constante de Rydberg et m. la masse de 1’électron, la préci-
sion sur les autres termes (R, /c et m/me) étant notablement meilleure que
107°.

La méthode utilisée par le groupe de Francois Biraben au LKB pour me-
surer h/m tire parti des oscillations de Bloch pour transférer a des atomes
une impulsion 2N hk, oit N est un nombre entier trées grand (entre 500 et
1000). L'impulsion initiale des atomes est quasi-nulle, et définie avec une
précision bien meilleure que hk. La vitesse des atomes est mesurée par
une transition Raman qui transfert les atomes d'un état hyperfin g; vers
un autre état hyperfin g, par un processus “absorption d’un photon de
nombre d’onde k; — émission d'un photon de nombre d’onde k" Si les
atomes ont une impulsion p avant le transfert Raman, la transition se fera
de maniere résonante sil’écart en énergie /iw entre les deux faisceaux créant
la transition Raman vérifie :

[p + Alky + ko))*  p?

= AEI ’
fiwo(p) bt + 2m 2m

(V.57)

toutes les impulsions étant supposées colinéaires et k1, k2 de sens opposés.
La différence entre hw(pin) et hw(pg), avec pg = pin + 2Nk conduit a :

hk(ki + k
w(ps) — w(pin) = 2N¥, (V.58)
soit en inversant cette relation
B w(ps) — w(p) V59)

m 2Nk‘(k‘1 +k‘2) '

Dans la premiére version de cette expérience, 'impulsion transférée était
horizontale et N ~ 50 (BATTESTI, CLADE et al. 2004). Le groupe du LKB
est ensuite passé a une géométrie verticale qui autorise des valeurs plus
grandes de N, I'effet de la gravité étant éliminé en comparant 1’accéléra-
tion vers le haut et vers le bas (CLADE, MIRANDES et al. 2006). Par ailleurs,
pour une meilleure précision sur la détermination des impulsions initiale
et finale, l'oscillation de Bloch a été placée entre deux paires de pulses
m/2 reliant g; et go, réalisant ainsi un interférometre de Ramsey—-Bordé
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(CADORET, MIRANDES et al. 2008; BOUCHENDIRA, CLADE et al. 2011). La
précision obtenue sur h/m est désormais ~ 1079 (systématique + statis-
tique), a un niveau comparable a celui des autres facteurs entrant dans
I'expression (V.56) pour «.

Notons que ces mesures sont effectuées avec des réseaux extrémement
profonds, Vp ~ 100 E,, pour lesquels 'efficacité mesurée de l'oscillation de
Bloch atteint 99.97% par période. A cette profondeur de réseau, l'effet tun-
nel entre sites adjacents est completement négligeable : la formule asymp-
totique vue en cours 3 donne une largeur de bande de 1076 E,, soit un
temps tunnel de plusieurs centaines de secondes. Pour 'accélération uti-
lisée dans l'expérience, de 1'ordre de 2000 ms~2, le parametre v = 4J/Fa
est de l'ordre de 1075, Les états de Wannier-Stark sont alors quasiment
confondus avec les fonctions de Wannier dans chaque puits. Les atomes
sont piégés au fond des puits de potentiel créés par I’'onde stationnaire et
ils suivent adiabatiquement ces puits quand le réseau est mis en mouve-
ment.

Mesure de forces faibles La possibilité de relier directement la force res-
sentie par les atomes a une fréquence via l’oscillation de Bloch a conduit
plusieurs auteurs a proposer d’utiliser ce phénomene pour mesurer des
forces faibles, la force de Casimir-Polder au voisinage d'une surface par
exemple, voire méme rechercher des forces plus exotiques correspondant
a une modification de la gravité aux courtes distances. Une premiere ex-
périence dans cette direction est présentée par SORRENTINO, ALBERTI et
al. (2009). Par ailleurs, I'étude des oscillations de Bloch dans une cavité
Fabry-Perot a également fait 'objet d'une étude approfondie (PRASANNA
VENKATESH, TRUPKE et al. 2009).

Nous discutons ici brievement les résultats obtenus par CARUSOTTO,
PITAEVSKII et al. (2005), qui ont étudié la valeur de wgp au voisinage d’une
surface, et ’ont comparé a la valeur qu’elle prendrait pour un réseau ver-
tical dans 1’espace libre. CARUSOTTO, PITAEVSKII et al. (2005) proposent
d’utiliser un gaz de fermions polarisés, donc sans interaction, pour n’ob-
server que des effets « a une particule ». Par une étude analytique simple,
ils montrent que le déplacement relatif de la pulsation de Bloch vaut

AwB _017

=D (V.60)

(pm)*,
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ol D est la distance entre 1’atome et la surface. Pour D = 10microns, la
force de Casimir (incluant les effets thermiques a 300 K) est environ 10°
fois plus faible que la gravité, ce qui devrait étre détectable puisqu’on a vu
que la précision sur la mesure de g avec les oscillations de Bloch pouvait at-
teindre 10~7 apres une heure d’intégration. Dans 'article de CARUSOTTO,
PITAEVSKII et al. (2005), une étude numérique plus approfondie prend en
compte le moyennage du potentiel du fait de ’extension initiale du nuage
et de la région explorée pendant 1'oscillation (de 1’ordre du micron), mais
les corrections sont mineures. Par ailleurs le brouillage des oscillations du
fait de I'inhomogénéité de wp est faible et ne devrait pas compromettre
cette approche.

WOLF, LEMONDE et al. (2007) ont proposé une approche légerement
différente de celle de CARUSOTTO, PITAEVSKII et al. (2005), en imagi-
nant un interférometre a partir des états de Wannier-Stark, situés a j,
j £ 1,...sites de la paroi, dans deux états internes g; et g, différents. La
sensibilité attendue pour ce type d’expérience est un décalage de 10~* Hz
entre deux sites adjacents, la gravité créant quand a elle un décalage ty-
pique du kHz pour des atomes de strontium et une longueur d’onde de
réseau autour de 700 nm. On trouvera dans ’article de WOLF, LEMONDE et
al. (2007) une discussion des possibilités de ce dispositif pour la recherche
de forces correspondant a une déviation par rapport a la loi de Newton, a
la fois en terme d’intensité et de portée de la force pour un potentiel de Yu-
kawa. La conclusion des auteurs est qu’il existe un domaine de paramétres
assez étendu que ce type d’expérience pourrait aborder de maniére plus
précise que les dispositifs existants.
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Chapitre VI

Topologie dans un réseau : I’exemple des points de Dirac

Les points de Dirac jouent un role central dans de nombreux phéno-
menes de la matiere condensée. On les rencontre notamment dans le gra-
phene, pour lequel ils conferent aux électrons de conduction un mouve-
ment ultra-relativiste. Ils apparaissent également dans les isolants topolo-
giques, ol ils sont l'origine des états de bord conducteurs.

Un point de Dirac est caractérisé par un contact entre deux bandes avec
une relation de dispersion linéaire, ce qui permet d’illustrer plusieurs ca-
ractéristiques bien connues de 1’équation de Dirac pour des particules de
masse nulle, comme le paradoxe de Klein ou le Zitterbewegung. Cette rela-
tion de dispersion tres différente d’un bas de bande habituel (ot E o ¢?%)
se manifeste également en présence d'un champ magnétique, en donnant
naissance a un effet Hall quantique entier « anormal ».

L’existence des points de Dirac est une conséquence de la géométrie, ou
plutét de la topologie (au sens défini plus loin) de la structure des bandes.
La flexibilité des réseaux optiques a conduit plusieurs auteurs a imaginer
des structures de faisceaux lumineux permettant d’obtenir de tels points
dans la structure de bande (ZHU, WANG et al. 2007; WUNSCH, GUINEA
et al. 2008 ; LEE, GREMAUD et al. 2009). Nous allons dans ce chapitre déga-
ger d’abord les caractéristiques d"un réseau périodique permettant de faire
apparaitre des points de Dirac. Nous décrirons ensuite la premiere mise en
évidence de ces points de Dirac avec des atomes froids, faite dans le groupe
de T. Esslinger a Zurich (TARRUELL, GREIF et al. 2012).
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1 Points de Dirac dans une zone de Brillouin

1-1 Relation de dispersion linéaire

De maniere générale, on définit un point de Dirac comme un point gp,
dans la zone de Brillouin o1 deux bandes se touchent de maniere linéaire
(figure VI.1). Dans le cas particulier out les deux bandes se touchent de
maniere isotrope, la relation de dispersion au voisinage de g, s’écrit

E(q) = +he|q — qp| + o, (VL1)

ol ¢ a la dimension d'une vitesse et ¢, est I'énergie au point de contact.

Dans le graphene, le potentiel chimique est égal a ¢y de sorte que le
comportement des électrons de conduction permet de simuler 1"électrody-
namique quantique de fermions de masse nulle. La vitesse de groupe c aux
points de Dirac y est environ 1/300°™ de la vitesse de la lumiere.

La relation de dispersion (VI.1) peut se rencontrer des la dimension 1.
Toutefois, I'aspect bi-dimensionnel du graphéne ajoute une deuxiéme ca-
ractéristique essentielle, la chiralité de ces points de Dirac, que nous allons
maintenant décrire.
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1-2 Chiralité des points de Dirac

Pour donner une intuition de 1'origine de cette chiralité, considérons
un réseau dans un modele de liaisons fortes, tel que la maille du réseau
comporte deux sites A et B. Supposons de plus qu’une particule sur un
site A (resp. B) ne peut sauter que sur un site de type B (resp. A), ce site
appartenant ou bien a la méme cellule, ou bien a une cellule adjacente (voir
figures V1.2 et V1.4).

Sil'énergie sur site est la méme pour A et B (E4 = Ep = €), on sait (cf.
cours 3) que '’hamiltonien de Hubbard dans 1’espace réciproque #/(q) est
une matrice 2 x 2 du type:

dont les énergies propres sont
Ei(q) = e £[f(q)l- (VL3)

Nous déterminerons un peu plus loin la valeur explicite de la fonction f(q)
pour deux types de réseaux, le réseau carré en forme de « mur de briques »
et le réseau hexagonal du graphene.

Plagons-nous a deux dimensions, de sorte que g est un vecteur (¢, g, ).
Un point de Dirac gp, est un point de la zone de Brillouin pour lequel

f(ap) =0, (VL4)

€0

N

FIGURE V1.1. Point de Dirac
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de sorte que les deux énergies propres (VI.3) sont dégénérées. Posons au
voisinage de gp

0q =q—qp = 6q(cosp u, +sinp u,) (VL5)
et supposons que sur ce voisinage, on a le développement
f(q) = hic(8q, +idq,) = hedgqe®'?, (VL6)

Nous verrons un peu plus loin que ce développement au voisinage d'un
zéro est, moyennant une généralisation trés simple, naturel pour la fonc-
tion complexe f(gz,qy). Au voisinage de gp, 'hamiltonien (VI.2) s’écrit
donc

fl@) = he(dqe +idq,) - H(q) = ol + hcé-8q, (VLY)
fla) = he(dq, —idqy) = H(q)=el + heo-6q", (VL8)
ot les 5; (j = x,y) sont les matrices de Pauli
. (01 . (0 —i
0y = (1 O) , Oy = <i 0> . (V1.9)

L’hamiltonien (VI.7-V1.8) est formellement identique a celui d"une par-
ticule de spin 1/2 au voisinage d'un zéro du champ magnétique. Dans
la base |+),, |—). de ., c’est-a-dire la base des fonctions de Wannier
|wa), |wg) centrées sur les sites A et B, les états propres |x1) de (VI.7-
V1.8) associés aux énergies £ (q) données en (VI.3) sont du type :

fl@) = he(dq, +idgy) : Ix+) = % ( ilw) (VL.10)
. 1 1
fl@) = he(dq, —idg,) : Ix+) = 7 ( ie_w) (VL11)

La chiralité due au terme e*'¥ apparait clairement sur ces expressions. Plus
précisément, si on consideére un cercle centré sur le point de Dirac et qu’on
suit adiabatiquement un des deux états propres |x ) sur ce cercle, la phase
géométrique accumulée vaut £, correspondant au changement de signe
bien connu d"un spin 1/2 quand il effectue une rotation de 2.
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(a) (b) (c)

Ay

w/a+

—7/a T/a

Ia —7/a+ by

>
a

FIGURE VI.2. Réseau « mur de briques ». (a) Réseau carré de coté a. (b) On ob-
tient le réseau « mur de brigues » en supprimant un lien sur deux selon la direction
horizontale. (c) Espace réciproque et zone de Brillouin.

2 Leréseau en « mur de briques »

Avant de présenter le cas du graphene, avec son réseau hexagonal régu-
lier, considérons le réseau en mur de briques représenté sur la figure VI1.2b,
qui est légérement plus simple a traiter mathématiquement et qui corres-
pond a ce qui a été réalisé par le groupe de Zurich. Ce réseau est obtenu
en partant d'un réseau carré de maille a (fig. V1.2a) et en supprimant un
lien horizontal sur deux, les liens verticaux étant tous conservés !. Notons
qu’on peut passer de ce mur de briques au graphene par une déformation
continue en prenant des liaisons articulées aux nceuds des réseaux.

1. Un macon nous dirait que pour un vrai mur de briques, il faudrait intervertir lignes
horizontales et verticales, mais nous prenons ici la convention utilisée par TARRUELL, GREIF
et al. (2012).

" /? | 0
N
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2-1 Hamiltonien de Hubbard

La maille élémentaire de ce réseau, représentée en grisé sur la figure
VI.2b comporte deux sites, notés A et B. On génere le réseau en copiant la
cellule unité selon le réseau de Bravais carré

B ={r; = jia1 + j2a2, j1,j2 € Z} (V1.12)
avec les deux vecteurs dans la base cartésienne u,, u, :
a; =a (1) y as = a (_11) . (V113)

Le réseau de Bravais de 1'espace réciproque est également carré, engendré
par les deux vecteurs

b1=”(1>, b2:7T<1>. (VL14)
a \1 a \—1
Les vecteurs by, by vérifient bien la relation générale

a; - bj =27 6i,j' (V115)

La zone de Brillouin correspondante est représentée en grisé sur la figure
VI.2c.

Plagons-nous dans le régime des liaisons fortes et notons —J,, —J, les
élément de matrice tunnel le long des directions horizontale et verticale de
la figure VI.2b. Rappelons les régles d’écriture de ’hamiltonien de Hub-
bard, déja vues en cours 4. On sait en toute généralité que les fonctions
propres de I’hamiltonien sont les fonctions de Bloch ¢4(r) = €97 u,(r). Le
vecteur g peut étre choisi dans la zone de Brillouin et u4(7) est une fonction
périodique sur le réseau. Dans la limite des liaisons fortes et en se limitant a
la bande fondamentale, ’ensemble des fonctions périodiques sur le réseau
est un espace vectoriel de dimension 2, chaque fonction étant caractérisée
par deux coefficients («, 3) :

ug) = aq | D lwag) | + Bq | D lwss) |, (VL16)
J J
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ol (wy,p, ;) sont les fonctions de Wannier centrées sur les nceuds A/B de
la cellule j. La fonction de Bloch correspondante s’écrit quant a elle

[Vq) = Y €79 (aglwaz) + Belws 3))

J

(VL17)

notre but étant de trouver les valeurs (aq, 34) pour que |¢4) soit état propre
de I'hamiltonien de Hubbard.

Ecrivons explicitement cet hamiltonien. Les énergies de la particule sur
un site A ou sur un site B sont égales, et notées £y. L'hamiltonien de Hub-
bard contient par hypothése uniquement les termes de saut entre proches
voisins. Quand un électron est sur un atome de type B, il peut unique-
ment sauter vers un site A, qui peut étre celui de sa propre cellule (5, saut
horizontal) ou celui des deux cellules adjacentes (5 + a; ou j + as, sauts
verticaux). Il en va de méme pour un électron sur le site A de la cellule 7,
qui peut sauter vers (B, j), (B,j — a1) et (B,j — a2).

Posons que |1¢q) défini par (VI.17) est état propre de cet hamiltonien
de Hubbard avec la valeur propre E(q), et projetons cette équation aux
valeurs propres sur une cellule donnée j. On arrive au systéme 2 x 2 pour
les coefficients (aq, Bq) :

#o (57) = o0 ().

ot 'hamiltonien de Hubbard dans I’espace réciproque a la structure pro-
posée en (V1.2). En particulier le coefficient f(q) correspond au couplage
d’un site B donné (j, j,) avec ses trois voisins de type A : I'un de ses voi-
sins appartient a la méme cellule unité (lien horizontal J,), le deuxieme a
la cellule (j, + 1, j,) et le troisieme a la cellule (j,, j, + 1) (liens verticaux
Jy)- On a donc

(VL18)

flg)=—J, — Jy (e + %) = —J, — 2J, "% cos(agy). (VI19)
Les points de Dirac, s’ils existent, correspondent aux zéros de cette fonction
et sont donc obtenus pour

sin(ag;) =0 = ¢ =0 mod.7/a (V1.20)
Ja

- V121
2, (VL.21)

cos(agy) cos(agy) =
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Ty
w/a
Q
. dx
—7rl/a : w7a
X a
—r/at

FIGURE VL.3. Positions des deux points de Dirac pour le réseau en « mur de
briques », dans le cas J, < 2J,,.

2-2 Paires de points de Dirac

L’existence de solutions possibles au systeme d’équations (VI1.20-VI1.21)
dépend de la valeur du rapport J, /(2J,) :

— Si J; > 2J,, ce systéme n’a pas de solution. La fonction f(¢) ne s’an-
nule en aucun point de la zone de Brillouin et il n'y a pas de points de
Dirac. Les deux sous-bandes Ej + | f(g)| sont séparées par un gap non
nul.

— Si J, = 2J, la fonction f(q) s’annule aux quatre coins de la zone de
Brillouin. Il s’agit d"un zéro d’ordre deux selon la direction y, donc pas
d’un point de Dirac au sens strict du terme.

— Si J, < 2Jy, la fonction f(q) s’annule sur deux points de Dirac si-
tués symétriquement sur 'axe vertical ¢, = 0, aux points tels que
cos(agy) = —Jz/(2Jy) (figure VL.3). Quand J, devient tres petit de-
vant J,, ces points se rapprochent de ¢, = +7/(2a).

Plagons-nous dans le cas J, < 2J, et développons la fonction f(gq) au

voisinage d'un point de Dirac gp. On trouve :

f(q) =iaJ; [6g, +10qy tan(agpy)], (V1.22)
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ce qui est voisin de la forme particuliere supposée en (VL.6). Plus précisé-
ment, puisque tan(agp ) n'a pas le méme signe pour les deux points de
Dirac (il est négatif pour le point situé dans la partie supérieure de la zone
de Brillouin, positif pour 1’autre), les deux points de Dirac ont des chirali-
tés opposées. On note que la fonction f(g) n’est généralement pas isotrope
autour des points de Dirac, sauf si tan(agp ) = 1, ce qui est obtenu pour
Je =2,

Le fait que les points de Dirac apparaissent par paires est une consé-
quence directe de l'invariance par renversement du temps du probleme
considéré. Nous avons vu au cours 2 que cette invariance entraine que si
1q est état propre pour la valeur propre F(q), alors ¢4 oc ¢ est état

propre pour la méme valeur propre. On en déduit que si qg ) est un point

de Dirac associé a une certaine chiralité, qg ) = —qg ) est également un
point de Dirac, avec une chiralité opposée du fait de la conjugaison com-

plexe intervenant dans ¢4 o< 1.

Quand on diminue contintiment le parametre J, /J, et qu’'on passe sur
la valeur 2, les points de Dirac apparaissent superposés 1'un sur l'autre en

un coin de la zone de Brillouin, ce qui est encore compatible avec qg ) =

—qg ), puisque qg) et qg) different alors d'un vecteur du réseau réciproque
(MONTAMBAUX, PIECHON et al. 2009).

3 Leréseau du graphéne

L’étude des points de Dirac du graphene se fait d"une maniére trés voi-
sine de ce que nous venons de faire pour le réseau en « mur de briques »,
et nous nous contenterons donc de présenter les grandes lignes de la dé-
marche a suivre pour les trouver.

3-1 Maille élémentaire et réseau réciproque

Le graphéne est obtenu en plagant un atome de carbone par site d'une
structure hexagonale de c6té a. La cellule unité de cette structure comporte
deux sites, notés A et B sur la figure VI.4. On génere le réseau hexagonal
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qy A b1

bo

FIGURE VI.4. Gauche : structure hexagonale du graphene. Cette structure se
compose d'une cellule unité a deux sites A et B, qu’on répéte en la disposant
sur les neeuds d'un véseau triangulaire jiay + jeaso, ji,j2 € Z. Une cellule
unité est représentée en grisé. Droite : réseau réciproque pour le graphene, j1b; +
Jaba, j1,J2 € Z. La zone de Brillouin est hexagonale et les points de Dirac sont
les sommets de cet hexagone.

en copiant cette cellule unité (représentée en grisé sur la figure) sur tous les
neeuds du réseau de Bravais triangulaire

B={r; =jia1 + j2a2, j1,j2 € Z} (V1.23)
oll les vecteurs a1, a; sont définis par (voir aussi la figure V1.4) :
ay = @a (\f) : 2 = ‘/2% (ﬁ) . (VI24)

Le réseau réciproque B’ = {Qj = j1b1 + jaba, j1,72 € Z} est engendré
par les vecteurs

wE() B ()

Le réseau réciproque est donc également triangulaire.

(VL.25)

Zone de Brillouin. Rappelons que les fonctions de Bloch |1/4) sont déter-
minées en leur imposant d’étre états propres simultanément de 1’hamilto-
nien et des opérateurs de translation T, et Ty, laissant le réseau invariant.
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Les valeurs propres associées a ces deux opérations de translation sont no-
tées €1 = 1219 et ¢! = ¢l92'9, La zone de Brillouin est un domaine?
centré en g = 0, pour lequel un et seul vecteur g correspond a un couple
(61,6). C’est un hexagone de coté 47/(3+/3a), dont I'orientation est pivo-
tée de 30° par rapport aux hexagones du réseau dans l’espace réel (figure
VI1.4).

3-2 Points de Dirac pour le graphéne

Par un raisonnement identique & celui mené pour le réseau « mur de
briques », on trouve que I'hamiltonien de Hubbard dans 1’espace réci-
proque a la forme annoncée en (VI.2) (WALLACE 1947)

v ((Eoo f(q)
Hiq) = ( fla)  Fo ) , (V1.26)
avec la fonction f(q) définie par
fl@)=—J (149" 4792), (V1.27)

Cherchons les zéros de f(k), en annulant a la fois la partie réelle f, et la
partie imaginaire f; :

Annulation de f,(q) 1+ cos(q - a1) + cos(qg - a2) =0,

Annulation de f;(q) sin(q - a1) + sin(q - az) = 0. (V1.28)
Deux types de zéros apparaissent. Le premier correspond a
1
cos(g-ay) = cos(q-az)= —3
3
sin(g-a;) = —sin(g-aq) = —% (VL.29)
c’est-a-dire
4 2
q-a; = ?ﬂ- mod 27, q-as = Eﬂ- mod 27. (VL.30)

2. Plus précisément, on la définit comme la maille de Wigner—Seitz centrée en g = 0 du
réseau réciproque.
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Le deuxiéme type de zéro est donné par

2 4
q~a1:§mod27r, q~a2=§mod27r.

(VL31)
En écrivant le vecteur g solution sous la forme ¢ = «a;1b; + asbs, on en
déduitimmédiatement les coordonnées (o, a2 )de ces points de Dirac dans
I'espace réciproque. Il y a deux points de Dirac (un de chaque chiralité)
dans la zone de Brillouin, et ces points sont localisés en

@ _ 1

2
=—(2by + b)) = — (V3 u, , VI1.32
a) =5 (201 +b2) = o (VB + ) (V132)
) 1 2
=—(b; +2by) = —— z — . VI1.33
ab) = 5 b+ 202) = oo (VB — ) (V1.33)

Ces points sont situés en bord de zone de Brillouin, aux sommets de I’hexa-
gone limitant cette zone (figure VI.4). Notons que chacun des six sommets
de I'hexagone limitant la zone de Brillouin est un point de Dirac. Toute-
fois, il faut faire attention au double comptage. Un vecteur q et un vecteur
q’ différant d'un vecteur du réseau réciproque correspondent & un seul état
de Bloch. C’est le cas pour les quatre autres sommets de 1’hexagone corres-
pondant a la zone de Brillouin : ils se déduisent de ceux marqués sur la
figure V1.4 par soustraction de by, by et by + b,. Par ailleurs, on peut véri-
fier que la fonction f(q) est au premier ordre isotrope autour de ces deux
Zéros, avec

.3J .
fl@) ~i=5" (g, & idg,), (VL.34)

ce qui correspond (au facteur global i pres) a la forme annoncée en (VI.6).
La vitesse c est donnée ici par ¢ = 3.Ja/2 et elle est de 'ordre de 10°m/s
pour le graphene (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009).

3-3 Remarques complémentaires

La chiralité des zéros de f(q). Nous avons vu dans les exemples qui pré-
cedent que la recherche des points de Dirac se ramene a celle des zéros
d’une fonction f(q) a deux variables réelles, g, et ¢, & valeurs dans le plan
complexe. Les zéros d'une telle fonction ont généralement une structure de
vortex, avec un enroulement de phase positif ou négatif. C’est cet enroule-
ment de phase qui vient donner sa chiralité a un point de Dirac.
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Précisons l'origine de cet enroulement de maniere trés qualitative. Se-
lon la valeur de g, la partie réelle f,(q) de f(q) peut étre positive ou né-
gative. Les domaines du plan (g, ¢,) correspondant & une valeur positive
de f, et ceux correspondant a une valeur négative de f, sont séparés par
des lignes (ouvertes ou fermées) le long desquelles f, s’annule. Il en va
de méme pour la partie imaginaire f;, qui s’annule le long d’autres lignes
du plan (g, ¢,). Un zéro g, de la fonction complexe f(q) correspond a un
point ot deux lignes de zéros, I'une pour f,, 'autre pour f;, se croisent. Ce
croisement définit généralement® quatre quadrants, correspondant aux 4
choix possibles pour les signes du couple (f, f;) : (+,+), (+,—), (—,—),
(—,+)- Selon qu’on trouve cet ordre en tournant autour du zéro dans le
sens direct ou dans le sens rétrograde, on a une chiralité ou son opposé
pour le point de Dirac.

Effet Hall quantique anormal. La chiralité des points de Dirac a d’im-
portantes conséquences. Citons-en simplement une ici. Quand on place un
tel matériau dans un champ magnétique, les niveaux d’énergie (niveaux
de Landau) sont repérés par un entier n et varient en E,, « /n. En particu-
lier, il y a un niveau d’énergie nul, ce qui est trés différent du cas ordinaire
ol on trouve E,, x (n + 1/2). L'apparition de cet état d’énergie nulle peut
s’interpréter semi-classiquement en évaluant 1’action sur une trajectoire cy-
clotron dans l’espace réciproque encerclant le point de Dirac. A l'action
habituelle vient s’ajouter la phase de Berry associée a la chiralité du point
de Dirac, qui remplace n + 1/2 par n + 1/2 £ 1/2 (MIKITIK & SHARLAI
1999); ceci permet en particulier I'apparition d'un état d’énergie nulle, qui
joue un role important dans 1’effet Hall quantique anormal observé sur le
grapheéne (ZHANG, TAN et al. 2005; NOVOSELOV, GEIM et al. 2005).

Robustesse des points de Dirac. Supposons que les parametres du ré-
seau soient choisis tels que la fonction f(q) ait effectivement 2 (ou 4,6,...)
zéros dans la zone de Brillouin. Quand les parametres du réseau sont mo-
difiés en maintenant une méme énergie pour les deux sites, seule la fonc-
tion f(q) change. Mais les zéros de f(q) sont protégés topologiquement par
leur chiralité : en d’autres termes, les deux courbes définissant f,.(q) = 0

3. On peut imaginer des solutions plus rares, ot le zéro de f, ou f; est double, mais nous
décrivons ici uniquement la situation « standard ».
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et f;(g) = 0 vont continuer a se croiser (en un autre point) si on modifie
légerement ces courbes. La seule maniere de faire disparaitre les croise-
ments dans ce contexte est de faire fusionner deux zéros, I'un de chiralité
positive et ’autre de chiralité négative, en réalisant une situation ot les
deux courbes f,(g) = 0 et f;(q) = 0 deviennent tangentes 1'une a 'autre.
Pour un remplissage des états de type graphene, ce cas particulier de fu-
sion de points de Dirac correspond a une transition topologique entre une
phase semi-métallique et un isolant de bande, et il est étudié en détail par
MONTAMBAUX, PIECHON et al. (2009).

Energies sur site. Si les points de Dirac résistent 4 une modification (lé-
gere) de la fonction f(k), il n’en va pas de méme vis a vis d"une dissymétrie
entre les deux nceuds A et B. Si on modifie ’hamiltonien de Hubbard en
donnant une énergie £y + A (resp. Ey — A) aux sites A (resp. B), alors les
valeurs propres de

H(q) = (E;(Z )A EJ; *(q)A) : (VL35)
deviennent s
Ei(q) = Eo+ [|f(q))* + A% (VL36)

et on retrouve deux sous-bandes « ordinaires », séparées par un gap 2A
et sans propriété topologique remarquable. Si une telle dissymétrie est
difficile a créer sur du grapheéne réel (voir par exemple MONTAMBAUX,
PIECHON et al. (2009) et refs. in), elle apparait en revanche aisément dans
des réseaux optiques, comme nous allons le voir ci-dessous.

4 Le graphéne en version “atomes froids"

Le groupe de Tilman Esslinger a Zurich a récemment réalisé un réseau
optique de type « mur de briques », dans lequel il a pu mettre en évidence
des points de Dirac et montrer que leurs positions étaient contrdlables
grace au parametre J,/J,. L'existence de ces points de Dirac a été mon-
trée grace aux oscillations de Bloch, les particules étant transférées avec
une forte probabilité de la bande inférieure vers la bande supérieure quand
elles passent au voisinage de ces points de contact.
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4-1 Réalisation du réseau en « mur de briques »

Le potentiel lumineux utilisé résulte de la superposition de plusieurs
ondes lumineuses stationnaires. L'onde la plus intense est une onde sta-
tionnaire selon la direction « créant le potentiel

Vi(r) = —Vx cos®(kx + 6/2) (VL.37)

ol # est un parametre que l'on peut ajuster en variant légerement la fré-
quence de cette onde. On superpose un réseau optique dans le plan zy
formé par deux ondes lumineuses stationnaires selon les directions z et y,
verrouillées en phase 1'une par rapport a 'autre *

Va(r) = —Vy cos?(ky) — 21/ VxVy cos(kz) cos(ky) — Vy cos?(kz) (VI.38)

Les intensités de ces ondes sont choisies telles que

Vx < VVxVy < Vy < V3. (VL.39)

En pratique, seuls les trois termes les plus importants sont pertinents pour
la formation du réseau recherché et nous négligerons le quatrieme terme,
—Vx cos?(kz), dans notre discussion.

Prenons pour commencer § = T, soit V;(r) = —Vy sin®(kz); ce para-
metre sera varié ultérieurement, notamment pour obtenir les résultats de

la figure VI.8. Avec seulement les termes en V; et en VQ(a) = —Vy cos?(ky),
on fabrique un réseau carré dont les sites sont les points

kx = m/2 [modulo 7], ky = 0 [modulo 7]. (V1.40)

Notons que l'effet tunnel est plus faible selon = que selon y puisque Vg >
Vy. Le terme en VQ(b) (r) = —2v/VxVy cos(kz) cos(ky) va venir moduler
certains coefficients tunnels (figure VL5) :

— Les liens verticaux sont centrés sur des points tels que kz = 7/2 mo-
dulo 7 et ky = w/2 modulo 7. Les éléments de matrice tunnels de ces
liens sont peu affectés par Vz(b) puisque puisque Vz(b) (r) o cos(kx) est
nul le long de ces liens.

4. Dans l'article de TARRUELL, GREIF et al. (2012), le terme en /Vx V5~ est réduit par un
facteur multiplicatif o ~ 0.9 qui caractérise la visibilité de I'interférence entre 1’onde station-
naire selon y et celle selon z. Nous omettrons ici ce coefficient qui ne joue pas de rdle au
niveau de notre description semi-quantitative.

kx

FIGURE VI.5. Construction d'un réseau en « mur de briques » (TARRUELL,
GREIF et al. 2012). en Gauche : réseau carré obtenu en superposant
Vi(r) = —Vgsin?(kz) et Vi = —Vy cos(ky). Droite : augmentation
ou diminution des coefficients tunnels horizontaux par le terme V2(b) (r) =
—2y/VxVy cos(kx) cos(ky). Des valeurs typiques sont (en unité de E,) : Vg =
4.0, Vy =2.0,Vx =0.3.

— Les liens horizontaux sont centrés sur des points tels que kx = 0
modulo 7 et ky = 0 modulo 7. Au centre de ces liens, on a donc
cos(kx) = %1 et cos(ky) = 1. Le potentiel Vg(b) y prend une valeur
significative et modifie les éléments de matrice tunnel. Deux cas sont
possibles :

o Un lien horizontal centré sur un point tel que cos(kx) et cos(ky)
sont de méme signe (et égaux a 1) correspond a une valeur né-

. b P . .S
gative de VQ( ) qui vient abaisser la barriere tunnel entre les deux
sites concernés par ce lien : I'effet tunnel entre ces deux sites est
augmenté.

o Un lien horizontal centré sur un point tel que cos(kx) et cos(ky)

sont de signe opposés correspond & une valeur positive de Vz(b)

et l'effet tunnel correspondant (déja faible en absence de VQ(b)) est
encore diminué.

Au final, on réalise effectivement le réseau en « mur de briques » recher-

ché.
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4-2 Oscillations de Bloch et points de Dirac

Pour sonder la position des points de Dirac, la méthode utilisée a Zu-
rich a été d’observer le résultat d’oscillations de Bloch. Ces oscillations se
produisent selon la direction x sous 'effet d"une force constante causée par
un gradient de champ magnétique. Quand la trajectoire dans I'espace des
g passe au voisinage d"un point de Dirac, 'atome peut avec une forte pro-
babilité étre transféré vers la bande supérieure (pour une étude détaillée
de cette transition, voir LIM, FUCHS et al. (2012)). Le passage vers la bande
excitée peut ensuite étre détecté par la technique du band mapping présen-
tée au chapitre 2 de ce cours : on éteint adiabatiquement le réseau (durée
0.5ms) de sorte qu'un atome reste dans la bande qu’il occupait au début de
I'extinction, et on effectue un temps de vol qui révele ainsi la population
de chaque bande.

Le gaz atomique utilisé est un ensemble de fermions polarisé et sans
interactions (1°K). Les atomes occupent initialement plutot le centre de la
zone de Brillouin et ne rencontrent donc pas dans un premier temps les
points de Dirac qui sont situés plutot en bord de bande (figure V1.3). En re-
vanche, la seconde partie de I’oscillation de Bloch (apres réflexion de Bragg
sur une paroi de la zone de Brillouin) peut les amener au voisinage des
points de Dirac et la transition peut alors se produire (figure VL6).

La position des pics ayant été transférés dans la bande supérieure ren-
seigne directement sur la position des points de Dirac. Cette position est,
rappelons-le, fonction du rapport J,./J,, les points disparaissant quand ce
rapport devient trop élevé. Le groupe de Zurich a étudié la position des
points de Dirac en variant le potentiel V;. Le résultat, montré sur la fi-
gure VL7, est en bon accord avec les prédictions. Notons que le modele
de liaisons fortes n’est pas quantitativement valable dans ce domaine de
parametres et qu’il faut utiliser une diagonalisation numérique de I’hamil-
tonien du réseau pour déterminer précisément la position des points de
Dirac dans ce cas.

Il est également possible de dissymétries les deux sites A et B du réseau
dans cette expérience. Il suffit pour cela de prendre une valeur de 6 dans
(VL37) différente de 7. On a vu en (V1.36) que ceci revient a ouvrir un gap
entre les deux sous-bandes; 1’oscillation de Bloch ne doit alors plus causer
de transition entre ces deux sous-bandes, au moins si la force qui la crée
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FIGURE VI.6. Gauche : oscillations de Bloch induites par une force le long de
Uaxe x. Milieu : distribution initiale dans I'espace des q. Droite : distribution
dans I'espace des q aprés une oscillation de Bloch (période 1g). On distingue net-
tement les atomes qui sont passés au voisinage d’un point de Dirac au cours de
Voscillation et qui ont alors été transférés vers la bande supérieure [figure extraite
de TARRUELL, GREIF et al. (2012)].

n’est pas trop grande. C’est effectivement ce qui est observé expérimenta-
lement (figure VLS8).

4-3 Perspectives

L'expérience de Zurich a donc permis de mettre en évidence 1’existence
de points de Dirac dans un réseau optique. La flexibilité offerte par ces
réseaux est illustrée sur la figure VL7, o1 I’on controle la position de ces
points, on les fait fusionner, puis disparaitre. Cette expérience n’est pro-
bablement qu'un point de départ dans cette simulation du graphéne par
des atomes froids. De nombreux aspects de la physique ultra-relativiste
que l'on rencontre au voisinage de points de Dirac devraient pouvoir étre
abordés avec ces systemes. Le paradoxe de Klein, c’est-a-dire la transmis-
sion quasi-totale d’un paquet d’ondes a travers une barriére de trés grande
hauteur, devrait ainsi pouvoir étre étudié (KATSNELSON, NOVOSELOV et
al. 2006). Rappelons que ce paradoxe joue un réle important dans le gra-
phene réel car il empéche la rétro-diffusion des électrons de conduction; les
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FIGURE VL1.7. Variation de la position des points de Dirac sur I'axe ¢, = 0 en
fonction de la profondeur de potentiel V. Pour cette figure, Vy» = 1.8 et Vx =
0.28. On s’attend a ce que les deux points de Dirac fusionnent dans le coin de la
zone de Brillouin pour Vg = 3.4, ce qui correspond bien aux observations [figure
extraite de TARRUELL, GREIF et al. (2012)].

électrons de Dirac sont insensibles aux effets de localisation observés pour
des électrons « ordinaires » (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009) et se pro-
pagent donc ballistiquement sur de longues distances (micrometres). Par
ailleurs, la mise en place de champs magnétiques artificiels sur ce réseau
devraient permettre d’aborder 'étude de l'effet Hall quantique anormal
avec des atomes froids.
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FIGURE VI.8. Disparition des points de Dirac quand on dissymétrise les sites
A et B : probabilité de passage vers la bande supérieure en fonction de I'angle 0
entrant dans la définition de V1 (r) (V1.37). Cet angle 6, indiqué sur I’échelle hori-
zontale supérieure, est controlé par le désaccord du faisceau créant cette onde sta-
tionnaire, donné sur I'échelle horizontale inférieure [figure extraite de TARRUELL,
GREIF et al. (2012)].
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