
Chapitre 6

Magnétisme dans un réseau périodique
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Nous nous sommes intéressés jusqu’ici à la génération d’un champ de
jauge artificiel pour un atome se déplaçant librement dans l’espace ou
confiné dans un potentiel harmonique. Une autre classe très importante
de problèmes porte sur le magnétisme orbital en présence d’un potentiel
spatialement périodique. Ce type de question peut apparaître par exemple
quand on étudie l’effet d’un fort champ magnétique sur le fluide d’élec-
trons d’un cristal.

La richesse de ce problème est liée à l’existence de deux échelles de
longueur qui peuvent être du même ordre. La première est la maille a du
réseau périodique, que l’on peut prendre carré pour fixer les idées, la se-
conde est la longueur magnétique que nous avons déjà rencontrée

` =
√

~ / qB. (6.1)

Le rapport de ces deux longueurs peut s’écrire en terme du flux Φ = Ba2

du champ magnétique au travers d’une cellule unité, exprimé en unité du
quantum de flux Φ0 = h/q :

a2

`2
=
qBa2

~
= 2π

Φ

Φ0
. (6.2)

Rappelons que cette quantité peut être comprise comme la phase
Aharonov–Bohm accumulée par la fonction d’onde de la particule qui se
déplacerait sur le bord d’une des cellules du réseau.
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MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 1. Champs de jauge sur réseau

Tant que le flux Φ reste petit devant Φ0, on ne s’attend pas à des modifi-
cations spectaculaires de la physique rencontrée pour une particule libre :
le pas du réseau est beaucoup plus petit que la taille typique des orbites
cyclotron, qui ne devraient donc pas être très affectées par la discrétisation
de l’espace. Ce régime Φ� Φ0 correspond au cas des solides « ordinaires »
(maille a de quelques angströms) et des champs réalisables en laboratoire
(quelques dizaines de Teslas au maximum).

En revanche, pour les grands champ magnétiques tels que Φ ∼ Φ0, la
« compétition » entre ces deux échelles de longueur va induire une phy-
sique radicalement nouvelle, avec un spectre à une particule dont nous al-
lons voir qu’il possède une structure fractale. Ce régime peut être exploré
avec des matériaux « synthétiques » et/ou des champs magnétiques artifi-
ciels, en particulier des atomes froids confinés dans un réseau optique. Ce
problème du mouvement quantique en présence simultanée d’un potentiel
périodique et d’un champ magnétique a fait l’objet de plusieurs séminaires
attachés à cette série de cours. Dans ce chapitre, nous allons nous concen-
trer sur quelques points marquants, sans chercher à être exhaustif sur ce
problème à la fois riche et complexe.

1 Champs de jauge sur réseau

1-1 Rappels : modèle des liaisons fortes

Nous commencerons notre étude par quelques rappels sur le modèle
simple d’un réseau 1D ou 2D dans le régime des liaisons fortes, en nous
restreignant à une seule bande d’énergie. Ce problème a été étudié en détail
dans le cours de l’an dernier et nous allons donc nous borner à en donner
les éléments utiles pour la suite.

Considérons un réseau uni-dimensionnel périodique, de période spa-
tiale a (figure 6.1). On note |wj〉 l’état de l’atome lorsqu’il est localisé sur
le site situé en xj = ja (j ∈ Z). La dynamique de l’atome dans le réseau
est caractérisée par le coefficient tunnel J , qui donne l’amplitude de pro-
babilité pour sauter du site j vers un des deux voisins j ± 1. L’hamiltonien
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FIGURE 6.1. Réseau 1D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une bande
d’énergie de largeur 4J .

décrivant le mouvement de l’atome est donc

Ĥ = −J
(
T̂ + T̂ †

)
(6.3)

où l’opérateur T̂ translate la particule d’un site vers la droite

T̂ =
∑
j∈Z
|wj+1〉〈wj |. (6.4)

Les états propres de cet hamiltonien sont les fonctions de Bloch, que l’on
peut voir comme la transposition de la notion d’onde plane à cet espace
discrétisé :

|ψq〉 =
∑
j

eijaq |wj〉, (6.5)

le quasi-moment q étant choisi par convention dans la zone de Brillouin
q ∈]− π/a, π/a]. L’énergie d’un état |ψq〉 est donnée par

E(q) = −2J cos(aq), (6.6)

ce qui conduit à une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 4J .

Le cas bi-dimensionnel est une généralisation directe de ce qui précède,
au moins dans le cas d’un réseau carré. Un site est maintenant repéré par
deux entiers j, l, correspondant aux deux directions d’espace x, y. L’hamil-
tonien (séparable) s’écrit

Ĥ = Ĥx + Ĥy avec Ĥν = −J
(
T̂ν + T̂ †ν

)
, ν = x, y, (6.7)
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FIGURE 6.2. Réseau carré 2D en régime des liaisons fortes (Hubbard), avec une
bande d’énergie de largeur 8J .

ou encore, de manière explicite :

Ĥ = −J
∑
j,l

(|wj+1,l〉〈wj,l|+ |wj,l+1〉〈wj,l|) + h.c. (6.8)

Ses vecteurs propres sont des fonctions de Bloch |ψq〉 repérées maintenant
par un vecteur q = (qx, qy) et ayant pour énergie E(q)

|ψq〉 =
∑
j,l

eia(jqx+lqy))|wj,l〉, E(q) = −2J (cos(aqx) + cos(aqy)) , (6.9)

soit une bande d’énergie centrée en 0 et de largeur 8J .

1-2 Réseau sous champ magnétique

En présence d’un champ magnétique perpendiculaire au plan du ré-
seau, l’hamiltonien (6.8) doit être modifié pour prendre en compte la phase
de Aharonov–Bohm

φ(r → r′) =
q

~

∫ r′

r

A · dr (6.10)

le long des chemins qui mènent d’un site r = (j, l) aux quatre sites voi-
sins r′ = (j ± 1, l) et (j, l ± 1). Une manière approchée pour ce faire est

la substitution de Peierls 1, qui consiste à assigner – dans ce modèle de liai-
sons fortes – des phases différentes aux coefficients tunnel le long des liens
horizontaux et verticaux qui forment le réseau carré 2D :

−J |wj+1,l〉〈wj,l| −→ −J eiφ(j,l→j+1,l) |wj+1,l〉〈wj,l| (6.11)

avec bien sûr
φ(j, l→ j + 1, l) = −φ(j + 1, l→ j, l) (6.12)

pour garantir que l’hamiltonien reste hermitien.

1-3 Choix de jauge

Tout comme il existe un arbitraire de choix de jauge pour une particule
mobile dans le plan continu xy, il existe également un arbitraire de jauge
dans le choix de ces phases. Pour nous en convaincre, considérons d’abord
le modèle à 4 sites de la figure 6.3, correspondant à l’hamiltonien

Ĥ = −J
(
eiφ1 |a〉〈d|+ eiφ2 |b〉〈a|+ eiφ3 |c〉〈b|+ eiφ4 |d〉〈c|

)
+ h.c. (6.13)

Considérons le changement de base suivant, qui consiste simplement à
redéfinir la phase des états utilisés :

|ã〉 = eiφ1 |a〉, |b̃〉 = ei(φ1+φ2)|b〉, |c̃〉 = ei(φ1+φ2+φ3)|c〉, |d̃〉 = |d〉.
(6.14)

On voit immédiatement que l’hamiltonien (6.13) se réécrit

Ĥ = −J
(
|ã〉〈d̃|+ |b̃〉〈ã|+ |c̃〉〈b̃|+ eiΘ|d̃〉〈c̃|

)
+ h.c. (6.15)

avec
Θ = φ1 + φ2 + φ3 + φ4. (6.16)

Dans ce cas particulier, on a donc pu choisir tous les coefficients tunnel
réels sauf un d’entre eux, qui concentre la phase totale des coefficients ini-
tiaux. Nous avons placé ce coefficient complexe sur le lien supérieur de la

1. Pour des charges bougeant dans un réseau en présence d’un champ magnétique, le
passage de l’hamiltonien de base à cet hamiltonien modèle avec des coefficients tunnels com-
plexes est loin d’être évident. Les limitations de cette substitution de Peierls ont été discutées
par plusieurs auteurs (Luttinger 1951; Nenciu 1991) ; toutefois, dans le contexte de la simu-
lation du magnétisme par des atomes froids, ces limitations ne sont pas pertinentes car nous
allons chercher à reproduire directement l’hamiltonien modèle (6.21).
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FIGURE 6.3. Principe d’un changement de jauge, où on redéfinit les états de la
particule pour « concentrer » la phase des coefficients tunnels sur un lien particu-
lier de la cellule.

plaquette, mais on peut bien sûr choisir de placer ce coefficient tunnel JeiΘ

sur n’importe quel autre côté, l’important étant que sa phase soit égale à Θ.

En généralisant cet argument, on peut montrer que les quantités inva-
riantes de jauge pour un réseau carré infini sont les sommes

q

~
Φj,l = φ(j, l→ j + 1, l) + φ(j + 1, l→ j + 1, l + 1)

+ φ(j + 1, l + 1→ j, l + 1) + φ(j, l + 1→ j, l). (6.17)

Chaque somme représente la phase accumulée dans le trajet autour d’une
plaquette donnée du réseau (figure 6.4), en l’occurrence la plaquette avec
le site (j, l) dans son coin inférieur gauche. Tous les choix des φ(j, l →
j± 1, l), φ(j, l→ j, l± 1) conduisant au même ensemble {Φj,l} seront équi-
valents. La signification physique de Φj,l est, comme dans le cas continu,
le flux du champ magnétique à travers la plaquette considérée.

Pour montrer comment ce résultat peut être mis en pratique, adoptons
une stratégie directement inspirée de ce que nous avons fait pour la pla-
quette carrée isolée de la figure 6.3. Partons d’un réseau carré infini, sur
lequel chaque lien correspond à un coefficient tunnel a priori complexe.

– Partant du site (j, l) = (0, 0) (figure 6.5a), on peut commencer par mo-
difier la phase de tous les sites de la ligne horizontale l = 0 (sauf le site
|w0,0〉 qui sert de point de départ)

|wj,0〉 → |w̃j,0〉, j 6= 0, (6.18)
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FIGURE 6.4. Pour chaque plaquette, les phases φ(j, l → j′, l′) intervenant dans
les éléments de matrice tunnel entre proches voisins peuvent être sommées pour
former la quantité invariante de jauge (q/~) Φj,l, cf. (6.17). La quantité Φj,l re-
présente le flux du champ magnétique à travers cette plaquette.

avec par exemple

|w̃1,0〉 = eiφ00→1,0 |w1,0〉, |w̃2,0〉 = ei(φ00→1,0+φ1,0→2,0)|w2,0〉, . . .

de sorte que les coefficients tunnels de cette ligne horizontale l = 0
deviennent réels.

– L’expression de chaque état |w̃j,0〉 étant alors fixée, on peut considérer
chaque ligne verticale et redéfinir la phase des coefficients des sites le
long de chaque ligne

|wj,l〉 → |w̃j,l〉, l 6= 0, (6.19)

pour que les coefficients tunnels associés à tous les liens verticaux
soient également réels (figure 6.5b).

Au terme de cette procédure, la phase de chaque état |wj,l〉 a été redéfinie
de manière unique ; tous les liens verticaux sont réels, et la phase des liens
horizontaux est fixée de manière unique (en accord avec (6.17)), avec une
phase nulle pour la ligne horizontale l = 0.
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FIGURE 6.5. Procédure pour fixer la phase des coefficients tunnels de manière
unique dans un réseau carré. (a) On redéfinit la phase des états de la ligne hori-
zontale l = 0 pour que les coefficients tunnel le long de cette ligne soient réels. (b)
On redéfinit la phase des états en dehors de la ligne l = 0 pour que tous les coeffi-
cients tunnels le long des liens verticaux soient réels. Les phases liées à la présence
du champ magnétique sont alors concentrées sur les liens horizontaux (en dehors
de la ligne l = 0).

1-4 Jauge de Landau

Considérons à partir de maintenant un champ magnétique uniforme
B, pour lequel tous les flux Φj,l sont identiques. On peut faire un choix
similaire à la jauge de Landau, selon laquelle le potentiel vecteur est aligné
selon une direction de l’espace, x ou y. Choisissons par exemple le potentiel
vecteur parallèle à l’axe x dans (6.10), ce qui correspond pour le cas continu
à A = (−By, 0, 0). Ceci revient à prendre toutes les phases des transitions
verticales φ(j, l → j, l + 1) nulles et à choisir les phases dans la direction
horizontale φ(j, l→ j ± 1, l) linéaires vis à vis de l :

φ(j, l→ j, l + 1) = 0, φ(j, l→ j ± 1, l) = ±2πα l. (6.20)

L’hamiltonien que nous allons considérer dans la suite s’écrit donc :

Ĥ = −J
∑
j,l

(
ei 2πα l|wj+1,l〉〈wj,l| + |wj,l+1〉〈wj,l|

)
+ h.c. (6.21)

L’incrément de phase 2π α caractérise entièrement le problème. Puis-
qu’une phase est définie modulo 2π, on peut restreindre α à l’intervalle

[0, 1[ (voire même [0, 1/2] puisque α et 1 − α représentent des situations
équivalentes par inversion x→ −x). Ce nombre α est directement relié au
flux Φ du champ magnétique à travers une plaquette :

α =
1

2π

q

~
Φ =

Φ

Φ0
, (6.22)

déjà introduit en (6.2). Comme nous l’avons signalé en introduction, pour
des réseaux cristallins « réels », la maille du réseau est de l’ordre de l’ang-
ström et les champs magnétiques les plus grands sont de l’ordre de 50 Tes-
las, ce qui restreint α à des valeurs (∼ 10−4) faibles devant 1. Les atomes
froids dans des réseaux optiques constituent un moyen (parmi d’autres),
pour aller explorer une partie plus grande du domaine de variation de α.

2 Le papillon de Hofstadter

L’hamiltonien en présence de champ magnétique (6.21) est remarqua-
blement proche de la version à champ nul (6.8). Néanmoins, le facteur de
phase ei 2πα l modifie considérablement le spectre en énergie et la forme des
états propres. Nous n’allons pas résoudre entièrement ce problème, mais
nous allons donner quelques indications ainsi que les résultats principaux.

2-1 L’équation de Harper

Notons tout d’abord qu’avec le choix de jauge de Landau que nous
avons fait, nous n’avons pas brisé l’invariance par translation de a le long
de l’axe horizontal. On peut donc toujours chercher les fonctions propres
de l’hamiltonien sous forme de fonctions de Bloch 2 selon l’axe x :

|Ψ〉 =
∑
j,l

Cl eijaqx |wj,l〉, (6.23)

les coefficients Cl étant à ce stade inconnus. Pour les déterminer, on écrit
l’équation aux valeurs propres pour |Ψ〉 et on obtient l’équation de Harper

Cl−1 + 2Cl cos(2πα l − aqx) + Cl+1 = −(E/J)Cl. (6.24)

2. tout comme on avait cherché les états propres en jauge de Landau sous forme d’ondes
planes dans une direction.
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On s’est donc ramené à la diagonalisation d’une matrice tri-diagonale, bien
adaptée à une résolution numérique.

2-2 Le spectre de Hofstadter

Une classe importante de solutions porte sur le cas où α est un nombre
rationnel : α = p′/p, où p et p′ sont deux entiers. On constate alors que
le problème redevient également invariant par translation le long de l’axe
vertical, mais avec une période spatiale augmentée, pa au lieu de a. En
effet, on a dans ce cas

φ(j, l+p→ j+1, l+p) = 2πα(l+p) = 2παl+2πp′ = φ(j, l→ j+1, l) (6.25)

où la dernière égalité est vraie modulo 2π. On retrouve alors un problème
de particule en mouvement dans un réseau périodique, mais avec une cel-
lule unité de taille a × (pa) et p sites par cellule unité. On sait alors que
la bande fondamentale de largeur 8J va se fragmenter en p sous-bandes,
généralement séparées par des gaps 3.

Exemple du flux 1/3. Pour illustrer la méthode générale, considérons
l’exemple du flux α = 1/3. La cellule unité, qui a pour taille a selon la
direction x et 3a selon la direction y, comporte 3 sites, notés |A〉, |B〉, |C〉
sur la figure 6.6. Chaque cellule est repérée par les indices j, l, avec par
convention le site A au point a(jux + 3luy). Cherchons les états propres de
l’hamiltonien sous la forme d’une fonction de Bloch repérée par le vecteur
de Bloch q = (qx, qy) :

|Ψq〉 =
∑
j,l

eia(jqx+3lqy) (α|Aj,l〉+ β|Bj,l〉+ γ|Cj,l〉) (6.26)

avec
qx ∈]− π/a, π/a], qy ∈]− π/(3a), π/(3a)]. (6.27)

Les coefficients α, β, γ se déduisent de l’équation aux valeurs propres
Ĥ|Ψ〉 = E|Ψ〉, ce qui revient à chercher les états propres de l’hamiltonien

3. Ce gap est parfois remplacé par un contact de type point de Dirac. C’est par exemple le
cas pour α = 1/2.
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FIGURE 6.6. Choix d’une cellule unité de taille a × 3a pour un flux magnétique
tel que α = 1/3. On a représenté à droite les trois sous-bandes résultant de la
fragmention de la bande initiale de largeur 8J .

dans l’espace réciproque :

Ĥ(q) = −J

2 cos(aqx) 1 ei3aqy

1 2 cos(aqx + 2π/3) 1
e−i3aqy 1 2 cos(aqx + 4π/3)

 (6.28)

écrit ici dans la base {|A〉, |B〉, |C〉}. La diagonalisation de cette matrice 3×3
donne trois valeurs propres fonctions de q. Quand on fait varier qx et qy
dans les intervalles (6.27), on voit apparaître 3 bandes d’énergie représen-
tées sur la figure 6.6. Le spectre d’énergie est symétrique par rapport à
E = 0 et sa largeur totale est réduite par rapport à la valeur 8J trouvée
en l’absence de champ magnétique. La sous-bande fondamentale a pour
largeur ∼ 0.7 J et elle est séparée de la sous-bande intermédiaire par la
largeur ∼ 1.3 J .

Forme générale du spectre. Le résultat général pour le spectre de l’hamil-
tonien est tracé sur la figure 6.7. Ce spectre présente une structure fractale
très particulière appelée papillon de Hofstadter (Hofstadter 1976). On peut

Cours 6 – page 6



MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 2. Le papillon de Hofstadter

comprendre l’apparition de cette structure fractale en comparant deux va-
leurs très proches de flux, par exemple 100/300 et 101/300 et en remarquant
qu’elles conduisent à des spectres très différents, l’un avec 3 sous-bandes
(figure 6.6), l’autre avec 301 sous-bandes. On pourra trouver une étude dé-
taillée de cette structure fractale, de sa self-similarité et de ses symétries,
ainsi que de nombreuses références sur le site web de Gilles Montambaux 4.

Vers des champs magnétiques faibles : α = 1/p. On trouve dans ce cas p
sous-bandes, et la largeur des sous-bandes tend vers 0 quand p augmente.
Les bandes les plus basses sont à peu près équidistantes, avec un écart qui
tend également vers 0, mais moins vite que leur largeur. Le spectre devient
donc presque discret, ce qui rappelle bien sûr la structure en niveaux de
Landau d’une particule libre. On peut vérifier quantitativement ce lien, en
prenant pour masse de la particule la relation déduite de (6.9) en bas de
bande :

E(q) ≈ Ja2q2 ≡ ~2q2

2Meff
⇒ Meff =

~2

2Ja2
(6.29)

et en vérifiant que l’écart entre niveaux est bien égal à la pulsation cyclo-
tron ωc = qB/Meff , qui s’écrit ici

~ωc = 2J
Φ

Φ0
. (6.30)

2-3 Le nombre de Chern

Nous voyons sur le spectre de Hofstadter que les niveaux de Landau
apparaissent naturellement comme la limite asymptotique Φ→ 0 des sous-
bandes trouvées pour un flux ∝ 1/p, où p est un entier. Pour aller au-delà
de cette simple remarque visuelle, il faut caractériser de manière quantita-
tive les propriétés de ces sous-bandes pour voir dans quelle mesure elles
conduisent globalement aux mêmes propriétés physiques que les niveaux
de Landau pour une particule libre.

Une propriété remarquable des niveaux de Landau, indépendante de
la forme précise de l’échantillon, est l’existence d’états de bords chiraux,

4. www.equipes.lps.u-psud.fr/Montambaux/cours-seminaires/hofstadter-tutorial.pdf
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FIGURE 6.7. Papillon de Hofstadter : spectre en énergie d’une particule bougeant
sur un réseau carrée dans l’approximation des liaisons fortes, en présence d’un
champ magnétique. Le flux Φ du champ magnétique à travers une plaquette du
réseau est tel que 2πα = Φ/Φ0 (Hofstadter 1976).

que nous avons pu relier à la notion de courant de Hall. Rappelons le ré-
sultat principal ; prenons un échantillon rectangulaire et considérons une
situation où le niveau de Landau fondamental est complètement rempli
de particules fermioniques sans interaction ; les autres niveaux de Landau
sont supposés vides. Si on applique une différence de potentiel ∆Ex entre
les deux bords de l’échantillon selon l’axe x, alors un courant de particules
apparaît dans la direction y, de valeur Ṅy = ∆Ex/h. Obtient-on la même
propriété pour des particules sur réseau ?

La réponse à cette question, trouvée par Thouless et al. (1982) [voir aussi
Kohmoto (1989)], est contenue dans la valeur d’un invariant topologique,
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le nombre de Chern C défini par :

Jy =
C

h
Fx, (6.31)

où Fx est une force uniforme appliquée sur le réseau dans la direction x
et Jy le courant de particules dans la direction perpendiculaire y. Quand
on suppose la bande fondamentale remplie de fermions n’interagissant pas
les uns avec les autres et les autres bandes vides, ce nombre de Chern vaut :

C =
1

2π

∫
ZB

Ωz(q) dqx dqy (6.32)

où l’intégrale de la fonction Ωz(q) porte sur la première zone de Brillouin.
La définition de la fonction de Ωz(q) est la transposition directe à l’es-
pace réciproque de la notion de courbure de Berry que nous avons intro-
duite dans l’espace des positions (Xiao et al. 2010). Puisqu’on dispose d’un
hamiltonien périodique, on peut chercher ses états propres sous forme
d’ondes de Bloch. En se restreignant à la bande fondamentale qui est par
hypothèse la seule peuplée, ces ondes de Bloch sont notées

Ψq(r) = eir·quq(r), (6.33)

où uq(r) est une fonction périodique sur le réseau. On définit alors la
connexion de Berry

A(q) = i〈uq|∇quq〉, (6.34)

qui permet d’évaluer la phase géométrique accumulée par une particule
qui parcourt une boucle fermée dans l’espace des quasi-moments. La cour-
bure de Berry est

Ω(q) = ∇q ×A(q). (6.35)

On peut montrer que le nombre de Chern ainsi défini est un entier posi-
tif, négatif ou nul. Quand cet entier est nul, le réseau est topologiquement
trivial : une force appliquée selon x n’induit aucun courant macroscopique
selon y. En revanche, s’il est non nul, on est en présence d’un phénomène
du type courant de Hall, où une force dans une direction induit un courant
dans une direction perpendiculaire.

Pour avoir une intuition de la signification de cet entier, revenons à un
effet bien connu de la force appliquée Fx : elle va créer un phénomène

Heterostructures consisting of atomically thin materials in a multi-
layer stack provide a new means of realizing a two-dimensional system
with a laterally modulated periodic structure. In particular, coupling
between graphene and hexagonal boron nitride (hBN), whose crystal
lattices are isomorphic, results in a periodic moiré pattern. The moiré
wavelength is directly related to the angular rotation between the two
lattices22–24, and can be tuned through the desired length scales without
the need for lithographic techniques8,9. Moreover, hBN provides an
ideal substrate for achieving high-mobility graphene devices, which is
crucial for high-resolution quantum Hall measurements25,26, and field-
effect gating in graphene allows the Fermi energy to be continuously
varied through the entire moiré Bloch band.

In this study, we used Bernal-stacked bilayer graphene (BLG) Hall
bars fabricated on hBN substrates (Fig. 1a, b) using mechanical exfo-
liation followed by co-lamination (Methods Summary). Figure 1b
shows a non-contact atomic force microscopy (AFM) image acquired
from an example device. In the magnified region, a triangular moiré
pattern is visible with wavelength 15.5 6 0.9 nm. This is comparable to
the maximal moiré wavelength of ,14 nm expected for graphene on
hBN22–24, suggesting that in this device the BLG lattice is oriented
relative to the underlying hBN lattice with near-zero angle mismatch.

Figure 1c shows transport data measured from the same device. In
addition to the usual resistance peak at the charge neutrality point (CNP),
occurring at gate voltage Vg < 2 V, two additional satellite resistance
peaks appear, symmetrically located at Vsatl < 630 V relative to the
CNP. These satellite features are consistent with a depression in the
density of states at the superlattice Brillouin zone band edge, analogous
to previous spectroscopic measurements of single-layer graphene
coupled to a moiré superlattice24,27. Assuming non-overlapping bands,
jVsatlj gives an estimate of the moiré wavelength of ,14.6 nm
(Supplementary Information), in good agreement with the AFM mea-
surements. The nature of these satellite peaks can be further probed in the
semiclassical, low-B transport regime. In Fig. 1d, longitudinal resistance,
Rxx, and transverse Hall resistance, Rxy, are plotted versus gate voltage at

B 5 1 T. Near the central CNP, the Hall resistance changes sign as the
Fermi energy passes from the electron to the hole band. The same trend
also appears near Vsatl, consistent with the Fermi energy passing through
a second band edge. This provides further confirmation that the moiré
pattern, acting as a periodic potential superlattice, gives rise to a mini-
Brillouin zone band28. We observed the satellite peak to be more
developed in the hole branch than in the electron branch in all samples,
in agreement with previous experimental and theoretical studies of hBN-
supported monolayer graphene24,27,28. The satellite peaks vanish at tem-
peratures above 100 K (Fig. 1c, inset), indicating that the coupling
between the BLG and hBN atomic lattices is of order ,10 meV.
Perfect crystallographic alignment between graphene and hBN is
expected to open a ,50-meV bandgap29,30, leading to a low-temperature
divergence in the resistance at the CNP. The weak temperature depend-
ence observed in our device suggests the absence of a gap, possibly owing
to the lattice mismatch between the BLG and hBN.

In the remainder of this Letter, we focus on magnetotransport mea-
sured at high field. Figure 2a shows the evolution of Rxx and Rxy for
magnetic fields up to 31 T. In the left panel (a Landau fan diagram), Rxx
is plotted against the experimentally tunable gate voltage and magnetic
field. In the right panel, the magnitude of the corresponding Rxy is
plotted against the dimensionless parameters appearing in the
Diophantine equation, n/no and w/wo. This Wannier diagram is simply
the Landau fan diagram with both axes relabelled by dimensionless
units defined by normalizing to the moiré unit-cell area.

In a conventional quantum Hall system, the Landau fan diagram exhi-
bits straight lines, tracking minima in Rxx and plateaux in Rxy. Plotted
against n/no and w/wo, the slope of each line is precisely the Landau level
filling fraction, n, and all lines converge to the origin. White lines in Fig. 2a
identify QHE states matching this description, tracking Landau level
filling fractions n 5 4, 8 and 12. This is consistent with the usual QHE
hierarchy associated with a conventional degenerate BLG spectrum.

At large magnetic fields, several additional QHE states, exhibiting
minima in Rxx together with plateaux in Rxy, develop outside the usual
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Figure 1 | Moiré superlattice. a, Sketch of graphene on hBN showing the
emergence of a moiré pattern. The moiré wavelength varies with the mismatch
angle, h. b, Left: an AFM image of a multiterminal Hall bar. Right: a high-
resolution image of a magnified region. The moiré pattern is evident as a
triangular lattice (upper inset shows a further magnified region). A fast Fourier
transform of the scan area (lower inset) confirms a triangular lattice symmetry

with periodicity 15.5 6 0.9 nm. c, Measured resistance versus gate voltage at
zero magnetic field. Inset: the corresponding conductivity versus temperature,
indicating that the satellite features disappear at temperatures greater than
,100 K. d, Longitudinal resistance (left axis) and Hall resistance (right axis)
versus gate voltage at B 5 1 T. The Hall resistance changes sign and passes
through zero at the same gate voltage as the satellite peaks.
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FIG. 1. Longitudinal resistance Rxx and Hall resistance Rxy
for a 2D superlattice with period a ! 120 nm for two tempera-
tures [7]. The triangles indicate the flat band positions. The
top inset shows a sketch of the lateral superlattice on top of the
heterojunction [7].

phenomena can be observed in Rxx : a well developed posi-
tive magnetoresistance around zero magnetic field with
a saturation field B0 of 0.145 T and three types of 1!B
periodic oscillations. The latter can be identified more
clearly after replotting the data as a function of the in-
verse magnetic field, as shown in Fig. 2. At the higher
fields, in region 1, the influence of the modulation poten-
tial is strongly suppressed and the usual SdH oscillations
are observed. From their period D"1!B#SdH ! 0.170 T21

we extract an areal density of 2.84 3 1011 cm22. In re-
gion 2, the SdH oscillations are superimposed on top of
the well-known semiclassical commensurability oscilla-
tions [8–10]. These display minima for the flat band
condition,

2Rc ! a"l 2 1!4# , (1)
where l is an integer and Rc is the cyclotron radius.
Their period is D"1!B#FB ! 0.682!T. Finally, in region
3 unexpected oscillations show up with a distinct 1!B
periodicity D"1!B#novel ! 0.313/T, which fits neither the
periodicity of the SdH oscillations nor the periodicity of the
commensurability oscillations for the given areal density.
Their amplitude is modulated by the above mentioned
semiclassical commensurability oscillations [11]. These
novel oscillations, reported in preliminary form previously
[12], are the subject of this Letter. It will be shown that the
miniband structure induced by the electrostatic modulation
needs to be invoked to account for these oscillations.
Moreover, there exists an intimate connection with the
mechanism of semiclassical magnetic breakdown [13,14].
The novel oscillations develop in the transition re-

gion between the positive magnetoresistance and the
onset of the SdH oscillations. Two models have been
put forward to describe the positive magnetoresistance
and its saturation. Previous experiments were best
explained within a classical model [15]. For magnetic
fields where the electrical force due to the modulation
potential is greater than the Lorentz force, electrons

may be trapped in the minima of the potential and
runaway orbits in real space cause the positive mag-
netoresistance. It saturates when the magnetic force
exceeds the electrical force. A second approach, rele-
vant for the case at hand, is the semiclassical theory of
magnetic breakdown [13]. Electrons suffer Bragg reflec-
tions at the boundaries of the Brillouin zone defined by the
periodic potential. The free electron energy dispersion is
perturbed and displays energy gaps at these boundaries.
Under the influence of the magnetic field electrons move
on constant energy contours in k space. In real space
the corresponding path has the same shape, yet is rotated
by p!2 and scaled by h̄!eB. As a consequence of the
Bragg reflections, the motion of electrons at the Fermi
energy is modified and two classes of orbits coexist:
closed orbits and undulating open runaway trajectories
(Fig. 3b). As in the classical model, the latter enhance the
magnetoresistance. Transitions between these different
orbits would require the crossing of the energy gap at the
Brillouin zone boundary. This tunneling is made possible
by increasing the magnetic field [13]. The probability for
tunneling becomes significant when the cyclotron energy
h̄vc reaches a value close to the relevant energy gap DE.
If the tunneling rate is sufficiently large, the positive mag-
netoresistance saturates. Electrons now predominantly
describe closed trajectories in k space—resembling the
well-known cyclotron orbits for the case without modu-
lation—by crossing the gaps instead of tracing the open
orbits. This mechanism is called magnetic breakdown. It
was introduced in the context of bulk metals [14].
With the reappearance of free cyclotronlike orbits the

SdH oscillations develop. The Bohr-Sommerfeld quanti-
zation rule allows only closed orbits that enclose a quan-
tized amount of magnetic flux. This restriction leads to the
oscillatory behavior of quantities dependent on the density
of states at the Fermi energy, such as the SdH oscillations
in the longitudinal resistivity. Their period D"1!B# is in-
versely proportional to the area AF in k space enclosed by
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netic field [7]. There are oscillations with three different 1!B
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regular oscillations in region 3 have a new fundamental period
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FIGURE 6.8. Systèmes utilisés expérimentalement pour explorer les propriétés
magnétiques liées au papillon de Hofstadter (a) : Pannetier et al. (1984); (b) :
Albrecht et al. (2001); (c) : Dean et al. (2013).

d’oscillations de Bloch 5 selon la direction x, avec le défilement du quasi-
moment q̇x = Fx/~. Pour un réseau de cellule unité rectangulaire a × b, la
période de l’oscillation de Bloch correspond au temps pour parcourir toute
la zone de Brillouin (largeur 2π/a), soit τB = h/Fxa. Intéressons-nous au
nombre de particules δN qui traversent une cellule unité, soit un segment
horizontal de largeur a le long de l’axe x, en une période de Bloch τB :

δN = aJyτB = a

(
C

h
Fx

) (
h

Fxa

)
= C. (6.36)

Le nombre de particules qui traversent une cellule unité en une période
Bloch est donc quantifié, et le nombre de Chern donne la valeur de ce quan-
tum. Pour les valeurs rationnelles particulières 1/p du flux par plaquette,
on trouve que le nombre de Chern de la sous-bande fondamentale vaut
1, tout comme pour le niveau de Landau fondamental trouvé en absence
de réseau. Ces deux systèmes ont donc la même structure topologique et
conduisent à des propriétés de conduction électrique équivalentes [voir
Kohmoto (1989) pour une discussion du cas général α = p′/p].

5. Des propositions de mesure du nombre de Chern exploitant cette dynamique dans des
expériences d’atomes froids ont été faites par Price & Cooper (2012) et Dauphin & Goldman
(2013).
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2-4 Expériences sur des super-réseaux

Comme nous l’avons indiqué en introduction, la maille d’un réseau
cristallin ordinaire est trop petite pour permettre d’atteindre le régime
Φ/Φ0 ∼ 1 avec des champs magnétiques réalistes. Au cours des trente der-
nières années, plusieurs classes de systèmes – en dehors des gaz d’atomes
froids – ont été étudiées pour approcher la physique du papillon de Hof-
stadter. Signalons en ici trois (cf.figure 6.8) :

– Pannetier et al. (1984) ont fabriqué un réseau carré de bandes d’alumi-
nium de 2µm de large et espacées de 6µm. Le réseau de surface 1 cm2

contient plus de 2 millions de sites a priori identiques. La mesure de la
température critique de supraconductivité Tc(B) a montré des varia-
tions rapides pour des valeurs rationnelles simples (1/2, 2/5, 1/3, . . . )
du flux par plaquette.

– Albrecht et al. (2001) ont utilisé un gaz d’électrons bi-dimensionnel
confiné dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs. Un réseau pério-
dique (période 120 nm) de NiCr/Au est déposé sur l’échantillon pour
moduler spatialement le potentiel ressenti par les électrons. La me-
sure de la conductance de Hall a révélé la fragmentation du spectre en
sous-bandes, comme attendu théoriquement.

– Dean et al. (2013) ont utilisé deux feuilles de graphène légèrement
tournées l’une par rapport à l’autre pour réaliser une figure de Moiré,
avec une périodicité de 15.5 nm. Ils utilisent eux aussi une mesure de
la conductivité de Hall pour explorer le spectre d’énergie du papillon
et mettre en évidence sa structure récursive.

3 Les réseaux optiques secoués

Pour implémenter l’hamiltonien (6.21) avec un gaz d’atomes froids
dans un réseau optique, il faut trouver une procédure pour modifier le co-
efficient tunnel J et le rendre complexe, avec une phase qui dépend de l’in-
dice repérant la direction verticale l. Nous avons déjà rencontré une tech-
nique similaire dans le cours de l’an dernier lorsque nous nous sommes
intéressés à la localisation dynamique : nous avions vu que le coefficient
tunnel dans un réseau 1D secoué pouvait être notablement modifié, voire

même changer de signe. C’est cette même technique que nous allons passer
en revue maintenant.

Notons qu’il existe des méthodes différentes pour simuler un champ
magnétique sur un réseau. Tout d’abord, on peut faire tourner physique-
ment le réseau dans l’espace : le passage dans le référentiel tournant ga-
rantit, comme pour un gaz homogène, l’apparition d’un champ magné-
tique effectif (Tung et al. 2006). On peut également moduler de manière
chirale les paramètres d’un réseau de manière à simuler une rotation : par
exemple, pour un réseau composé de cellules hexagonales, donc avec trois
orientations possibles des côtés, on peut en principe moduler séparément
les trois coefficients tunnels correspondants et obtenir après moyenne sur
le temps un hamiltonien avec champ magnétique effectif (Kitagawa et al.
2010) [voir aussi l’article de Sørensen et al. (2005) pour une proposition
voisine]. Il a également été proposé par Hemmerich & Smith (2007) d’uti-
liser des faisceaux additionnels pour générer des micro-rotors au niveau
de chaque site du réseau ; ce schéma réalise en fait un champ magnétique
alterné, dont le signe change d’une plaquette à l’autre [voir aussi Lim et al.
(2008)].

3-1 Rappel : le cas unidimensionnel (version 1).

Pour préparer notre analyse, commençons par rappeler comment dans
le cas à une dimension, on peut modifier le coefficient tunnel, voire lui
conférer une phase complexe non nulle. Commençons par le réseau le plus
simple possible, avec l’hamiltonien

Ĥ0 = −J
∑
j

(|wj+1〉〈wj | + |wj〉〈wj+1|.) (6.37)

Supposons que l’on secoue ce réseau en remplaçant le potentiel statique
périodique du réseau V (x) par

V(x, t) = V [x− x0(t)], (6.38)

où x0(t) est une fonction périodique du temps de pulsation Ω. Nous allons
supposer ici que Ω� J/~, de sorte que la modulation est rapide comparée
à la dynamique tunnel du réseau. Nous avons montré dans le cours de

Cours 6 – page 9



MAGNÉTISME DANS UN RÉSEAU PÉRIODIQUE § 3. Les réseaux optiques secoués

l’an dernier que le fait de secouer le réseau revient, via la transformation
unitaire générée par l’opérateur

Û(t) = exp (ix0(t)p̂/~) , (6.39)

à passer à l’hamiltonien avec un élément de matrice tunnel complexe :

Ĥ(t) = −J eiMaẋ0(t)/~
∑
j

|wj+1〉〈wj |+ h.c. (6.40)

Écrivons le vecteur d’état sous la forme

|Ψ(t)〉 =
∑
j

αj(t) |wj〉 (6.41)

où l’évolution des amplitudes αj est donnée par l’équation de Schrödinger

i ~ α̇j = −J
(
αj+1 e−iMaẋ0(t)/~ + αj−1 e+iMaẋ0(t)/~

)
. (6.42)

Nous allons maintenant tirer parti du fait que les αj sont des variables
lentes pour moyenner sur une période d’oscillation les coefficients de cette
équation 6. On obtient donc l’équation d’évolution approchée pour les αj

i ~ α̇j = −J̄∗αj+1 − J̄αj−1 (6.43)

avec un coefficient tunnel renormalisé

J̄ = J 〈eiMaẋ0(t)/~〉. (6.44)

Modulation sinusoïdale. Pour une modulation sinusoïdale de la posi-
tion du réseau du type

Ma

~
ẋ0(t) = ξ0 sin(Ωt+ φ) (6.45)

où ξ0 est un nombre sans dimension caractérisant l’amplitude de la modu-
lation, on trouve que le coefficient tunnel moyen est réel et vaut 7

J̄ = J〈ei ξ0 sin(Ωt+φ)〉 = J J0(ξ0) (6.47)

6. Une approche plus rigoureuse, mais donnant le même résultat final, utilise l’approche
de Floquet (cf. cours 2012-13).

7. On rappelle que
eix sin θ =

∑
n∈Z

Jn(x) e
inθ. (6.46)

our experimental resolution, we could measure a suppres-
sion by at least a factor of 25).

We also checked the behavior of jJeff=Jj as a function of
! for a fixed value of K0 ! 2 (see inset in Fig. 2) and found
that, over a wide range of frequencies between @!=J " 0:3
and @!=J " 30, the tunneling suppression works,
although for @!=J & 1 we found that jJeff#K0$=Jj deviated
from the Bessel function near the zero points, where the
suppression was less efficient than expected. In the limit of
large shaking frequencies (!=2! * 3 kHz, to be com-
pared with the typical mean separation of "15 kHz be-
tween the two lowest energy bands at V0=Erec ! 9), we
observed excitations of the condensate to the first excited
band of the lattice. In our in situ expansion measurements,
these band excitations (typically less than 30% for K0 > 3
and less than 10% for K0 < 3) were visible in the conden-
sate profile as a broad Gaussian pedestal below the near-
Gaussian profile of the ground-state condensate atoms.
From the widths of those pedestals, we inferred that
jJeff=Jj of the atoms in the excited band also followed
the Bessel-function rescaling of Eq. (2) and that the ratios
of the tunneling rates in the two bands agreed with theo-
retical models.

We now turn to the phase coherence of the BEC in the
shaken lattice, which was made visible by switching off the
dipole trap and lattice beams and letting the BEC fall under
gravity for 20 ms. This resulted in an interference pattern
whose visibility reflected the condensate coherence [20]. In
the region between the first two zeros of the Bessel func-

tion, where J 0 < 0, we found an interference pattern [see
Fig. 3(a)] that was shifted by half a Brillouin zone. This
shift can be interpreted as an inversion of the curvature of
the (quasi)energy band at the center of the Brillouin zone
when the effective tunneling parameter is negative. We
then quantified the visibility V ! #hmax % hmin$=#hmax &
hmin$ of the interference pattern after shaking the conden-
sate in the lattice for a fixed time between 1 and " 200 ms
and finally accelerating the lattice to the edge of the
Brillouin zone. In the expression for V , hmax is the mean
value of the condensate density at the position of the two
interference peaks, and hmin is the condensate density in a
region of width equal to about 1=4 of the peak separation
centered about the halfway point between the two peaks.
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and less than 10% for K0 < 3) were visible in the conden-
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Gaussian profile of the ground-state condensate atoms.
From the widths of those pedestals, we inferred that
jJeff=Jj of the atoms in the excited band also followed
the Bessel-function rescaling of Eq. (2) and that the ratios
of the tunneling rates in the two bands agreed with theo-
retical models.

We now turn to the phase coherence of the BEC in the
shaken lattice, which was made visible by switching off the
dipole trap and lattice beams and letting the BEC fall under
gravity for 20 ms. This resulted in an interference pattern
whose visibility reflected the condensate coherence [20]. In
the region between the first two zeros of the Bessel func-

tion, where J 0 < 0, we found an interference pattern [see
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k ¼ A=@. As will be detailed later on, we experimentally
observe the relaxation of the condensate quasimomentum
toward the minimum of the effective dispersion relation.
Therefore, the imprinted Peierls phase can be directly read
out from the quasimomentum distribution revealed in the
time of flight after a sudden switch off of the lattice and the
external potential.

As a central result, Fig. 2(b) shows the experimental data
together with the theoretical predictions from Eq. (3). After
increasing the forcing amplitude slowly (within up to
120 ms) to the desired value, the corresponding quasimo-
mentum distribution was recorded. From the obtained
time-of-flight images, examples of which are shown in
Fig. 2(c), we extract the Peierls phases ! [22]. We observe
an excellent agreement between experiment and theory,
thus proving the controlled generation of an arbitrary
vector gauge potential encoded into the Peierls phase ! 2
½0; 2"½. In addition, the experimental images demonstrate
the large degree of coherence maintained in the atomic
sample throughout the shaking process. As an additional
feature, Fig. 2(a) shows that the Peierls phase allows us

now to invert the sign of the effective tunneling element
without crossing jJeffj ¼ 0 via the rotation in the complex
plane.
In the following, we will discuss the details of the

relaxation of the system toward nonzero quasimomenta
superfluid states, allowing for the described direct mea-
surement of the Peierls phase. Note that for an homoge-
neous and noninteracting system, the initial Bloch wave at
ki ¼ 0 remains an eigenstate of the effective Hamiltonian.
Thus, no transfer to states with k ! 0 is expected after the
shaking is turned on. However, since we are working with
interacting bosons and an external harmonic confinement,
more effects come into play.
When the gauge potential is ramped up from 0 to Af, the

condensate acquires a nonzero group velocity, reflecting
the presence of an artificial electric force FE ¼ # _A. This
velocity induces a displacement of the condensate’s center-
of-mass position xc in the harmonic potential of frequency
f [22]. The resulting restoring force induces oscillations
both in position and momentum space [see Fig. 3(a)]. In
Fig. 3(b), we report a time-resolved measurement of the
condensate quasimomentum after a quench to a final
Peierls phase of #"=4. The oscillations around the final
quasimomentum result from an excitation of the dipole
mode: The measured frequency of 3:6$ 0:4 Hz perfectly
matches the expected dressed condensate frequencyffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
m=m%p

f for particles having an effective mass m% in the
lattice of 10$ 1Erec depth with a tunneling amplitude of
0:3Jbare (ftheo ¼ 3:5$ 0:5 Hz). The coupling to nonzero
quasimomenta results thus from the underlying harmonic
trapping potential.
In addition, this center-of-mass dynamics is subjected to

several damping mechanisms induced by the trap anhar-
monicity or the lattice discreteness, which leads to a cou-
pling to other collective modes and therefore to the
relaxation of the BEC toward the new equilibrium state.
Therefore, the duration of the ramp from 0 to Af has to be
compared with the time scale of those relaxation mecha-
nisms. In Fig. 3 we compare time-resolved measurements
of the quasimomentum distribution for a slow ramp
[Fig. 3(d)] of A to a final Peierls phase ! ¼ 3"=2, with a
sudden quench [Fig. 3(f)]. As the gauge field is slowly
increased, the BEC follows the shift of the dispersion
relation minimum, as depicted in Fig. 3(c). For the quench,
on the contrary, for which the shift of the dispersion
relation occurs within 1 ms, the system cannot follow
and thus relaxes into the nearest minimum of the effective
band structure [see Fig. 3(e)]. For the chosen value, this
minimum lies on the left with respect to the original k ¼ 0
peaks and we thus find the BEC at k ¼ #"=2d. This
demonstrates clearly that in the presence of these relaxa-
tion mechanisms, the forcing does not induce a net particle
current in the lattice, unlike for ratchets, but allows the
engineering of ground-state superfluids at arbitrary non-
zero quasimomenta.

(a)

(b)

(c)

FIG. 2 (color). Creation of complex tunneling matrix ele-
ments. (a) Absolute value of the tunneling parameter obtained
from Eq. (3) for our experimental parameters (T1 þ T2 ¼ 1 ms
and T1=T2 ¼ 2:1). (b) The measured Peierls phases in a 1D
driven optical lattice for different values of the forcing amplitude
K are depicted as circles. The dashed red curve corresponds to
the theoretically expected values [Eq. (3)]. (c) Quasimomentum
distribution of the BEC after 27 ms time of flight for different
values of K. The Peierls phase as a function of K is deduced
from the observed shifts of the interference patterns.
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FIGURE 6.9. Exemples de modification de l’effet tunnel dans des réseaux à une
dimension. (a) Changement du signe du coefficient tunnel par une modulation
sinusoïdale du réseau (Lignier et al. 2007). (b) Changement de la phase du coeffi-
cient tunnel et décalage des pics en impulsion observés après temps de vol (Struck
et al. 2012)).

où les Jn désignent les fonctions de Bessel de première espèce. Cette renor-
malisation du coefficient tunnel, avec son possible changement de signe, a
été vue dans une expérience menée avec des atomes de rubidium par Li-
gnier et al. (2007) (figure 6.9a).

Modulation asymétrique. Supposons maintenant qu’on prenne une mo-
dulation de la position du réseau qui ne soit pas invariante par renverse-
ment du temps, comme la dent de scie asymétrique de la figure 6.10 : le
réseau se déplace à vitesse v1 > 0 pendant une durée T1, puis à vitesse
v2 < 0 pendant une durée T2, avec

v1T1 + v2T2 = 0, T = T1 + T2, (6.48)

de sorte que le déplacement moyen sur une période T est nul. Dans ce cas,
la moyenne sur le temps de la fonction eiMaẋ0(t)/~ est a priori complexe :

J̄

J
= 〈eiMaẋ0(t)/~〉 =

T1

T
eiMav1/~ +

T2

T
eiMav2/~. (6.49)

Dans le cas 1D, une phase non nulle du coefficient tunnel se manifeste par
un décalage de l’impulsion correspondant au bas de la bande considérée.
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FIGURE 6.10. Modulation de la position d’un réseau optique 1D conduisant à un
coefficient tunnel complexe (voir aussi Struck et al. (2012)).

Ce décalage, analogue à celui créé par un potentiel vecteur uniforme sur
une particule libre et décrit au chapitre 5, a été observé par Struck et al.
(2012) dans une expérience de temps de vol (figure 6.9b).

3-2 Le cas unidimensionnel (version 2).

Supposons maintenant que l’hamiltonien Ĥ0 contienne, en plus des
termes tunnel, un potentiel linéaire statique

Ĥ0 = −J
∑
j

(|wj+1〉〈wj | + |wj〉〈wj+1|)− ~Ω0

∑
j

j |wj〉〈wj |. (6.50)

En absence de modulation, on sait que les états propres sont les fonctions
de Wannier–Stark localisées. Supposons maintenant que l’on module le ré-

seau de manière sinusoïdale avec une pulsation Ω voisine de (ou égale à)
Ω0. On s’attend à induire une résonance entre sites adjacents qui va restau-
rer la conduction sur le réseau. Pour confirmer cette intuition, procédons
comme ci-dessus ; nous écrivons le vecteur d’état à l’instant t sous la forme

|Ψ(t)〉 =
∑
j

αj(t) eijΩ0t |wj〉, (6.51)

et déduisons de l’équation de Schrödinger obtenue après la transformation
unitaire (6.39) l’évolution des amplitudes de probabilité αj

i ~ α̇j = −J
(
αj+1 e−i (Maẋ0(t)/~−Ω0t) + αj−1 e+i (Maẋ0(t)/~−Ω0t)

)
. (6.52)

Pour

Ω = Ω0,
Ma

~
ẋ0(t) = ξ0 sin(Ωt+ φ), (6.53)

on obtient de nouveau, après moyenne sur le temps, une équation d’évo-
lution pour les αj qui est identique à celle d’un réseau statique :

i ~ α̇j = −J̄∗αj+1 − J̄αj−1 (6.54)

avec un coefficient tunnel renormalisé complexe :

J̄ = J〈ei[ξ0 sin(Ωt+φ)−Ω0t]〉 = J J1(ξ0) eiφ. (6.55)

On a donc réussi par cette procédure à « imprimer » la phase φ de la mo-
dulation sur le coefficient tunnel J̄ , ce qui était le but recherché : si cette
méthode peut se généraliser à 2D, on disposera d’un moyen pour simuler
un champ magnétique non nul sur le réseau.

3-3 Le cas bi-dimensionnel.

Nous avons vu dans ce qui précède deux manières de rendre le coeffi-
cient tunnel complexe dans un problème uni-dimensionnel. Elles peuvent
toutes les deux se généraliser à deux dimensions, mais conduisent à des
résultats différents.
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– La méthode de la modulation asymétrique de la figure 6.10 est géné-
ralisable par exemple à un réseau triangulaire 8 (Struck et al. 2013).
En pratique, on choisit une modulation qui fait tourner chaque site du
réseau sur une orbite fermée. Cette méthode conduit alors à un flux al-
terné, avec par exemple une phase positive pour les triangles « pointe
en haut » et une phase négative pour les triangles « pointe en bas ».

– La méthode vue en § 3-2, combinant réseau tilté et modulation ré-
sonante, présente certaines difficultés à être transposée telle quelle
[voir par exemple la proposition de Kolovsky (2011) et sa critique par
Creffield & Sols (2013)]. Pour contourner ces difficultés, il vaut mieux
abandonner l’idée d’une modulation globale du réseau, où tous les
sites bougent de la même quantité r0(t), pour passer à une modula-
tion locale, où chaque site j, l bouge de manière différente de ses voi-
sins. C’est ce type de modulation que nous allons maintenant explorer
(Aidelsburger et al. 2013; Miyake et al. 2013).

Partons d’un réseau « tilté » dans la direction horizontale, c’est-à-dire le
réseau de base auquel on ajoute un potentiel linéaire constant qui déplace
l’énergie du site (j, l) de la quantité j ~Ω0 :

Ĥ0 =
∑
j,l

j~Ω0|wj,l〉〈wj,l| − J
∑
j,l

(|wj+1,l〉〈wj,l| + |wj,l+1〉〈wj,l|) + h.c.

(6.56)
Nous allons supposer dans ce qui suit que ~Ω0 � J , ce qui signifie que l’ef-
fet tunnel le long de la direction x est pratiquement inhibé (les fonctions de
Wannier–Stark coïncident avec les fonctions de Wannier), alors que l’effet
tunnel selon y est inchangé.

Ajoutons à ce terme statique un potentiel dépendant du temps, qui
vient moduler l’énergie de chaque site avec une pulsation Ω :

V̂ (t) =
∑
j,l

~Ω1 sin(Ωt− θj,l). (6.57)

Nous allons utiliser cette modulation pour rétablir un effet tunnel réson-
nant (Ω ∼ Ω0) dans la direction x, mais le coefficient tunnel correspondant

8. Elle ne fonctionne pas pour un réseau carré ou hexagonal, ou plus généralement pour
un réseau dans lequel chaque plaquette possède des bords parallèles deux à deux, car les
phases des deux coefficients tunnels correspondants s’annulent alors systématiquement.

va acquérir une phase qui sera relié à θj,l. Notons qu’un tel potentiel peut
être réalisé en superposant au réseau optique de base le potentiel dipolaire
créé par une onde stationnaire composée elle-même de deux ondes lumi-
neuses progressives de pulsation ω1 et ω2 = ω1 + Ω et de vecteurs d’ondes
k1 et k2. La phase θj,l est alors linéaire en j et l :

θj,l = (k2 − k1) · r ≡ ηxj + ηyl. (6.58)

Considérons maintenant l’évolution du vecteur d’état

|Ψ(t)〉 =
∑
j,l

αj,l(t)|wj,l〉 (6.59)

sous l’effet de l’hamiltonien total Ĥ0 + V̂ (t) :

iα̇j,l = [jΩ0 + Ω1 sin(Ωt− θj,l)]αj,l −
J

~
(αj+1,l + αj−1,l + αj,l+1 + αj,l−1)

(6.60)
Cette équation contient des termes d’évolution rapide, avec les fréquences
caractéristiques Ω et Ω0, et des termes plus lents avec la fréquence carac-
téristique J/~. Pour travailler avec des variables lentes, il est commode
d’introduire

α̃j,l(t) = αj,l(t) exp

{
i

[
jΩ0t−

Ω1

Ω
cos(Ωt− θj,l)

]}
, (6.61)

qui conduit à l’équation pour les variables tildées

i ˙̃αj,l = −J
~

[
F (j, l, t) α̃j+1,l + G(j, l, t) α̃j,l+1 + . . .

]
(6.62)

où les points de suspension correspondent aux transitions (j, l)→ (j−1, l)
et (j, l)→ (j, l − 1).

Puisqu’on s’intéresse maintenant à des variables lentes, on peut moyen-
ner les coefficients F (j, l, t) et G(j, l, t) sur une période de l’oscillation for-
cée 2π/Ω en se plaçant exactement à la condition de résonance Ω = Ω0. On
trouve :

〈F (j, l, t)〉 = 〈exp

{
i

[
−Ω0t+

Ω1

Ω
(cos(Ωt− θj+1,l)− cos(Ωt− θj,l))

]}
〉

= 〈e−iΩ0t exp

[
2i

Ω1

Ω
sin((θj+1,l − θj,l)/2) sin(Ωt− (θj,l + θj+1,l)/2)

]
〉

= J1

(
2Ω1

Ω
sin(ηx/2)

)
e−iθj,l (6.63)
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où on a utilisé θj+1,l − θj,l = ηx et (θj,l + θj+1,l)/2 = θj,l + ηx/2 (la phase
globale eiηx/2 est ensuite omise). De même, on obtient

〈G(j, l, t)〉 = J0

(
2Ω1

Ω
sin(ηy/2)

)
(6.64)

si bien que l’hamiltonien effectif après moyenne sur une période tempo-
relle s’écrit :

Ĥ = −Jx
∑
j,l

(
e−iθj,l |wj+1,l〉〈wj,l| + h.c.

)
− Jy

∑
j,l

(|wj,l+1〉〈wj,l| + h.c.)

(6.65)
avec

Jx = J J1

(
2Ω1

Ω
sin(ηx/2)

)
, Jy = J J0

(
2Ω1

Ω
sin(ηy/2)

)
. (6.66)

Pour vérifier que cet hamiltonien correspond bien à ce que l’on cherche,
on calcule finalement le flux sur une plaquette :

q

~
Φj,l = φ(j, l→ j + 1, l) + φ(j + 1, l→ j + 1, l + 1)

+ φ(j + 1, l + 1→ j, l + 1) + φ(j, l + 1→ j, l)

= −θj,l + θj,l+1

= ηy. (6.67)

On constate donc qu’il faut prendre à la fois ηy 6= 0 pour que ce flux soit
lui-même non nul, et ηx 6= 0 pour le coefficient tunnel Jx soit non nul.

3-4 Exemple d’expériences avec un réseau secoué

Plusieurs expériences ont récemment montré la validité du principe
permettant de générer un champ artificiel à partir d’un réseau secoué (Ai-
delsburger et al. 2013; Miyake et al. 2013; Struck et al. 2013). Nous montrons
sur la figure 6.11 les résultats du groupe de Munich, obtenus en isolant à
l’aide d’un super réseau des plaquettes de 2 × 2 sites dans le plan xy. La
présence du champ magnétique artificiel est révélée par le mouvement cy-
clotron des atomes dans ces plaquettes, avec la chiralité attendue. Ces ex-
périences ont ensuite été étendues au cas où les plaquettes sont connectées
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t

ẋ0(t)

T1 T2

T
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v2

on for 4 ms with strength V0
K ¼ 9:9ð2ÞErK, where ErK ¼

h2=ð2m!2
KÞ. Afterwards, we measured the fraction of

atoms transferred to odd sites nodd as a function of the
frequency difference ! for a fixed value of the magnetic
field gradient. Even-odd resolved detection was achieved
by transferring atoms in odd sites to a higher Bloch band
and applying a subsequent band-mapping sequence
[22,25]. As shown in the inset of Fig. 2(b), atoms are
transferred resonantly to odd sites when the frequency of
the running-wave beams matches the energy offset !
between neighboring sites. We measured the resonance
frequency !res for various values of the magnetic field
gradient and observed a large tunability up to about
!=h$ 10 kHz [Fig. 2(b)].

The spatial distribution of the local fluxes induced by the
running-wave beams was revealed by a series of measure-
ments in isolated four-site square plaquettes using optical
superlattices. This was achieved by superimposing two
additional standing waves along x and y with wavelength
!li ¼ 2!i, i 2 fx; yg. The resulting potential along x is
VðxÞ ¼ Vlxsin

2ðkxx=2þ ’x=2Þ þ Vxsin
2ðkxxÞ, where Vlx

is the depth of the ‘‘long’’ lattice. The superlattice potential
along y is given by an analogous expression. The depths of
the lattices and the relative phases ’x and ’y can be
controlled independently. For ’x ¼ ’y ¼ 0, we realize
symmetric double well potentials along x and y to isolate
individual plaquettes (Fig. 3). Because of the presence of
the magnetic field gradient, the plaquettes are tilted along
x, with an energy offset ! for j"i atoms and &! for j#i
atoms. The four sites of the plaquette are denoted as A, B,
C, and D (Fig. 3). The experiment started by loading
spin-polarized single atoms into the ground state of
the tilted plaquettes: j"0

" i ¼ ðjAiþ jDiÞ=
ffiffiffi
2

p
and j"0

# i ¼
ðjBiþ jCiÞ=

ffiffiffi
2

p
, for j"i and j#i, respectively {Fig. 3(a) and

Ref. [22]}. After switching on the running-wave beams,
the atoms couple to the B and C sites (j"i atoms) and A and
D sites (j#i atoms). Without the artificial magnetic field,
the atoms would oscillate periodically between left and
right, but due to the phase imprinted by the running-wave
beams, the atoms experience a force perpendicular to their
velocity similar to the Lorentz force acting on a charged
particle in a magnetic field. We measured the time
evolution of the atom population on different bonds
(Nleft ¼ NA þ ND, Nright ¼ NB þ NC, Nup ¼ NC þ ND,
and Ndown ¼ NA þ NB), with Nq being the atom popula-
tion per site (q ¼ A, B, C, D), by applying the even-odd
resolved detection along both directions independently
[22]. From this, we obtained the mean atom positions
along x and y, hXi ¼ ðNright & NleftÞdx=2N and hYi ¼
ðNup & NdownÞdy=2N, with N being the total atom number.
As shown in Fig. 3(a), the mean atom position follows a
small-scale quantum analog of the classical cyclotron orbit
for charged particles. Starting with equally populated sites
A and D, spin-up atoms experience a force along y, which
is perpendicular to the initial velocity and points towards

the lower bond in the plaquette (A and B sites). Spin-down
atoms, initially with opposite velocity, also move towards
the lower bond. Therefore, the chirality of the cyclotron
orbit is reversed, revealing the spin-dependent nature of the
artificial magnetic field [Fig. 3(a)]. The value of the mag-
netic flux per plaquette # ¼ 0:73ð5Þ ' "=2, measured in
our previous work [12], is used for the fits in Fig. 3. The
difference from # ¼ "=2, expected for a homogeneous
lattice, stems from the smaller distance between lattice
sites inside the plaquettes when separated.
To further demonstrate the uniformity of the magnetic

field, we performed the same set of measurements in
plaquettes shifted by one lattice constant along x. This

A

D C

B A

D C

B

A

D C

B A

D C

B

(a)

(b)

FIG. 3 (color). Quantum cyclotron orbits obtained from the
mean atom positions along x and y, hXi=dx and hYi=dy, for
J=K ( 2 [22]. Every data point is an average over three indi-
vidual measurements. The solid gray lines show the fit of the
theoretically expected evolution to the data, which was obtained
from a numerical calculation solving the time-dependent
Schrödinger equation of the 4' 4 Hamiltonian. The oscillation
amplitudes and offsets were fitted independently along x and y,
whereas the time offset #¼0:12ð5Þms and flux #¼0:73ð5Þ'
"=2 were fixed (see the main text and the Supplemental Material
[22]). The schematics illustrate the superlattice potentials used to
partition the lattice into plaquettes together with the initial state
for j"i atoms (green) and j#i atoms (blue) and the direction of the
flux. The superlattice potential along x is shifted by one lattice
constant for the experimental results in (b) with respect to the
ones in (a) to demonstrate the uniformity of the artificial mag-
netic field.

PRL 111, 185301 (2013) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
week ending

1 NOVEMBER 2013

185301-3

FIGURE 6.11. Trajectoires cyclotron obtenues dans un réseau secoué par Aidels-
burger et al. (2013). La ligne grise représente un fit du résultat attendu théori-
quement, obtenu à partir d’une résolution de l’équation de Schrödinger pour une
plaquette. Chaque plaquette comprend 2 × 2 sites, et est obtenue grâce à deux
super-réseaux dans les directions x et y.

entre elles selon une des deux directions de l’espace, réalisant alors une
échelle. Dans cette géométrie d’échelle, les chercheurs de Munich ont mis
en évidence un analogue de l’effet Meissner (Atala et al. 2014).

4 Réseaux combinant différents états internes

Le fait d’utiliser plusieurs états internes dans un réseau optique vient
donner un degré de liberté très appréciable pour « imprimer » une phase
lors du passage d’un site à l’autre du réseau. Le processus en jeu dans ce cas
est l’effet tunnel assisté par laser, que nous allons présenter tout d’abord
sur un système simple, uni-dimensionnel, avant de passer ensuite au cas
d’un réseau infini à deux dimensions.
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FIGURE 6.12. Gauche : échelle infinie de sites composée de deux montants séparés
par une distance a. Les barreaux de l’échelle sont équidistants (écart b). Une parti-
cule chargée peut sauter d’un site à l’autre par effet tunnel. Un champ magnétique
uniforme perpendiculaire à l’échelle induit un flux Φ par plaquette. Droite : simu-
lation de cette échelle avec un double réseau optique, piégeant un atome dans un
des deux états internes |g〉 et |e〉. Un faisceau laser se propageant selon la direc-
tion du réseau induit une transition |g〉 ↔ |e〉, analogue à l’effet tunnel le long des
barreaux de l’échelle de gauche. La phase du laser φ = ky varie linéairement avec
l’indice j des barreaux et « s’imprime » sur l’élément de matrice correspondant, ce
qui permet de simuler un flux magnétique.

4-1 L’effet tunnel assisté par laser sur une échelle

Il s’agit de simuler une géométrie de sites situés sur une échelle à deux
montants, représentée sur la figure 6.12. Cette échelle est plongée dans un
champ magnétique et nous supposons qu’elle est bien décrite dans le cadre
de l’approximation des liaisons fortes. Le champ magnétique est comme
précédemment caractérisé par le flux Φ à travers chaque plaquette.

Pour cette simulation, nous allons utiliser un atome à deux états in-
ternes, notés |g〉 et |e〉. Un potentiel de piégeage, de type réseau optique le
long de la direction y, permet de localiser les atomes sur les montants de
l’échelle. Ce potentiel est choisi différent pour |g〉 et pour |e〉, ce qui per-
met de localiser chacun de ces deux états sur un montant différent (|g〉 à
gauche, |e〉 à droite).

Nous supposons ces deux états internes stables (pas d’émission spon-
tanée) et nous considérons une transition laser qui permet de provoquer
une transition résonante entre eux. En pratique, si on considère des atomes
« à deux électrons externes », comme l’Ytterbium, ces deux états corres-
pondront respectivement à l’état fondamental (1S0) et à l’état excité de très
longue durée de vie (3P0). Pour des atomes alcalins, on utilisera pour |g〉
et |e〉 deux sous-niveaux issus de l’état fondamental et la transition cou-
plant ces deux états sera une transition Raman, impliquant un processus
d’absorption et un processus d’émission stimulée.

Plaçons-nous dans un modèle à une bande et notons |wgj 〉 et |wej 〉, j ∈ Z,
les états spatiaux pour les deux niveaux internes. Pour simplifier, nous sup-
poserons les fonctions d’onde correspondantes identiques, à une transla-
tion près :

wgj (r) = w0(x, y − jb), wej (r) = w0(x− a, y − jb). (6.68)

En absence de laser, on est donc en présence de deux réseaux optiques 1D
découplés, avec l’hamiltonien écrit dans l’approximation des liaisons fortes

Ĥ = Ĥg + Ĥe, Ĥα = −Jy
∑
j∈Z
|wαj+1〉〈wαj |+ h.c., α = g, e. (6.69)

Pour coupler ces deux réseaux, considérons un faisceau laser résonnant
avec la transition |g〉 ↔ |e〉, avec un vecteur d’onde k parallèle à l’axe y des
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réseaux. Le couplage atome-laser s’écrit

V̂ =
~κ
2

eiky |e〉〈g|+ h.c. (6.70)

Réécrivons ce couplage à l’aide des |wαj 〉 ; compte tenu de la restriction à
une seule bande, on a la relation de fermeture pour les espaces de Hilbert
interne et externe

1̂ = |g〉〈g| ⊗

∑
j∈Z
|wgj 〉〈wgj |

 + |e〉〈e| ⊗

∑
j∈Z
|wej 〉〈wej |

 . (6.71)

En insérant cette relation de fermeture à gauche et à droite de V̂ , on obtient

V̂ =
∑
j,j′

Vj,j′ |e, wj〉〈g, wj′ |+ h.c. (6.72)

avec
Vj,j′ =

~κ
2

∫
wej (r) eiky wgj′(r) d2r . (6.73)

Puisque nous nous sommes placés dans l’approximation des liaisons
fortes, les fonctions d’onde wej (r) et wgj′(r) sont bien localisées et on peut
considérer que leur recouvrement est négligeable dès que l’on prend j 6= j′.
On peut alors simplifier le coefficient Vj,j′

Vj,j′ ≈ δj,j′
~κ
2

∫
w0(x− a, y − jb) eiky w0(x, y − jb) d2r

≈ δj,j′ Jx eijkb, (6.74)

où le coefficient tunnel Jx est proportionnel à la fréquence de Rabi et au
recouvrement des fonctions de Wannier pour les états internes |g〉 et |e〉 :

Jx =
~κ
2

∫
w0(x− a, y) eiky w0(x, y) d2r. (6.75)

Pour une fonction w0(x, y) invariante par réflexion y → −y, ce coefficient
Jx est réel :

Jx =
~κ
2

∫
w0(x− a, y) cos(ky) w0(x, y) d2r. (6.76)
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FIGURE 6.13. Simulation d’une double échelle avec un atome à trois niveaux in-
ternes (Celi et al. 2014). Ce schéma de niveau peut donner naissance à un spectre
voisin du papillon de Hofstadter et à des états de bords correspondant à des cou-
rants opposés dans les états |g1〉 et |g3〉.

L’expression (6.74) correspond à ce que l’on cherche : on a un coeffi-
cient tunnel complexe dont la phase croît linéairement avec l’indice j de
sorte que la phase totale accumulée sur le pourtour d’une plaquette est
non nulle :

|g, j〉 Jy−→ |g, j + 1〉 Jxei (j+1)kb

−→ |e, j + 1〉 Jy−→ |e, j〉 Jxe−i jkb

−→ |g, j〉 (6.77)

soit une phase
(j + 1)kb− jkb = kb (6.78)

qui est la même pour toutes les plaquettes : on simule ainsi une échelle à
deux sites avec un champ magnétique uniforme tout le long de l’échelle.

Réseau de dimension artificielle. On peut remarquer que dans la simu-
lation de l’échelle qui précède, rien n’impose à la longueur a d’être non
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nulle. L’échelle peut avoir une double nature, réelle dans l’espace selon la
direction y et fictive (n’impliquant que les degrés de liberté internes) selon
la direction y. La nécessité d’avoir une longueur a non nulle ne viendra que
plus loin, lorsqu’on cherchera à augmenter le nombre de sites dans la di-
rection x. Partant de cette remarque, Celi et al. (2014) ont proposé d’étendre
le traitement précédent à un atome à N états internes, |gn〉, n = 1, . . . , N en
choisissant un couplage atome lumière qui induit les transitions

|gn, j〉 Jxei jkb

−→ |gn+1, j〉. (6.79)

Ceci permet de simuler une échelle dont les barreaux sont situés dans l’es-
pace réel et les N montants sont associés aux N états internes. Pour une
implémentation pratique de ce dispositif, on peut prendre par exemple
N = 3 et prendre pour les |gn〉 les trois états Zeeman m = 0,±1 d’un
niveau fondamental atomique de moment cinétique 1 (figure 6.13).

4-2 Passage à un réseau bi-dimensionnel

Nous allons maintenant chercher à étendre le schéma de l’échelle consi-
dérée ci-dessus à un réseau bi-dimensionnel. Dans ce cas, la longueur a est
bien réelle et on considère une série de réseaux 1D correspondant alterna-
tivement à l’état interne |g〉 et à l’état interne |e〉. On reconstitue ainsi un
réseau à deux dimensions dont les sites (j, l) sont par convention occupés
par un atome dans l’état |g〉 (resp. |e〉) si l’indice j du site est pair (resp.
impair).

En analysant précisément les phases correspondant à l’effet tunnel as-
sisté par laser, on constate que ce réseau correspond en fait à un flux al-
terné. Alors qu’un flux uniforme est obtenu en prenant de manière systé-
matique

|j, l〉 ei lkb

−→ |j + 1, l〉 (6.80)

on a ici (cf. figure 6.14)

|j, l〉 ei lkb

−→ |j + 1, l〉 si j pair (6.81)

car cela correspond à une transition |g〉 −→ |e〉 (similaire à ce qu’on a vu
ci-dessus) et

|j, l〉 e−i lkb

−→ |j + 1, l〉 si j impair (6.82)
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FIGURE 6.14. Réalisation d’un réseau carré à flux alterné : on utilise un seul
faisceau lumineux pour générer l’effet tunnel assisté par laser.

correspondant à une transition |e〉 −→ |g〉. La somme de la phase accu-
mulée quand on parcourt une plaquette a donc un signe qui alterne d’une
colonne à l’autre.

Ce réseau à flux alterné présente des propriétés intéressantes quand on
prend en compte les interactions (Möller & Cooper 2010), mais il ne cor-
respond pas à ce que la simulation du magnétisme homogène recherchée.
Il reste à « rectifier » le champ magnétique pour obtenir un flux de même
signe sur chaque plaquette.

4-3 Rectification du flux

Plusieurs techniques ont été proposées pour passer du flux magnétique
alterné de la figure 6.14 à un flux homogène. La proposition initiale de
Jaksch & Zoller (2003) faisait appel à l’application d’un potentiel supplé-
mentaire linéaire pour lever la dégénérescence entre les différentes transi-
tions |e〉 −→ |g〉 possibles. Une version légèrement différente, mieux ap-
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propriée aux atomes alcalino-terreux qui sont les plus prometteurs pour
ce type d’étude, a été proposée par Gerbier & Dalibard (2010). Son prin-
cipe est esquissé sur la figure 6.15. Grâce à un super-réseau optique selon
la direction x, de période double de celle du réseau principal, on module
l’énergie des états internes |g〉 et |e〉 entre deux valeurs, correspondant aux
disques pleins et aux disques creux de la figure 6.15. Les différentes tran-
sitions |e〉 −→ |g〉 sont assurées par des faisceaux lumineux se propageant
selon +uy ou −uy et de fréquence bien choisie, pour assurer que la phase
accumulée autour de chaque plaquette reste partout la même.

5 Remarques finales

Est-ce utile de mettre en jeu plusieurs états internes ?

Nous avons exploré dans cette section deux approches possibles pour
réaliser un hamiltonien de type Hofstadter. La première n’utilise pas de
transitions entre états internes atomiques et consiste à moduler dans le
temps certains paramètres du réseau ; la phase de cette modulation va être
transférée aux atomes et jouer le rôle de phase Aharonov–Bohm. La se-
conde approche utilise des transitions entre états internes induites par des
faisceaux auxiliaires. Quand un atome absorbe un de ces photons auxi-
liaires, la phase du faisceau s’imprime sur la fonction d’onde atomique, ce
qui génère l’effet recherché.

Comparons maintenant les avantages et inconvénients de ces deux mé-
thodes. La première approche ne fait pas appel à des faisceaux lumineux
proches de résonance et évite donc en principe tout problème de chauf-
fage lié au phénomène d’émission spontanée de photons. En revanche, elle
impose des contraintes assez fortes sur l’amplitude des coefficients tun-
nel réalisables. Pour chiffrer ces contraintes, introduisons le gap ∆ entre
la bande fondamentale avec laquelle on souhaite travailler et la première
bande excitée. Toute notre analyse a été fondée sur un calcul mono-bande
et elle n’est donc valable que si le taux de transfert vers la bande excitée est
négligeable. Pour cela, il faut que le décalage en énergie ~Ω0 entre les deux
fonctions de Wannier localisées sur deux sites adjacents soit petit devant le
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FIGURE 6.15. Simulation d’un flux uniforme avec des atomes à deux états in-
ternes |g〉 et |e〉 piégés dans un réseau optique. Un super-réseau dans la direction
x module l’énergie des états |g〉 entre deux valeurs, représentées par des disques
rouges alternativement pleins et creux. Il en va de même pour les états |e〉. On
génère ainsi 4 fréquences de transitions différentes pour |e〉 −→ |g〉. Deux de ces
transitions, marquées par une double flèche en trait plein, sont induites par le fais-
ceau lumineux venant du bas ; les deux autres, marquées par une double flèche en
trait pointillé, sont induite par le faisceau lumineux venant du haut. De la sorte,
le signe de la phase accumulée sur chaque plaquette est constant, ce qui correspond
au flux uniforme recherché.
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gap entre les deux bandes :

~Ω0 � ∆. (6.83)

Nous avons vu que pour induire de manière efficace un effet tunnel entre
sites adjacents, il fallait choisir la fréquence de modulation Ω voisine de Ω0.
Cette fréquence Ω caractérise la partie rapide de l’évolution de la fonction
d’onde et l’effet tunnel renormalisé

J̄ = J J1(ξ) eiφ (6.84)

caractérise quant à lui la partie lente de cette évolution. Au final, on arrive
donc à la hiérarchie d’inégalités

|J̄ | ≤ J � Ω ≈ Ω0 � ∆. (6.85)

Le désaccord ∆ ne peut pas être pris très grand devant l’énergie de re-
cul, sinon l’effet tunnel J devient négligeable. L’ordre de grandeur des co-
efficients tunnel J̄ que l’on peut réaliser par cette méthode est donc par
construction faible.

Pour des atomes alcalino-terreux, l’utilisation d’états internes peut se
faire sans risque de chauffage par émission spontanée, car la durée de vie
de l’état excité |e〉 est très grande devant toute durée réaliste d’une expé-
rience. La contrainte principale est donc de ne pas peupler une bande exci-
tée dans la transition |g〉 → |e〉, ce qui impose de prendre une fréquence de
Rabi κ petite devant ∆/~. Le coefficient tunnel obtenu est alors de l’ordre
de ~κ, avec un coefficient de réduction qui fait intervenir le recouvrement
entre les fonctions de Wannier pour |g〉 et |e〉. On arrive donc à la série
d’inégalités :

J̄ ≤ ~κ� ∆. (6.86)

Cette série est moins contraignante que (6.85) et on peut donc s’attendre
à des coefficients tunnels potentiellement plus grands pour cette approche
qui tire profit de plusieurs états internes.

Notons pour terminer que nous n’avons pas pris en compte ici les effets
à plusieurs particules ; ces derniers peuvent conduire à des effets notable-
ment différents, selon que tous les atomes sont dans le même état interne
ou que plusieurs états sont occupés, avec la possibilité d’avoir des colli-
sions inélastiques entre atomes.

Tableau récapitulatif

Nous avons exploré au cours des trois derniers cours un certain nombre
de méthodes pour simuler un magnétisme orbital ou un couplage spin-
orbite avec des atomes neutres. Comme nous l’avions annoncé initiale-
ment, ces méthodes peuvent être classées selon au moins deux critères :
(i) utilise-t-on ou non plusieurs états internes ? (ii) l’hamiltonien est-il ou
non dépendant du temps ? Nous avons résumé ces différentes approches
dans le tableau 6.16. Chaque case de ce tableau a été illustrée, parfois de
plusieurs manières, dans ces cours 9. Selon les espèces atomiques considé-
rées et les phénomènes recherchés, on pourra privilégier l’une ou l’autre
de ces approches, aucune ne s’étant encore imposée comme une stratégie
universelle pour étudier l’ensemble des phénomènes liés au magnétisme
orbital.

Bilan&sur&les&méthodes&pour&simuler&un&magné3sme&orbital&

Hamiltoniens&&
indépendant&du&temps&

Hamiltoniens&&
dépendant&du&temps&

pulsa3on&Ω"

Pas&d’u3lisa3on&
d’états&internes&

U3lisa3on&
d’états&internes&

Rota3on&à&moment&&
ciné3que&conservé&&&&&&&&

Phase&de&Berry&
Réseaux&de&flux&

Effet&tunnel&assisté&par&laser&
Couplage&spinDorbite&

⌦ ⇠ !c&&&&&&&&&&&&&&:&rota3on&forcée&
avec&agitateur&tournant&

⌦ � !c :&réseaux&secoués&

Couplage&spinDorbite&

But&:&aGeindre&une&fréquence&cyclotron&&&&&&&donnée&ou&un&couplage&spinDorbite&!c

FIGURE 6.16. Classification des procédures pour générer du magnétisme orbital
artificiel (pulsation cyclotron ωc) ou un couplage spin-orbite.

9. à l’exception de la case en bas à droite. Pour cette dernière, on pourra consulter par
exemple Xu et al. (2013); Anderson et al. (2013); Goldman & Dalibard (2014).
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