
Chapitre 4

L’état fondamental du gaz de Bose :
LHY, spectre d’excitation et gouttelettes quantiques
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Nous continuons dans ce chapitre l’étude du gaz de Bose dilué en nous
intéressant à la fois à l’énergie de son état fondamental et à son spectre
d’excitation. Grâce à l’approche de Bogoliubov, nous connaissons l’expres-
sion de l’énergie E0 du fondamental pour un gaz de densité n = N/L3 :

E0

L3
=

1

2
gn2

[
1 + α

√
na3 + . . .

]
avec α =

128

15
√
π
≈ 4.8, (1)

où a est la longueur de diffusion caractérisant les interactions en onde s
et g ≡ 4π~2a/m. Le terme dominant gn2/2 représente le terme de champ
moyen et le terme suivant est la correction de LEE, HUANG et al. (1957)
décrivant (à l’ordre le plus bas) l’effet des fluctuations quantiques.

L’expression (1) résulte d’une approximation quadratique de l’hamilto-
nien vis-à-vis des opérateurs ak et a†k avec k 6= 0, détruisant et créant une
particule dans un état d’impulsion non nulle. Cette approximation quadra-
tique est valable quand la déplétion quantique n′/n = (N − N0)/N don-
nant la fraction d’atomes en dehors de l’état k = 0 est faible. L’approche de
Bogoliubov permet d’estimer cette déplétion :

n′

n
≈ 8

3
√
π

√
na3, (2)

ce qui fait apparaître le paramètre
√
na3. La condition d’auto-cohérence de
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CHAPITRE 4 : ÉTAT FONDAMENTAL DU GAZ DE BOSE § 1.

l’approche de Bogoliubov s’écrit donc

√
na3 � 1. (3)

Le spectre d’excitation se déduit de l’expression de l’hamiltonien après
les transformations canoniques de Bogoliubov, qui introduisent des nou-
veaux opérateurs bosoniques bk, b

†
k :

Ĥ = E0 +
∑

k 6=0

~ωk b
†
kbk (4)

avec pour l’approche pseudo-potentiel :

~ωk = [εk (εk + 2gn)]
1/2

, εk =
~2k2

2m
. (5)

L’action de b†k sur le vide de Bogoliubov crée donc une quasi-particule
d’impulsion ~k et d’énergie ~ωk. La dépendance en k de ωk permet d’em-
blée d’identifier la valeur caractéristique k0 (cf. figure 1)

~2k20
2m

= gn ⇒ k0 =
1

ξ
=
√

8πna. (6)

Pour k � k0, on trouve le régime phononique ωk ≈ ck, avec la vitesse du
son c = ~k0/

√
2m. Pour k � k0, on trouve le régime de particule libre

~ωk ≈ εk + gn. Rappelons l’origine du déplacement d’énergie gn dans
ce régime : il doit être compris comme la différence gn = 2gn − gn. Le
premier terme 2gn représente l’énergie d’interaction totale (terme direct +
terme d’échange) de la particule excitée d’impulsion ~k avec le conden-
sat de densité n ; le second terme correspond à l’énergie initiale gn de la
particule quand elle fait partie du condensat (terme direct).

Cette relation de dispersion, tracée en figure 2, est obtenue en suppo-
sant un fluide de faible densité [cf. (3)] et ne permet donc pas de décrire les
systèmes en interaction forte comme l’hélium liquide : en particulier, elle
ne contient pas sa fameuse structure en roton-maxon reportée sur la figure 3.
En revanche, elle est en principe bien adaptée à la description des conden-
sats de Bose-Einstein gazeux, tout du moins tant que l’on ne s’approche
pas trop près d’une résonance de diffusion.
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Bilan (suite) : Le spectre d’excitation

Hamiltonien de Bogoliubov après sa diagonalisation par une transformation canonique

Ĥ′ ′ = E0 + ∑
k≠0

ℏωk b†
k bk

avec dans la limite  :k ≪ 1/b, 1/a ℏωk = [ϵk (ϵk + 2ng)]
1/2

k

k0 = 1
ξ

≡ 8πna

ϵk ≪ gn ϵk ≫ gn

ℏωk ≈ ℏck
phonons

ℏωk ≈ ϵk + gn
particules libres

Remarque :             
a
ξ

= 8πna3 ≪ 1 ⇒ 1
ξ

≪ 1
a Typiquement, ξ ∼ 500 nm, a ∼ 5 nmFIGURE 1. Les deux régimes de valeurs de k pour le pseudo-potentiel dans le cadre

de l’approche de Bogoliubov. Une autre valeur caractéristique de k, de l’ordre de
1/a � k0, apparaîtra plus loin. Par ailleurs, pour un potentiel de portée finie b,
l’échelle k ∼ 1/b peut également jouer un rôle important (cf. cours 3).

Dans ce chapitre, nous allons commencer par décrire les mesures ex-
périmentales de l’énergie LHY faites sur des gaz atomiques dilués. Nous
passerons ensuite aux mesures du spectre d’excitation : nous présenterons
d’abord les résultats désormais classiques de STEINHAUER, OZERI et al.
(2002) qui sont très bien décrits par (5). Ces mesures ont été faites à la
fois dans le régime phononique et dans le régime de particule libre, mais
en gardant toujours ka � 1. Nous nous intéresserons ensuite à des expé-
riences plus récentes menées à Boulder (PAPP, PINO et al. 2008) et à Cam-
bridge (LOPES, EIGEN et al. 2017), qui ont étendu la plage de mesure à la
zone ka ∼ 1, ce qui a conduit à des déviations notables par rapport à (5).

La dernière partie de ce chapitre sera consacrée au cas d’un mélange
de deux gaz quantiques notés 1 et 2. Selon les valeurs des trois paramètres
d’interaction gij avec i, j = 1, 2, ce mélange peut être miscible ou immis-
cible dans le cadre de la théorie de champ moyen. En particulier, l’immis-
cibilité se produit quand la relation de dispersion du mélange homogène,
qui généralise (5), fait apparaître des fréquences ω complexes, conduisant
à des divergences exponentielles d’une petite perturbation initiale. Nous
verrons alors, suivant la proposition de PETROV (2015), comment il est
possible d’utiliser des effets LHY, donc au-delà du champ moyen, pour
stabiliser malgré tout ce mélange sous forme de gouttelettes quantiques.
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FIGURE 2. Relation de dispersion de Bogoliubov (5) en trait plein bleu avec k0 =
1/ξ =

√
8πna et εk0

= ~2k20/2m. La droite rouge tiretée correspond au régime
de phonons. La courbe pointillée violette donne la relation de dispersion d’une
particule libre εk = ~2k2/2m.

FIGURE 3. Spectre d’excitation pour l’hélium superfluide ; la courbe pointillée
représente les données expérimentales de DONNELLY, DONNELLY et al. (1981)
et les points avec barre d’erreur les résultats du calcul Monte Carlo quantique de
MORONI, GALLI et al. (1998). La ligne tiretée est une borne supérieure obtenue
à partir de l’approche de Feynman. Figure extraite de PITAEVSKII & STRINGARI

(2016).

1 Mesures de l’énergie LHY

1-1 Le problème des pertes à trois corps

La mesure quantitative de l’énergie LHY n’est pas aisée dans le me-
sure où elle n’est par définition (au moins pour un gaz à une seule com-
posante) qu’une petite correction par rapport à l’énergie de champ moyen.
On pourrait songer à accroître expérimentalement sa contribution relative
en augmentant momentanément la longueur de diffusion a grâce à une ré-
sonance de Feshbach, quitte à renoncer à l’approche de Bogoliubov pour
décrire précisément le système. On pourrait alors tirer parti du fait que
ELHY croît comme a5/2 [cf. (1)] alors que l’énergie de champ moyen ne
croît que comme a.

Néanmoins, cette augmentation de a ne peut pas se faire en pratique
jusqu’à des valeurs arbitrairement grandes. On est en effet limité par les
pertes par recombinaison à trois corps, dont le taux varie comme L3 ∼
~a4/m, à un facteur multiplicatif près, au voisinage d’une résonance de
diffusion (FEDICHEV, REYNOLDS et al. 1996). Dans ce processus, deux des
atomes forment une molécule de taille∼ a et d’énergie∼ −~2/ma2, le troi-
sième corps emportant l’énergie libérée lors de la formation du dimère fai-
blement lié. Ce dimère peut ensuite relaxer vers un état moléculaire plus
fortement lié et il s’échappe alors du piège confinant les particules. Pour
qu’une mesure de l’énergie LHY soit fiable, il faut que l’augmentation de
a ne soit faite que pendant une durée τ assez courte, telle que L3n

2τ � 1,
assurant ainsi que la densité varie peu pendant la mesure. Mais la du-
rée τ doit par ailleurs être au moins égale au temps que met le système
pour atteindre son équilibre pour la nouvelle valeur de a, typiquement
~/µ. Comme ordre de grandeur, on peut prendre ici la valeur du potentiel
chimique donné par la théorie de champ moyen, µ = gn. La conjonction
de ces deux inégalités entraîne :

~
µ
< τ <

1

L3n2
⇒ na3 � 1. (7)

À température nulle 1, l’étude d’un gaz de Bose à l’équilibre ne peut se

1. Nous verrons dans un prochain chapitre que cette condition peut être assouplie à tem-
pérature plus élevée, dans le régime non dégénéré, et qu’elle devient nλ3 � 1.
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faire que pour de faibles valeurs de na3 (pour une revue, voir CHEVY &
SALOMON (2016)).

Nous allons détailler dans ce qui suit quelques pistes qui ont été explo-
rées pour mettre en évidence cette énergie LHY.

1-2 Mode de respiration

Cette approche tire parti d’un résultat théorique important établi par
PITAEVSKII & ROSCH (1997). Considérons un condensat décrit par la théo-
rie de champ moyen, confiné dans un piège harmonique isotrope à deux
dimensions dans le plan xy, (i) sous forme de disque ou (ii) sous forme
d’un cigare très allongé d’axe z. Dans ces deux cas, le mode de respiration
dans le plan xy a toujours pour fréquence ωresp. = 2ω, où ω est la fréquence
du piège. Ce résultat se prouve relativement simplement en étudiant l’évo-
lution de 〈r2〉(t) à partir de l’équation de Gross–Pitaevskii à 2D :

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + gN |ψ|2ψ +

1

2
mω2r2ψ (8)

quelle que soit la valeur du produit Ng (ψ est normalisée à l’unité). Il a été
vérifié expérimentalement pour la première fois par CHEVY, BRETIN et al.
(2001).

Toute déviation de ωresp. par rapport à la fréquence 2ω signale donc une
contribution au-delà du champ moyen à l’énergie du gaz. C’est le principe
de l’expérience de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007), menée sur un gaz de 6Li,
l’isotope fermionique du lithium. Les auteurs se sont placés au voisinage
d’une résonance de Feshbach (834 G), du côté a > 0 de la résonance. En
première approximation, le gaz dans son état d’équilibre est alors essen-
tiellement formé de dimères 6Li2, des molécules bosoniques qui forment
un condensat de Bose–Einstein. Ce gaz est confiné dans un piège hybride :
le confinement harmonique dans le plan xy est assuré par un faisceau la-
ser de longueur d’onde 1030 nm et de waist 54µm. On ajuste la fréquence
ω/2π entre 290 et 590 Hz en variant la puissance de ce laser. Le confine-
ment le long de l’axe z est assuré par un piège magnétique, de fréquence
ωz/2π = 22.4 Hz.

L’excitation du mode de respiration est faite en réduisant pendant un
court intervalle de temps la puissance du laser de confinement. On laisse

power of the recompressed trap. At 135 mW (540 mW), the
trap is 1:8 !K (7:3 !K) deep and the radial trap frequency
is !r ! 2"" 290 Hz (590 Hz). The Fermi energy of a
noninteracting cloud is calculated to EF # @2k2

F=2m #
@$3!2

r!zN%1=3 # kB " 500 nK (800 nK); here m is the
mass of an atom and kB is Boltzmann’s constant.

Since our first measurements on collective excitation
modes [9], we have upgraded our apparatus with a two-
dimensional acousto-optical deflection system for the trap-
ping beam and a new imaging system along the trapping
beam axis. These two improvements provide us with full
access to manipulate and observe the radial motion.

The trap beam profile is somewhat elliptic because of
imperfections and aberrations in the optical set up. To
simultaneously excite the two eigenmodes of the radial
sloshing motion, we initially displace the trapped sample
into a direction between the horizontal and vertical princi-
pal axes of the radial potential. After a variable hold time,
during which the cloud oscillates freely, we turn off the
optical trap. After a time of flight of typically 4 ms we take
an absorption image of the released cloud. The center-of-
mass position of the cloud then reflects its momentum at
the instant of release. The experimental results in Fig. 1
demonstrate the sloshing with a beat between the two
eigenmodes. A careful analysis of such data [21] allows
us to determine the eigenfrequencies !x (horizontal slosh-
ing) and !y (vertical sloshing) to within a relative uncer-
tainty of typically 2" 10&3. We finally derive the mean
sloshing frequency !? # !!!!!!!!!!!!!x!y

p and the ellipticity pa-
rameter # # $!y &!x%=!?.

To excite the radial compression oscillation we reduce
the trap light power for a short time interval of '100 !s,
inducing an oscillation with a relative amplitude of typi-

cally 10%. After a variable hold time the cloud is released
from the trap. From fits of two-dimensional Thomas-Fermi
profiles to images of the expanding cloud taken 4 ms after
release, we determine the mean cloud radius. A typical set
of measurements is shown in Fig. 2. A fit of a damped
harmonic oscillation to such data yields the frequency !c
and damping rate $ of the radial compression mode.

Our experiments are performed close to the limit of an
elongated harmonic trap potential with cylindrical symme-
try. This elementary case is of great general relevance for
many quantum gas experiments in optical and magnetic
traps (see, e.g., [22]), and collective excitations are con-
veniently normalized to the radial trap frequency !r
[18,19]. The compression mode frequency can then be
written as !c # fc!r, where fc is a dimensionless func-
tion of the interaction parameter 1=kFa and is related to an
effective polytropic index ! [18,19] of the equation of state
by !2

c # 2$!( 1%!2
r .

In order to compare our experimental results with the-
ory, we consider the quantity fc, i.e., the normalized com-
pression mode frequency of the ideal, cylindrically
symmetric, elongated trap. We find, that for our experi-
mental conditions, fc is approximated by the ratio !c=!?
of the measured compression mode (!c) and mean slosh-
ing mode (!?) frequencies to better than 1%. On the
desired accuracy level of 10&3, however, two small effects
have to be taken into account: the residual trap ellipticity
and the anharmonicity of the radial potential in combina-
tion with the spatial extension of the trapped sample. We
thus introduce two small corresponding corrections, ex-
pressing fc in the form fc # $1& %#2 ( b&%!c=!?.

For the ellipticity correction %#2, a straightforward so-
lution of the hydrodynamic eigenfrequency equation [21]
yields % # $2( !%=4!, where ! can be approximated by
! # $!c=!?%2=2& 1. For the anharmonicity correction,
the parameter & # 1

2m!
2
?r

2
rms=U0 relates the potential

energy associated with the root-mean-square radius rrms
[23] of the trapped cloud to the trap depth. The coefficient
b results from the differential anharmonicity shifts in the
compression and sloshing modes and can be calculated
according to [21,24,25]. We obtain [21] b # 0:167 and
0.280 in the limits of BEC and unitarity, respectively. 

FIG. 1 (color online). Radial sloshing observed at a trap power
of 540 mW and B # 735 G (1=kFa # 1:55). The two-
dimensional center-of-mass motion is represented in a coordi-
nate system (x0, y0) rotated by 45) with respect to the principal
axes of the trap. The beat signal between the two sloshing
eigenmodes demonstrates the ellipticity of the trap with the
two eigenfrequencies !x=2" # 570 Hz and !y=2" # 608 Hz
(ellipticity # # 0:066).

 

FIG. 2 (color online). Radial compression oscillation observed
for the same conditions as the sloshing mode data in Fig. 1. The
radial width is determined by averaging the horizontal and
vertical Thomas-Fermi radii after expansion. Here we obtain
!c=2" # 1185 Hz.
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FIGURE 4. Evolution de
√
〈r2〉(t) (mode de respiration) pour un gaz de 6Li (fer-

mions) au voisinage d’une résonance de Feshbach. On s’est placé ici sur le côté
a > 0 de la résonance de sorte que les atomes de 6Li sont présents essentiellement
sous forme de molécules bosoniques de 6Li2. La fréquence (ici 1185 Hz) est mesurée
avec une précision ∼ 10−3. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007).

ensuite le gaz osciller dans le piège pendant une durée ajustable avant de
mesurer son rayon. Un exemple d’oscillation est représenté sur la figure 4.

Cette expérience est répétée pour différentes valeurs de la longueur de
diffusion a et le rapport ωresp/ω est tracé en fonction de 1/a en figure 5.
Dans le régime condensat moléculaire (kFa . 1), ce rapport est notable-
ment au dessus de 2, et la déviation par rapport à 2 est en bon accord avec
un calcul numérique basé sur une approche Monte Carlo quantique (figure
5, haut). Notons que les données expérimentales ont été (légèrement) cor-
rigées pour prendre en compte la non-isotropie du piège (∼ 7 %) ainsi que
son anharmonicité.

Le fait que l’on travaille ici au voisinage d’une résonance de Feshbach
complique bien sûr l’attribution aux seuls effets LHY de la valeur non nulle
de ωresp − 2ω. Nous avons reporté en figure 5 (bas) une analyse faite par S.
Nascimbene à partir des prédictions théoriques de STRINGARI (2004). Elle
montre que pour les valeurs de 1/kFa explorées ici, qui restent relative-
ment faibles, on est encore loin de la prédiction pour un "simple" condensat
de bosons.

– page 4 –
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Our measurements on the sloshing and compression
modes are summarized in Table I, including the two small
corrections. For the data in the strongly interacting BEC
regime (1=kFa * 1) we used the weaker trap with
!?=2! ! 290 Hz to minimize unwanted heating by in-
elastic collisions. Closer to resonance (1=kFa & 1) inelas-
tic processes are strongly suppressed, but the increasing
cloud size introduces larger anharmonicity shifts. Here we
chose the deeper trap with!?=2! ! 590 Hz. On the BCS
side of the resonance we observed increased damping as a
precursor of the breakdown of hydrodynamics [9,11]. We
thus restricted our measurements to magnetic fields below
850 G to ensure low damping rates ("=!? < 0:01) and
superfluid hydrodynamics.

At a given magnetic field, a set of measurements on the
sloshing and compression modes typically takes a few
hours. To minimize uncertainties from slow drifts and
day-to-day variations we always took the sloshing mode
reference measurement right before or after the compres-
sion mode data. By repeating measurements under identi-
cal settings we found a typical remaining fractional
uncertainty for the normalized compression mode frequen-
cies of 5" 10#3, which is about 2–3 times larger than the
fit errors of individual measurements.

In Fig. 3 we show our final results on the normalized
compression mode frequency in the BEC-BCS crossover.
The two theory curves [19] correspond to the equation of
state from mean-field BCS theory (lower curve) and the
one from quantum Monte Carlo calculations (upper curve).
Our data confirm the quantum Monte Carlo predictions and

rule out the mean-field BCS theory. In the strongly inter-
acting BEC regime (1=kFa * 1) our data are well above
the value of 2. This highlights the presence of the long-
sought beyond-mean-field effects [17] in collective modes
of a strongly interacting gas [18,26].

We finally address the question of how nonzero tem-
peratures influence the compression mode frequency. At
unitarity, a recent experiment [27] has found small fre-
quency upshifts with temperature. For a BEC, however,
theory [28] predicts temperature-induced down-shifts,
which compete with the up-shifts from beyond-mean-field
effects. We have performed a set of measurements on
temperature shifts in the strongly interacting BEC regime
(1=kFa $ 0:94). Before exciting the collective oscillation,
the evaporatively cooled gas was kept in the recompressed
trap for a variable hold time of up to 1.5 s. During this time
residual heating by inelastic processes slowly increased the
temperature, which we observed as a substantial increase
of damping with time. The damping rate " thus serves us as
a very sensitive, but uncalibrated thermometer [8,27].
Figure 4, where we plot the normalized compression
mode frequency versus damping rate, clearly shows a
temperature-induced down-shift. We note that previous
measurements in the strongly interacting BEC regime
[9,11] were performed at relatively large damping rates

TABLE I. Experimental data on radial collective modes in the
BEC-BCS crossover. The data in the upper seven (lower eight)
rows refer to the sets of measurements taken in the shallower
(deeper) trap with U0 $ 1:8 #K and EF $ 500 nK (U0 $
7:3 #K and EF $ 800 nK). The values in parentheses indicate
1$ fit uncertainties of individual measurements. Note that a
systematic scaling uncertainty of %4% for 1=kFa results from
the uncertainty in the atom number N $ 2:0&5' " 105.

Sloshing Compression Correction
B 1=kFa !?=2! % !c=2! "=!? &%2 b'
(G) (Hz) (Hz) (10#4)

727.8 2.21 292.7(5) 0.083(3) 596.3(6) 0.007(2) 48 20
735.1 1.96 298.6(5) 0.091(3) 602.8(8) 0.008(3) 60 26
742.5 1.75 294.5(5) 0.067(3) 593.2(7) 0.005(2) 33 28
749.8 1.55 296.3(4) 0.073(3) 599.0(7) 0.006(2) 38 28
760.9 1.27 296.0(4) 0.088(2) 592.3(7) 0.009(2) 58 24
771.9 1.03 293.6(7) 0.074(5) 586.2(8) 0.007(3) 41 27
834.1 0 287.5(7) 0.073(5) 519.4(9) 0.014(3) 55 94
757.2 1.07 605.0(9) 0.065(3) 1210.9(12) 0.010(2) 32 13
768.2 0.87 592.5(7) 0.069(2) 1186.6(12) 0.012(2) 36 16
775.6 0.75 590.2(4) 0.060(1) 1170.2(21) 0.007(4) 28 14
782.2 0.64 604.8(9) 0.061(3) 1187.1(16) 0.006(3) 29 16
801.3 0.38 586.8(7) 0.063(2) 1135.2(12) 0.010(2) 33 24
812.3 0.24 586.5(7) 0.058(2) 1106.9(16) 0.014(3) 30 33
834.1 0 596.3(9) 0.070(3) 1089.0(12) 0.010(2) 48 40
849.1 #0:14 583.2(7) 0.052(2) 1046.7(37) 0.007(2) 29 47

 

FIG. 3 (color online). Normalized compression mode fre-
quency fc versus interaction parameter 1=kFa. The experimental
data include the small corrections for trap ellipticity and anhar-
monicity and can thus be directly compared to theory in the limit
of an elongated harmonic trap with cylindrical symmetry. The
open and closed circles refer to the measurements listed in
Table I for !?=2! ! 290 Hz and 590 Hz, respectively. The
error bars indicate the typical scatter of the data points. The filled
triangle shows a zero-temperature extrapolation of the measure-
ments displayed in Fig. 4. The theory curves refer to mean-field
BCS theory (lower curve) and QMC calculations (upper curve)
and correspond to the data presented in Ref. [19]. The horizontal
dashed lines indicate the values for the BEC limit (fc $ 2) and
the unitarity limit (fc $

!!!!!!!!!!!
10=3

p
$ 1:826).
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L’expérience d’Innsbruck : bosons “composites” 
Altmeyer, Riedl et al., PRL 98 040401 (2007)

Gaz de fermions (6Li) sur la partie “moléculaire” d’une résonance de Feshbach      6Li2  (dimère bosonique)⟶ ≈

power of the recompressed trap. At 135 mW (540 mW), the
trap is 1:8 !K (7:3 !K) deep and the radial trap frequency
is !r ! 2"" 290 Hz (590 Hz). The Fermi energy of a
noninteracting cloud is calculated to EF # @2k2

F=2m #
@$3!2

r!zN%1=3 # kB " 500 nK (800 nK); here m is the
mass of an atom and kB is Boltzmann’s constant.

Since our first measurements on collective excitation
modes [9], we have upgraded our apparatus with a two-
dimensional acousto-optical deflection system for the trap-
ping beam and a new imaging system along the trapping
beam axis. These two improvements provide us with full
access to manipulate and observe the radial motion.

The trap beam profile is somewhat elliptic because of
imperfections and aberrations in the optical set up. To
simultaneously excite the two eigenmodes of the radial
sloshing motion, we initially displace the trapped sample
into a direction between the horizontal and vertical princi-
pal axes of the radial potential. After a variable hold time,
during which the cloud oscillates freely, we turn off the
optical trap. After a time of flight of typically 4 ms we take
an absorption image of the released cloud. The center-of-
mass position of the cloud then reflects its momentum at
the instant of release. The experimental results in Fig. 1
demonstrate the sloshing with a beat between the two
eigenmodes. A careful analysis of such data [21] allows
us to determine the eigenfrequencies !x (horizontal slosh-
ing) and !y (vertical sloshing) to within a relative uncer-
tainty of typically 2" 10&3. We finally derive the mean
sloshing frequency !? # !!!!!!!!!!!!!x!y

p and the ellipticity pa-
rameter # # $!y &!x%=!?.

To excite the radial compression oscillation we reduce
the trap light power for a short time interval of '100 !s,
inducing an oscillation with a relative amplitude of typi-

cally 10%. After a variable hold time the cloud is released
from the trap. From fits of two-dimensional Thomas-Fermi
profiles to images of the expanding cloud taken 4 ms after
release, we determine the mean cloud radius. A typical set
of measurements is shown in Fig. 2. A fit of a damped
harmonic oscillation to such data yields the frequency !c
and damping rate $ of the radial compression mode.

Our experiments are performed close to the limit of an
elongated harmonic trap potential with cylindrical symme-
try. This elementary case is of great general relevance for
many quantum gas experiments in optical and magnetic
traps (see, e.g., [22]), and collective excitations are con-
veniently normalized to the radial trap frequency !r
[18,19]. The compression mode frequency can then be
written as !c # fc!r, where fc is a dimensionless func-
tion of the interaction parameter 1=kFa and is related to an
effective polytropic index ! [18,19] of the equation of state
by !2

c # 2$!( 1%!2
r .

In order to compare our experimental results with the-
ory, we consider the quantity fc, i.e., the normalized com-
pression mode frequency of the ideal, cylindrically
symmetric, elongated trap. We find, that for our experi-
mental conditions, fc is approximated by the ratio !c=!?
of the measured compression mode (!c) and mean slosh-
ing mode (!?) frequencies to better than 1%. On the
desired accuracy level of 10&3, however, two small effects
have to be taken into account: the residual trap ellipticity
and the anharmonicity of the radial potential in combina-
tion with the spatial extension of the trapped sample. We
thus introduce two small corresponding corrections, ex-
pressing fc in the form fc # $1& %#2 ( b&%!c=!?.

For the ellipticity correction %#2, a straightforward so-
lution of the hydrodynamic eigenfrequency equation [21]
yields % # $2( !%=4!, where ! can be approximated by
! # $!c=!?%2=2& 1. For the anharmonicity correction,
the parameter & # 1

2m!
2
?r

2
rms=U0 relates the potential

energy associated with the root-mean-square radius rrms
[23] of the trapped cloud to the trap depth. The coefficient
b results from the differential anharmonicity shifts in the
compression and sloshing modes and can be calculated
according to [21,24,25]. We obtain [21] b # 0:167 and
0.280 in the limits of BEC and unitarity, respectively. 

FIG. 1 (color online). Radial sloshing observed at a trap power
of 540 mW and B # 735 G (1=kFa # 1:55). The two-
dimensional center-of-mass motion is represented in a coordi-
nate system (x0, y0) rotated by 45) with respect to the principal
axes of the trap. The beat signal between the two sloshing
eigenmodes demonstrates the ellipticity of the trap with the
two eigenfrequencies !x=2" # 570 Hz and !y=2" # 608 Hz
(ellipticity # # 0:066).

 

FIG. 2 (color online). Radial compression oscillation observed
for the same conditions as the sloshing mode data in Fig. 1. The
radial width is determined by averaging the horizontal and
vertical Thomas-Fermi radii after expansion. Here we obtain
!c=2" # 1185 Hz.
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Analyse des résultats

Our measurements on the sloshing and compression
modes are summarized in Table I, including the two small
corrections. For the data in the strongly interacting BEC
regime (1=kFa * 1) we used the weaker trap with
!?=2! ! 290 Hz to minimize unwanted heating by in-
elastic collisions. Closer to resonance (1=kFa & 1) inelas-
tic processes are strongly suppressed, but the increasing
cloud size introduces larger anharmonicity shifts. Here we
chose the deeper trap with!?=2! ! 590 Hz. On the BCS
side of the resonance we observed increased damping as a
precursor of the breakdown of hydrodynamics [9,11]. We
thus restricted our measurements to magnetic fields below
850 G to ensure low damping rates ("=!? < 0:01) and
superfluid hydrodynamics.

At a given magnetic field, a set of measurements on the
sloshing and compression modes typically takes a few
hours. To minimize uncertainties from slow drifts and
day-to-day variations we always took the sloshing mode
reference measurement right before or after the compres-
sion mode data. By repeating measurements under identi-
cal settings we found a typical remaining fractional
uncertainty for the normalized compression mode frequen-
cies of 5" 10#3, which is about 2–3 times larger than the
fit errors of individual measurements.

In Fig. 3 we show our final results on the normalized
compression mode frequency in the BEC-BCS crossover.
The two theory curves [19] correspond to the equation of
state from mean-field BCS theory (lower curve) and the
one from quantum Monte Carlo calculations (upper curve).
Our data confirm the quantum Monte Carlo predictions and

rule out the mean-field BCS theory. In the strongly inter-
acting BEC regime (1=kFa * 1) our data are well above
the value of 2. This highlights the presence of the long-
sought beyond-mean-field effects [17] in collective modes
of a strongly interacting gas [18,26].

We finally address the question of how nonzero tem-
peratures influence the compression mode frequency. At
unitarity, a recent experiment [27] has found small fre-
quency upshifts with temperature. For a BEC, however,
theory [28] predicts temperature-induced down-shifts,
which compete with the up-shifts from beyond-mean-field
effects. We have performed a set of measurements on
temperature shifts in the strongly interacting BEC regime
(1=kFa $ 0:94). Before exciting the collective oscillation,
the evaporatively cooled gas was kept in the recompressed
trap for a variable hold time of up to 1.5 s. During this time
residual heating by inelastic processes slowly increased the
temperature, which we observed as a substantial increase
of damping with time. The damping rate " thus serves us as
a very sensitive, but uncalibrated thermometer [8,27].
Figure 4, where we plot the normalized compression
mode frequency versus damping rate, clearly shows a
temperature-induced down-shift. We note that previous
measurements in the strongly interacting BEC regime
[9,11] were performed at relatively large damping rates

TABLE I. Experimental data on radial collective modes in the
BEC-BCS crossover. The data in the upper seven (lower eight)
rows refer to the sets of measurements taken in the shallower
(deeper) trap with U0 $ 1:8 #K and EF $ 500 nK (U0 $
7:3 #K and EF $ 800 nK). The values in parentheses indicate
1$ fit uncertainties of individual measurements. Note that a
systematic scaling uncertainty of %4% for 1=kFa results from
the uncertainty in the atom number N $ 2:0&5' " 105.

Sloshing Compression Correction
B 1=kFa !?=2! % !c=2! "=!? &%2 b'
(G) (Hz) (Hz) (10#4)

727.8 2.21 292.7(5) 0.083(3) 596.3(6) 0.007(2) 48 20
735.1 1.96 298.6(5) 0.091(3) 602.8(8) 0.008(3) 60 26
742.5 1.75 294.5(5) 0.067(3) 593.2(7) 0.005(2) 33 28
749.8 1.55 296.3(4) 0.073(3) 599.0(7) 0.006(2) 38 28
760.9 1.27 296.0(4) 0.088(2) 592.3(7) 0.009(2) 58 24
771.9 1.03 293.6(7) 0.074(5) 586.2(8) 0.007(3) 41 27
834.1 0 287.5(7) 0.073(5) 519.4(9) 0.014(3) 55 94
757.2 1.07 605.0(9) 0.065(3) 1210.9(12) 0.010(2) 32 13
768.2 0.87 592.5(7) 0.069(2) 1186.6(12) 0.012(2) 36 16
775.6 0.75 590.2(4) 0.060(1) 1170.2(21) 0.007(4) 28 14
782.2 0.64 604.8(9) 0.061(3) 1187.1(16) 0.006(3) 29 16
801.3 0.38 586.8(7) 0.063(2) 1135.2(12) 0.010(2) 33 24
812.3 0.24 586.5(7) 0.058(2) 1106.9(16) 0.014(3) 30 33
834.1 0 596.3(9) 0.070(3) 1089.0(12) 0.010(2) 48 40
849.1 #0:14 583.2(7) 0.052(2) 1046.7(37) 0.007(2) 29 47

 

FIG. 3 (color online). Normalized compression mode fre-
quency fc versus interaction parameter 1=kFa. The experimental
data include the small corrections for trap ellipticity and anhar-
monicity and can thus be directly compared to theory in the limit
of an elongated harmonic trap with cylindrical symmetry. The
open and closed circles refer to the measurements listed in
Table I for !?=2! ! 290 Hz and 590 Hz, respectively. The
error bars indicate the typical scatter of the data points. The filled
triangle shows a zero-temperature extrapolation of the measure-
ments displayed in Fig. 4. The theory curves refer to mean-field
BCS theory (lower curve) and QMC calculations (upper curve)
and correspond to the data presented in Ref. [19]. The horizontal
dashed lines indicate the values for the BEC limit (fc $ 2) and
the unitarity limit (fc $

!!!!!!!!!!!
10=3

p
$ 1:826).
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FIGURE 5. Haut : Variation de fc = ωresp/ω en fonction de 1/kFa avec
kF =

(
24m3ω2ωzN/~3

)1/6. Les disques ouverts (resp. pleins) ont été obtenus
avec ω/2π = 290 Hz (resp. 590 Hz). La courbe noire est la prédiction de la théo-
rie de champ moyen et elle est compatible avec une limite ωresp = 2ω dans la
limite kFa � 1, correspondant à un condensat moléculaire en faible interaction.
La courbe rouge est un calcul Monte Carlo quantique, prenant en compte les cor-
rections de type LHY. Figure extraite de ALTMEYER, RIEDL et al. (2007). Bas :
mêmes données expérimentales, avec en tireté la contribution des seuls effets LHY.
La courbe continue est déduite de l’équation d’état mesurée par NASCIMBÈNE,
NAVON et al. (2010). Figure adaptée de la thèse de S. Nascimbene.
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Détermination de l’équation d’état

Rappel du cours 1 : la mesure de 

        

donne accès à la pression   

n̄(x3) = ∫
∞

0
n(x1, x2, x3) dx1 dx2

n̄(x3) = 2π
ω2 P[T, μ(x3)]

On est ici à température nulle :  P(μ)

E0
L3 = 1

2 gn2 [1 + α na3 + …]

P = − ( ∂E
∂L3 )

S,N
= 1

2 gn2 (1 + 3
2 α na3 + …)

μ = ( ∂E
∂N )

S,L3
= gn (1 + 5

2 α na3 + …)
In the balanced case,model-independent thermometry is notoriously

difficult because of the strong interactions. Inspired by ref. 24, we over-
come this issue by measuring the temperature of a 7Li cloud in thermal
equilibrium with the 6Li mixture (see Methods).

The central chemical potential m0 is fitted on the hottest clouds so
that the EOS agrees in the classical regime f? 1 with the second-
order virial expansion h 1, fð Þ<2 1zf{1

! ffiffiffi
2

p# $
(ref. 25). For colder

clouds we proceed recursively. The EOS of an image recorded at
temperature T has some overlap with the previously determined
EOS from all images with T9.T. In this overlap region, m0 is fitted
to minimize the distance between the two EOSs. This provides a new
portion of the EOS at lower temperature. Using 40 images of clouds
prepared at different temperatures, we thus reconstruct a low-noise
EOS from the classical part down to the degenerate regime, as shown
in Fig. 3a.

We now comment on the main features of the EOS. At high tem-
perature, the EOS can be expanded in powers of f21 as a virial
expansion11:

h 1, fð Þ
2

~

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2zbk
% &

f{k

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2f{k

where bk is the kth virial coefficient. As we have b2~1
! ffiffiffi

2
p

in the
measurement scheme described above, our data provide for the first
time the experimental values of b3 and b4. b3520.35(2) is in excellent
agreement with the recent calculation b3520.2912 325/2520.355
from ref. 11, but not with b35 1.05 from ref. 12. b45 0.096(15)
involves the four-fermionproblemat unitarity and could interestingly
be computed along the lines of ref. 11.

Let us now focus on the low-temperature regime of the normal
phase f= 1. As shown in Fig. 3b, we observe a T2 dependence of
the pressure with temperature. This behaviour is reminiscent of a
Fermi liquid, and indicates that pseudogap effects expected for
strongly interacting Fermi superfluids26 do not show up at the ther-
modynamic level within our experimental precision. In analogy with
3He or heavy-fermion metals, we fit our data with the EOS:

P m, Tð Þ~2P1 m, 0ð Þ j{3=2
n z

5p2

8
j{1=2
n

m#

m

kBT

m

' (2
 !

ð4Þ

Here P1(m, 0)5 1/15p2(2m/"2)3/2m5/2 is the pressure of a single-
component Fermi gas at zero temperature, m* is the quasi-particle

mass, and j{1
n is the compressibility of the normal gas extrapolated to

zero temperature, and normalized to that of an ideal gas of same
density. We deduce two new parameters m*/m5 1.13(3) and
jn5 0.51(2). Despite the strong interactions,m* is close tom, unlike
theweakly interacting 3He liquid forwhich2.7,m*/m, 5.8, depend-
ing on pressure. Our jn value is in agreement with the variational
fixed-node Monte Carlo calculations jn5 0.54 in ref. 27 and

jn5 0.56 in ref. 10, and with the quantum Monte Carlo calcula-
tion jn5 0.52 in ref. 28. This yields the Landau parameters
Fs
0~jnm

#=m{1~{0:42 and Fs
1~3 m#=m{1ð Þ~0:39.

In the lowest temperature points (Fig. 3c) we observe a sudden
deviation of the data from the fitted equation (4) at (kBT/m)c5
0.32(3) (see Supplementary Information). We interpret this beha-
viour as the transition from the normal phase to the superfluid phase.
This critical ratio has been extensively calculated in recent years. Our
value is in close agreement with the diagrammatic Monte Carlo cal-
culation (kBT/m)c5 0.32(2) of ref. 6 and with the quantum Monte
Carlo calculation (kBT/m)c5 0.35(3) of ref. 28; but it differs from the
self-consistent approach in ref. 8 that gives (kBT/m)c5 0.41, from the
renormalization group prediction 0.24 in ref. 29, and from several
other less precise theories. From equation (4) we deduce the total
density n5 n11 n25 hP(mi5m, T)/hm and the Fermi energy
EF5 kBTF5"2/2m(3p2n)2/3 at the transition point. We obtain (m/
EF)c5 0.49(2) and (T/TF)c5 0.157(15), in very good agreement with
ref. 6. Our measurement is the first direct determination of (m/EF)c

x

z
y

6Li imaging 7Li imaging

Figure 2 | Schematic representation of our atomic sample. The 6Li atomic
cloud is imaged in the direction y; the column density is then integrated
along the direction x to give !nn zð Þ. The 7Li atoms are imaged after a time of
flight along the z direction.
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Figure 3 | Equation of state of a spin-balanced unitary Fermi gas. a, Finite-
temperature equation of state (EOS) h(1, f) (black dots). The error bars
represented at f5 0.14 and f5 2.3 indicate the 6%accuracy in f and h of our
EOS. The red curves are the successive virial expansions up to fourth order.
The blue triangles are from ref. 6, the green stars from ref. 7, the purple
diamonds from ref. 8, and the blue solid line from ref. 9. The grey region
indicates the superfluid phase. b, EOS P(m, T)/2P1(m, 0) as a function of
(kBT/m)

2, fitted by the Fermi liquid EOS, equation (4). The red dashed line is
the non-interacting Fermi gas (NIFG). The horizontal dot-dashed and
dotted lines indicate respectively the zero-temperature pressure of the
superfluid phase!j{3=2

s and that of the normal phase!j{3=2
n . c, Expanded

view of b near Tc. The sudden deviation of the data from the fit occurs at
(kBT/m)c5 0.32(3) that we interpret as the superfluid transition. The black
dashed line indicates the mean value of the data points below Tc.
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FIGURE 6. Principe de la mesure de l’équation d’étatP (µ) à partir de l’image d’un
gaz confiné dans un piège harmonique. En utilisant l’approximation de densité
locale, la pression P s’obtient à partir de

∫
n(x1, x2, x3) dx1 dx2 (cf. chapitre 1).

1-3 Détermination de l’équation d’état

Nous avons décrit au chapitre 1 le principe de la mesure de l’équation
d’état d’un gaz confiné dans un piège harmonique à partir de son profil de
densité intégré selon deux directions de l’espace (NASCIMBÈNE, NAVON

et al. 2010) [voir figure 6]. Dans le chapitre 1, nous nous étions intéressés
à la limite de basse densité dans l’espace des phases et nous avions dé-
crit comment on pouvait extraire de ces expériences certains coefficients
du développement du viriel. Le même type d’expérience permet d’étudier
l’équation d’état à très basse température, dans le régime fortement dégé-
néré.

NAVON, PIATECKI et al. (2011) ont utilisé un gaz de ∼ 60 000 atomes de
7Li (isotope bosonique du lithium) qu’ils ont préparé à une valeur "stan-
dard" pour la longueur de diffusion, a ∼ 10 nm. Ils ont ensuite modifié le
champ magnétique pour se rapprocher d’une résonance de Fano-Feshbach
(B = 738 G) et mesurer la pression du gaz pour différentes valeurs de a,
allant de 30 à 100 nm. Ces mesures sont faites à très basse température
de sorte que la seule variable thermodynamique pertinente en point de
vue grand-canonique est le potentiel chimique µ, que l’on peut mesurer en
unité de l’échelle d’énergie ~2/ma2.

Les résultats pour la pression, mesurée en unités de Pa = ~2/ma5,

– page 5 –
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Mesure de l’équation d’état

Gaz de 7Li (bosons) préparé avec une longueur de diffusion “modeste”,  nm, puis 
augmentée adiabatiquement grâce à une résonance de Fano-Feshbach (30 à 100 nm)

a ≃ 10

to the vicinity of the Feshbach resonance in 150 ms and the
density distribution is recorded using in situ absorption
imaging (Fig. 1). As the EOS critically depends on the
scattering length, a precise knowledge of the latter close to
the Feshbach resonance is essential. In view of the discrep-
ancy between two recent works [15,17], we have indepen-
dently calibrated the scattering length aðBÞ as a function of
magnetic field B by radio-frequency molecule association
spectroscopy [18], as described in the Supplemental
Material [19].

For the measurement of the EOS, we follow the method
of [9,20–23]. Accordingly, the local pressure PðzÞ along
the symmetry axis of a harmonically trapped gas is related
to the doubly integrated in situ density profile !nðzÞ ¼R
dxdynðx; y; zÞ:

Pð!zÞ ¼
m!2

r

2"
!nðzÞ: (2)

This formula relies on the local-density approximation in
which the local chemical potential is defined as !z ¼
!0 $ 1

2m!2
zz

2, where !0 is the global chemical potential
of the gas.

To measure the pressure at different interaction strengths
we have selected images with atom numbers in the range of
3–4% 104 in order to avoid high optical densities during
absorption imaging while keeping a good signal-to-noise
ratio. A total of 50 images are used, spanning values of
a=a0 from 700 to 2150. We calibrate the relation between
the integrated optical density and the pressure of the gas
at weak interaction, well described by mean-field theory
(inset of Fig. 2). The density profiles then generate the

EOS (2). The global chemical potential !0 remains to be
determined. For this work, we infer !0 self-consistently in
a model-independent way from the density profiles (see the
Supplemental Material [19]).
In the dilute limit na3 & 1, where the EOS is universal,

dimensional analysis can be used to write the grand
canonical EOS of the homogeneous Bose gas at zero
temperature in the form

Pð!; aÞ ¼ @2
ma5

hð#Þ; (3)

where # ' !a3=g is the (grand canonical) gas parameter
and hð#Þ is the normalized pressure. This EOS contains all
thermodynamic macroscopic properties of the system. For
example, the energy can be deduced from the pressure
using a Legendre transform detailed in the Supplemental
Material [19], and in particular, its LHYasymptotic expan-
sion (1). According to the above definition of h, the mean-
field EOS simply reads hð#Þ ¼ 2"#2. These predictions
for hð#Þ are compared to the experimental data points in
Fig. 2, and to our QMC calculation. We observe a clear
departure of the EOS from the mean-field prediction
[dashed gray line (dashed red online)]. At the largest
measured value of # ¼ 2:8% 10$3 our data show a reduc-
tion of 20% of the pressure with respect to the mean-field
result.
We observe that LHY theory accurately describes our

experimental data and is hardly distinguishable from the
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FIG. 1 (color online). Doubly integrated density profile of a
trapped Bose gas at a scattering length a=a0 ¼ 2150, used to
measure the LHY expansion (1). The average over 5 experimen-
tal images is shown in black points. The QMC predictions for
3:9% 104 atoms are plotted in a solid line for T=Tc ¼ 0:75 in
red, 0.5 in orange, 0.25 in green, and 0.125 in purple (solid lines
from bottom to top). Inset: $2 deviation per degree of freedom of
a single experimental density profile with QMC results at differ-
ent temperatures. The excellent agreement between experimen-
tal profiles and QMC validates the zero-temperature assumption
for the EOS measurement.
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FIG. 2 (color online). Equation of state of the homogeneous
Bose gas expressed as the normalized pressure h as a function of
the gas parameter #. The gas samples for the data shown in the
main panel (inset) have been prepared at scattering lengths of
a=a0 ¼ 1450 and 2150 (a=a0 ¼ 700). The gray (red online)
solid line corresponds to the LHY prediction, and the gray
(red online) dashed line to the mean-field EOS hð#Þ ¼ 2"#2.
In the weakly interacting regime the data are well described by
mean-field theory (inset), in opposition to stronger interactions
where beyond-mean-field effects are important (main panel).
The QMC EOS at T=Tc ¼ 0:25 (solid black line) is nearly
indistinguishable from the LHY EOS. The shaded (green online)
area delimits the uncertainty of 5% on the value of a.
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FIGURE 7. Equation d’état pour un gaz de Bose de 7Li : mesure de la pression P
en fonction du potentiel chimique µ. Lignes rouges continue et tiretée : prédiction
analytique incluant ou non la correction LHY. Ligne noire : résultats numériques
obtenus par une méthode Monte Carlo quantique. La région colorée en vert déli-
mite la zone d’incertitude liée à la détermination de a. Figure extraite de NAVON,
PIATECKI et al. (2011).

sont montrés en figure 7. La prédiction de la théorie de champ moyen est
P = gn2/2 et µ = gn [avec comme toujours g = 4π~2a/m], et elle cor-
respond donc à la loi quadratique P = µ2/2g. Cette prédiction, indiquée
par la ligne tiretée rouge, n’est clairement pas en accord avec les résultats
expérimentaux pour les plus grandes valeurs de µ.

La prise en compte des fluctuations quantiques se fait en utilisant le
résultat LHY donné en (1) et les relations thermodynamiques prises ici à
entropie nulle (état fondamental) :

P = −
(
∂E

∂L3

)

S,N

=
1

2
gn2

(
1 +

3

2
α
√
na3 + . . .

)
(9)

µ =

(
∂E

∂N

)

S,L3

= gn

(
1 +

5

2
α
√
na3 + . . .

)
(10)

dont on déduit par élimination de na3 :

P =
µ2

2g

(
1− α

√
µa3/g

)
(11)

Cette prédiction LHY, indiquée en trait continu rouge sur la figure 7, est en
excellent accord avec les données, tout comme les résultats Monte Carlo
(ligne continue noire) obtenus en supposant une température T . Tc/4, où
Tc est la température de condensation du gaz parfait.

1-4 Distribution en impulsion et énergie cinétique

Pour terminer cette partie consacrée à l’énergie du fondamental du gaz
de Bose, nous allons revenir sur la distribution en impulsion déduite de
l’approximation de Bogoliubov et discuter l’énergie cinétique totale qui en
découle.

Pour cette analyse, nous quittons momentanément l’approche pseudo-
potentiel pour revenir à un potentiel d’interaction régulier V (r) de trans-
formée de Fourier Ṽk. Dans le calcul de la déplétion quantique du chapitre
précédent, nous avons fait apparaître la population n̄k de chaque état d’im-
pulsion ~k :

n̄k = |vk|2 =
1

2


 εk + nṼk√

ε2k + 2nṼkεk

− 1


 , (12)

dont nous déduisons l’énergie cinétique

Ecin =
∑

k

~2k2

2m
n̄k. (13)

La population n̄k représente la distribution en impulsion du gaz, telle
qu’on peut la mesurer dans une expérience de temps de vol, si on coupe
brusquement le potentiel d’interaction au début de l’expansion balistique.

Pour un potentiel régulier, nous avons expliqué au chapitre précédent
que l’on peut distinguer trois domaines pour k, que nous rappelons en
figure 8 :
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k
0 k0 = 1/ξ 1/b

εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk ≈ nṼ0 εk � nṼk 6= nṼ0

domaine 1 domaine 2 domaine 3

FIGURE 8. Les trois domaines pertinents pour le nombre d’onde k.

— Le domaine phononique, k � ξ−1, qui conduit à n̄k ∝ 1/kξ. Ces états
sont donc fortement peuplés sans que cela ne conduise à une diver-
gence de la déplétion quantique ou de l’énergie cinétique du fait du
jacobien en k2 dk qui apparaît dans les intégrations à 3D.

— Le domaine intermédiaire ξ−1 � k � b−1, dans laquelle le terme
d’énergie cinétique εk domine le terme d’interaction Ṽk, mais où l’on
peut encore remplacer Ṽk par sa valeur à l’origine Ṽ0. On obtient alors
une loi de puissance pour la distribution en impulsion :

n̄k ≈
n2Ṽ 2

0

4ε2k
=
C

k4
avec C ≡ 16π2a2n2. (14)

Cette loi en k−4 est une caractéristique importante des gaz en interac-
tion. Nous la retrouverons lorsque nous étudierons le formalisme du
contact de Tan.

— Le domaine de très grande impulsion, b−1 � k. La décroissance de Ṽk
devient alors significative et la distribution en impulsion décroît plus
vite que dans le domaine intermédiaire :

n̄k ∝
Ṽ 2
k

k4
. (15)

Cette zone de très grande impulsion est absente pour le pseudo-
potentiel, puisque ce dernier revient à prendre Ṽk constant égal à g
pour toutes valeurs de k.

La décroissance plus rapide que k−4 de n̄k est essentielle pour assu-
rer que l’énergie cinétique du gaz prend une valeur finie. En effet, à trois
dimensions, une distribution en impulsion variant comme C/k4 jusqu’à

l’infini conduit à une divergence de l’intégrale
∫

~2k2

2m

C

k4
d3k =

∫
~2k2

2m

C

k4
4πk2 dk. (16)

Une telle divergence, qui conduit donc à une énergie cinétique infinie, se
produira si l’on modélise V (r) un potentiel de contact puisqu’on aura alors
Ṽk = Ṽ0 pour tout k. Comme l’énergie totaleELHY est quant à elle finie, cela
entraîne que la divergence positive de l’énergie cinétique doit être com-
pensée par une divergence négative de l’énergie d’interaction. Ce dernier
point se vérifie aisément ; écrivons le potentiel d’interaction intervenant
dans l’hamiltonien de Bogoliubov sous la forme

V̂ = gn
(
N̂ ′ + Ô

)
(17)

où N̂ ′ =
∑

k 6=0 a
†
kak est l’opérateur nombre de particules en dehors de

k = 0 et
Ô =

1

2

∑

k 6=0

aka−k + H.c. (18)

La divergence provient de la contribution de 〈Ô〉 qui s’écrit dans le vide de
Bogoliubov :

〈Ô〉 = −1

2

∑

k 6=0

ukvk〈bkb†k〉+ c.c. = −
∑

k 6=0

ukvk. (19)

L’argument de la somme se comporte en effet comme k−2 aux grands k, de
sorte que l’intégrale tri-dimensionnelle sur k (avec son jacobien en 4πk2 dk)
diverge. Nous reviendrons sur ces deux divergences de l’énergie cinétique
et de l’énergie potentielle lors de notre étude du contact.

2 Le spectre d’excitation d’un condensat

2-1 Resommation du développement de Born

La diagonalisation de l’hamiltonien de Bogoliubov menée aux chapitres
précédents nous a conduit à l’expression de la relation de dispersion pour
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les excitations élémentaires du gaz. Nous avons traité deux cas différents :
pour un potentiel régulier à l’approximation de Born, nous avons trouvé

Pot. régulier (Born) : ~ωk =
[
εk

(
εk + 2nṼk

)]1/2
(20)

et pour le pseudo-potentiel :

Pseudo-pot. : ~ωk = [εk (εk + 2ng)]
1/2 avec g =

4π~2a
m

. (21)

Intéressons-nous à la première de ces deux relations, concernant le cas
d’un potentiel régulier. On voit qu’elle fait intervenir la transformée de
Fourier du potentiel Ṽk. Si nous nous limitons à des moments k petits de-
vant 1/b, où b est la portée du potentiel, on peut utiliser

k � 1

b
: Ṽk ≈ Ṽ0 =

4π~2a(1)

m
(22)

où a(1) est la longueur de diffusion, à l’ordre 1 du développement de Born.
Rappelons qu’il n’est légitime de se limiter à ce premier ordre que si la lon-
gueur de diffusion a est très petite devant la portée b, soit 1

b � 1
a . En fait,

comme nous l’avons expliqué au chapitre précédent, il est possible d’al-
ler plus loin dans le développement de Born et de resommer toute sa série
(BELIAEV 1958a ; BELIAEV 1958b). Cela impose d’aller au-delà de l’hamilto-
nien de Bogoliubov : pour étudier l’interaction entre un atome d’impulsion
~k et un atome du condensat d’impulsion nulle, il faut prendre en compte
le passage par un état virtuel où les deux atomes ont pour impulsion k1,k2

avec k = k1 + k2 :

k, N − 1 : 0 −→ k1,k2, N − 2 : 0 −→ k, N − 1 : 0 (23)

ce qui n’est possible que par l’action de termes comme a†k1
a†k2

aka0 pour
la première flèche et a†ka

†
0ak1

ak2
pour la seconde. Ces termes, qui ne

contiennent qu’un opérateur a0 ou a†0, ont été négligés quand on a restreint
l’hamiltonien à N corps à son approximation quadratique.

Une fois cette resommation effectuée, on arrive alors à une expression
formellement identique à celle obtenue dans le cas du pseudo-potentiel en
(21). La contrainte a � b n’a plus de raison d’être si tous les termes du
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By the Landau criterion, the superfluid critical velocity
yc cannot be greater than v!k, for any excitation v"k#
in the spectrum [1]. Note that vortex production usually
limits the speed of superfluid flow to a value lower than
v!k [19,20].

Our condensate of 87Rb atoms in the 5s1!2, F ! 2,
mF ! 2 ground state is produced in a QUIC (quadrupole
and Ioffe configuration) magnetic trap [21], loaded by a
double MOT system. The magnetic trap contains 6 3
107 atoms. After 22 sec of evaporation, 1 3 105 atoms
remain, forming a nearly pure condensate, with a thermal
fraction of 5% or less. The bias magnetic field is 2 G. The
radial and axial trapping frequencies are 220 and 25 Hz,
respectively, yielding radial and axial Thomas-Fermi radii
of 3 mm and R ! 28 mm, respectively.

v"k# is measured by Bragg spectroscopy [5,22]. Two
Bragg beams A and B with approximately parallel polar-
ization, separated by an angle 3± # u # 130±, illuminate
the condensate for a time tB. The frequency of beam A
is greater than the frequency of beam B by an amount v
determined by two acousto-optic modulators. If a pho-
ton is absorbed from A and emitted into B, an excitation
is produced with energy v and momentum k, where k !
2kp sin"u!2#, and kp is the photon wave number. Here,
we neglect the possibility that a single photon will excite
multiple excitations, in contrast to the case of superfluid
4He [1,23].

The time average of m!h during the Bragg pulse is
determined [24] by the radial size of the condensate after
free expansion with and without the pulse, giving m!h !
1.91 6 0.09 kHz, which is taken to be the relevant value
for v"k#.

The wave vector "k is adjusted to be along the axis of
the cigar-shaped condensate. To insure that the entire con-
densate is stimulated by the Bragg pulse, the length of
the pulse tB is chosen such that the spectral width of the
pulse is roughly equal to the intrinsic width of the reso-
nance. For this experiment, the broadening due to inho-
mogeneous density Dnld always dominates the Doppler
broadening [5], and is given by [4] 0.45 kHz for large
k, and 0.3v"k#!"2p# in the phonon regime. Thus, tB is
chosen to be roughly "2Dnld#21. For large k, the reso-
nance may be further broadened by s-wave scattering. For
k $ 6.8 mm21, s-wave scattering is clearly visible.

The beams are detuned D ! 6.5 GHz below the 5S1!2,
F ! 2 ! 5P3!2, F ! 3 transition. The intensities IA
and IB of each beam are adjusted to values between
0.1 mW cm22 and 1.1 mW cm22, so that the number of
excitations is 10% to 20% of the number of atoms in
the condensate. For pulses of this strength, the chemical
potential decreases by an average of only 12% during the
pulse.

After the Bragg pulse, the atoms are allowed to expand
freely, transforming the excitations into free particles [6],
which are subsequently imaged by absorption, as shown
in Fig. 1. The left and right clouds correspond to the
condensate and excitations, respectively.

FIG. 1. The Bragg and condensate clouds. (a) Average of
two absorption images after 38 msec time of flight, following
a resonant Bragg pulse with k ! 2.8 mm21, in the phonon re-
gime. (b) Cross section of the same image. The dashed line is
a Gaussian fit to the condensate cloud, used to find the zero of
momentum. The radial and axial coordinates are indicated by
r and z, respectively.

To determine the efficiency of stimulation of excitations
by the Bragg pulse, the total momentum in the axial direc-
tion relative to the center of the condensate cloud is com-
puted from the image, in the combined regions of the two
clouds. The total momentum is divided by Noh̄k, where
No is the average number of atoms in the condensate during
the Bragg pulse, to obtain the efficiency. This efficiency is
somewhat exaggerated though, because the total momen-
tum includes momentum from the release process.

The thus-measured efficiency P"k, v# for each direc-
tion is shown in Fig. 2, for k ! 2.8 mm21. The curve of
P"k, v# is well approximated by a Gaussian plus a con-
stant. The constant results from the background in the im-
ages. The symmetric shape of P"k, v# about the resonance
frequency probably reflects the spectral shape of the Bragg
pulse, rather than the intrinsic shape which is expected to
be asymmetric [4]. Therefore, the notation P"k, v# is em-
ployed, rather than S"k, v#, whose shape is the intrinsic
shape.

The resonant frequency is taken as the center value of the
Gaussian fit to P"k, v#, as shown in Fig. 2. v"k# is taken
as the average of the resonant frequencies for the left and

ω

ω π

FIG. 2. The efficiency P"k, v# for k ! 2.8 mm21. The open
and filled circles are for left- and right-traveling clouds, respec-
tively. The lines are fits of a Gaussian plus a constant.
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nance. For this experiment, the broadening due to inho-
mogeneous density Dnld always dominates the Doppler
broadening [5], and is given by [4] 0.45 kHz for large
k, and 0.3v"k#!"2p# in the phonon regime. Thus, tB is
chosen to be roughly "2Dnld#21. For large k, the reso-
nance may be further broadened by s-wave scattering. For
k $ 6.8 mm21, s-wave scattering is clearly visible.

The beams are detuned D ! 6.5 GHz below the 5S1!2,
F ! 2 ! 5P3!2, F ! 3 transition. The intensities IA
and IB of each beam are adjusted to values between
0.1 mW cm22 and 1.1 mW cm22, so that the number of
excitations is 10% to 20% of the number of atoms in
the condensate. For pulses of this strength, the chemical
potential decreases by an average of only 12% during the
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After the Bragg pulse, the atoms are allowed to expand
freely, transforming the excitations into free particles [6],
which are subsequently imaged by absorption, as shown
in Fig. 1. The left and right clouds correspond to the
condensate and excitations, respectively.
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two absorption images after 38 msec time of flight, following
a resonant Bragg pulse with k ! 2.8 mm21, in the phonon re-
gime. (b) Cross section of the same image. The dashed line is
a Gaussian fit to the condensate cloud, used to find the zero of
momentum. The radial and axial coordinates are indicated by
r and z, respectively.

To determine the efficiency of stimulation of excitations
by the Bragg pulse, the total momentum in the axial direc-
tion relative to the center of the condensate cloud is com-
puted from the image, in the combined regions of the two
clouds. The total momentum is divided by Noh̄k, where
No is the average number of atoms in the condensate during
the Bragg pulse, to obtain the efficiency. This efficiency is
somewhat exaggerated though, because the total momen-
tum includes momentum from the release process.

The thus-measured efficiency P"k, v# for each direc-
tion is shown in Fig. 2, for k ! 2.8 mm21. The curve of
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stant. The constant results from the background in the im-
ages. The symmetric shape of P"k, v# about the resonance
frequency probably reflects the spectral shape of the Bragg
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FIG. 2. The efficiency P"k, v# for k ! 2.8 mm21. The open
and filled circles are for left- and right-traveling clouds, respec-
tively. The lines are fits of a Gaussian plus a constant.
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FIGURE 9. Gauche : Image d’un nuage atomique après un pulse de Bragg. Le
nuage diffracté se déplace dans le sens des x > 0 . Droite : courbe de résonance.
Les deux types de symboles correspondent à des nuages diffractés se déplaçant dans
le sens x > 0 ou x < 0. Figure extraite de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

développement de Born sont pris en compte (à condition que ce dévelop-
pement converge, bien sûr) et on arrive pour le potentiel régulier au même
résultat que celui obtenu pour le pseudo-potentiel :

k � 1

a
,

1

b
: ~ωk = [εk (εk + 2ng)]

1/2
. (24)

2-2 Mesure du spectre de Bogoliubov

Nous décrirons ici brièvement la mesure quantitative du spectre de Bo-
goliubov faite par STEINHAUER, OZERI et al. (2002) [voir aussi cours 2016].
Cette expérience repose sur la spectroscopie de Bragg, que nous avons
déjà décrite au chapitre précédent. Rappelons que cette technique expé-
rimentale consiste à étudier la réponse linéaire du fluide à une sonde qui
peut transférer un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Pour les gaz
d’atomes froids, cette sonde est généralement 2 formée par une paire de
faisceaux lumineux de vecteurs d’onde k1 et k2 , les atomes gagnant l’im-
pulsion ~q = ~(k1 − k2) et l’énergie ~ω = ~(ω1 − ω2) dans un processus
"absorption – émission stimulée".

STEINHAUER, OZERI et al. (2002) ont travaillé avec un condensat de ru-
bidium 87, et une paire de faisceaux lumineux dont l’angle varie entre 3
et 130 degrés, ce qui correspond à q entre 0.4 et 15 µm−1. La longueur de

2. voir malgré tout GUARRERA, WÜRTZ et al. (2011) pour un autre type de sonde.
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Mesure du spectre de Bogoliubov (2)
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right directions, which removes the effects of the Doppler
shift resulting from any sloshing of the condensate in the
trap during the Bragg pulse.

Figure 3a shows the measured excitation spectrum,
which agrees well with (2). A linear phonon regime is
seen for low k, and a parabolic single-particle regime for
high k. The excitations seen to have the smallest value of
v!k are the phonons. Therefore, by the Landau criterion,
the superfluid velocity yc is bounded by v!k for the
phonons.

The inset of Fig. 3a shows the low k region of v"k#.
To extract the initial slope from the data, (2) is fit to the
points with k less than 3 mm21, with m taken as a fit
parameter. The fit is not shown in the figure. The result
gives the speed of sound for the condensate to be ceff !
2.0 6 0.1 mm sec21, which is also the measured upper

FIG. 3. (a) The measured excitation spectrum v"k# of a
trapped Bose-Einstein condensate. The solid line is the Bogo-
liubov spectrum with no free parameters, in the LDA for
m ! 1.91 kHz. The dashed line is the parabolic free-particle
spectrum. For most points, the error bars are not visible on the
scale of the figure. The inset shows the linear phonon regime.
(b) The difference between the excitation spectrum and the
free-particle spectrum. Error bars represent 1s statistical un-
certainty. The theoretical curve is the Bogoliubov spectrum in
the LDA for m ! 1.91 kHz, minus the free-particle spectrum.

bound for yc. This value is in good agreement with the
theoretical LDA value of 2.01 6 0.05 mm sec21. The line
at 2pR21 indicates the excitation whose wavelength is
equal to the Thomas-Fermi radius of the condensate in the
axial direction. The measured v"k# agrees with the LDA,
even for k values approaching this lower limit of the region
of validity. As k goes to zero, v"k# is seen to approach
zero, rather than exciting the lowest order radial mode,
the breathing mode, which is twice the radial trapping
frequency, 440 Hz [12,13].

In Fig. 3a, the measured v"k# is clearly above the
parabolic free-particle spectrum h̄k2!"2m#, reflecting the
interaction energy of the condensate. To emphasize the in-
teraction energy, v"k# is shown again in Fig. 3b, after
subtraction of the free-particle spectrum. This curve ap-
proaches a constant for large k, given by the second term
in (4).

For a constant rate of production of excitations, the in-
tegral of P"k, v# over v, equal to the integral of S"k,v#,
is related to S"k# by [25,26],

S"k# ! 2"pV2
RtB#21

Z

P"k, v# dv , (5)

where VR ! "G2!4D#
p

IAIB!Isat is the two-photon Rabi
frequency, G is the linewidth of the 5P3!2, F ! 3 ex-
cited state, D is the detuning, and Isat is the saturation
intensity. The closed circles in Fig. 4 are the measured
static structure factor S"k#, by (5). The values shown have
been increased by a factor of 2.3, giving rough agreement
with S"k# from Bogoliubov theory in the LDA (3). Equa-
tion (3) is indicated by a solid line. The required factor
of 2.3 probably reflects inaccuracies in the various val-
ues needed to compute VR . The open circles are com-
puted from (1), using the measured values of v"k# shown

ξπ

µ
FIG. 4. The filled circles are the measured static structure
factor, multiplied by an overall constant of 2.3. Error bars rep-
resent 1s statistical uncertainty, as well as the estimated uncer-
tainty in the two-photon Rabi frequency. The solid line is the
Bogoliubov structure factor, in the LDA for m ! 1.91 kHz. The
open circles are computed from the measured excitation spec-
trum of Fig. 3, and Feynman’s relation (1). For the open circles,
the error bars are not visible on the scale of the figure.
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Steinhauer et al., PRL 88, 120407 (2002)

Accord quantitatif avec la théorie de Bogoliubov

k ≪ 1/ξ

k ≫ 1/ξ

ℏωk ≈ ℏckphonons

ℏωk ≈ ϵk + gnparticules libres

FIGURE 10. Spectre d’excitation mesuré par spectroscopie de Bragg. La courbe
continue montre la prédiction (24) pour le spectre de Bogoliubov. Figure extraite
de STEINHAUER, OZERI et al. (2002).

cicatrisation est ξ ≈ 0.25µm, de sorte que qξ varie entre 0.1 (régime phono-
nique) et 4 (régime de particules libres). Un exemple typique de résultat est
montré en figure 9 pour q = 2.8µm−1. Cette image prise après un temps
de vol montre clairement la (faible) fraction des atomes excités par le pulse
lumineux, à la droite du condensat.

Si l’on suppose que le signal observé correspond à la création d’une
seule excitation élémentaire pour chaque processus de Bragg élémentaire
(nous reviendrons sur cette hypothèse plus loin), la courbe de résonance de
ces processus donne directement accès à la relation de dispersion recher-
chée ωq . Un exemple de résultat est montré en figure 10. L’accord avec la
prédiction de Bogoliubov (24) est remarquable, aussi bien dans le régime
phononique que dans celui des particules libres.

On peut s’interroger sur l’effet des termes LHY, donc au-delà du champ
moyen, sur ce type de spectre d’excitation. Dans le cas phononique, ces ef-
fets vont modifier la vitesse du son dans le condensat. Partons de la relation

générale

c =

√
1

m

(
∂P

∂n

)

S

, (25)

où la dérivée est prise à entropie constante, c’est-à-dire pour l’état fonda-
mental dans le cas qui nous intéresse ici. La pression P a été donnée en (9)
et on en déduit :

c =

√
gn

m

[
1 +

8√
π

√
na3 + . . .

]
. (26)

Ce résultat coïncide avec celui trouvé par Beliaev par la méthode des fonc-
tions de Green [voir aussi MOHLING & SIRLIN (1960)]. Dans le régime de
particules libres kξ � 1 (mais ka� 1), MOHLING & SIRLIN (1960) écrivent
la relation de dispersion d’une excitation sous la forme

ξ−1 � k � a−1 : ~ω(k) ≈ εk + 2gn− µ, (27)

où µ est le potentiel chimique du condensat donné en (10). L’interpréta-
tion physique de (27) est en ligne avec celle proposée plus haut dans ce
régime : cette relation représente la différence entre l’énergie de la parti-
cule dans son état final, εk + 2gn, non modifiée par les termes au-delà du
champ moyen à cet ordre du calcul 3, et l’énergie à fournir pour extraire
une particule du condensat, c’est-à-dire le potentiel chimique µ. Pour cha-
cun de ces deux régimes, phononique et particule libre, il semble difficile
de détecter les effets au-delà du champ moyen dans un gaz de Bose en
interaction faible, compte tenu de la précision des mesures.

2-3 Expériences de Boulder et Cambridge : q & 1/a

En utilisant respectivement du rubidium 85 et du potassium 39, PAPP,
PINO et al. (2008) et LOPES, EIGEN et al. (2017) ont étendu la mesure de
la réponse d’un condensat par spectroscopie de Bragg à des valeurs beau-
coup plus grandes de a, en profitant de l’existence d’une résonance de Fe-
shbach pour ces espèces atomiques.

Les résultats de PAPP, PINO et al. (2008) sont montrés en figure 11. La fi-
gure du haut montre l’écart ~ωq−εq en fonction de la longueur de diffusion

3. Cela peut se comprendre qualitativement en notant que c’est le domaine k . 1/ξ qui
contribue essentiellement à l’intégrale conduisant à l’énergie LHY.
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surement value and then pulse on the Bragg beams. During
the pulse, the cloud’s inward motion is checked and it
begins to breathe outward. We model the resulting time-
dependent condensate density using a variational solution
to the Gross-Pitaevskii equation [28], which predicts that
the density of the cloud changes by less than 30% during
the Bragg pulse. We can meet this goal only by using
progressively shorter Bragg pulses for higher values of
desired a. The time- and space-averaged density during
the pulse is approximately 7:6! 1013 cm"3, but this de-
pends weakly on the final value of a.

After the Bragg pulse, we ramp a to 917a0 in order to
ensure that the momentum of the excitations is spread via
collisions [29,30] to the entire condensate sample. We then
infer the total momentum, and thus excitation fraction,
from the amplitude of the resulting axial slosh, measured
via an absorption image taken of the cloud at a time near its
axial turning point.

Figure 2 shows measured Bragg spectra for three values
of a. We fit each Bragg spectrum to an antisymmetric
function assuming a Gaussian peak and extract a center
frequency and an rms width. The Bragg line shift is the
difference between the fitted center and the ideal gas result
1
2!

@k2
2m ¼ 15:423 kHz. In Fig. 3(a) we plot our measured

line shifts as a function of the scattering length a. For a &
300a0 (where the predicted LHY correction is already a
10% effect), the measured line shift [d in Fig. 3(a)] agrees
with the simple mean-field result [Eq. (1)]. However, as the
scattering length is increased further, the resonance line
shift deviates significantly from the mean-field prediction.
The measured line shift reaches a maximum near a ¼
500a0 and then decreases as the scattering length is in-
creased further.

At large awe find that our measured line shift exhibits a
systematic dependence on the temperature of the sample
[31]. Noncondensed 85Rb atoms also respond to the Bragg
pulse, and this causes an observable effect in the measured
line shift when the spectral width of the condensate re-
sponse becomes comparable to that of the noncondensed
atoms (for a > 500a0). We vary the temperature of the gas

FIG. 2 (color online). Typical Bragg spectra at a scattering
length of 100a0 (blue triangles), 585a0 (red circles), and 890a0
(black squares). The excitation fraction is determined from the
measured momentum transferred to the BEC and plotted as a
function of the frequency difference between the two Bragg
beams. Lines are fits of the data as described in the text.
Mean-field theory predicts a continuous increase in the line shift
with increasing a; however, by 890a0 our data display a decreas-
ing shift with stronger interactions.

FIG. 3 (color online). (a) Bragg line shift and (b) width as a
function of scattering length. In (a) the open circles are our
observations. The solid circles are data corrected for a fitting
systematic associated with the broad thermal atom background,
and the error bars represent fit uncertainties. The theory lines and
LHY correction are as in Fig. 1 except they are calculated for the
trapped gas using a local density approximation for each of the
corresponding data points. The mean BEC density ranges from
6:3! 1013 cm"3 to 7:6! 1013 cm"3. Error bars on the theory
lines reflect uncertainty in these densities. Some of the error bars
have been omitted for clarity. In (b) the solid black circles are the
rms width of a Gaussian fit to the Bragg spectra. Black triangles
are from a fit to a convolution of various contributions to the
width calculated under the conditions of our measurements. The
remaining symbols characterize constituent contributions to the
convolution including the Lorentzian FWHM width due to
collisions (blue squares), and the rms width of a Gaussian fitted
to the contributions due to the inhomogeneous density (red
diamonds) and the pulse duration (green circles). The largest
contribution to the width comes from the pulse duration; because
the jump to large a initiates rapid expansion of the BEC, ever
shorter pulses are used to obtain the spectra at larger a.

PRL 101, 135301 (2008) P HY S I CA L R EV I EW LE T T E R S
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FIGURE 11. Haut : spectroscopie de Bragg d’un condensat de 85Rb, où l’on repré-
sente la fréquence de résonance ωres/2π mesurée après soustraction de la fréquence
"à une particule" εq/h. Les symboles ouverts correspondent aux mesures directes
et les symboles fermés sont les données corrigées, une fois la contribution de la
partie thermique du nuage prise en compte. Les lignes correspondent à différentes
modélisations théoriques. Bas : largeur de la résonance de Bragg donnant accès, au
moins qualitativement, à la durée de vie des excitations. Figure extraite de PAPP,
PINO et al. (2008).

a. Dans le régime qξ � 1, le spectre de Bogoliubov (24) prédit ~ωq−εq ≈ gn,
c’est-à-dire une variation linéaire de cet écart avec a, ce qui ne correspond
pas aux observations.

Ce type d’expérience a été repris sur une plus grande plage de valeurs
de qa par LOPES, EIGEN et al. (2017). Dans cette expérience, trois valeurs
de q ont été utilisées, correspondant à trois orientations relatives possibles
des vecteurs k1 et k2. Un exemple de résonance est montré en figure 12. Les
résultats pour différentes valeurs de a et de q sont regroupés 4 en figure 13.

4. Pour cette série de données, la valeur maximale du petit paramètre
√
na3 est de l’ordre

theory assumes
ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1. Moreover, it is valid only for

q ≪ 1=a, because it does not consider the short-range two-
particle correlations, at distances r≲ a.
For

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1, the Feynman energy relation gives the

excitation resonance at ω ¼ ω0=SðqÞ, where SðqÞ is the
static structure factor. Considering short-range correlations,
for qξ ≫ 1:

SðqÞ ¼ 1þ C
8n

"
1

q
−

4

πaq2

#
; ð2Þ

where Cðn; aÞ is the two-body contact density, and the
expression in parentheses reflects the two-body correlations
at short distances [22,25]; this “factorization” of the effects
of many-body correlations (captured by C) and the short-
distance two-body physics was highlighted by Tan [26].
For

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≪ 1, the contact density is C ≈ ð4πnaÞ2,

and for our experimental parameters jSðqÞ − 1j < 0.03,
so 1=SðqÞ − 1 ≈ 1 − SðqÞ. This “Feynman-Tan” (FT)
approach thus gives the interaction shift of the excitation
resonance

ΔωFT ¼ 4πℏna
m

"
1 −

πqa
4

#
: ð3Þ

For qa → 0, ΔωFT reduces to ΔωB, but for increasing a (at
fixed q) it backbends and changes sign at a ¼ 4=ðπqÞ [see
Fig. 1(a)]. In Ref. [6] the largest value of a reached was
0.8=q and backbending was observed, but Δω remained
positive.
Let us also consider the dispersion relation ωðqÞ at fixed

a. The energy of the low-q phonons is above the free-
particle dispersion (Δω > 0) [24,27], while according to
Eq. (3) the energy of particlelike excitations with q >
4=ðπaÞ is below it (Δω < 0); finally, for q → ∞ the
quasiparticle energy is expected to approach the free-
particle dispersion from below (Δω → 0−) [22,24]. As
illustrated in Fig. 1(b), for a large enough a the dispersion
relation has an inflection point, which is a precursor of the
roton minimum that fully develops only for extremely
strong interactions [22,24]. In Eq. (2) the maximum in SðqÞ
for fixed n and a, which is conceptually associated with the
roton [22,28], occurs at q ¼ 8=ðπaÞ, independently of n,
and only for

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
∼ 1 this coincides with the familiar

result for liquid helium, qroton ∼ n1=3.
In our experiments the regime

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
∼ 1 is not reachable

due to significant losses on the time scale necessary to
perform high-resolution Bragg spectroscopy. Nevertheless,
we reach the regime where interactions are strong enough
to observe a dramatic departure from Bogoliubov theory
and the precursors of roton physics.
Our setup is described in Ref. [29]. We produce

quasipure homogeneous 39K BECs of N ¼ ð50 − 160Þ ×
103 atoms in a cylindrical optical box trap of variable
radius, R ¼ ð15–30Þ μm, and length, L ¼ ð30–50Þ μm.

The BEC is produced in the lowest hyperfine state, which
features a Feshbach resonance centered at 402.70(3) G
[30]. The condensed fraction in our clouds is > 90% and
we hold them in a trap of depth ≈ kB × 20 nK. By varying
N, L, and R, we vary n in the range ð0.2–2.0Þ × 1012 cm−3.
The three-body loss rate is ∝ n2a4, so working at such low
n is favorable for increasing both qa and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
. We prepare

the BEC at a ¼ 200a0, where a0 is the Bohr radius, and
then ramp a in 50 ms to the value at which we perform the
Bragg spectroscopy. For each n we limit a to values for
which the particle loss during the whole experiment is
< 10%; note that in our trap the three-body recombination
does not lead to any observable heating. By varying the
angle between the Bragg laser beams we also explore three
different q values: 1.1, 1.7 and 2.0 krec, where krec ¼ 2π=λ
and λ ¼ 767 nm. For all our parameters we stay in the
regime of particlelike excitations, with qξ values between 5
and 40.
In Fig. 2(a) we show an example of an absorption image

taken after Bragg diffraction, and in Fig. 2(b) an example of
a Bragg spectrum used to determine the resonance shift
Δω. The diffracted fraction of atoms is determined from the
center of mass of the atomic distribution [6,8]. In all our
measurements we keep the maximal diffracted fraction to
≲10%; this should result in ≲10% systematic errors in our
interaction frequency shifts [5,31].
In Fig. 3(a) we plot Δω versus a for two different

combinations of the BEC density n and excitation wave
number q. In both cases we observe good agreement with
the prediction of Eq. (3), without any adjustable parame-
ters; for the lower n we reach higher a and clearly observe
that Δω changes sign.

(a) (b)

FIG. 2. Bragg spectroscopy, for n ≈ 2.0 × 1012 cm−3,
q ¼ 1.7krec, and a ≈ 1000a0. (a) Typical absorption image, taken
along the radial direction of the cylindrical box trap, after the
2-ms Bragg pulse and 20 ms of time of flight. The spherical halo
arises from the collisions between the stationary and diffracted
clouds; these collisions do not change the center of mass of the
atomic distribution. (b) Bragg spectrum. Diffracted fraction (DF)
as a function of the frequency difference between the two Bragg
beams, referenced to ω0, which was calibrated using a non-
interacting cloud. The resonance is determined from a Gaussian
fit to the data (solid line).

PRL 118, 210401 (2017) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
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FIGURE 12. Gauche : image d’un nuage d’atomes de 39K après spectroscopie de
Bragg. Le nuage en bas de la figure correspond au condensat initial. Le nuage plus
petit en haut de la figure correspond aux atomes diffractés, ayant gagné l’impul-
sion ~q. Droite : exemple d’une courbe de résonance permettant de déterminer
ωres(q). La ligne tiretée donne la position de la résonance "nue" : ~ω = εq . Figure
extraite de LOPES, EIGEN et al. (2017).

La quantité tracée est

α = qa
~ωres(q)− εq

gn
(28)

et les résultats expérimentaux sont remarquablement bien ajustés par la
loi :

α = qa
(

1− π

4
qa
)
, (29)

qui conduit à une annulation de α en qa = 4/π ≈ 1.3. En ce point, la
fréquence de résonance pour le processus de Bragg est égale à la fréquence
à un atome, εq/h.

Nous allons expliquer la raison d’être de ce choix de la loi quadratique
(29) en § 2-5, mais remarquons tout de suite qu’elle n’est pas compatible
avec le spectre d’excitation à une particule de Bogoliubov (24), qui prédit
~ωq = εq + gn, et donc la loi linéaire α = qa tracée en ligne droite tiretée
sur la figure 13.

de 0.05.
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Defining a dimensionless interaction frequency shift

α≡ mq
4πℏn

Δω; ð4Þ

the FT prediction of Eq. (3) is recast as

αFT ¼ qa
!
1 −

π
4
qa

"
; ð5Þ

which is a universal function of qa only; with the same
normalization the Bogoliubov theory gives αB ¼ qa. Note
that the normalization in Eq. (4) also allows us to correct for
the small ($10%) density variations between measure-
ments taken with different values of a and the same
nominal n. In Fig. 3(b) we show measurements of α with
three different combinations of n and q, which all fall onto
the same universal curve, in good agreement with the FT
theory.

In Fig. 3(b), for our most strongly interacting samples
qa ≈ 2.5 and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≈ 0.05. In the final part of the paper we

explore even stronger interactions and observe that the FT
theory also breaks down. In Fig. 4(a) we show measure-
ments of Δω with n ≈ 0.2 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec, for
which we explore scattering lengths up to ≈ 8 × 103a0,
corresponding to qa ≈ 7 and

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
≈ 0.1. Here we observe

a clear deviation from the FT prediction.
Tuning a at fixed n and q simultaneously changes qa andffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, making it nonobvious which of the two dimension-

less interaction parameters is (primarily) responsible for the
breakdown of the FT theory. In an attempt to disentangle
the two effects, we collect data with many fn; q; ag
combinations, and group them into sets with (approxi-
mately) equal

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
, but varying qa values. In Fig. 4(b) we

plot α − αFT versus qa, with different symbols correspond-
ing to different

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
. These measurements suggest that, at

least for our range of parameters, the breakdown of the FT
theory occurs for qa≳ 3, independently of the value
of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
.

(a)

(b)

FIG. 3. Breakdown of the Bogoliubov approximation and
observation of negative frequency shifts. (a) Δω as a function
of a for n ≈ 2.0 × 1012 cm−3 and q ¼ 1.1krec (blue circles), and
for n ≈ 0.8 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec (orange diamonds). (b) Di-
mensionless frequency shift α versus qa for three different
combinations of n and q. Solid lines in (a) and (b) show the
FT predictions from Eqs. (3) and (5), respectively, with no
adjustable parameters. The dashed lines show the corresponding
Bogoliubov predictions. Vertical error bars show statistical fitting
errors and horizontal error bars reflect the uncertainty in the
position of the Feshbach resonance.

(a)

(b)

FIG. 4. Deviation from the Feynman-Tan prediction. (a) Fre-
quency shift versus a for n ≈ 0.2 × 1012 cm−3 and q ¼ 2krec. The
solid line shows the FT prediction. (b) Deviation of the
dimensionless frequency shift α from the FT theory as a function
of qa, for various values of

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
(see the legend). The dashed

line is the OPE prediction with C ¼ ð4πnaÞ2 and no adjustable
parameters. The dot-dashed line is the OPE prediction that also
includes the LHY correction with

ffiffiffiffiffiffiffiffi
na3

p
¼ 0.093, corresponding

to the open-circles data. Inset: comparison of the FT (solid) and
OPE (dashed) calculations with the data at low qa.

PRL 118, 210401 (2017) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
26 MAY 2017

210401-3

FIGURE 13. Positions des résonances ωres(q) en fonction de qa pour trois valeurs
de q différentes, avec α définie en (28). La courbe en trait plein représente la prédic-
tion (29) basée sur la formule de Feynman (cf. § 2-5). La droite tiretée représente la
prédiction pour une excitation élémentaire de Bogoliubov α = qa. Figure extraite
de LOPES, EIGEN et al. (2017).

2-4 Retour vers l’approche de Beliaev

Une première piste pour expliquer les résultats expérimentaux de Boul-
der et Cambridge est fournie par l’approche de Beliaev, qui a récemment
été généralisée à une valeur arbitraire de na3 par HOFMANN & ZWERGER

(2017) en utilisant la technique OPE (Operator Product Expansion). Nous al-
lons donner ici quelques éléments pour explorer cette piste, pour conclure
qu’elle ne peut à elle seule expliquer les résultats expérimentaux.

Dans son article déjà cité plus haut, BELIAEV (1958b) explique comment
prendre en compte à tous les ordres en V l’interaction entre l’excitation
élémentaire d’impulsion ~k et un atome du condensat d’impulsion nulle.
Cette resommation du développement de Born fait apparaître notamment
l’amplitude de diffusion f(kr) entre les deux partenaires, avec l’impulsion
relative kr = k/2. En supposant que a est grand devant la portée effective,

on a [cf. cours 2021] :

f(kr) ≈ −a
1 + ikra

. (30)

À basse énergie, k � 1/a et on trouve f(kr) ≈ −a, ce qui conduit au
spectre de Bogoliubov donné en (24). En revanche, quand kr devient com-
parable à 1/a, les corrections liées au dénominateur de (30) deviennent
significatives. Beliaev montre que le spectre d’excitation est relié à la partie
réelle de f(kr) qui est modifiée comme :

Re [f(0)] = −a −→ Re [f(kr)] =
−a

1 + (ka/2)
2 . (31)

Plus précisément, le bilan d’énergie déjà mentionné dans le régime 5 kξ �
1 devient :

~ωk = (εk + 2 gn)− gn −→ ~ωk =

(
εk +

2 gn

1 + (ka/2)
2

)
− gn (32)

Cette prédiction constitue une déviation significative par rapport à la
relation de dispersion de Bogoliubov (24). En particulier, on voit que la dif-
férence ~ωk−εk peut désormais s’annuler et changer de signe. Toutefois, le
point d’annulation ne correspond pas à ce qui a été mesuré à Cambridge :
selon (32), il devrait se produire pour ka = 2, alors qu’on le trouve expé-
rimentalement autour de ka = 1.3. Le même type de désaccord se produit
quand on cherche à ajuster les données de l’expérience de Boulder avec la
loi (32) (HOFMANN & ZWERGER 2017).

Durée de vie des excitations. L’analyse de Beliaev permet également de
calculer la durée de vie τ d’une excitation élémentaire à partir de la partie
imaginaire de l’amplitude de diffusion (30). Cette durée de vie correspond
à un processus dans lequel une excitation se désintégre en deux excitations
de plus basse énergie. Dans le régime de particules libres, cela peut corres-
pondre simplement au processus de collision élastique entre la particule

5. Nous ne donnerons pas ici l’expression générale trouvée par BELIAEV (1958b) [cf. eq.
(4.7) de cet article]. RONEN (2009) a étudié en détail comment adapter ce résultat général au
cas d’un potentiel d’interaction entre atomes [voir aussi HOFMANN & ZWERGER (2017)].
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d’impulsion ~k et un atome du condensat

(~k) + (0) −→ (~k1) + (~k2) (33)

avec |k1|, |k2| < |k|. Le résultat de ces collisions en onde s est clairement
visible sur la figure 12 et il conduit à la durée de vie (MOHLING & SIRLIN

1960 ; HOFMANN & ZWERGER 2017) :

1/ξ � k . 1/a : τ−1 ∼ n(8πa2)
~kr
m

=
gn

~
ka. (34)

On note que pour avoir une mesure de la résonance avec une précision au
moins égale à gn (nécessaire pour discriminer entre ~ωk et εk), le temps de
mesure doit être au moins égal à ~/gn, ce qui est comparable à la durée de
vie τ d’une excitation quand ka ∼ 1. Une description précise du processus
de mesure de Bragg dans le régime de haute énergie devrait donc prendre
en compte cette durée de vie finie.

2-5 La formule de Feynman

FEYNMAN (1954) a développé une approche puissante pour étudier le
spectre d’excitation qui nous intéresse ici. Cette approche fournit le centre
de gravité de la raie d’absorption :

ω̄(q) =

∫ +∞
−∞ ω Γ(q, ω) dω
∫ +∞
−∞ Γ(q, ω) dω

(35)

en le mettant sous la forme

~ω̄(q) =
εq
S(q)

(36)

avec comme toujours εq = ~2q2/2m et le facteur de structure statique S(q)
donné par :

S(q) = 1 + n

∫
[g2(r)− 1] e−iq·r d3r (37)

La fonction de corrélation spatiale g2(r) donne la densité de probabilité
pour trouver deux particules séparées de la distance r au sein du fluide.

Elle se calcule à partir de :

g2(r) =
1

n2
〈Ψ̂†(0) Ψ̂†(r) Ψ̂(r) Ψ̂(0)〉. (38)

Cette fonction caractérise les fluctuations de densité du fluide, en parti-
culier un éventuel groupement ou dégroupement de particules, et elle est
normalisée de sorte qu’elle tend vers 1 quand r →∞.

La démonstration de la formule de Feynman pour le problème qui nous
intéresse est détaillée dans l’appendice de ce chapitre. Nous en indiquons
ici les ingrédients principaux. Nous considérons un fluide quantique à N
particules que l’on soumet à une perturbation dépendant du temps de ma-
nière monochromatique :

V̂ (t) = V̂ (+) e−iωt + H.c. (39)

où l’opérateur V̂ (+) transfère l’impulsion ~q à une des particules du fluide :

V̂ (+) = ~κ
N∑

j=1

eiq·r̂j . (40)

À l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations, on peut utiliser la règle
d’or de Fermi pour évaluer la probabilité par unité de temps Γ(q, ω) pour
que le fluide absorbe un quantum d’impulsion ~q et d’énergie ~ω. Le calcul
du numérateur de (35) donne alors le résultat exact

N (q) = 2πκ2N
~q2

2m
, (41)

qui ne fait donc pas intervenir la force des interactions présentes dans le
système 6. Le dénominateur s’écrit quant à lui :

D(q) = 2πκ2N S(q) (42)

d’où l’expression (36) pour ω̄(q).

6. Ce résultat est connu sous le nom de règle de somme f (en anglais f -sum rule) ou en-
core relation de Thomas–Reiche–Kuhn. Cette terminologie provient de la physique atomique et
elle concerne la somme algébrique des forces d’oscillateurs (notées f ) des transitions électro-
niques – absorption ou émission de photon – dans un atome.
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La détermination du facteur de structure S(q) nécessite la connaissance
de la fonction g2(r), qui a été calculée par LEE, HUANG et al. (1957) dans
le cadre de l’approche de Bogoliubov. Ce calcul est lui aussi détaillé en
appendice et nous nous contenterons ici de donner le comportement de
g2(r) au voisinage de r = a, puisque c’est la valeur de S(q) pour q ∼ 1/a
qui nous intéresse in fine. LEE, HUANG et al. (1957) trouvent au voisinage
de 0 :

r � ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2
+O(a/ξ). (43)

Quand on développe le carré pour former la quantité g2(r) − 1, on trouve
les termes dominants−2a/r et a2/r2 dont les transformées de Fourier sont
respectivement proportionnelles à −1/q2 et à 1/q. On arrive alors au fac-
teur de structure (cf. appendice) :

qξ � 1 : S(q) ≈ 1− 1

q2ξ2
+

2π2na2

q
= 1− 1

q2ξ2

(
1− π

4
qa
)

(44)

Il ne reste plus qu’à injecter ce résultat dans la formule de Feynman (36)
pour en déduire le centre de gravité de la raie :

qξ � 1 : ~ω̄(q) ≈ εq
[
1 +

1

q2ξ2

(
1− π

4
qa
)]
. (45)

Ce résultat est celui tracé en trait continu sur la figure 13 donnant les résul-
tat de l’expérience de LOPES, EIGEN et al. (2017) :

α = qa
~ω̄(q)− εq

gn
= qa

(
1− π

4
qa
)
. (46)

et il semble en excellent accord avec les données expérimentales.

2-6 Problème résolu?

À première vue, l’accord entre les données expérimentales et la pré-
diction (45) issue de la formule de Feynman semble résoudre le problème
de l’interprétation des données expérimentales de Boulder et Cambridge.
Mais nous allons voir que la situation n’est pas si claire.

1

ω

Γ(q, ω)
Γ(1)(q, ω)

Γ(2)(q, ω)
ωq

FIGURE 14. Allure générique du spectre à deux composantes attendu dans une
analyse du processus de diffraction de Bragg abordé par la règle d’or de Fermi.

Une première question qui se pose est d’accorder cette prédiction avec
le spectre (32) prédit par l’approche de Beliaev. Dans la mesure où le
spectre (32) porte sur la relation de dispersion d’une excitation élémentaire
alors que le résultat de Feynman concerne le centre de gravité de la raie,
l’écart entre les deux prédictions est possible mais il mérite d’être explicité.
Pour cela, le plus simple est de revenir à l’opérateur V̂ (+) qui décrit l’exci-
tation du système lors de la diffraction de Bragg. Cet opérateur est donné
en (40) et il s’écrit en seconde quantification :

V̂ (+) = ~κ
∑

k

a†k+qak. (47)

Quand on réécrit les opérateurs ak a
†
k en fonction des opérateurs a0 ≈ a†0 ≈√

N0 et des opérateurs bk, b
†
k pour k 6= 0, on voit apparaître au même ordre

en ~κ :

— Un terme dominant, proportionnel à
√
N0, correspondant à la création

d’une seule excitation d’impulsion q avec l’énergie ~ωq .

— Un second terme correspondant à la création d’une paire d’excitations
(k1,k2), d’impulsion totale k1 + k2 = q.

Cette structure en simple et double excitation est décrite en détail par
GRIFFIN (1993). Pour le problème qui nous intéresse ici, nous en déduisons
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la forme de Γ(q, ω) :

Γ(q, ω) = Γ(1)(q, ω) + Γ(2)(q, ω), (48)

où Γ(1) est un pic étroit, centré sur la fréquence ωq d’une excitation élé-
mentaire et Γ(2) correspond à un piédestal beaucoup plus large. Une repré-
sentation (schématique !) de ce spectre est donnée en figure 14, la formule
de Feynman correspondant au centre de gravité de la somme de ces deux
composantes.

Il reste maintenant à comprendre pourquoi les expériences de Boulder
et Cambridge seraient sensibles plutôt au centre de gravité de cette raie à
double structure, plutôt qu’au pic central. À notre connaissance, cette ques-
tion est ouverte 7. Le problème de l’interprétation des résultats expérimen-
taux est rendu encore plus complexe par le fait que cette séparation entre
processus à simple et double excitation n’est pas forcément pertinente au
plan pratique : nous avons vu en effet que sur la durée de l’expérience,
une excitation élémentaire avait une probabilité tout à fait significative de
se désintégrer en deux excitations de plus faible énergie...

3 Mélanges et gouttelettes quantiques

3-1 Position du problème

Dans les expériences que nous venons de décrire, l’énergie LHY était
une petite correction à l’énergie dominante de champ moyen et elle n’in-
tervenait que très peu dans la forme d’équilibre du gaz dans son état fon-
damental. Cela est dû bien sûr au critère de validité na3 � 1 du calcul
LHY. Comme nous l’avons expliqué plus haut [cf. (7)], ce critère est incon-
tournable quand on prend en compte la nécessité d’atteindre l’équilibre en
un temps suffisamment court pour que les pertes à trois corps soient négli-
geables. En dépit de cette contrainte, nous souhaitons aborder ici la ques-
tion suivante : existe-il des situations où l’énergie LHY, malgré la petitesse
de na3, joue un rôle déterminant dans l’équilibre et dans la dynamique du
gaz?

7. Je remercie Johannes Hoffmann, Raphael Lopes et Willi Zwerger pour des nombreux
échanges sur ce sujet.

Puisque la contribution LHY ne peut pas être amenée à une valeur
"standard" de l’énergie de champ moyen gn, l’autre option pour que les
deux termes soient comparables est d’abaisser l’énergie de champ moyen.
C’est l’idée mise en avant par PETROV (2015), et basée sur un mélange
de deux fluides. Le principe est de partir d’une situation où l’énergie de
champ moyen pour chacun des fluides pris séparément est positive (ré-
pulsion intra-espèce), alors que l’énergie de champ moyen décrivant l’in-
teraction entre les deux fluides est négative (attraction intra-espèce). On
peut alors aboutir à un régime où la somme des énergies de champ moyen
est quasi-nulle : l’énergie LHY devient déterminante pour calculer la forme
d’équilibre du fluide. Nous allons voir que cet équilibre correspond à un
état "liquide", avec une densité indépendante du nombre de particules. On
parle donc de gouttelettes quantiques.

Une autre méthode pour abaisser l’énergie de champ moyen au ni-
veau de l’énergie LHY est apparue quasi-simultanément à la proposition
de PETROV (2015). Elle revient à ajouter un terme supplémentaire aux éner-
gies de champ moyen et LHY décrivant les interactions en onde s, ce terme
provenant de l’interaction dipôle-dipôle magnétique. Cette approche a
été poursuivie expérimentalement par les groupes de Stuttgart (FERRIER-
BARBUT, KADAU et al. 2016 ; SCHMITT, WENZEL et al. 2016) et d’Innsbruck
(CHOMAZ, BAIER et al. 2016). Ces études ont ensuite débouché sur l’obser-
vation d’états supersolides dans ces deux groupes (BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. 2019 ; CHOMAZ, PETTER et al. 2019) ainsi qu’à Florence (TANZI,
LUCIONI et al. 2019). Nous renvoyons les lecteurs intéressés vers les ar-
ticles de revue récents de FERRIER-BARBUT (2019) et BÖTTCHER, SCHMIDT

et al. (2021).

3-2 Stabilité d’un mélange binaire (chp. moyen)

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit à la proposition de PETROV

(2015), qui est basée sur un mélange binaire de deux fluides quantiques.
Pour commencer, nous allons discuter la stabilité d’un tel mélange au ni-
veau de l’énergie de champ moyen. Nous notons 1 et 2 les deux compo-
santes du mélange, qui peuvent correspondre à deux espèces atomiques
différentes de masse m1 et m2, ou bien à la même espèce atomique
mais avec deux états internes différents. Nous notons g11 et g22 les pa-
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ramètres d’interaction de champ moyen intra-espèces et g12 le couplage
inter-espèce. Nous prendrons pour simplifier m1 = m2.

Nous supposerons que les couplages g11 et g22 sont positifs, c’est-à-dire
que chaque composante prise séparément est stable. En revanche, nous ne
faisons aucune hypothèse à ce stade sur la valeur de g12. Nous verrons
plus loin que la situation favorable correspond au cas où g12 est négatif et
approximativement égal à −(g11g22)1/2.

Nous allons nous intéresser à la stabilité du mélange selon deux cri-
tères :

— Il ne doit pas y avoir de démixtion, c’est-à-dire que l’énergie du mé-
lange doit être plus basse que l’énergie du système avec des phases
séparées.

— Le système doit être stable, c’est-à-dire qu’il ne doit pas s’effondrer sur
lui-même.

Commençons par évaluer l’énergie de la phase avec démixtion, où l’es-
pèce i occupe un volume Vi, avec V1 + V2 = V où V est le volume total
accessible. On a

Edemix = g11
N2

1

2V1
+ g22

N2
2

2V2
(49)

où nous avons négligé l’énergie (non extensive) résultant de la tension de
surface entre les deux phases. La minimisation de cette énergie vis-à-vis de
V1 (à volume total V constant) conduit à l’équilibre des pressions 1

2g11n
2
1 =

1
2g22n

2
2 et on arrive à l’énergie minimale de cette phase séparée :

Edemix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+
√
g11g22

N1N2

V
. (50)

Considérons maintenant la phase mélangée, où chaque espèce occupe
tout le volume V accessible. Son énergie de champ moyen est donc

Emix = g11
N2

1

2V
+ g22

N2
2

2V
+ g12

N1N2

V
. (51)

La comparaison avec l’énergie de la phase séparée (50) donne immédiate-
ment le critère :

Miscibilité si : g12 <
√
g11g22 (52)

g12

−√g11g22 +
√
g11g22

collapse mélange homogène démixtion

FIGURE 15. Les trois scénarios possibles selon la valeur de g12.

Intéressons-nous maintenant à la stabilité de cette phase mélangée. Il
faut que pour tout couple N1, N2, l’énergie (51) soit positive. Si ce n’était
pas le cas, on pourrait abaisser l’énergie (c’est-à-dire la faire tendre vers
−∞) en prenant un volume V → 0, ce qui correspond à un effondrement
du système sur lui-même. En réécrivant l’énergie Emix sous la forme

Emix =
1

2V
(
√
g11N1 −

√
g22N2)

2
+

1

V
(
√
g11g22 + g12)N1N2, (53)

on constate que l’énergie sera toujours positive si et seulement si

Stabilité si : −√g11g22 < g12 (54)

Pour continuer l’analyse, plaçons-nous pour simplifier sur la ligne
"minimisante" qui annule le premier terme de (53), c’est-à-dire avec des
nombres d’atomes N1 et N2 choisis tels que :

√
g11N1 =

√
g22N2 ⇔ N1 = N

√
g22√

g11 +
√
g22

, N2 = N

√
g11√

g11 +
√
g22

.

(55)
L’énergie de champ moyen s’écrit alors (PETROV 2015) :

Emix =
1

2
δg
N2

V
(56)

avec

δg = 2 (
√
g11g22 + g12)

√
g11g22(√

g11 +
√
g22
)2 . (57)

Si on choisit g12 très proche de −√g11g22 (i.e. juste au bord de la frontière
du collapse de la figure 15), le paramètre δg est petit. L’énergie (56) a donc
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la structure d’une énergie de champ moyen pour un gaz à une composante,
mais avec une valeur du coefficient de couplage δg très réduite par rapport
aux systèmes 1 et 2 de départ. C’est précisément l’effet recherché pour que
l’énergie LHY puisse jouer un rôle déterminant.

On peut prolonger cette étude en calculant le spectre d’excitation du
mélange homogène. Supposons que g11 = g22 ≡ g et N1 = N2 pour simpli-
fier l’écriture du résultat. TIMMERMANS (1998) obtient dans ce cas les deux
branches d’excitation :

ω2
±(k) = ω2(k)± |g12|

g
c2k2 (58)

où c désigne la vitesse du son dans chacun des condensats pris séparément.
Ces deux branches correspondent à l’excitation d’ondes de densité totale
(oscillation de n1 + n2) et d’ondes de "spin" (oscillation de n1 − n2). Dans
la limite des faibles k, on trouve donc deux branches linéaires

ω±(k) = ck

(
1± |g12|

g

)1/2

, (59)

qui sont toutes deux réelles si et seulement le critère de stabilité (54) est sa-
tisfait. Quand ce n’est pas le cas, l’examen de (58) permet de déterminer le
nombre d’onde k qui conduit à la plus grande partie imaginaire de ω±(k),
et donc à l’instabilité maximale.

3-3 L’énergie LHY pour un mélange

L’énergie LHY pour un mélange a été calculée par LARSEN (1963) et
MINARDI, ANCILOTTO et al. (2019). Dans le cas homonucléaire m1 = m2,
cette énergie s’écrit :

ELHY =
8V

15π2

m3/2

~3
(g11n1)

5/2
f

(
g212

g11g22
,
g22n2
g11n1

)
(60)

où la fonction sans dimension f(x, y) définie par

f(x, y) =
1

25/2

∑

±

[
1 + y ±

√
(1− y)2 + 4xy

]5/2
(61)

est en pratique d’ordre unité. Au voisinage du point d’instabilité g12 =
−√g11g22, on a x ≈ 1 de sorte que cette énergie s’écrit :

g12 ≈ −
√
g11g22 : ELHY =

8

15π2

m3/2

~3
(g11N1 + g22N2)

5/2

V 3/2
. (62)

Pour un mélange dans la proportion N2/N1 =
√
g11/g22 définie en (55),

cette énergie se simplifie pour donner

ELHY =
8

15π2

m3/2

~3
(ḡN)

5/2

V 3/2
avec ḡ =

√
g11g22 (63)

c’est-à-dire l’énergie LHY d’un gaz à une composante de constante de cou-
plage ḡ [cf. (1)]. L’énergie LHY n’est donc pas réduite significativement au
voisinage du point d’instabilité g12 = −√g11g22, contrairement à l’énergie
de champ moyen (56).

3-4 Stabilisation de gouttelettes

Pour former un édifice stabilisé par l’énergie LHY, PETROV (2015) a sug-
géré d’ajuster la valeur du couplage inter-espèces g12 au voisinage de la
zone de collapse de la figure 15, en se plaçant dans la région instable. Si
elle était seule, l’énergie de champ moyen (56) conduirait alors à un effon-
drement du gaz sur lui-même, puisque δg est négatif. Deux termes peuvent
a priori venir s’opposer à cet effondrement. Pour les estimer, notons V = `3

le volume effectif occupé par le fluide à l’équilibre. Ces deux termes sont

— le terme d’énergie cinétique

Ecin ≈
N~2

2m`2
=

N~2

2mV 2/3
(64)

qui est une contribution à une particule correspondant à l’énergie né-
cessaire pour confiner une particule dans un domaine de taille ` ;

— le terme LHY calculé ci-dessus en (63).

Ces deux contributions positives augmentent quand le nuage se contracte
et peuvent donc effectivement contrebalancer le terme de champ moyen.
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Les deux compétitions possibles

+ Nℏ2

mV2/3−δg
N2

V

Compétition énergie de champ moyen - énergie cinétique 

1/V2/3

−1/V

E(V )

V

Equilibre dynamiquement instable

Marcherait à 1D (solitons) car 
le chp. moyen est alors en 1/V1/3

Compétition énergie de champ moyen - énergie LHY 

+ m3/2

ℏ3
(gN)5/2

V3/2−δg
N2

V

Equilibre stable avec n ≡ N
V

∼ ( δg
g )

2 1
a3

Objet de densité constante (indépendante de ) : “liquide”N
na3 = (δg/g)2 ≪ 1 : valide a posteriori l’utilisation de LHY

E(V )

V
−1/V

1/V3/2

FIGURE 16. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme d’énergie
cinétique (64) pour un nuage 3D. L’équilibre signalé par la flèche est instable.
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Equilibre dynamiquement instable

Marcherait à 1D (solitons) car 
le chp. moyen est alors en 1/V1/3

Compétition énergie de champ moyen - énergie LHY 

+ m3/2

ℏ3
(gN)5/2

V3/2−δg
N2

V

Equilibre stable avec n ≡ N
V

∼ ( δg
g )

2 1
a3

Objet de densité constante (indépendante de ) : “liquide”N
na3 = (δg/g)2 ≪ 1 : valide a posteriori l’utilisation de LHY

E(V )

V
−1/V

1/V3/2

FIGURE 17. Compétition entre le terme de champ moyen (56) et le terme LHY
(63). L’équilibre signalé par la flèche est stable.

Pour simplifier la discussion, nous allons passer en revue l’action sépa-
rée de chacun de ces deux termes face au terme de champ moyen. Si on ne
prend en compte que l’énergie cinétique et le terme de champ moyen, le
volume d’équilibre du fluide V doit minimiser

Ecin+MF(V ) =
N~2

2mV 2/3
− |δg|N

2

2V
. (65)

Cette fonction de V est tracée sur la figure 16 et le point stationnaire qui
apparaît est clairement instable pour notre problème à trois dimensions 8.
L’équilibre recherché ne peut donc pas se produire en pratique.

Si on ne prend en compte que le terme LHY et le terme de champ
moyen, le volume d’équilibre doit minimiser

ELHY+MF(V ) = γ
m3/2

~3
(ḡN)

5/2

V 3/2
− |δg|N

2

2V
avec γ =

8

15π2
. (66)

Cette fonction est tracée sur la figure 17 et elle conduit à un minimum
stable : l’énergie LHY peut donc effectivement empêcher l’effondrement
du gaz sur lui-même que le champ moyen tend à provoquer. Plus préci-
sément, on trouve que ce minimum correspond à une densité n = N/V
donnée à un coefficient numérique près par :

n ā3 ∼
( |δg|

ḡ

)2

avec ḡ =
4π~2ā
m

. (67)

On arrive donc au résultat important suivant : le volume d’équilibre est
tel que la densité au sein de la gouttelette n = N/V est indépendante
du nombre d’atomes. Cela correspond à la définition d’un liquide, c’est-
à-dire un état à la fois fluide et presque incompressible [ce dernier point
est confirmé par l’étude des modes de vibration de la gouttelette (PETROV

2015)]. On note par ailleurs que cette densité vérifie bien le critère de vali-
dité de l’approximation de Bogoliubov nā3 � 1, si on prend soin de garder
|δg| petit devant la valeur typique ḡ du coefficient de couplage.

En pratique, il convient bien sûr de prendre en compte simultanément
les termes d’énergie cinétique et LHY pour étudier quantitativement la

8. La situation serait différente à 1D où le terme de champ moyen varierait comme
−|δg|N2/2`. On retrouverait alors la situation bien connue qui conduit à la formation de
solitons. La transition entre ces solitons et les gouttelettes que nous étudions ici est discutée
par CHEINEY, CABRERA et al. (2018).
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implement an optical levitating potential with negligible
residual confinement along all directions, which allows us
to have long interrogation times and access the droplet
properties in free space. We probe the mixture phase
diagram, proving the existence of a self-bound phase
and identifying the critical conditions for its formation.
We analyze the dynamics observed in the droplet formation
and evolution and compare it to numerical simulations. We
finally measure the droplet size and composition as a
function of the attractive MF interaction, and we find a
good agreement with the predictions from Ref. [1].
We create self-bound droplets using two hyperfine states

of 39K, namely, jF ¼ 1; mF ¼ 0i (state 1) and jF ¼ 1; mF ¼
−1i (state 2). Feshbach resonances allow us to tune the
mutual contact interactions as represented in Fig. 1(a) as a
function of the magnetic field B [19]. The intraspecies
scattering lengths a11 and a22 are both positive, while the
interspeciesa12 is negative.We define an effective scattering
length for the mixture δa ¼ a12 þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a11a22

p
, which becomes

negative for B < Bc, setting the threshold for collapse in the
usual MF picture [2]. The stabilization effect of the LHY
correction predicted in Ref. [1] appears exactly here.
Contrary to the case of a single species [20], in a mixture
of Bose-Einstein condensates (BECs) the MF and LHY
terms have a different dependence on the interparticle
scattering lengths.While theMF energyEMF is proportional
to jδaj and thus vanishes close to Bc, the LHY correction
ELHY scales with a11 and a22 [21], thus becoming compa-
rable to theMF term in this regime.Moreover, the two terms
have a different dependence on the density n, since EMF ∝
n2 while ELHY ∝ n5=2. This means that, when the MF
contribution becomes negative, leading to an uncontrolled

increase of density and eventually to collapse, the positive
LHY term, having a steeper dependence on n, arrests the
collapse and stabilizes the system. In this regime, the
mixture can be found in two different phases depending
on the total atom numberN. WhenN is larger than a critical
number Nc, the mixture forms a self-bound liquidlike
droplet [1,29]. Below that threshold, the kinetic energy
overcomes the MF attraction, and the system goes back into
an expanding gas phase, labeled as LHY gas in the phase
diagram in Fig. 1(b).
We prepare a BEC of 39K atoms in state 2, in a crossed

dipole trap, created by three red-detuned laser beams,
with trapping frequencies ωx ¼ 2π × 195ð10Þ Hz, ωy ¼
2π × 180ð10Þ Hz, and ωz ¼ 2π × 220ð10Þ Hz, along the
axes sketched in Fig. 1(c). A homogeneous magnetic field
B is used to tune the scattering lengths as in Fig. 1(a).
Starting with a BEC with up to 4 × 105 atoms, we ramp
linearly B in 20 ms to a desired target value, and then we
apply a radio-frequency (rf) pulse of 10 μs to transfer
∼50% of the atoms in state 1. In order to observe the
subsequent evolution for sufficiently long times, remaining
within the field of view of our imaging system, gravity
compensation is required. The vertical position of a red-
detuned elliptical laser beam is modulated in time with an
acousto-optical modulator at a frequency of 4 kHz, such
that the averaged potential experienced by the atoms
provides a gradient opposite to gravity [red beam in
the inset in Fig. 1(c)]. A large waist on the horizontal
direction (y) and a suitable time modulation along the
vertical direction (z) guarantee negligible residual curva-
tures on all directions [21]. At the end of the rf pulse, we
switch off the dipole traps and switch on the levitating

gas

droplet
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FIG. 1. (a) Intra- and interspecies scattering lengths between the hyperfine states j1; 0i (state 1) and j1;−1i (state 2) of 39K, tuned by an
external magnetic field B via Feshbach resonances. The resultingMF energy of the mixture is proportional to the effective scattering length
δa, which becomes negative atBc ¼ 56.85 G. (b) Phase diagram for themixture as a function of the atomnumberN and of themagnetic field
B. (c) Evolution of the cloud in free space for three different points of the phase diagram in (b). The upper rows show the difference between
the evolution of the density profiles in the gas and droplet phases. Inset: Schematic representation of the geometry of the experiment.
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FIGURE 18. Évolution d’un gaz de 39K dans l’espace libre pour un mélange des
deux états hyperfins |F = 1,m = 0〉 et |F = 1,m = −1〉. Rangée du haut :
expansion (régime gazeux) obtenue pour |δg| très petit, l’énergie cinétique jouant
alors un rôle significatif ; rangée du bas : régime de gouttelette obtenu pour |δg|
plus grand et résultant essentiellement de la compétition entre énergie de champ
moyen et énergie LHY. Les images sont prises à t = 0, 2, . . . , 10 ms. Le nombre
d’atomes initial dans la gouttelette est de l’ordre de 200 000 et la taille r.m.s. de
l’ordre de 2µm. Le rapport N1/N2, de l’ordre de 0.7, est en bon accord avec la
prédiction théorique. Figure tirée de SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018).

compétition avec l’énergie négative de champ moyen. Toutefois, pour les
grands nombres d’atomes, l’énergie cinétique joue un rôle faible et la pré-
diction (67) peut être utilisée en bonne approximation.

Nous ne décrirons pas ici l’observation expérimentale de ces goutte-
lettes puisque ce sujet sera détaillé dans le séminaire et l’atelier du 15 avril
prochain. Signalons simplement que ces gouttelettes ont été observées en
absence totale de confinement par SEMEGHINI, FERIOLI et al. (2018) à Flo-
rence et GUO, JIA et al. (2021) à Beijing, les expériences du groupe de Ta-
ruell à Barcelone étant réalisées dans un confinement à une ou deux di-
mensions (CABRERA, TANZI et al. 2018 ; CHEINEY, CABRERA et al. 2018).
Un exemple de résultat du groupe de Florence est montré en figure 18.

Appendice

Démonstration de la relation de Feynman

Nous partons de la perturbation dépendant du temps V̂ (t) =
V̂ (+) e−iωt + H.c. qui vient sonder la densité du fluide à un vecteur d’onde

particulier q :

V̂ (+) = ~κ
∫
n̂(r)eiq·r d3r (68)

où l’opérateur n̂(r) est associé à la densité spatiale au point r : n̂(r) =∑N
j=1 δ (r − r̂j). L’opérateur V̂ (+) s’écrit donc :

V̂ (+) = ~κ
∑

j

eiq·r̂j . (69)

La probabilité par unité de temps pour exciter le système en supposant
qu’il est initialement dans son état fondamental |ψ0〉 est donnée par la règle
d’or de Fermi :

Γ(q, ω) =
2π

~
∑

f

∣∣∣〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉
∣∣∣
2

δ(Ef − E0 − ~ω) (70)

et on définit la fréquence moyenne ω̄ comme

ω̄(q) =

∫ +∞
−∞ ω Γ(q, ω) dω
∫ +∞
−∞ Γ(q, ω) dω

=
N (q)

D(q)
(71)

où en fait seules les fréquences positives contribuent à Γ puisque le système
est initialement dans son état fondamental.

Calcul du numérateur N (q). L’intégrale sur ω s’écrit :

N (q) =
2π

~3
∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉 (Ef − E0)

=
2π

~3
∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |
[
Ĥ, V̂ (+)

]
|ψ0〉 (72)

ou encore

N (q) =
2π

~3
〈ψ0| V̂ (−)

[
Ĥ, V̂ (+)

]
|ψ0〉

= −2π

~3
〈ψ0|

[
Ĥ, V̂ (−)

]
V̂ (+) |ψ0〉 (73)
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Du fait de l’isotropie du système, le résultat pourN (q) est égal à celui pour
N (−q). Puisque la substitution q → −q correspond à l’échange de V̂ (+) et
de V̂ (−), on en déduit que N (q) est égal à

N (q) =
π

~3
〈ψ0|

[
V̂ (−),

[
Ĥ, V̂ (+)

]]
|ψ0〉. (74)

L’hamiltonien du gaz s’écrit :

Ĥ =
∑

j

p̂2
j

2m
+

1

2

∑

i6=j

v(r̂ij). (75)

Par conséquent, seul le terme d’énergie cinétique possède un commutateur
non nul avec les opérateurs V̂ (±). Nous trouvons :
[
Ĥ, V̂ (+)

]
=

~κ
2m

∑

j

[
p̂2
j , e

iq·r̂j
]

=
~2κ
2m

∑

j

q ·
(
p̂j eiq·r̂j + eiq·r̂j p̂j

)
(76)

et [
V̂ (−),

[
Ĥ, V̂ (+)

]]
=

~4κ2

m
Nq2 (77)

de sorte qu’on obtient finalement (41).

Le lien avec la relation de Thomas–Reiche–Kuhn en physique atomique
se fait en notant que pour un atome "à un électron" d’opérateur position x̂
et de masse m, on trouve pour un état propre |m〉 de l’énergie :

∑

n

(En − Em) |〈n|x̂|m〉|2 =
~2

2m
(78)

La démonstration est très similaire à ce qui précède, les opérateurs V̂ (±)

étant remplacés par x̂.

Calcul du dénominateur D(q). L’intégrale sur ω donne :

D(q) =
2π

~2
∑

f

〈ψ0|V̂ (−)|ψf 〉 〈ψf |V̂ (+)|ψ0〉

=
2π

~2
〈ψ0| V̂ (−) V̂ (+) |ψ0〉

= 2πκ2


N +

∑

i 6=j

〈ψ0|eiq·(r̂i−r̂j)|ψ0〉


 (79)

ce qui conduit à (42).

La fonction de corrélation spatiale g2(r)

Le calcul de la fonction g2(r) pour l’état fondamental du gaz de Bose a
été mené de manière détaillée dans l’article original de LEE, HUANG et al.
(1957). Nous reproduisons ici simplement les grandes lignes de ce calcul,
un peu fastidieux mais sans difficulté notable. Différents aspects du com-
portement de la fonction g2(r) ont été analysés dans les articles plus récents
de NARASCHEWSKI & GLAUBER (1999) et HOLZMANN & CASTIN (1999).

Cette fonction de corrélation g2 s’écrit comme le carré de la norme d’un
vecteur :

g2(r) =
1

n2
‖Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉‖2, (80)

où |0B〉 désigne l’état fondamental du gaz, c’est-à-dire le vide d’excitations
de Bogoliubov. Remplaçons les opérateurs champ Ψ̂(0) et Ψ̂(r) par leur
expression en terme des opérateurs de création et de destruction des exci-
tations élémentaires :

Ψ̂(r) =
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r ak

=
√
n0 +

1√
L3

∑

k 6=0

eik·r
(
ukbk − vkb†−k

)
. (81)

On constate alors que le vecteur intervenant dans (80) peut contenir 0, 1 ou
2 excitations de Bogoliubov :

Ψ̂(r)Ψ̂(0)|0B〉 =


n0 −

1

L3

∑

k 6=0

ukvk e−ik·r


 |0B〉

−
√
n0√
L3

∑

k 6=0

vk
(
1 + e−ik·r

)
|1k〉

+
1

L3

∑

paires k,k′

vkvk′

(
e−ik·r + e−ik

′·r
)
|1k1k′〉 (82)
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On en déduit la fonction de corrélation 9

g2(r) = [1 + F (r)]
2

+ [1 +G(r)]
2 − 1− 2

n′

n
[F (r) +G(r)] (83)

ou encore

g2(r) = 1 + 2
n0
n

[F (r) +G(r)] + F 2(r) +G2(r) (84)

où nous avons adopté les mêmes notations que LEE, HUANG et al. (1957) :

F (r) =
1

N

∑

k 6=0

v2k eik·r, G(r) = − 1

N

∑

k 6=0

ukvk eik·r. (85)

Comportements asymptotiques. LEE, HUANG et al. (1957) donnent les
développements à courte et longue distance de ces fonctions. Au voisinage
de 0, ils trouvent :

r � ξ : F (r) ≈ n′

n
, G(r) ≈ −a

r
+

8√
π

√
na3 (86)

ce qui conduit à

r � ξ : g2(r) =
(

1− a

r

)2
+O(a/ξ). (87)

À grande distance, LEE, HUANG et al. (1957) trouvent :

r � ξ : F (r) ∼ −G(r) ∼ 1

π2nξ

1

r2
(88)

ce qui conduit à
r � ξ : g2(r) ≈ 1 +O

(
r−4
)
. (89)

Le facteur de structure S(q)

Une fois connue la fonction g2, on calcule la transformée de Fourier de
g2(r)− 1 pour déterminer S(q) qui intervient directement dans la formule

9. Notons que l’équation correspondante de l’article de LEE, HUANG et al. (1957) contient
un terme 4n′/n au lieu de 2n′/n en facteur du dernier terme de (83). Cette erreur a été signa-
lée par GARCIA-COLIN (1960).

de Feynman. Pour mener à bien ce calcul, on part de l’expression (84) que
l’on met sous la forme

g2(r) = 1 + g2,a(r) + g2,b(r) (90)

avec

g2,a(r) = 2
n0
n

[F (r) +G(r)] g2,b(r) = F 2(r) +G2(r), (91)

et on pose
S(q) = 1 + Sa(q) + Sb(q) (92)

avec
Sa/b(q) = n

∫
g2,a/b(r) e−iq·r d3r. (93)

Contribution de g2,a(r). Le calcul de la transformée de g2,a(r) est simple :
dans la mesure où F et G sont elles-mêmes définies en (85) comme les
transformées de Fourier de v2k et −ukvk, on trouve sans calcul :

Sa(q) = −2
n0
n
vq(uq − vq). (94)

À l’approximation n0 ≈ n (déplétion quantique négligée quand
√
na3 �

1), nous pouvons remarquer que cette contribution à elle seule conduit au
résultat pour le spectre de Bogoliubov donné en (24)

εq
1 + Sa(q)

≈ εq
1− 2vq(uq − vq)

= ~ωq. (95)

En particulier, dans la limite qξ � 1, nous avons vu au chapitre précédent
que uq ∼ 1 et vq ∼ 1/2q2ξ2 � uq , de sorte que cette expression se simplifie
pour donner

qξ � 1 : Sa(q) ≈ −n0
n

1

q2ξ2
≈ − 1

q2ξ2
. (96)

Contribution de g2,b(r). Le calcul complet de la transformée de Fourier
de g2,b(r) est plus compliqué et nous allons nous contenter ici de son terme
dominant pour qξ � 1 et

√
na3 � 1. On peut alors montrer que le seul
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terme à prendre en compte provient de la transformée de Fourier deG2(r),
que l’on peut évaluer en utilisant l’expression de G aux petits r donnée en
(86) :

Sb(q) ≈ n
∫
G2(r) e−iq·r d3r ≈ n

∫
a2

r2
e−iq·r d3r =

2π2na2

q
. (97)

Bilan dans le régime qξ � 1. En combinant (92), (96) et (97), on arrive au
résultat (44).
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