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Prochains séminaires 

Vendredi 11 mars : Takis Kontos, Laboratoire de Physique de l'Ecole Normale Supérieure, Paris 
Circuits quantiques hybrides : de la physique atomique sur puce aux détecteurs de la matière noire de l'univers

Vendredi 18 mars : Matthias Weidemüller, Universität Heidelberg, Allemagne
Does a disordered isolated spin system thermalize?      

Vendredi 25 mars : Jean-Philippe Brantut, Ecole polytechnique fédérale de Lausanne, Suisse
Exploring and controlling Fermi gases with light in a high-finesse cavity 

Vendredi 1 avril : Anna Minguzzi, LPMMC, CNRS and Université Grenoble-Alpes 
Tan contact in one-dimensional quantum gases 



Les interactions entre atomes 
dans les gaz quantiques
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Le lien entre microscopique et macroscopique

Propriétés des constituants de base de la matière (atomes, molécules) vs. lois macroscopiques 

Clapeyron, 1834 van der Waals, 1873

PV = NkBT (P + a′￼

N2

V2 ) (V − Nb′￼) = NkBT

Gaz parfait Gaz “réel”

  : interactions entre particules, en particulier  
       les interactions de van der Waals 

  volume occupé par chacune, considérée  
       comme une sphère dure impénétrable

a′￼

b′￼ :
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Réseau des courbes “isothermes”

Existence d’un point critique, de 
compressibilité infinie

( ∂P
∂V )

T
= 0 ( ∂2P

∂V2 )
T

= 0

Coordonnées : Pc, Tc, nc

L’équation d’état peut se mettre sous une forme universelle :
P
Pc

= F ( T
Tc

,
n
nc )

   fonction identique pour tous les fluidesF :
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Transition liquide-gaz déduite de l’équation d’état de van der Waals
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Lois des états correspondants (classique)

Guggenheim (1945)

PRINCIPLE OF CORRESPONDING ST,\TES 257 

.95 

.75. 

FIG. 2. 

these formulae should be used for computing 
values of pg. There are however occasions when 
one requires relatively accurate values not of pg 

itself but of (Pl- pg) / pc; on such occasions formula 
(6.4) . in view of its extreme simplicity and 
surprisingly high accuracy has much to recom-
mend it. An example of its use will occur in 
Section 16. 

7. VAPOR PRESSURE 

At temperatures considerably below the critical 
temperature, say T<0.65Tc, when formula (6.2) 
for Pu becomes inaccurate it is convenient to con-
sider the equilibrium vapor pressure Prather 
than pg. According to the principle of corre-
sponding states one should expect P fPc to be a 
universal function of T /Tc• In particular the 
temperatures T8 at which the equilibrium pres-

sure P is one-fiftieth of the critical pressure 
should be corresponding temperatures for differ-
ent substances and the ratio of T. to Tc should 
have a universal value. On the other hand Tb the 
boiling points at a pressure of one atmosphere are 
not corresponding temperatures for different 
substances. In rows 9 and 10 of Table I are given 
Tb the boiling point at a pressure of one atmos-
phere, and T. the boiling point at a pressure one-
fiftieth the critical pressure. In rows 11 and 12 
are given the ratios To/Te and T./Tc. It will be 
seen that the values of the latter are, as expected, 
more nearly the same than the values of the 
former. 

8. ENTROPY OF EVAPORATION 

According to Trouton's rule the molar entropies 
of evaporation for different substances have 

Downloaded 24 Jun 2012 to 139.184.30.132. Redistribution subject to AIP license or copyright; see http://jcp.aip.org/about/rights_and_permissions

n/nc

T/Tc

Illustration de l’universalité  
caractéristique d’un 
phénomène critique LiquideGaz
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Le cours de cette année

Etude du lien “micro-macro” pour des gaz dilués ultra-froids (nK-µK) : effets quantiques prépondérants 
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Les échelles de longueur du problème

 distance entre particules (0.1 à 1 µm)d = n−1/3

λ = ( 2πℏ2

mkBT )
1/2

 longueur d’onde thermique

   : longueur de diffusion (collisions en onde s)a

   : portée du potentielb ∼ RvdW =
1
2

(mC6/ℏ2)1/4 r

V(r)

−C6/r6

b ∼ RvdW ∼ qq nanometres

Gaz dilué :  , mais pas d’hypothèse concernant le rapport b ≪ d a/d = (na3)1/3

Gaz froid :  , mais pas d’hypothèse concernant le rapport b ≪ λ a/λ
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Plan du cours de cette année

1. Le régime faiblement dégénéré

λ < d ou encore nλ3 < 1 développement du viriel

2. Le régime dégénéré et d’interaction faible

nλ3 > 1 et na3 ≪ 1
approche de Bogoliubov 
correction de Lee-Huang-Yang  
états “gouttelettes”

3. Le régime d’interaction arbitrairement élevée

na3 ≳ 1 théorie du contact
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Lien avec le cours de l’an passé

2020-21 : description détaillée de l’interaction à deux corps
en particulier, étude des états de diffusion et des états liés dans un potentiel de van der Waals

Développement en ondes partielles

Basse énergie : onde s, de moment cinétique ℓ = 0
longueur de diffusion , pseudo-potentiel a ̂Vpp

Développement de Born en puissances de V

Résonance de diffusion quand un nouvel état lié apparaît

V(r)

r

|a | = + ∞
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Cours 1

Gaz quantiques faiblement dégénérés :
l’approche “développement du viriel”
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Le principe du développement “en amas”

Régime  : gaz faiblement dégénérénλ3 ≪ 1 λ = ( 2πℏ2

mkBT )
1/2

Gaz caractérisé par sa température  et son potentiel chimique T μ

On cherche un développement des grandeurs thermodynamiques, pression par exemple, en fonction 
du petit paramètre sans dimension                                  (fugacité)z = exp (μ/kBT)

Mayer & Montroll, 1941
Kamerlingh Onnes,1902

P
kBT / λ3

= b1(T) z + b2(T) z2 + b3(T) z3 + …

Exemple de lien entre problème à petit 
nombre de corps et thermodynamique

A l’ordre 1 en , nous allons voir que z z ≈ nλ3
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Plan du cours

1. Le développement du viriel

Gaz parfait de Boltzmann, rôle des statistiques quantiques, principe général

2. Le deuxième coefficient du viriel b2

Interactions en onde , cas d’une résonance de diffusions

3. Le gaz de Fermi dans le régime unitaire

Coefficients b3, b4, …

P
kBT / λ3

= b1(T ) z + b2(T ) z2 + b3(T ) z3 + …
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Le gaz parfait classique (statistique de Boltzmann)

Pas de corrélations entre particules : ZN =
1

N!
ZN

1
1

N!
: paradoxe de Nernst

Fonction de partition grand-canonique : ZGC =
+∞

∑
N=0

zNZN = ∑
N

(zZ1)N

N!
= exp(zZ1)

Grand potentiel : Ω(T, L3, μ) = − kBT log(ZGC) = − kBT zZ1 avec Z1 =
L3

λ3

z ≡ eμ / kBT

Pression : P = −
Ω
L3

P
kBT/λ3

= z

Densité spatiale : n = ( ∂P
∂μ )

T
nλ3 = z {P = nkBT

Développement du viriel : b1(T) = 1, bj(T) = 0 pour j ≥ 2.
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Les gaz parfaits quantiques

Prise en compte de l’indiscernabilité entre particules

Ω = kBT∑
j

log (1 − z e−Ej/kBT)

Ω = − kBT∑
j

log (1 + z e−Ej/kBT)
Ω = − kBT z ∑

j

e−Ej/kBT {
Bosons polarisés

Fermions polarisés

Développement en série entière : log(1 − x) = −
∞

∑
j=1

xj

j

classique (Boltzmann)

classique

Pλ3

kBT
= z {

Pλ3

kBT
=

+∞

∑
j=1

1
j5/2

zj

Pλ3

kBT
=

+∞

∑
j=1

(−1) j+1

j5/2
zj

bj(T) =
1

j5/2

bj(T) =
(−1) j+1

j5/2
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Le principe du développement du viriel en présence d’interactions

On cherche un développement pour la pression en puissances de la fugacité

Pλ3

kBT
=

∞

∑
j=1

bj(T) zj

Pour calculer , on identifie terme à terme les deux expressions bj(T)

P =
kBT
λ3 (b1(T) z + b2(T) z2 + … ) Ω = − kBT log (1 + zZ1 + z2Z2 + …)P = − Ω/L3

On trouve :

b1(T) = 1

b2(T) =
1
Z1 (Z2 −

Z2
1

2 )
b3(T) =

1
Z1 (Z3 − Z1Z2 +

Z3
1

3 )
nécessite  : résolution du problème à deux corpsZ2

nécessite  : résolution du problème à trois corpsZ3
{
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Plan du cours

1. Le développement du viriel

2. Le deuxième coefficient du viriel b2(T)

Interactions en onde  entre deux particules de masse , par exemple deux bosons identiquess m

3. Le gaz de Fermi dans le régime unitaire

Coefficients b3, b4, …

Formalisme général de Beth & Uhlenbeck appliqué aux gaz froids

Rappel : pas d’interaction en onde s entre deux fermions polarisés
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Séparation “centre de masse - variable relative”

Fonction de partition pour le problème à deux corps

Z2 = ∑
j

e−E(2)
j / kBT = ZCdM × Zrel

ZCdM : particule libre de masse    2m → ZCdM = 23/2 Z1

Zrel : somme sur tous les états (libres ou liés) du mouvement relatif, masse réduite m/2

r

Deux cas limites intéressants 

Interaction en onde s loin de résonance : |a | ≪ λ

Interaction en onde s résonante : |a | = ∞
r

V(r)

kBT
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Interaction en onde  loin de résonance  ( )s |a | ≪ λ

Energie de liaison des états liés ≫ kBT
On néglige leur contribution : les dimères éventuellement formés quittent immédiatement le piège

Etats de diffusion contribuant à la fonction de partition : nombre d’onde k ∼ 1/λ ⟶ ka ≪ 1
Etat stationnaire de diffusion      :         pour   ψ(r) u(r) = r ψ(r) ∼ sin [k(r − a)] r ≫ b

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

�1

0

1

k /k0 = 0.02

k /k0 = 0.03

k /k0 = 0.05

r/b

k0b = 0.55π
a ≈ 4.7b

ℏ2k2
0

2mr
= V0

Exemple d’un puits carré de profondeur  :V0

La présence d’un noeud imposé en  
vient modifier la densité d’états 

r = a
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Interaction en onde  loin de résonance  (bosons)s

Fonction de partition pour la variable relative : Zrel
ℓ=0 = ∑

n

e− ℏ2k2
n / (mkBT)

Condition de quantification des nombres d’onde   (sphère de rayon ):kn R

u(r) ∼ sin [k(r − a)] ⇒ kn = n
π

R − a

Zrel
ℓ=0 =

R − a
π ∫

+∞

0
e−ℏ2k2/(mkBT) dk =

1

2 λ
( R − a )et donc :

terme présent 
sans interactions

terme dû  
aux interactions

Z2 = ZCdM × Zrel

b2(T ) =
1
Z1 (Z2 −

Z2
1

2 ) } b2(T) =
1

25/2
−

2a
λ

Finalement : ⇒
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Retour vers la thermodynamique

bbosons
2 (T) =

1
25/2

−
2a
λGrand potentiel du gaz : Ω(L3, T, μ) ≈ − kBT

L3

λ3 [z + b2(T)z2]

On en déduit (après quelque calculs) l’énergie interne à l’ordre 2 en   :z

E = Ω + TS + μN ≈ NkBT [ 3
2

+ nλ3 (T
db2

dT
−

3b2

2 )]

bfermions
2 (T) = −

1
25/2

•  Terme lié aux interaction en onde  pour des bosons :   s −2a/λ

ΔE(int.) = gnN avec g =
4πℏ2a

m
(facteur 2 par rapport à l’énergie d’un condensat pur, 
lié à l’effet Hanbury-Brown & Twiss)

•  Terme lié aux statistiques quantiques :  ±2−5/2

Augmentation de la pression pour des fermions à  et  fixées (Pauli)n T
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Interaction en onde s résonnante

a

V0

Résonance de diffusion à énergie nulle

Se produit quand une (légère) 
modification du potentiel d’interaction 
conduit à l’apparition d’un nouvel état lié

• juste avant l’apparition du nouvel état :
longueur de diffusion  grande et négativea

• juste après l’apparition du nouvel état :
longueur de diffusion  grande et positivea

Elie

V0
Energie de l’état faiblement lié:

Elie ≈ −
ℏ2

ma2



L’analyse de la collision à résonance

La collision est caractérisée par le déphasage en onde s, , déduit de δ0(k)

Fonction d’onde radiale réduite pour le problème à deux corps :    pour  u(r) ≈ sin [kr + δ0(k)] r ≫ b

tan[δ0(k)] = − ka

Condition aux limites dans une sphère de rayon  :R knR + δ0(kn) = nπ, n entier positif

Intervalle entre deux valeurs de k : (kn+1 − kn)(R +
dδ0

dk ) = π

Fonction de partition pour la variable relative :

Zrel
ℓ=0 = (…) +

1
π ∫

+∞

0

dδ0

dk
e−ℏ2k2/mkBT dk + [e−Elie/kBT]

indépendant  
des interactions

états de  
diffusion

état faiblement  
lié (s’il existe)

Ho & Mueller, 2004



24

Le coefficient  à résonance (bosons polarisés)b2(T)

On trouve le même résultat de part et d’autre de la résonance

a

V0

a → − ∞

a → + ∞
b(int)

2 = 2

b2 =
1

25/2
+ 2ou encore :

statistiques  
quantiques

interactions

à comparer au cas non résonnant : b2 =
1

25/2
−

2a
λ

Le coefficient  est sans dimension et ne peut s’écrire que comme le rapport de deux longueursb2

A résonance, pas d’échelle de longueur associée aux interactions :  est alors un "pur" nombreb2

}
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Plan du cours

3. Le gaz de Fermi de spin 1/2 unitaire

} pas d’interaction en onde s

: interaction en onde  supposée  
  résonnante : 

s
|a | = + ∞

1. Le développement du viriel

2. Le deuxième coefficient du viriel
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Pourquoi le gaz de Fermi unitaire est intéressant 

Le gaz de Fermi de spin 1/2 unitaire se rencontre dans plusieurs situations 

• Etoiles à neutrons           (portée effective)a = 18 fm ≫ r0 = 2.8 fm

• Plasma quarks-gluons

• Supraconducteurs à haute température critique

Régime unitaire : pas d’échelle de longueur liée aux interactions à deux corps ( )|a | = ∞

Principe de Pauli : pas de longueur caractéristique additionnelle liée aux effets à trois corps  (  cas des bosons)≠

Invariance d’échelle : les coefficients  sont de purs nombres, indépendants de bj T

Gros efforts théoriques et expérimentaux au cours des 20 dernières années : b3, b4, b5
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Développement du viriel pour un gaz spineur 

Deux composantes notées  et   (ou  et )         Deux potentiels chimiques  ↑ ↓ + − ⟶ μ±

ZGC = ∑
N+,N−

zN+
+ zN−− ZN+,N−

Ω = − kBT
L3

λ3 ∑
i,j

bi,j zi
+ zj

−

b1,0 = b0,1 = 1 b2,0 = b0,2 = −
1

25/2

pas d’interaction entre fermions polarisés,  
uniquement des effets de statistique quantique

b1,1 = 2

Interaction supposée  
résonnante
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Le gaz de Fermi équilibré

Même nombre moyen de particules  et   :↑ ↓ μ+ = μ− ⇒ z+ = z− ≡ z

Grand potentiel :   Ω = − ns kBT
L3

λ3 [ b1z + b2z2 + …]     nombre d’états de spinns = 2 :

b2 =
1
2 (b2,0 + b0,2 + b1,1)

avec les coefficients du développement :  

b1 =
1
2 (b1,0 + b0,1) = 1

b2 = −
1

25/2
+

1

2

Ω = − kBT
L3

λ3 ∑
i,j

bi,j zi
+ zj

−
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Le coefficient  à résonanceb3

Il faut déterminer tous les états propres de :                                  ou de :

Après une série de résultats contradictoires :

2006 : Werner & Castin calculent quasi-analytiquement le spectre des 3 particules dans un piège harmonique

2008 : Liu, Hu et al utilisent ce résultat et le connectent au cas de 3 particules non piégées

bn = n3/2 bn,trap b3 =
1

35/2
− 0.3551… = − 0.2910…
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Résultats expérimentaux sur le gaz de Fermi unitaire

2009-10 : groupe de l’ENS (Chevy-Salomon) sur 6Li, résonance de Fano-Feshbach à 834 G

105 atomes confinés dans un piège harmonique à symétrie cylindrique (  de 0.15 à 1.3 µK) T

In the balanced case,model-independent thermometry is notoriously
difficult because of the strong interactions. Inspired by ref. 24, we over-
come this issue by measuring the temperature of a 7Li cloud in thermal
equilibrium with the 6Li mixture (see Methods).

The central chemical potential m0 is fitted on the hottest clouds so
that the EOS agrees in the classical regime f? 1 with the second-
order virial expansion h 1, fð Þ<2 1zf{1

! ffiffiffi
2

p# $
(ref. 25). For colder

clouds we proceed recursively. The EOS of an image recorded at
temperature T has some overlap with the previously determined
EOS from all images with T9.T. In this overlap region, m0 is fitted
to minimize the distance between the two EOSs. This provides a new
portion of the EOS at lower temperature. Using 40 images of clouds
prepared at different temperatures, we thus reconstruct a low-noise
EOS from the classical part down to the degenerate regime, as shown
in Fig. 3a.

We now comment on the main features of the EOS. At high tem-
perature, the EOS can be expanded in powers of f21 as a virial
expansion11:

h 1, fð Þ
2

~

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2zbk
% &

f{k

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2f{k

where bk is the kth virial coefficient. As we have b2~1
! ffiffiffi

2
p

in the
measurement scheme described above, our data provide for the first
time the experimental values of b3 and b4. b3520.35(2) is in excellent
agreement with the recent calculation b3520.2912 325/2520.355
from ref. 11, but not with b35 1.05 from ref. 12. b45 0.096(15)
involves the four-fermionproblemat unitarity and could interestingly
be computed along the lines of ref. 11.

Let us now focus on the low-temperature regime of the normal
phase f= 1. As shown in Fig. 3b, we observe a T2 dependence of
the pressure with temperature. This behaviour is reminiscent of a
Fermi liquid, and indicates that pseudogap effects expected for
strongly interacting Fermi superfluids26 do not show up at the ther-
modynamic level within our experimental precision. In analogy with
3He or heavy-fermion metals, we fit our data with the EOS:

P m, Tð Þ~2P1 m, 0ð Þ j{3=2
n z

5p2

8
j{1=2
n

m#

m

kBT

m

' (2
 !

ð4Þ

Here P1(m, 0)5 1/15p2(2m/"2)3/2m5/2 is the pressure of a single-
component Fermi gas at zero temperature, m* is the quasi-particle

mass, and j{1
n is the compressibility of the normal gas extrapolated to

zero temperature, and normalized to that of an ideal gas of same
density. We deduce two new parameters m*/m5 1.13(3) and
jn5 0.51(2). Despite the strong interactions,m* is close tom, unlike
theweakly interacting 3He liquid forwhich2.7,m*/m, 5.8, depend-
ing on pressure. Our jn value is in agreement with the variational
fixed-node Monte Carlo calculations jn5 0.54 in ref. 27 and

jn5 0.56 in ref. 10, and with the quantum Monte Carlo calcula-
tion jn5 0.52 in ref. 28. This yields the Landau parameters
Fs
0~jnm

#=m{1~{0:42 and Fs
1~3 m#=m{1ð Þ~0:39.

In the lowest temperature points (Fig. 3c) we observe a sudden
deviation of the data from the fitted equation (4) at (kBT/m)c5
0.32(3) (see Supplementary Information). We interpret this beha-
viour as the transition from the normal phase to the superfluid phase.
This critical ratio has been extensively calculated in recent years. Our
value is in close agreement with the diagrammatic Monte Carlo cal-
culation (kBT/m)c5 0.32(2) of ref. 6 and with the quantum Monte
Carlo calculation (kBT/m)c5 0.35(3) of ref. 28; but it differs from the
self-consistent approach in ref. 8 that gives (kBT/m)c5 0.41, from the
renormalization group prediction 0.24 in ref. 29, and from several
other less precise theories. From equation (4) we deduce the total
density n5 n11 n25 hP(mi5m, T)/hm and the Fermi energy
EF5 kBTF5"2/2m(3p2n)2/3 at the transition point. We obtain (m/
EF)c5 0.49(2) and (T/TF)c5 0.157(15), in very good agreement with
ref. 6. Our measurement is the first direct determination of (m/EF)c

x

z
y

6Li imaging 7Li imaging

Figure 2 | Schematic representation of our atomic sample. The 6Li atomic
cloud is imaged in the direction y; the column density is then integrated
along the direction x to give !nn zð Þ. The 7Li atoms are imaged after a time of
flight along the z direction.
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Figure 3 | Equation of state of a spin-balanced unitary Fermi gas. a, Finite-
temperature equation of state (EOS) h(1, f) (black dots). The error bars
represented at f5 0.14 and f5 2.3 indicate the 6%accuracy in f and h of our
EOS. The red curves are the successive virial expansions up to fourth order.
The blue triangles are from ref. 6, the green stars from ref. 7, the purple
diamonds from ref. 8, and the blue solid line from ref. 9. The grey region
indicates the superfluid phase. b, EOS P(m, T)/2P1(m, 0) as a function of
(kBT/m)

2, fitted by the Fermi liquid EOS, equation (4). The red dashed line is
the non-interacting Fermi gas (NIFG). The horizontal dot-dashed and
dotted lines indicate respectively the zero-temperature pressure of the
superfluid phase!j{3=2

s and that of the normal phase!j{3=2
n . c, Expanded

view of b near Tc. The sudden deviation of the data from the fit occurs at
(kBT/m)c5 0.32(3) that we interpret as the superfluid transition. The black
dashed line indicates the mean value of the data points below Tc.
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x1

x2

x3

Mesure de la densité par absorption 
d’un faisceau sonde

n̄(x3) = ∫
∞

0
n(x1, x2, x3) dx1 dx2

Directement reliée à la pression !

Ho & Zhou, Nascimbene

qq. 100 µm
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Lien entre densité intégrée  et pression n̄(x3) P

In the balanced case,model-independent thermometry is notoriously
difficult because of the strong interactions. Inspired by ref. 24, we over-
come this issue by measuring the temperature of a 7Li cloud in thermal
equilibrium with the 6Li mixture (see Methods).

The central chemical potential m0 is fitted on the hottest clouds so
that the EOS agrees in the classical regime f? 1 with the second-
order virial expansion h 1, fð Þ<2 1zf{1

! ffiffiffi
2

p# $
(ref. 25). For colder

clouds we proceed recursively. The EOS of an image recorded at
temperature T has some overlap with the previously determined
EOS from all images with T9.T. In this overlap region, m0 is fitted
to minimize the distance between the two EOSs. This provides a new
portion of the EOS at lower temperature. Using 40 images of clouds
prepared at different temperatures, we thus reconstruct a low-noise
EOS from the classical part down to the degenerate regime, as shown
in Fig. 3a.

We now comment on the main features of the EOS. At high tem-
perature, the EOS can be expanded in powers of f21 as a virial
expansion11:

h 1, fð Þ
2

~

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2zbk
% &

f{k

P?
k~1 {1ð Þkz1k{5=2f{k

where bk is the kth virial coefficient. As we have b2~1
! ffiffiffi

2
p

in the
measurement scheme described above, our data provide for the first
time the experimental values of b3 and b4. b3520.35(2) is in excellent
agreement with the recent calculation b3520.2912 325/2520.355
from ref. 11, but not with b35 1.05 from ref. 12. b45 0.096(15)
involves the four-fermionproblemat unitarity and could interestingly
be computed along the lines of ref. 11.

Let us now focus on the low-temperature regime of the normal
phase f= 1. As shown in Fig. 3b, we observe a T2 dependence of
the pressure with temperature. This behaviour is reminiscent of a
Fermi liquid, and indicates that pseudogap effects expected for
strongly interacting Fermi superfluids26 do not show up at the ther-
modynamic level within our experimental precision. In analogy with
3He or heavy-fermion metals, we fit our data with the EOS:

P m, Tð Þ~2P1 m, 0ð Þ j{3=2
n z

5p2

8
j{1=2
n

m#

m

kBT

m

' (2
 !

ð4Þ

Here P1(m, 0)5 1/15p2(2m/"2)3/2m5/2 is the pressure of a single-
component Fermi gas at zero temperature, m* is the quasi-particle

mass, and j{1
n is the compressibility of the normal gas extrapolated to

zero temperature, and normalized to that of an ideal gas of same
density. We deduce two new parameters m*/m5 1.13(3) and
jn5 0.51(2). Despite the strong interactions,m* is close tom, unlike
theweakly interacting 3He liquid forwhich2.7,m*/m, 5.8, depend-
ing on pressure. Our jn value is in agreement with the variational
fixed-node Monte Carlo calculations jn5 0.54 in ref. 27 and

jn5 0.56 in ref. 10, and with the quantum Monte Carlo calcula-
tion jn5 0.52 in ref. 28. This yields the Landau parameters
Fs
0~jnm

#=m{1~{0:42 and Fs
1~3 m#=m{1ð Þ~0:39.

In the lowest temperature points (Fig. 3c) we observe a sudden
deviation of the data from the fitted equation (4) at (kBT/m)c5
0.32(3) (see Supplementary Information). We interpret this beha-
viour as the transition from the normal phase to the superfluid phase.
This critical ratio has been extensively calculated in recent years. Our
value is in close agreement with the diagrammatic Monte Carlo cal-
culation (kBT/m)c5 0.32(2) of ref. 6 and with the quantum Monte
Carlo calculation (kBT/m)c5 0.35(3) of ref. 28; but it differs from the
self-consistent approach in ref. 8 that gives (kBT/m)c5 0.41, from the
renormalization group prediction 0.24 in ref. 29, and from several
other less precise theories. From equation (4) we deduce the total
density n5 n11 n25 hP(mi5m, T)/hm and the Fermi energy
EF5 kBTF5"2/2m(3p2n)2/3 at the transition point. We obtain (m/
EF)c5 0.49(2) and (T/TF)c5 0.157(15), in very good agreement with
ref. 6. Our measurement is the first direct determination of (m/EF)c

x

z
y

6Li imaging 7Li imaging

Figure 2 | Schematic representation of our atomic sample. The 6Li atomic
cloud is imaged in the direction y; the column density is then integrated
along the direction x to give !nn zð Þ. The 7Li atoms are imaged after a time of
flight along the z direction.
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Figure 3 | Equation of state of a spin-balanced unitary Fermi gas. a, Finite-
temperature equation of state (EOS) h(1, f) (black dots). The error bars
represented at f5 0.14 and f5 2.3 indicate the 6%accuracy in f and h of our
EOS. The red curves are the successive virial expansions up to fourth order.
The blue triangles are from ref. 6, the green stars from ref. 7, the purple
diamonds from ref. 8, and the blue solid line from ref. 9. The grey region
indicates the superfluid phase. b, EOS P(m, T)/2P1(m, 0) as a function of
(kBT/m)

2, fitted by the Fermi liquid EOS, equation (4). The red dashed line is
the non-interacting Fermi gas (NIFG). The horizontal dot-dashed and
dotted lines indicate respectively the zero-temperature pressure of the
superfluid phase!j{3=2

s and that of the normal phase!j{3=2
n . c, Expanded

view of b near Tc. The sudden deviation of the data from the fit occurs at
(kBT/m)c5 0.32(3) that we interpret as the superfluid transition. The black
dashed line indicates the mean value of the data points below Tc.
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x1

x2

x3

n̄(x3) = 2π∫
∞

0
n(r, x3) r dr

Passage en coordonnées cylindriques :

•  Relation thermodynamique : 

n+ = ( ∂P
∂μ+ )

T,μ−

n = ( ∂P
∂μ )

T

gaz 
équilibré

•  Approximation de densité locale dans le piège harmonique de fréquence transverse ω :
μ(x) = μ(0,0,x3) − V(r) dμ = − ω2r dr

r2 = x2
1 + x2

2

n̄(x3) =
2π
ω2 ∫

μ(x3)

−∞ ( ∂P
∂μ )

T
dμ =

2π
ω2

P[T, μ(x3)]dont on déduit :
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b4

b3

b4

hT (⇣) %

⇣ = 0.4

Ideal Fermi GasIdeal Fermi Gas

Virial2Virial2

Virial3Virial3

Virial4Virial4

1.000.50 5.000.100.05

1.0

1.5

2.0

2.5

z

h T
HzL

Tc

h =
P

Pideal

ζ = 1/z

h(z) = b1z + b2z2 + b3z3 + b4z4 + …

Résultats du groupe de l’ENS en 2010



33

Résultats du groupe de l’ENS en 2010 (suite)

b2 = −
1

25/2
+

1
21/2

b1 = 1

Si on suppose connus : {
b3 = − 0.2910

on déduit :    b4 = 0.065 (15)
pas de prédiction théorique en 2010

Résultat confirmé en 2012 au MIT (groupe de M. Zwierlein)
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S. Nascimbene, thèse
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Au delà des effets à trois corps
article de revue de Endo, 2020

Les prédictions pour  (régime unitaire)b4

•2012, Rakshit et al  :   b4 = − 0.047(4)

•2015, Ngampruetikorn et al  :   b4 = + 0.03

•2016, Endo & Castin  :       [utilise une conjecture non prouvée à ce jour] b4 = + 0.031(1)

•2016, Yan & Blume  :   b4 = + 0.047(18)

•2020, Hou & Drut  :       [confirme le résultat de Endo & Castin + analyse critique des autres]b4 = + 0.031

Différence significative avec le résultat expérimental ENS-MIT : b(exp)
4 = 0.065(15)
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Explications possibles du désaccord théorie - expérience pour b4

Endo (2020) : passage délicat du piège harmonique au cas uniforme

La variation avec  de  n’est pas monotoneω b4(ω)

Calcul Monte Carlo diagrammatique [Rossi et al, 2018]

and for the bold scheme also the error due to the finite
number of iterations. Our final error bars also include errors
due to finite Nmax and to cutoffs and discretizations in the
numerics, so that all sources of errors are taken into
account [65].
At lower temperatures, the ladder scheme is not appli-

cable (due to a pole in Γ0) but we still observe convergence
of the bold scheme, as shown in Fig. 4, where we cross-
check three variants of the conformal-Borel resummation:
QðzÞ ¼ ΣðzÞ=z respectively ΠðzÞ=z with c ¼ 13 (circles),
the same QðzÞ with c ¼ 60 (diamonds), and QðzÞ ¼ ΣðzÞ
respectively ΠðzÞ with c ¼ 60 (squares). Our final result
agrees with the MIT measurement up to a 3% deviation
consistent with the experimental uncertainty.
In the related earlier work [67], much simpler resum-

mation methods such as the Lindelöf method were used,
assuming that the diagrammatic series has a nonzero

convergence radius. This assumption is invalidated by
the large-order behavior jaN j ∼ ðN!Þ1=5 found here.
Hence the results of Ref. [67] contained a systematic error.
Nevertheless, they deviate from the new results reported
here by less than 2%, which is likely related to the
smallness of the exponent 1=5.
The subfactorial scaling jaN j ∼ ðN!Þ1=5 also implies that

for a given order N, the sum aN of all diagrams is much
smaller than the number ∼N! of diagrams. This is a
manifestation of the massive cancellation between different
diagrams due to the fermionic sign.
Finally, we turn to the higher-temperature regime, where

our new high-accuracy data shed light on a controversy.
In the limit T ≫ TF, the EOS admits a virial expansion
nðJÞvirialλ

3 ¼ 2
PJ

j¼0 j bj ζ
j in powers of the fugacity ζ ¼ eβμ.

The virial coefficient bj is determined by the j-body
problem, and is known exactly for j ¼ 2 [23,68] and
j ¼ 3 [69,70]. In Fig. 5 we subtract the known virial-3
result from our EOS data so that the result tends to b4 in
the nondegenerate limit ζ → 0. Accordingly, we display at
ζ ¼ 0 several values reported for b4: The value obtained
by Endo and Castin [34] (based on a physically motivated
mathematical conjecture) deviates from the values reported
by experimentalists from ENS [25] and MIT [26].
The dedicated path integral quantum Monte Carlo result
of Yan and Blume [71] has an error bar too large to resolve
the discrepancy. Our data suggest that the Endo-Castin
result is correct, but requires sufficiently small ζ to be
extracted, and correspondingly high accuracy to resolve the
difference n − nð3Þvirial ∝ ζ4 (at ζ ≈ 0.2 our error on nλ3 is
<0.01%), while extrapolations from ζ ≳ 0.6 lead to the
overestimated b4 values reported in Refs. [25,26]. In other
words, at ζ ≈ 0.6 (T=TF ≈ 1) the unitary Fermi gas is still
so strongly correlated that it cannot be reduced to a 4-body
problem.

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

ladder scheme
bold scheme

MIT experiment

FIG. 3. Resummed density vs maximal diagram order at
βμ ¼ 0 (T=TF ≈ 0.6). The ladder and bold diagrammatic
schemes agree with each other and with experiment.
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FIG. 4. Density vs maximal diagram order at βμ ¼ 2
(T=TF ≈ 0.2). The bold diagrammatic series is resummed by
three variants of the conformal-Borel transformation (see text).

FIG. 5. Equation of state and 4th virial coefficient: The
difference between the density n and its 3rd order virial expansion
nð3Þvirial, divided by the appropriate factor, must tend to the 4th virial
coefficient b4 in the high-temperature limit ζ → 0.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 121, 130405 (2018)

130405-4

z = exp(μ/kBT )

L’extrapolation des résultats entre  et  conduit 
au résultat expérimental

z = 0.6 z = 1.2

Il faut aller à des valeurs de  beaucoup plus petites pour trouver 
la “bonne” valeur  

z
b4 = 0.031
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En conclusion

Premier lien entre physique à petit nombre de particules et physique macroscopique

Rôle essentiel de la longueur de diffusion  pour trouver le terme dominant à basse températurea

Approche valable aussi bien hors résonance ( ) qu’à résonance ( )a ≪ λ |a | = + ∞

P
kBT / λ3

= b1(T) z + b2(T) z2 + b3(T) z3 + …

[en dehors des effets à trois corps (et plus) pour les bosons (Efimov)]


