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Le gaz de Bose à température nulle

Assemblée de  bosons de spin nul (ou polarisés) dans une boîte de volume N L3

En absence d’interaction, toutes les particules  
s’accumulent dans l’état d’impulsion nulle k = 0

ϵ0 = 0

Comment ce résultat est-il modifié en présence d’interactions binaires ? 

�̂� = ∑
i<j

V( ̂ri − ̂rj)
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Quel potentiel choisir ?

Le potentiel réel ? 

r

V(r)

Compliqué avec tous ses états liés : 
l’état fondamental ne sera certainement pas un gaz d’atomes

Un potentiel de contact, après régularisation en terme de pseudo-potentiel ?

̂Vpp [ψ(r)] = g δ(r)
∂
∂r [r ψ(r)] cours de la semaine prochaine (subtilités mathématiques…) 

Un potentiel de faible amplitude, traitable par un développement de Born 
V(r)

r

L’essentiel est conserver la même longueur 
de diffusion que pour le problème réel
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Le principe du développement de Born

Développement de l’amplitude de diffusion en puissances du potentiel V(r)

ki

kf
Amplitude de probabilité à l’ordre 1 en : V

𝒜(ki → kf) ∝ ∫ ei(kf−ki)⋅r V(r) d3r

∼ b

A basse énergie : ki, kf ≪ 1/b ⟶ 𝒜(ki → kf) ∝ ∫ V(r) d3r ≡ Ṽ0

transformée de Fourier de V(r)

Longueur de diffusion  à l’ordre 1 en  :        a V g ≡
4πℏ2a

m
≈ Ṽ0

Critère de validité (cours 2021) :   |a | ≪ b
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La démarche suivie dans le cours d’aujourd’hui

Simplification de l’hamiltonien en supposant que la population de l’état  reste voisine de k = 0 N

Ĥ ⟶ Ĥ′ quadratique vis-à-vis des opérateurs création et annihilation  et  avec a†
k ak k ≠ 0

Emergence d’une structure en paires de modes couplés   {k, − k}
Processus dominant pour faire apparaître une population d’un état  :k ≠ 0 V

k

−k

0

0

Diagonalisation exacte de  pour une paire de modesĤ′ 

Energie du fondamental et spectre d’excitation
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Plan du cours 

1. L’approximation quadratique pour l’hamiltonien

Préliminaire : terme de Hartree, terme de Fock             
Le condensat vu comme un champ classique

2. L’hamiltonien de Bogoliubov à deux modes

3. Une illustration du modèle à deux modes : le gaz de spin 1 
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Hamiltonien en seconde quantification 

Ĥ =
N

∑
i=1

p̂2
i

2m
+ ∑

i<j

V( ̂ri − ̂rj)Energie cinétique et énergie d’interaction :

Opérateurs création et destruction d’une particule dans l’état d’impulsion  :      et    ℏk a†
k ak

Ĥ = ∑
k

ϵk a†
k ak +

1
2L3 ∑

k′ ,k′ ′ ,q

Ṽq a†
k′ +q a†

k′ ′ −q ak′ ′ 
ak′ 

ϵk =
ℏ2k2

2m

On obtient alors l’expression suivante pour l’hamiltonien à  corps :N

Ṽq

k′ + q

k′ ′ − qk′ ′ 

k′ conservation de l’impulsion  
lors d’une interaction élémentaire

Transformée de Fourier   de        Ṽq V(r) : Ṽq = ∫ V(r) e−iq⋅r d3r
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Les hypothèses de l’approche de Bogoliubov

Hypothèse 1 : le condensat vu comme un champ classique

Pour l’état fondamental et les états faiblement excités, la population  de  reste grande devant 1⟨N0⟩ k = 0

a0 |N0⟩ = N0 |N0 − 1⟩
a†

0 |N0⟩ = N0 + 1 |N0 + 1⟩
Les opérateurs  et  seront traités (presque toujours) comme  

 des nombres égaux à   (revient à prendre )

a0 a†
0

N̄0 [a0, a†
0 ] = 0

Hypothèse 2 : la faible déplétion du condensat

On suppose que  : développement systématique en puissances de N − ⟨N0⟩ ≪ N (N − ⟨N0⟩)/N

Vo). XI, No. 1 JOURNAL of PHYSICS 1 9  4 7

ON THE THEORY OF SUPERFLUIDITY *

By N . BOGOLUBOV

Mathematical Institute , Academy of Sciences of the Ukrainian SSR 
and Moscow State University

(Received October 12, 1946)

This paper presents an attempt of explaining the phenomenon of superfluidity on the basis 
of the theory of degeneracy of a non-perfect Bose-Einstein gas.

By using the method of the second quantization together with an approximation procedure 
we show that in the case of the small interaction between molecules the low excited states of the 
gas can be described as a perfect Bose-Einstein gas of certain “quasi-particles”  representing 
the elementary excitations, which cannot be identified with the individual molecules.

The special form of the energy of a quasi-particle as a function of its momentum is shown to be 
connected with the superfluidity.

The object of this paper is an attempt to 
construct a consistent molecular theory explain-
ing the phenomenon of superfluidity without 
assumptions concerning the structure of the 
energy spectrum.

The most natural starting point for such 
a theory seems to be the scheme of a non-
perfect Bose-Einstein gas with a weak inter-
action between its particles.

It should be noted that similar attempts 
•were done some time ago by Tisza and London 
to explain the phenomenon of superfluidity 
on the basis of the degeneracy of a perfect 
Bose-Einstein gas, but these attempts raised 
a counterblast of objections.

It has been pointed out, for example, that 
helium II has nothing to do with a perfect 
gas, because of the strong interaction between 
its molecules. However, this objection cannot 
be regarded as an essential one. Indeed, it 
is clear that a rigorous theoretical computa-
tion of the properties of a real liquid is hope-
lessly beyond the reach of a pure molecular 
theory based on usual “ m icroscopic”  equations 
of quantum mechanics. A ll we can require 
from a molecular theory of superfluidity, at 
least at the first stage of investigation, is to 
be able to account for the qualitative picture

* Presented to the Session of the Physical Mathe-
matical Department of the Academy of Sciences of the 
USSR on October 21, 1946.

of this phenomenon being based on a certain 
simplified scheme.

A  really essential objection one can make 
against this idea is the following one. The 
particles of a degenerate perfect Bose-Einstein 
gas in the ground state cannot possess the 
property of superfluidity, since nothing pre-
vents them from exchanging their momenta 
with excited particles colliding with them, 
and, therefore, from friction in their move-
ment through the liquid.

In the present paper we try to overcome 
this d ifficu lty  and to show that under cer-
tain conditions the “ degenerate condensate”  
of a “nearly perfect”  Bose-Einstein gas can 
move without any friction with respect to 
the elementary excitations, with an arbit-
rary, sufficiently small velocity . It is to be 
pointed out that the necessity of considering 
the collective elementary excitations rather 
than individual molecules was suggested by 
L . Landau in his well known paper “Theory 
of Superfluidity of Helium II”  where he, by 
postulating their existence in form of pho- 
nons and rotons, was enabled to explain the 
property of the superfluidity.

In our theory the existence and the pro-
perties of the elementary excitations follow  
directly from the basic equations describing 
the Bose-Einstein condensation of non per-
fect gases.

—  23 —

1909-1992
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L’approximation quadratique pour l’hamiltonien

On part de l’hamiltonien “exact” : Ĥ = ∑
k

ϵk a†
k ak +

1
2L3 ∑

k′ ,k′ ′ ,q

Ṽq a†
k′ +q a†

k′ ′ −q ak′ ′ 
ak′ 

L’énergie cinétique reste inchangée. Dans l’énergie d’interaction, on garde :

Les termes avec 4 opérateurs  :a†
0 , a0

N2
0

2L3
Ṽ0 Ṽ0 = ∫ V(r) d3r

Les termes avec 3 opérateurs  ?       Néant.a†
0 , a0

Les termes avec 2 opérateurs  : a†
0 , a0

N0

L3 ∑
k≠0

(Ṽ0 + Ṽk) a†
k ak +

1
2

Ṽk(a†
k a†

−k + aka−k)

Hartree Fock Ṽk

k

−k

0

0
k

−k
0

0
Ṽk



N2
0

2L3
Ṽ0 +

N0

L3 ∑
k≠0

(Ṽ0 + Ṽk) a†
k ak +

1
2

Ṽk(a†
k a†

−k + aka−k) + 𝒪( N0)

On peut remplacer  par  à cet ordre du calculN0 N

La forme de travail pour l’hamiltonien

Expression en fonction de  plutôt que , en utilisantN N0 N = N̂0 + ∑
k≠0

a†
k ak ≡ N̂0 + N̂′ 

N2
0

2L3
Ṽ0 +

N0

L3 ∑
k≠0

(Ṽ0 + Ṽk) a†
k ak +

1
2

Ṽk(a†
k a†

−k + aka−k) + 𝒪( N0)

(N − N̂′ )
2

2L3
Ṽ0 ≈

N2

2L3
Ṽ0 −

N
L3

Ṽ0 ∑
k≠0

a†
k ak

En ajoutant l’énergie cinétique et en regroupant par paires, on arrive à :

Ĥ′ ′ = ∑
{k,−k}

[ϵk + nṼk] (a†
k ak + a†

−ka−k) + nṼk (a†
k a†

−k + aka−k)Ĥ′ =
N2

2L3
Ṽ0 + Ĥ′ ′ 

n =
N
L3

ϵk =
ℏ2k2

2m
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Le terme dominant Ĥ′ =
N2

2L3
Ṽ0 + Ĥ′ ′ 

Terme constant d’énergie E =
N2

2L3
Ṽ0 =

1
2

nNṼ0 n = N/L3

A l’ordre 1 du développement de Born : g ≡
4πℏ2a

m
≈ Ṽ0

On a donc : E ≈
1
2

gnN énergie de champ moyen

Correspond au résultat de la théorie des perturbations à l’ordre 1 en  :V E = ⟨N : k = 0 |�̂� |N : k = 0⟩

Rappel : pour un gaz de Bose faiblement dégénéré, on a trouvé au cours 1 :

E = gnN Facteur 2 de type Hanbury-Brown & Twiss
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Non-conservation du nombre de particules

L’hamiltonien de Bogoliubov contient des termes de création de paires  à partir du condensat, 
considéré comme un réservoir “infini” de particules 

{k, − k}

V

k

−k

0

0

Analogie avec la conversion paramétrique en optique

Très utilisée pour générer des paires de photons corrélés

Il faut vérifier a posteriori que le nombre de paires effectivement créées reste petit devant N

Le champ pompe est lui aussi traité comme un champ classique 
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Approches équivalentes conservant le nombre de particules

Gardiner  (1997), Castin & Dum (1998), Leggett (2001, 2006)  

Approche variationnelle pour déterminer l’état fondamental du gaz de Bose

|Ψ⟩ ∝ a†
0 a†

0 − ∑
k≠0

c(k)a†
k a†

−k

N/2

|0⟩

crée une paire de particules corréléesa†
0 a†

0 − ∑
k≠0

c(k)a†
k a†

−k

Les coefficients  sont des paramètres variationnels utilisés pour minimiser l’énergie moyennec(k)

Calcul détaillé dans Cohen-Tannoudji, Diu, Laloe (M.Q., tome 3)
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Plan du cours

1. L’approximation quadratique pour l’hamiltonien

2. L’hamiltonien de Bogoliubov à deux modes

Transformation canonique  
L’état fondamental vu comme un état comprimé du vide

3. Une illustration du modèle à deux modes : le gaz de spin 1 
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Le problème à deux modes

Problème générique de l’optique quantique ou de la matière condensée 

•  Deux modes bosoniques décrits par  et  {a†
1 , a1} {a†

2 , a2}

•  Couplage quadratique vis-à-vis des  a†
j , aj

Ici, hamiltonien non perturbé : Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 +

1
2 ) + ℏω0 (a†

2 a2 +
1
2 )

1 ≡ k, 2 ≡ − k

Etat fondamental , énergie n1 = n2 = 0 ℏω0

Ici, création et destruction par paires : ̂V = ℏκ (a†
1 a†

2 + a1a2)     réelκ

   réel positifω0

On cherche une transformation canonique (i.e. préservant les relations de commutation) telle que :

•   et   combinaisons linéaires de  et {b†
1 , b1} {b†

2 , b2} {a†
1 , a1} {a†

2 , a2}

•   “Diagonalise” l’hamiltonien :                                                                  avec ω1, ω2 ≥ 0.Ĥ0 + ̂V = ℏω1 b†
1 b1 + ℏω2 b†

2 b2 + cte .
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Transformation canonique de Bogoliubov
Ĥ0 = ℏω0 (a†

1 a1 + a†
2 a2 + 1)

̂V = ℏκ (a†
1 a†

2 + a1a2)

On introduit les opérateurs : b1 = ua1 + va†
2 b2 = ua2 + va†

1

Pour préserver la relation de commutation , il faut que :    [b1, b†
1 ] = 1 u2 − v2 = 1 ⇒ u = cosh λ, v = sinh λ

idem pour .  Par ailleurs, on vérifie que , , …[b2, b†
2 ] = 1 [b1, b2] = 0 [b1, b†

2 ] = 0

Un calcul simple permet alors de vérifier qu’on obtient l’hamiltonien diagonal 

Ĥ = ℏω (b†
1 b1 +

1
2 ) + ℏω (b†

2 b2 +
1
2 )

pour le choix           
tanh(2λ) =

κ
ω0

ω = ω2
0 − κ2

Ce choix n’est possible que si   (sinon, problème singulier)|κ | < ω0
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Le spectre de l’hamiltonien

Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 +

1
2 ) + ℏω0 (a†

2 a2 +
1
2 ) Ĥ = ℏω (b†

1 b1 +
1
2 ) + ℏω (b†

2 b2 +
1
2 )

Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 + a†

2 a2 + 1)
̂V = ℏκ (a†

1 a†
2 + a1a2)

ω = ω2
0 − κ2

E = 0

ℏω0

ℏω0

ℏω0

ℏω

ℏω

ℏω

Abaissement de l’énergie du fondamental : ΔE = ℏ (ω − ω0) < 0



21

Comparaison avec un couplage de modes “normal”

On rencontre souvent le problème de deux oscillateurs couplés :

Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 +

1
2 ) + ℏω0 (a†

2 a2 +
1
2 ) ̂V′ = ℏκ (a†

1 a2 + a1a†
2 )

La transformation canonique est dans ce cas : b1 =
1

2
(a1 + a2) b2 =

1

2
(a1 − a2)

et elle conduit à 

Ĥ = ℏω1 (b†
1 b1 +

1
2 ) + ℏω2 (b†

2 b2 +
1
2 ) ω1 = ω0 + κ ω2 = ω0 − κ

E = 0

ℏω0
ℏω1

2
+

ℏω2

2
= ℏω0

ℏω1 ℏω2
Etat fondamental non  

modifié par le couplage

Emergence de deux 
fréquences propres distinctes 
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Structure de l’état fondamental
Ĥ0 = ℏω0 (a†

1 a1 + a†
2 a2 + 1)

̂V = ℏκ (a†
1 a†

2 + a1a2)

E = 0

ℏω0

ℏω0

ℏω
 ?|Ψ⟩

ℏω

Ĥ = ℏω (b†
1 b1 + b†

2 b2 + 1)
L’état fondamental  est obtenu en résolvant|Ψ⟩

b1 |Ψ⟩ = 0 b2 |Ψ⟩ = 0

On décompose  sur la base des états propres de  et   :      |Ψ⟩ a†
1 a1 a†

2 a2 |Ψ⟩ = ∑
n1,n2

c(n1, n2) |n1, n2⟩

• Symétrie entre les deux modes : seuls les  sont non nuls (excitation par paires)c(n, n)

• Relation de récurrence entre les  ?                  c(n, n) b1 = ua1 + va†
2 → uc(n, n) + vc(n − 1,n − 1) = 0

c(n, n) = (−
v
u )

n

c(0,0) avec    v/u = tanh λ < 1

|Ψ⟩ =
1

cosh λ ∑
n

(−tanh λ)n |n, n⟩ Two-mode squeezed vacuum state
Etat comprimé du vide à deux modes

ω = ω2
0 − κ2
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La distribution du nombre de paires dans  |Ψ⟩

Etat fondamental |Ψ⟩ =
1

cosh λ ∑
n

(−tanh λ)n |n, n⟩

Nombre moyen de paires : n̄ =
∑n n (tanh λ)2n

∑n (tanh λ)2n = sinh2 λ = v2 =
ω0 − ω

2ω

Ĥ0 = ℏω0 (a†
1 a1 + a†

2 a2 + 1)
̂V = ℏκ (a†

1 a†
2 + a1a2)
tanh(2λ) =

κ
ω0

�1.5 �1 �0.5 0 0.5 1 1.5

0

5

10

n̄

κ/ω0

  diverge quand on s’approche 
de la limite de la zone de stabilité
n̄

Variance :  Δn2 = n̄ (1 + n̄)

Pour , on a l’écart-type n̄ ≳ 1 Δn ≈ n̄

ω = ω2
0 − κ2
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Plan du cours

1. L’approximation quadratique pour l’hamiltonien

2. L’hamiltonien de Bogoliubov à deux modes

3. Une illustration du modèle à deux modes : le gaz de spin 1 

L’approximation du mode spatial unique
Dynamique réversible à N corps
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Interaction entre deux atomes de spin 1

Situation rencontrée fréquemment pour la colonne des alcalins du tableau périodique : 7Li, 23Na, 39K, 41K, 87Rb

On ne s’intéresse qu’aux interactions de type van der Waals (interactions magnétiques négligées)

s1 = 1 s2 = 1 Spin total s = s1 + s2

3 valeurs possibles pour s

s = 0 : état symétrique dans l’échange 1-2

s = 1 : état antisymétrique dans l’échange 1-2

s = 2 : état symétrique dans l’échange 1-2
{

Basse température : seules les interactions en onde  (état orbital symétrique) jouent un rôle significatifs
Seuls les canaux  et  contribuent à l’interaction s = 0 s = 2

Ecriture sous forme d’une interaction de contact (notion précisée au cours 3) :

̂Vint. = δ(r1 − r2) ⊗ (g0𝒫0 + g2𝒫2) gi =
4πℏ2ai

m
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Interaction magnétique effective

Réécriture de    en terme du produit scalaire ̂Vint. ̂s1 ⋅ ̂s2

̂s1 ⋅ ̂s2 =
1
2 ( ̂s2 − ̂s2

1 − ̂s2
2) =

1
2

̂s2 − 2 { = -2   dans le canal s = 0

= +1  dans le canal s = 2

̂Vint. = δ(r1 − r2) ⊗ (g0𝒫0 + g2𝒫2)

̂Vint. = δ(r1 − r2) ⊗ (ḡ 1̂ + gs ̂s1 ⋅ ̂s2) (𝒫0 + 𝒫2)

ḡ =
1
3 (g0 + 2g2)

Interaction “scalaire”, 
indépendante de l’état de spin

gs =
1
3 (g2 − g0)

Interaction effective “spin-spin”, 
ferromagnétique si    (87Rb) 

antiferromagnétique si   (23Na)
gs < 0

gs > 0

Longueurs de diffusion associées pour 23Na :  
 ,  ā ≈ 2.8 nm as ≈ 0.1 nm
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L’approximation du mode spatial unique
3.2. Évaporation libre et compression et dans le piège dipolaire
croisé 89

 centre

 bras 1 bras 2

e−

y [mm]

x 
[m

m
]
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Figure 3.1 – Exemple d’image en fluorescence, prise après t = 100 ms dans le PDC
à une puissance de P ! 13.7 W sur tout le capteur de la camera.

quand nous effectuons une image après temps de vol, les bras exhibent des densités
optiques inférieures à 0.1, ce qui est faible par rapport au bruit de l’image.

Le signal de fluorescence obtenu est ajusté à l’aide d’une fonction f2D à trois
distributions gaussiennes : deux d’entre elles pour les bras, et la dernière pour la
partie centrale :

f2D(x, y) =
3
∑

j=1

G(Aj; xj , yj; σjx, σjy), (3.9)

avec G(A, x, y, σx, σy) = Ae−
1
2 (x/σx)2− 1

2 (y/σy)2 . Ici A est l’amplitude, σx and σy les
tailles de la distribution selon x et y. Les deux première composantes (j = 1, 2) modé-
lisent les bras, de telle sorte qu’on a σ1x " σ1y et σ2x " σ2y. La troisième composante
modélise la partie dense centrale. Avec les conventions de la section 2.3.2, nous avons
(x1,3, y1,3) = (x, y) et (x2, y2) = (u, v) = (x cos(θ) + y sin(θ),−x sin(θ) + y cos(θ)). À
l’aide d’une image d’absorption d’un échantillon dense (DO" 0.1), nous trouvons
un facteur de calibration absolu du nombre d’atomes pour le signal de fluorescence.
Celui-ci nous permet de calculer N1, N2 et N3, les nombres d’atomes dans chaque
composante.

Avant d’analyser de façon quantitative nos images, nous devons d’abord valider
la procédure d’analyse en nous posant la question suivante : les résultats obtenus
par l’ajustement des trois gaussiennes permettent-ils bien d’extraire la quantité N⊗ ?
Pour cette validation, nous appliquons notre méthode d’ajustement sur des profils
de densité simulés de nuages atomiques à l’équilibre thermique dans un piège de
puissance P = 13.7 W et w = 42 µm avec le potentiel VPDC(r) donné en (2.12,
page 56). Les résultats de cette analyse sont présentés dans la figure 3.2. Dans (a),
nous voyons que le nombre d’atomes dans le centre N3 est proche de N⊗. Cela

te
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  atomes de Na confinés dans un piège isotrope de fréquence N 23 ω

On suppose que l’énergie d’interaction / atome est petite devant ℏω

Les atomes occupent essentiellement l’état fondamental du piège

3/2 ℏω

5/2 ℏω

7/2 ℏω

La dynamique spatiale est gelée et il ne reste que la dynamique de spin

SMA : single mode approximation
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L’interaction de spin dans l’approximation du mode unique

̂Vint. = δ(r1 − r2) ⊗ (ḡ 1̂ + gs ̂s1 ⋅ ̂s2) (𝒫0 + 𝒫2)On revient à                                                                                 que l’on évalue pour l’état orbital  ψ⊗N
0

terme constant, 
sans effet sur la dynamique 

terme intéressant, avec un couplage 
“deux à deux” entre tous les spins 

̂VSMA
int. =

Us

2N ∑
i,j≠i

̂si ⋅ ̂sj
Us

N
= gs ∫ |ψ0(r) |4 d3r

Conservation de  : le seul terme modifiant la composition en spin du gaz est :mi + mj

(m = 0) + (m = 0) ⇆ (m = + 1) + (m = − 1)

Création de paires  à partir d’une source d’atomes en  : on retrouve Bogoliubov(+1, − 1) m = 0

Analyse de  : d’où vient la dynamique de spin ?̂si ⋅ ̂sj

mi = + 1
mi = 0
mi = − 1

mj = + 1
mj = 0
mj = − 1

Etats de spin dans un 
champ magnétique
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Le mode  traité comme un champ classiquem = 0

On s’intéresse à une situation où les  atomes occupent très majoritairement l’état de spin N m = 0

m = + 1

m = 0

m = − 1

L’interaction spin-spin dans cette approximation (cf. notes de cours): 

̂VSMA
int. ≈ Us (a†

+1a+1 + a†
−1a−1) + Us (a†

+1a
†
−1 + a+1a−1)

interaction  
intra-espèce

création et destruction  
de paires (+1, − 1)

Ingrédient manquant : rôle du champ magnétique extérieur ?

̂V =
Us

2N ∑
i,j≠i

̂si ⋅ ̂sj
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Prise en compte de l’effet Zeeman

On suppose que le champ magnétique est relativement faible (de l’ordre du gauss) : on se limite 
aux termes linéaires et quadratiques en champ

Effet Zeeman linéaire : 

m = + 1

m = 0

m = − 1

ΔE

ΔE

conduit à la même énergie pour                        et                  : pas d’influence sur la dynamique des paires 

Effet Zeeman quadratique : 

m = + 1

m = 0

m = − 1

ΔE + q

ΔE − q
Augmente l’énergie de              par rapport à  

VZeem. = q (a†
+1a+1 + a†

−1a−1)
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L’hamiltonien de Bogoliubov retrouvé

• Interaction effective spin-spin  à l’approximation du mode spatial uniqueUs

• Effet Zeeman quadratique  q

• Etat  majoritairement peuplé et traité comme un champ classique m = 0

Ĥ = (q + Us)(a†
+1a+1 + a†

−1a−1) + Us (a†
+1a

†
−1 + a+1a−1)

m = + 1

m = 0

m = − 1

ℏω0 ℏκ

Stabilité ?  Pour les atomes Na, on  a   et la condition  est satisfaite23 q, Us > 0 |κ | < ω0

Fréquence  du système obtenue par la transformation canonique :ω

ℏω = [(q + Us)2 − U2
s ]

1/2
= q (q + 2Us)
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Un gaz spineur au laboratoire

3.2. Évaporation libre et compression et dans le piège dipolaire
croisé 89
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Figure 3.1 – Exemple d’image en fluorescence, prise après t = 100 ms dans le PDC
à une puissance de P ! 13.7 W sur tout le capteur de la camera.

quand nous effectuons une image après temps de vol, les bras exhibent des densités
optiques inférieures à 0.1, ce qui est faible par rapport au bruit de l’image.

Le signal de fluorescence obtenu est ajusté à l’aide d’une fonction f2D à trois
distributions gaussiennes : deux d’entre elles pour les bras, et la dernière pour la
partie centrale :

f2D(x, y) =
3
∑

j=1

G(Aj; xj , yj; σjx, σjy), (3.9)

avec G(A, x, y, σx, σy) = Ae−
1
2 (x/σx)2− 1

2 (y/σy)2 . Ici A est l’amplitude, σx and σy les
tailles de la distribution selon x et y. Les deux première composantes (j = 1, 2) modé-
lisent les bras, de telle sorte qu’on a σ1x " σ1y et σ2x " σ2y. La troisième composante
modélise la partie dense centrale. Avec les conventions de la section 2.3.2, nous avons
(x1,3, y1,3) = (x, y) et (x2, y2) = (u, v) = (x cos(θ) + y sin(θ),−x sin(θ) + y cos(θ)). À
l’aide d’une image d’absorption d’un échantillon dense (DO" 0.1), nous trouvons
un facteur de calibration absolu du nombre d’atomes pour le signal de fluorescence.
Celui-ci nous permet de calculer N1, N2 et N3, les nombres d’atomes dans chaque
composante.

Avant d’analyser de façon quantitative nos images, nous devons d’abord valider
la procédure d’analyse en nous posant la question suivante : les résultats obtenus
par l’ajustement des trois gaussiennes permettent-ils bien d’extraire la quantité N⊗ ?
Pour cette validation, nous appliquons notre méthode d’ajustement sur des profils
de densité simulés de nuages atomiques à l’équilibre thermique dans un piège de
puissance P = 13.7 W et w = 42 µm avec le potentiel VPDC(r) donné en (2.12,
page 56). Les résultats de cette analyse sont présentés dans la figure 3.2. Dans (a),
nous voyons que le nombre d’atomes dans le centre N3 est proche de N⊗. Cela

te
l-0

07
30

75
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

11
 S

ep
 2

01
2

  atomes de  23Na  dans un piège optique de fréquence N ≈ 5000 ∼ 2 kHz

Refroidissement par laser + évaporation pour obtenir un condensat quasi-pur

Champ magnétique ambiant  : effet Zeeman quadratique  ∼ 1 G q/h ∼ 300 Hz

 Interaction spin-spin effective : Us/h ∼ 20 Hz

Ĥ = (q + Us)(a†
+1a+1 + a†

−1a−1) + Us (a†
+1a

†
−1 + a+1a−1)

   : tous les atomes sont initialement dans l’état de spin Us ≪ q m = 0

On abaisse soudainement le champ magnétique pour atteindre  et on étudie la dynamique induiteq ≲ Us
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mean std. dev. Shot-noise
No BRP BRP No BRP BRP -

m = +1 4.4⇥ 10
5 26 2.4⇥ 10

3 772 663
m = 0 4.8⇥ 10

5 -36 3.7⇥ 10
3 785 681

m = �1 3.8⇥ 10
5 2 2.0⇥ 10

3 687 628

Table 3.1: Mean and standard devation of the number of photons on empty images, af�er tmol = 5ms of molasses, with and
without noise removal analysis (BRP). The last column gives the straight light shot noise (it is the square root of the signal given
in the ��rst column). We see the BRP reduces the noise almost to that level.

as the sumover all theROCpixels of the intensity di�ference square (using this distance the BRP can be computed very e���ciently).
Theworking principle of the algorithm assumes that the background signal in the region of interest (ROI)where the atomic signal
is located, is correlated to the background signal in the ROC. This is true for instance in the case of intensity ��uctuation of the
MOT/repumper light. For the best use of the BRP it is therefore important to make sure that the set of reference and atomic
images have the same background. In particular, the reference images have to be taken with the same delay af�er extinction of the
UV light, to have the same amount of background gas ��uorescence. The shot noise of the stray light has no spatial correlations.
This noise cannot be reduced through image processing, which only reduces the o�fset and the classical intensity ��uctuation. We
report on the performance of the BRP algorithm in Table 3.1. It brings the o�fset to a negligible value and the standard deviation
almost at the shot noise level.
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Figure 19: (a) Typical ��uorescence image, with optimize ROI (dashed-white line). The hashed region is the ROCused to compute
the BRP. (b) Pro��le before noise removal using the BRP algorithm (green dashed line) and af�er removal (solid red line). The
dotted gray line shows the pro��le of the BRP.

Choice of the region of interest The ��nal step of the imaging processing is the integration of the signal over some regions of
interest (ROI) from which the atom number can be deduced. A ROI for a given Zeeman component m needs to ful��ll three
conditions:

a) It contains almost all the signal coming from the atoms initially in the statem.

b) It contains a negligible signal coming from atoms initially inm0 6= m.

c) It is as small as possible given a) in order to minimize the noise (stray light and electronic).

We start by taking a large square as the initial ROI Am. We verify that the choice of Am satis��es a) by making sure that the
integrated signal increases linearly over time. To check that b) holds, we produce a cloudpolarized inm0 andmeasure the evolution
of the signal in Am. At some point it starts increasing, indicating the “leak” of some m0 atoms from Am0 into Am. This sets
the maximal duration for the molasses given the ROIs Am. To ful��ll c), we construct optimized ROIs, A0

m in the following
way. We repeat several times a typical experiment, and compute the average image. In each raw ROI Am, we sort the pixels by
decreasing signal (see ��gure 20). A0

m is the reunion of the brightest pixels that contain 99% of the signal. In ��gure 21 we verify
the requirements listed above with a cloud polarized inm = 0. We mentioned that we have used optimal ROIs of di�ferent sizes
(170 and 200 pixels) described in Chapter 7, resulting into slightly di�ferent imaging noise.

Expérience de Stern-Gerlach + phase de mélasse optique

On compte la population des 3 états Zeeman   
à un atome près

m = − 1,0, + 1

B. Evrard, A. Qu, F. Gerbier, J. Dalibard
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Oscillation réversible à N corps
Ĥ = (q + Us)(a†

+1a+1 + a†
−1a−1) + Us (a†

+1a
†
−1 + a+1a−1)

Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.

(a)

(b)

(d) (e) (f)(c)

FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.

(a)

(b)

(d) (e) (f)(c)

FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.

(a)

(b)

(d) (e) (f)(c)

FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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q
q ≫ Us

q ≪ Us

Np =
1
2 (N+1 + N−1)

Sz = N+1 − N−1

On trouve  au bruit de 
mesure près (de l’ordre de 1 atome)

N+1 = N−1

valide le principe d’une création de paires

Pour , on trouve ⟨Np⟩ ≳ 1 ΔNp ≈ ⟨Np⟩
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La fréquence de l’oscillation à N corps
Ĥ = (q + Us)(a†

+1a+1 + a†
−1a−1) + Us (a†

+1a
†
−1 + a+1a−1)

Hamiltonien quadratique : résolution exacte des équations du mouvement en point de vue de Heisenberg

iℏ
da+1

dt
= [a+1, Ĥ] = (q + Us)a+1 + Usa†

−1 iℏ
da†

−1

dt
= [a†

−1, Ĥ] = − (q + Us)a†
−1 − Usa+1

dont on déduit (cf. notes de cours) : 

N̄p(t) = ( Us

ℏω )
2

sin2(ωt) avec ℏω = q (q + 2Us)

Many-body oscillations.—In our setup, the atoms are
immersed in a magnetic field B aligned along z, which
shifts the energies of the jmi states. At first order in B, the
Zeeman shift is proportional to Ŝz ¼ N̂þ1 − N̂−1, whereNm
is the number of atoms in state jmi. It is a conserved
quantity since ½Ŝz; Ĥint$ ¼ 0 and, thus, does not contribute
to the dynamics. For the relatively small field regime
explored here, the relevant term is the quadratic Zeeman
shift, which raises by q ∝ B2 the energy of jm ¼ %1i with
respect to jm ¼ 0i. This leads to a Hamiltonian [21]

Ĥ ¼ Ĥint þ qðN̂þ1 þ N̂−1Þ: ð3Þ

We start from the situation where each atom is in the
Zeeman state jm ¼ 0i. In this paragraph, we assume that
N0 remains large compared to N%1 at all times. In the spirit
of the Bogoliubov approach for a scalar Bose gas, we treat
the creation (â†0) and annihilation (â0) operators for the
jm ¼ 0i state as c-numbers ≈

ffiffiffiffi
N

p
in the second-quantized

expression of Ĥint. We are left with a Hamiltonian quadratic
with respect to the creation and annihilation operators in the
weakly populated states jm ¼ %1i:

Ĥ ≈Usðâ†þ1â
†
−1 þ â−1âþ1Þ

þ ðqþ UsÞðâ†þ1âþ1 þ â†−1â−1Þ: ð4Þ

It can be diagonalized using the Bogoliubov method [33],
and one finds a linear spectrum of frequency [21,34,35]

ℏωB ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
qðqþ 2UsÞ

p
: ð5Þ

In the Bogoliubov regime, the dynamics is reversible,
and the mean number of pairs ðþ1;−1Þ varies as [34,38]

N̄pðtÞ ¼
U2

s

ℏ2ω2
B
sin2ðωBtÞ: ð6Þ

More precisely, the system is predicted to periodically
evolve into a two-mode squeezed vacuum state, where the
number of pairs follows the Bose-Einstein distribution
[22,34]:

PðNpÞ ≃
1

N̄p
exp

"
−
Np

N̄p

#
; ð7Þ

with the standard deviation ΔNp ≃ N̄p. Note that the self-
consistency of the approximation of the undepleted m ¼ 0
state requires N̄p ≪ N; hence, q ≫ Us=N.
To test this prediction, we prepared a Bose-Einstein

condensate (BEC) with N ∼ 5000 atoms in jm ¼ 0i. We
performed standard evaporative cooling in a field of ∼1 G
in the presence of a magnetic force that removes all atoms
in jm ¼ %1i. The magnetic field was then suddenly

quenched to a lower value (34 mG) to trigger the spin-
mixing dynamics. Finally, we measured the populations
Nm in the three Zeeman states using fluorescence imaging,
with a detection noise ΔNm ≈ 1.6 atoms [32].
We show in Figs. 1(a) and 1(b) the evolution of the mean

value and standard deviation of Np ¼ ðNþ1 þ N−1Þ=2 and
Sz ¼ Nþ1 − N−1. We observe the predicted oscillations of
N̄p and verify that ΔNp is almost equal to N̄p, as expected
for a Bose distribution. The solid line in Fig. 1(a) shows a
fit of the expression (6) to the data, with Us as the only fit
parameter. We also varied q keeping Us constant and
verified the prediction (5) in Fig. 1(c). The magnetization
Sz remains compatible with zero at all times given our
experimental resolution [Fig. 1(b)], which confirms that
m ¼ %1 atoms are produced in pairs. The nonclassical
character of the spin state can be inferred from the
squeezing parameter ζ2s ¼ ΔŜ2z=ð2N̄pÞ [32,39,40]. At
t ¼ 80 ms, we have N̄p ≈ 26.6, ΔŜz ≈ 2.45, and ζ2s ≈
0.11 (9.5 dB).
In Figs. 1(d)–1(f), we investigate the evolution of the

distribution of Np and show that it is well reproduced by a
Bose distribution. It broadens for the first 80 ms, which
could be interpreted naively as a growth of entropy.

(a)

(b)

(d) (e) (f)(c)

FIG. 1. Experimental observation of many-body oscillations.
(a) Evolution of the mean number of pairs (circles) and its
standard deviation (squares) in a sudden quench from qi ¼
277ð3Þ Hz to qf ¼ 0.31ð1Þ Hz. Here N ≈ 5400ð740Þ. The solid
line is the result of a fit of the Bogoliubov prediction (6) to the
experimental data, with Us ¼ 17.5ð1.4Þ Hz as a single free
parameter. (b) Mean (circles) and standard deviation (squares)
of the magnetization Sz. The shaded region indicates the detection
noise level. (c) Oscillation frequency obtained from a fit to the
measured N̄pðtÞ (circles) for various q, compared to the pre-
diction (5) (line). (d)–(f) Measured distribution of the number of
pairs for t ¼ 10, 80, and 160 ms, with the solid lines correspond-
ing to the prediction (7).
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Très bon accord 
théorie-expérience

Us/h = 17 Hz

Si , on attend q ≪ Us ℏω ≈ 2qUs

L’état  est à chaque instant un état comprimé du vide à deux modes (algèbre SU(1,1)) |Ψ(t)⟩
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Bilan provisoire…
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Les résultats acquis

Par un développement systématique en puissances de , on a obtenu un hamiltonien 
quadratique en 

(N − N0)/N
{ak, a†

k }

Cet hamiltonien fait apparaître une somme de termes indépendants, chacun portant sur une paire (+k, − k)

Ĥ′ =
N2

2L3
Ṽ0 + ∑

{k,−k}
[ϵk + nṼk] (a†

k ak + a†
−ka−k) + nṼk (a†

k a†
−k + aka−k)

Pour une paire donnée, on a su “diagonaliser” l’hamiltonien par une transformation canonique

Ĥ = ℏω0 (a†
1 a1 + a†

2 a2 + 1) + ℏκ (a†
1 a†

2 + a1a2) Ĥ = ℏω (b†
1 b1 + b†

2 b2 + 1)

En particulier :
•  Abaissement de l’énergie du fondamental : ΔE = ℏ(ω − ω0) < 0

• Nombre moyen de paires dans le fondamental :   n̄p =
ω0 − ω

2ω

ω = ω2
0 − κ2

{
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Ce qu’il reste à faire

Sommer les résultats obtenus ici pour chaque paire  sur l’ensemble des paires possibles  (+k, − k)

• Pour l’énergie : quelle est l’énergie de l’état fondamental du gaz de Bose en interaction (faible) ?
Peut-on l’écrire en fonction de la longueur de diffusion  uniquement ?    Quel est le signe de  ?  a ΔE

• Les sommes (infinies) sont-elles convergentes aux grands  ?k

•Pour le nombre de paires : quel est le nombre total d’atomes  en dehors de l’état  ?N′ k = 0
Ce nombre est-il petit devant  comme supposé dans le cadre de l’approximation quadratique ? N0

Les réponses seront apportées :

• pour un potentiel  dans le cadre du développement de BornV(r)

• pour le pseudo-potentiel ̂Vpp


