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Le lien "2 corps”™ — “N corps”

Pour un gaz faiblement dégénéré, développement du viriel

= b(Tz + b,(T)z* + by(T)z° + ...

[

Pour le gaz de Bose a température proche de 0, approche de Bogoliubov si na’ < 1

ke T/ 23

Reésultats exprimes en fonction de la longueur de diffusion a du probleme a deux corps
Deplétion quantique, energie du fondamental, spectre d’excitation

Que peut-on dire au-dela des domaines de validité de ces deux approches ?



Les échelles de longueur du probleme

A

Pour le probleme a deux corps V(r)

Portée du potentiel b ~ R, 4y : quelques nanomeétres

Longueur de diffusion a ajustable par une résonance de diffusion

a~b —s |a| ~ 1005

Pour le probléeme a N corps

Distance entre particules d = n=1/> (n . densité spatiale) % N

1/2
2rh? Z
Longueur d’onde thermique A4 =




Les echelles de longueur du probleme (2)

Deux corps : a, b Ncorps :d =n"1,)

On considére toujours des systémes dilués: b <d < nb’<1

b : ggs nanometres d : qqgs centaines de nanometres (n : 10'2 — 10! at/cms)
A régime non dégénéré nl> < 1 (viriel) régime dégénéré ni> > 1
0 b d=n"1"

lal : régime d'interaction faible n | a |’ < 1 régime d'interaction forte | a|® > 1



But des deux prochains cours

Etablir des relations entre différents parametres du systeme, méme sans description analytique

. Valables aussi bien pour na’> < 1 que pour na> > 1

mn/

. Distribution en impulsion (observable a un corps) : loi en 1/k* aux grands k
. Fonction de corrélation g,(r) (observable a deux corps) : loien 1/ > aux petits 7
» Potentiels thermodynamiques

- Réponse linéaire du fluide, spectroscopie radiofréquence par exemple : loi en (@ — 60())_3/2

Tan (2005-08), Baym, Pethick et al. (2007), Punk & Zwerger (2007), Braaten & Platter (2008), Werner-Tarruell-Castin (2009)
/hang & Leggett (2009), Combescot, Alzetto et al (2009), Braaten, Kang et al (2010), Werner & Castin (2012)



Plan du cours

1. Champ d’application du concept de contact

2. Contact et corrélations a deux corps

3. Définition thermodynamique du contact

4. Premieres mesures du contact



Plan du cours

1. Champ d’application du concept de contact

Role des états lies Fermions vs. bosons  Résonances larges vs. étroites



Les états lies a deux corps (hors resonance)

' Pour les atomes “usuels”, le probleme a deux corps
V() admet de nombreux états liés

- Dernier étatlié: |E| ~ 10 E 4w ~ 100 uK — 1 mK

. Etats liés profonds : |E| ~ 100 — 1000K

a comparer aux énergiesdugaz: 10nK — 1 uK

Une fois formeés, ces états lies sont “hors-jeu” pour la thermodynamique du gaz

Toute la physique des gaz quantiques repose sur le fait que le taux de
formation de ces états liés est faible : on étudie des états méetastables
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Les états liés proches d’une résonance de diffusion ‘ --------------- *

Paire de bosons ou paire de fermions de spin 1/2 dans des états T et |

Au voisinage d’une résonance, la longueur de diffusion a — % co et un nouvel état lié apparait du co6té a > 0

1 ' B L’énergie de liaison est comparable aux autres énergies
B lie . . : : ,
| e 1/4 caracteristiques du gaz : interactions, température

Cet état lie doit étre pris en compte dans
~ — h*/ma* la dynamique et la thermodynamique

Au voisinage de cette résonance, y a-t-il des états faiblement liés a trois, quatre corps ?
Fermions de spin 1/2 (et m, = m;) ? Non (Pauli) Bosons ? Oui (Efimov)

. apparaissent pour
.: a ~ — 10 RVdW

11




Fermions vs. bosons

Nous considérerons dans ce cours

— UNn gaz de fermions de spin 1/2, avec m, = m, Gaz supposé “équilibré” : N, = N| = N/2

Pas de restriction sur le signe de la longueur de diffusion a, ni sur la valeurde na”: |a| = d

—> un gaz de bosons sans spin ou polarisés

. Au voisinage de T = 0, a > 0 (stabilité en champ moyen) et na> < 1 (cf. cours précédent)

- Dans le régime non dégénéré, a < () possible mais |a| < 10 R 4w pour éviter les états d’Efimov
12



Rappel sur le gaz de Fermi equilibre

Etat fondamental ?

Jamais d’interactionenondespour T — 1T ou | — |

Si on suppose qu’il n’y a pas d’interaction T — | , remplissage régulier des états jusqu’a |k | = kg

k| <k 3 31.3
L Lk
V=X — o 2=
P (27) k| <k, RY/4
k| <k 21.2
B hck 3

n2k2

2m
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Rappel sur le gaz de Fermi equilibre (suite)

n2k2

2m

Etat fondamental ?

Jamais d’interactionenondespour T — 1T ou | — |

En présence d’interactions T — | , systéme trés riche (fondamental toujours superfluide)

Au voisinage d’une résonance de diffusion, “crossover” entre regime BCS et condensat de Bose-Einstein

a==x o
l 1/a
| a | petite : régime a la 0 a positive et petite : diméres bosoniques

Bardeen-Cooper-Schrieffer Régime d’interaction forte E ~ — h*/ma? qui forment un condensat
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Resonances de Feshbach : larges vs. etroites ?

Résonance large Canal fermé
Lot ®0)
. L0 -
f( k) ~ CZ :;30 Canal d’entrée ouvert
| +1ka 3

a est la seule longueur pertinente
dans le domaine d’énergie considérée

distance entre atomes r

Résonance eéetroite

k) ~ i+ ©CRa ou R. est“anormalement” grand, en particulier |R.| > b

R constitue une nouvelle échelle de longueur a prendre en compte en plus de a

probleme plus compliqué : exclu ici
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Plan du cours

2. Contact et corrélations a deux corps

Les états de diffusion a deux corps

Fonction de corrélation G,(r)

Distribution en impulsion

16



Les états de diffusion a deux corps &— -9

Exemple d’un puits carré

Collision en onde s : analyse du mouvement relatif | | | | | |
en terme de la fonction d’onde radiale réduite u(r)

u(r) = r y(r)

Comportement pour r 2 b (portée du potentiel)

. | | | | | | | | |
(r) o sin |kr + 5,(k)] 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

a = ~lim {an [5,0] rlb
u(r) '
Dans la région kr < 1 : f
u(r) uy(ry~a—r + O(r?) /‘
Valable en dehors du puits de potentiel :r 2 b | | | | | a=100 | | | |

Exact pour le pseudo-potentiel (b = 0 )



Les états de diffusion a deux corps (suite)

o ()
Comportement de la fonction d’'onde a énergie nulle  y(r) = L pourr = b
r
u(r) w(r) |
Up(r) xa—r
0
0

Dans ce qui va suivre, c’est le terme dominant y(r) & — pour r 2 b qui va jouer le réle principal
r

(en supposant b << a pour que ce régime existe sur une plage appréciable)



Passage a N corps : argument qualitatif

Etat fondamental : ®(r, 75,75, ..., Fy)

Indices impairs : 1T Indices pairs : |

Fermions: @ antisymétrique par échange de
deux indices pairs ou de deux indices impairs

On fixe les positions 5, ..., Fy :

Que se passe-t-il quand r, et r, se rapprochent I'un de l'autre, suffisamment loin des N — 2 particules restantes?

r r ~
1’1=R+—, I‘2=R—— CI)(I’l,I’z,...,I”N)%l//O(F) (I)(R,I”3,...,I’N)

2 2 P

fonction d’'onde a £ = 0 du probléme a deux corps 19



Fonctions de corrélation a deux corps
/hang & Leggett, Yu, Bruun & Baym (2009)

On définit :

. . . . N2
G54,r,0;r,0) = ( ‘PJ{(F') ‘PI(O) ¥,0) Y.(r) ) = T[d3r3...d3rN O*(r',0,r5, ...,ry) O, 0,r;,...,1y)

Quel est le comportement de &, quand r, " — 0 ?

G, . opérateur hermitien en représentation position. On peut le diagonaliser : G54, 0;r,0) = Z Vi gb]?k(r’) ¢{r)
J

Hypothese a la base de la théorie du contact :

Quand r < d: ¢(r) o« yp(r)

G, 4,(r0;r,0) & z//(>)’<(r’) Wo(r) C : contact

(4r)? a?

C 1 1
Ar)2L3 v r

bsrr<d,a: G,,#,0,r0)~

rlb



e . Gy (@0:r0) = ( ¥I6) P(©0) ¥,(0) ¥, () )
Distribution de paires c 11

- An)2 L3 v r

Fonction de distribution de paires pour deux fermions 7T | (ou deux bosons)

o N 2
) = .[?2’”(% TG T +1T0) d3ra = L’ G5 .14,1r,0;1,0) G, (r) &r = <3>
C 1 ; ] " "
~ (47)2 12 pourb Sr<a,d Contact C : variable extensive, dimension : (longueur)-
)~ r

Tendance au groupement des particules (fermions T | ou bosons)

Pour un atome donné, probabilité OP(r) de trouver un voisin (de spin opposé
dans le cas des fermions) a une distance inférieure ar ( K< d,a) ?

6P(r) x r au lieu de SP(r) > pour des particules non corrélées

21



Distribution en impulsion ?

G.110r,0;7,0) = ( Wir) Wi0) ¥, (0) ¥,(r) )

N2
— TJ,dBFB...dBFN @*(F’,O,l@,, ...,I"N) (I)(I”,O,l’g, ...,I’N)

C 1 1
Ar)2 L3 v r

bsrir<d,a: 6,,/0,r0)~

C
= (k) =n (k) & a pour




Plan du cours

3. Définition thermodynamique du contact

23



Potentiels thermodynamiques

L'état d’équilibre d’un fluide est caracterisé par une fonction thermodynamique,
par exemple I’énergie E, elle-méme fonction de variables thermodynamiques :

E(S,L>,N) dE = TdS — PAL’> + udN

avec les variables conjuguées

T — (0_E> pP—_ (a_E) > = (a_E) Gibbs, 1839-1903
0S L3N oL> SN ON 61

On devrait en principe inclure le potentiel d’interaction V(r) dans les variables thermodynamiques,
mais ca ferait une infinité de parametres !

Pour les gaz quantiques dilués (nb3 < 1), on suppose ici que seule
la longueur de diffusion a du probleme a deux corps est importante

On va la traiter comme une variable thermodynamique a part entiere : E(S, L>, N, a)

24



La definition thermodynamique du contact

On se place a température nulle pour commencer (donc entropie S = ()

Pour la fonction thermodynamique E(L°, N, a), quelle est la quantité conjuguée de a ?

L, h*C oE h2C OF
Bosons polarises : = [ — oOu encore —
dzma*  \ da / 8m o(1/a) /),
h*C oOF o encore h*C ( oOF )
Fermions de spin 1/2 : = | — = —
| P! P oa ), dm o(1/a) L3N

Cette définition coincide-t-elle avec celle basée sur la fonction de correlation a deux corps ?

25



Un lemme utile

On considére un potentiel d’interaction V(r) conduisant a la longueur de diffusion a
On fait un léger changement de potentiel : V(r) — V(r) + oV(r)

De combien change la longueur de diffusion ?

Réponse: a — a + da avec L3[5V(7’)l//§('”) d3r = Sa

wo(r) fonction radiale réduite d’énergie nulle

rlb

26



Lien entre les deux définitions du contact

G.4,r0;1,0) = ( W) Pi(0) ¥,(0) W) )

N2
_ TJd3r3"'d3rN O*(r',0,r3, ...,1y) P, 0,1, ...,1y)

rr <d: G,r',0;r,0) = Wi (') yo(r)

(4r)? a?

C = Cthermo 2799

hZCthermo 5 ( aE)
4rma? oa ) 5 n
Arh?

Lemme : L° JéV(r) wo(r) dr = Sa
m




Le cas de la temperature non nulle

Description du systeme par un opérateur densité a N corps a température 1':  p = Z P; | ®;)(D;]
J

Pour chaque état | CI)j), on peut refaire la méme démarche :

[4/817m [ OE;
(. =
/ h? o(1/a)
N,L3

a condition que les eéchelles d’énergie restent compatibles avec les hypotheses (onde s)

Contact a température 1 : C = Z PjCj
J

Définition prise a populations constantes : correspond a la définition d’'un processus adiabatique

~__[4/8lam [ OE )
o n2 \al/a)) ¢y,

28



Contact et théoreme du viriel

Utilisation de I'analyse dimensionnelle pour établir des relations entre quantités thermodynamiques

| 1 P . J7; h*C
Exemple de I'entropie: dS = —dE A dL dN A d(1/a)
T T T [4/8]xmT

* On utilise I'extensivité de I’'entropie

e On choisit une échelle naturelle d’énergie (hz/maz) et de volume (a3)

E/N L>/N

h2/ma?  a’

2 n*C
On en déduit : PL?> = —E Tan (généralisé par Werner)
3 [12/24|xma

Si |a| — + o0, le contact est régulier : PL> = EE



Plan du cours

4. Premieres mesures du contact

» Experiences sur un gaz de Fermi
- Simulations numériques

» Fraction de dimeres au voisinage d’une résonance de Feshbach

30



Expéerience de Boulder (2010)

Stewart et al., PRL 104 235301

Gaz de 2 105 atomes de potassium 40 (fermion), avec ' = 9/2 pour le niveau fondamental
| 1) = F=92mp=-"/2) | 1)Y= |F=9/2m,=—9/2)

Confinement dans un piége optique et refroidissement par évaporation jusqu’a 7'~ 0.1 Tx (@ = 40 nm)

Rampe adiabatique de a jusqu’a une valeur proche de résonance (1/kza = — 0.08), puis mesure de n(k)
n(k) ~ C/k* avec C =~ 2.2 Nk; -
_______ Pour obtenir n(k) :
8 - 2
. % | e Coupure soudaine
< ° % | du piege optique
< .
w e Onaméneaa ~ (0 ol
2 - en changeant b h
O ==t e Temps de vol de 6 ms 0 05 1.0 15

O 05 10 15 20 25
. Rate (G/us) §



Lois d’échelle attendues pour un gaz de Fermi

I
I
I
I
| /.
I Y . \
_— BCS crossover BEC (dimeres)
I .
I g
I

X a x 1/a

Energie d’'un dimere :
N h?

2 ma?

* 4xh3a Probléme difficile !

ml>

int

Monte Carlo quantique
de Drut et al (2011):

271 = 2.95 (10)

(interaction dimere-dimere négligeable)

(corrections BCS négligeables)
C dr

N_kFN kFCl

C 4(k e
— ~ —(kpa
Nkz 3 "




EtUdeS numerlques Blume & Daily (2009), Yin & Blume (2015)

N = 4 a 10 fermions confinés dans un piége harmonique, avec un potentiel d’interaction gaussien

Energie totale

Diagonalisation de I’'hamiltonien & N corps Fonction de corrélation spatiale a deux corps

Distribution en impulsion

217+ 21 “limite thermodynamique” pour |a| = +
ST — , 3
— Gz(r) r ahO
N
2
Can, |
2N

33




Contact et résonance de Fano-Feshbach

Werner, Tarruell, Castin

Energie

Canal fermé Les particules peuvent exister sous forme d’atomes libres ou de dimeres

Ef_‘\‘____ $0) // (th

0 A
\/ Canal d’entrée ouvert H = Hat - Z
K

Variation de I'énergie du fondamental avec le champ magnéetique :

4dm

2
| Edim(B ) ) b Isz T Vat,dim

distance entre atomes r

ok

0H . -
—=(—) = /,t<N¢ ) u: moment magnétique du dimere
oB oB !

On sait par ailleurs que iC or et que a(B) | d
n sai illeurs qu = — a(B) = a
’ ’ drma? oa ) 5 ’ bg B — B,

: : , . . .OFE OF da
Lien direct entre contact C et population de diméres (N, ¢o> gracea — =

oB da dB

34



Contact et résonance de Fano-Feshbach

|$o)

Canal fermé

e

/

Données expérimentales de Partridge et al., 2005 sur un gaz de 6L

(Ng,)
N/2

.
Ay

.
S.
.

...
.~
.
~.
.
.~

:
| 1
lllllllllllllll

600 650 700 750 800 850 900 950
Magnetic Field (G)

Werner, Tarruell, Castin

Energie

Canal d’entrée ouvert

Les dimeres | gbo) sont excites optiquement par un laser
auxiliaire et on detecte les pertes correspondantes

distance entre atomes r

1 C

_ 1 /kpa
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En resumé, pour un gaz dilué nb> <« 1:

Impuretés et pertes d’atomes

dN
d_ X — NC
Fonction de corrélation !

a deux corps o C/r?

Distribution en
impulsion « C/k*

Fraction de dimeres

Spectroscopie radio-fréquence

Variable thermodynamique

Théoreme du viriel

5 _2
PL} = ZExC

36



