Chapitre 2

Réseaux optiques : les principes de base
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FIGURE 2.1. Réseau optique 1D formé par une onde laser stationnaire. Gauche :
période \/2; droite : période \/[2sin(0/2)].
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risation) :
Eopsin(kx — wt + ¢1), Eosin(kx + wt — ¢Pa). (2.1)

Le champ résultant s’écrit £(x,t) = £(x) cos(wt — @) avec ¢ = (¢p1 + ¢2)/2
et

E(x) = 2& sin(kx — D), D = (pa — ¢1)/2. (2.2)
Dans ce chapitre, on choisira 1'origine des coordonnées = = 0 telle que

® = 0, ce qui correspond a choisir cette origine en un nceud de 1'onde
stationnaire. Les atomes sont alors soumis au potentiel périodique

V(x) = Vo sin® (k) Vo = s
— Vo ) 0 — hA )

(2.3)

ol le signe de 1 peut étre ajusté en changeant le désaccord du laser par
rapport a la transition de résonance de I'atome.

Si 'onde stationnaire est obtenue en superposant deux ondes lumi-
neuses planes de directions opposées, k est égal au vecteur d’onde k1, de la
lumiere et la période spatiale du réseau est a = \/2 = 7/kr, ot A = 27 /ky,
est la longueur d’onde lumineuse. Si les ondes font chacune un angle 6/2
par rapport a la normale a Oz, k = ki, sin(6/2) ; la période spatiale est alors
augmentée : ¢ = A\/[2sin(0/2)]. Nous verrons plus tard qu’on peut éga-
lement choisir dans une phase relative ® = ¢» — ¢1 qui dépend du
temps, ce qui permet de faire défiler le potentiel périodique dans le réfé-
rentiel du laboratoire 2 la vitesse ®/(2k).

Cours 2

1-2 Les réseaux multi-dimensionnels

Pour créer un potentiel périodique selon plusieurs directions de 1'es-
pace, la technique la plus simple et la plus robuste consiste a superposer
des ondes stationnaires de fréquences différentes selon les directions dé-
sirées. Par exemple, pour faire un réseau carré dans le plan zy, on peut
superposer

E(r) = 2& sin(kyz) cos(wit — ¢1) + 2E9 sin(kay) cos(wat — ¢2). (2.4)

Si la différence de fréquence w; — wy entre les ondes est grande devant les
autres fréquences intervenant dans le mouvement du centre de masse ato-
mique, on peut négliger l'interférence entre ces deux ondes stationnaires et
considérer que 1’atome est soumis au potentiel dipolaire

V(r) = Vi sin®(kyx) + Ve sin? (kay). (2.5)

En pratique, il suffit de prendre (w1 — w2)/27 de I'ordre de quelques MHz
(soit une différence relative de 10~®) pour que cette approximation soit
valable.

On peut également choisir toutes les ondes a la méme fréquence. Dans
ce cas, si on veut utiliser la superposition de deux ondes stationnaires dans
le plan zy comme en (2.4), il faut controler la phase temporelle relative
(1 —p2 de ces ondes car le profil d'interférence en dépend fortement (Hem-
merich & Hansch [1993). Ce controle de la phase peut étre mis a profit pour
faire varier la topologie du réseau, comme nous le verrons ultérieurement
pour la mise en évidence de points de Dirac dans un réseau hexagonal
(Tarruell et al.[2012).

Notons une exception importante a cette nécessité de controler la
phase : Grynberg et al. (1993) ont montré que si on restreint le nombre de
faisceaux & sa valeur minimale (2 faisceaux pour un réseau 1D, 3 faisceaux
a 2D, 4 faisceaux a 3D), alors le motif d’interférence donnant naissance
au potentiel V(r) est indépendant des phases des faisceaux. Une varia-
tion de ces phases n’a pour effet que de translater le motif d’interférence,
sans changer sa forme|'| On pourra consulter 'article de revue de Gryn-
berg & Robilliard (2001) pour avoir un panorama complet des formes de
réseaux accessibles dans ce cas strictement monochromatique. Signalons

1. Cerésultat apparait clairement a 1D sur I'expression (2.2).
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également que 1'on peut dans ce cas dépasser le cadre de réseaux pério-
diques et construire des potentiels quasi-périodiques analogues a ceux qui
apparaissent dans les quasi-cristaux (Guidoni et al.[1997).

1-3 Retour a 1D : I’équation de Mathieu

L’étude du mouvement quantique d"un atome de masse m dans ce po-
tentiel périodique passe par la recherche des états propres |¢) (ou ¢(x) =
(x]1)) de 'hamiltonien

Lp?
H = " +Vysin?(k#). (2.6)
2m
Le nombre d’onde k introduit naturellement une échelle d’énergie, qu’on
appellera énergie de recul

h2k2
E, =

2.7
. 27)
qui permet d’écrire 1'équation aux valeurs propres Hy = FE1) sous une
forme sans dimension

(@) 2 [~ con(20)] Y(@) = B(2), @8)

oll on a posé T = kz, Vo = Vo/E; et E = E/E,. Notons que l'appel-
lation énergie de recul pour I, est un peu abusive; on définit habituelle-
ment I"énergie de recul comme une quantité liée a 'atome, k étant le
nombre d’onde associée a la transition de résonance. Ici, le laser peut avoir
un nombre d’onde ki, différent de la valeur résonante, et k peut en plus
différer de £y, si on choisit une configuration avec un angle 6 # .

L’équation porte le nom d’équation de Mathieuﬂet se rencontre dans
de nombreux problémes physiques, comme le mouvement d"une particule
classique soumise & une force oscillante (Z étant alors le temps), un piege
de Paul pour des particules chargées par exemple. Pour une condition ini-
tiale donnée en Z = 0 et selon la valeur du couple (Vp, E), les solutions
restent bornées ou au contraire divergent en & = Foo. Dans le cas d'une

2. Emile Léonard Mathieu (1835-1890), mathématicien frangais, a écrit cette équation en
1865 en étudiant les vibrations d"une membrane elliptique.

Cours 2

particule dans un piege de Paul, les solutions bornées et divergentes cor-
respondent respectivement aux zones de stabilité et d'instabilité du piege ;
pour le mouvement quantique d’un atome dans un réseau optique, ces so-
lutions correspondent a une énergie E située dans une zone « permise » ou
«interdite » (gap).

Dans la mesure ot1 I'existence de ces zones permises ou interdites n’est
pas restreinte au cas d"un potentiel sinusoidal, mais apparait pour tout po-
tentiel périodique, nous allons momentanément laisser I'équation de Ma-
thieu pour aborder le probleme général du mouvement d’une particule
dans un potentiel spatial périodique. Toutefois, nous utiliserons plus tard
certains résultats spécifiques liés a cette équation de Mathieu, comme la
valeur asymptotique de la largeur des bandes dans la limite V;, > E..

2 Le théoréeme de Bloch

On considere dans ce qui suit le mouvement d"une particule ponctuelle,
sans spin, dans un potentiel périodique V'(r) en 1’absence de toute autre
force (en particulier pas de champ magnétique). Plus précisément, on sup-
pose que ce potentiel est invariant quand on fait la substitution r — r +r;,
oll r; est un des nceuds du réseau

B ={r; = jia1 + jeas + jsas, ji, jo2, js € Z}. (2.9)

Un tel réseau, qui est stable par addition et soustraction, est appelé réseau
de Bravais. Nous avons écrit ici la version 3D du réseau, les vecteurs a;
étant indépendants. A une dimension, nous noterons plus simplement la
période spatiale a; = a. Nous nous intéressons ici au probléeme général de
la recherche des états propres de ’hamiltonien

2

N D R
H=—+V(# 2.10
o+ V() (210)
décrivant le mouvement de la particule. Le théoreme de BlochE] tire parti
de la symétrie de translation discrete du probléeme pour rechercher une
base de fonctions propres sous une forme particulierement commode.

3. Félix Bloch a prouvé ce théoreme dans son étude d’un électron en mouvement dans un
potentiel périodique (Bloch|1929). Le méme résultat mathématique avait été obtenu aupara-
vant dans d’autres contextes, notamment par Floquet (1883).
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§2. Le théoreme de Bloch

2-1 Enoncé du théoreme

Partons des deux points suivants :

— les opérateurs de translation T}, définis par

Tat(r) =4¢(r —a) ouencore T, =e '@P/h (2.11)

commutent entre eux,

— lasymétrie de translation de V (r) entraine que les opérateurs de trans-
lation T,,, commutent avec ’hamiltonien.

On peut donc chercher une base de fonctions propres communes a H et
aux Ty,. Or la diagonalisation d’un opérateur T, est aisée; en particu-
lier, pu1sque T, est un opérateur unitaire (T, ' = T_, TT) ses valeurs
propres A sont des nombres de module 1 que I’on peut toujours écrire sous
la forme A = e,

Considérons maintenant une fonction propre vy, ¢, 0, de 'hamiltonien
H et de chacun des opérateurs de translation Ta , avec la valeurs propre

% pour Ta].. Pour exprimer de maniere compacte le triplet des 6, il est
commode d’introduire le réseau réciproque (un autre réseau de Bravais)
défini par:

B ={Q; = jib1 + jaba + jsbs, j1, j2, js € L} (2.12)

z

ol les vecteurs b; sont définis par la propriété

a; - bZ =27 51',1‘“ (213)
Posons maintenant
> 0,0, (2.14)
T is12.3

ce qui entraine que a; - ¢ = 0;. La fonction propre ¢y, ¢, 0,, qui peut étre
notée de maniére plus compacte 14, vérifie donc

VYg(r —a;) =e 9 9y (r), j=1,2,3. (2.15)

4. De maniére explicite, on a

a2 X a:
by = o — 22298
aj - (ag X a3)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire.

Cours 2

Posons finalement

Pa(r) =" Tug(r). (2.16)
En reportant cette relation dans (2.15), il est immédiat de vérifier que la
fonction uq(7) est périodique sur le réseau de Bravais 5 :

Ug(r —aj;) =uq(r), j=1,2,3. (2.17)

Le théoréme de Bloch s’énonce donc de la maniére suivante (Ashcroft &
Mermin [1976; Kittel 1987): on peut chercher les états propres d"un hamil-
tonien correspondant a un potentiel V (r) spatialement périodique sur le
réseau B sous la forme d’ondes de Bloch 14(r), qui sont des produits d"une
onde plane [¢'"9] par une fonction périodique sur B [uq(7)].

Dans tout ce qui suit, on supposera le potentiel périodique V (r) suf-
fisamment régulier pour que la fonction uq(r) puisse étre développée en
série de Fourier. Ainsi nous prendrons a 1D :

ug(z) = ZCj(q)eQi”j’”/“, (2.18)
JEZ

soit Yg(x) = Y Cjlg)e™lat?m/a), (2.19)
JEZ

La forme (2.19) montre que les ondes de Bloch sont des peignes d’ondes
planes d'impulsion p = k(g + 27j/a), avec j entier.

Notons que dans la suite, on se livrera vis-a-vis de la variable g a toutes
les opérations habituelles sur les variables continues : dérivation (ou gra-
dient) par rapport a ¢, intégration sur ¢, etc. L'écriture de cette variable g
en indice de 14(7) ou uq(r) est une convention habituelle, mais il aurait
été tout aussi judicieux de noter ces fonctions ¥ (r, g) ou u(r, g).

Notons également qu’il est clair que les angles ¢; caractérisant les va-
leurs propres e~'% des opérateurs de translation Taj sont définis modulo
27. Quand on reporte cet arbitraire de phase dans la définition (2.14), on
voit que le quasi-moment g et le quasi-moment q + Q, ou1 Q) est un vecteur
du réseau réciproque B’, conduisent au méme triplet de valeurs propres
pour les Ta]. ; on obtient dans ce cas le méme probléme aux valeurs propres
pour I’hamiltonien H et la partie périodique u,. Pour lever cet arbitraire de
phase, on posera dans tout ce qui suit

YarQ(T) =ge(r), Q€ B (2.20)
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2-2  Recherche des états propres et bandes d’énergie

Dans ce paragraphe, nous nous placons a une dimension pour simpli-
fier les notations. La recherche explicite des états propres ¢, de H se fait en
injectant dans 'équation aux valeurs propres, pour en déduire une
équation portant sur la partie périodique u, de la fonction de Bloch :

Hper. (Q)uq (LL') = E(q) uq (iC) (221)
ou H, per.(¢) est un hamiltonien dépendant du parametre ¢
; (P+he)® ..
Hoo (q) = ——— . 2.22
o (@) = L v (3) (222)
La fonction u,(z) satisfait les conditions aux limites
ug(0) = ug(a), ul(0) = (a). (223)

Pour une valeur de ¢ donnée, les solutions de sont repérables
par un indice n = 0,1,2,..., les valeurs propres £, (q) étant rangées par
valeurs croissantes. A 'énergie E,,(q) correspond la solution u,, ,(z), asso-
ciée a I'onde de Bloch ¢, 4(z) :

I:Iwn,q(x) = En(q) Yng(x), Ynglz) = eiqmun,q(x)

On a déja mentionné en (2.20) l'invariance de la définition des fonctions
propres ¥, 4(z) dans la substitution ¢ — ¢ + 27 /a. Il en va de méme pour
les valeurs propres

(2.24)

E,.(¢+27m/a) = E,(q) . (2.26)

Grace au théoréme spectral, on sait que I’on peut former une base avec
les états propres de 'hamiltonien. Pour choisir cette base, il importe de
ne pas effectuer de double comptage, c’est-a-dire de prendre une fois et
une seule chaque fonction propre. Compte tenu de la relation (2.20), on

5. On déduit également de (2.16}2.20) que

uq+27r/a(x) = 672iﬂz/GUQ(x)7 (225)

ce qui revient a prendre Cj (¢ + 27/a) = Cj11(q) dans le développement (2.18). La relation
(2.25) joue un role important dans I’étude de la topologie des bandes d’énergie associées a un
potentiel donné (Zak|1989).

Cours 2

voit qu’il faut restreindre le domaine de variation de ¢ a un intervalle de
longueur 27 /a, en choisissant par exemple la

1% zone de Brillouin: —7/a < ¢ < w/a. (2.27)

Notons qu’il est souvent utile de traiter ¢ comme une variable prenant des
valeurs quelconques entre —oo et 4-00. Il n’y a aucun probléme a cela, tant
qu’on se rappelle la périodicité des états et des énergies associés (2.2012.26).

Quand ¢ varie contintment dans un intervalle de longueur 27 /a, par
exemple (2.27), chaque énergie E,,(¢) prend bien évidemment une valeur
contenue dans l'intervalle I, = [min, E,(q), max, E,(q)], qu’on appelle
bande d’énergie permise. Pour le réseau 1D de base que nous considérerons
la plupart du temps, V(z) = Vysin®(kz), Vo # 0, les intervalles I,, sont
disjoints [max, E,(¢) < ming E,+1(q)].

Dans le cas multi-dimensionnel, la détermination de la zone de
Brillouin n’est pas toujours aussi simple qu’a une dimension. Nous en ver-
rons un exemple pour le réseau hexagonal du graphéene plus loin. Pour les
réseaux carrés ou cubiques que nous allons rencontrer d’ici la, la premiere
zone de Brillouin se déduit immédiatement de :

1% zone de Brillouin: q = (¢1,¢2,93) avec —7/a; < ¢; < w/a;. (2.28)

2-3 Role des symétries de ’'hamiltonien

Symétrie par renversement du temps. Pour une particule sans spin, la
transformation « renversement du temps » est décrite par I'opérateur anti-
unitaire K défini par (Messiah 2003)

Koip(r) = 9" (r).

Cet opérateur laisse r invariant et change p en —p. L’hamiltonien que nous
considérons ici est quadratique en p, puisqu’il n'y a pas de champ magné-
tique et donc pas de terme linéaire en impulsion de type —p - A. Cet hamil-
tonien est invariant par renversement du temps et commute avec Ko.

(2.29)

Ceci entraine que si 14(1) = e"'9u,(r) est état propre de H pour la
valeur propre E, alors Koiq(x) = "7 u} (r) est également état propre de
H pour la méme valeur propre E. Or la fonction e =14 uy () vérifie toutes
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les propriétés d'une fonction de Bloch associée au quasi-moment —q. On
en déduit que si on a su résoudre le probleme aux valeurs propres pour
I’hamiltonien pour un quasi-moment g, on connait également les solutions
pour le quasi-moment —q en posant :

U g(r) o 43 (r), (2.30)

Méme a une dimension, chaque valeur propre en énergie est donc (au
moins) doublement dégénérée, puisque les fonctions v, 4 et ¥, _, sont in-
dépendantes. Ce résultat généralise celui de la particule libre, ot ¢7*/" et
e~ P2/ sont deux états propres associées a la méme énergie E, = p?/2m.
Il y a deux exceptions a cette double dégénérescence[’) les cas ¢ = 0 et
q = m/a, pour lesquels 1, 4 et ¢, _, sont identiques [cf. (2.20)].

Parité du potentiel V (r).
(hermitien) P est défini par

Pour une particule sans spin, 'opérateur parité

(2.31)

Si V(r) est symétrique par rapport a r = 0, alors I'hamiltonien commute
avec P.On en déduit que si 4 (r) est état propre de H avec la valeur propre
E(q), alors Pi,(r) est également état propre de H avec la méme valeur
propre. Mais Pty (r) = e ™9u,(—r) vérifie toutes les propriétés d'une
fonction de Bloch associée au quasi-moment —q. Si on a su résoudre le
probléme aux valeurs propres pour I’'hamiltonien pour le quasi-moment g,
on en déduit la aussi la solution pour le quasi-moment —q :

Y_q(T) X thg(—T), (2.32)
L'égalité entre E(q) et E(—gq) avait déja obtenue a partir de 1'invariance
par renversement du temps en (2.30), sans supposer la parité du potentiel.
En revanche, la relation entre ¢_4(r) et 1)4(—7), valable seulement pour un
potentiel pair, vient enrichir le résultat (2.30).

6. Dans le cas particulier V = 0, il y a encore dégénérescence pour ¢ = 7/a, car deux
bandes consécutives se touchent en ce point (voir §(3-1)).

Cours 2

3 Bandes d’énergie pour le potentiel sinusoidal

Revenons maintenant au cas 1D du potentiel V (z) = Vj sin®(kz), pour
lequel I'équation aux valeurs propres est I’équation de Mathieu (2.8). Nous
considérons d’abord le cas V = 0 pour lequel on connait les états propres,
bp(z) = €P*/" et les énergies associées E,, = p?/2m. L'utilisation du théo-
réme de Bloch pour traiter ce probléme est évidemment une maniére com-
pliquée pour traiter un cas connu, mais a le mérite de donner de maniere
explicite les énergies E,(q) et les fonctions u,, 4(z) associées. Le résultat
nous servira ensuite de guide pour traiter le cas des potentiels non nuls.

3-1 Le cas du potentiel nul, V[, =0

Pour le potentiel nul, n'importe quelle période a fait I'affaire. Prenons
a = 7 /k pour faire le lien avec le cas Vj, # 0. Un état « onde plane » ¢, (z) =
e'P?/" peut s’écrire sous la forme d’une onde de Bloch

p

op(x) = el1%e27kT  gyec 7= 25k + q, (2.33)

oll j est I’entier le plus proche de p/(2hk), et ol1 g appartient a la premiere
zone de Brillouin | — &, k]. On a pour la bande fondamentale n = 0

th2
Eo(q) = Dy uo,q(x) =1, (2.34)
et pour la premiere bande excitée n = 1:
h? .
Ei(q) = o— (¢ £2k)*,  uyq(x) = e*2ke, (2.35)

2m

avec le signe — (resp. +) quand ¢ > 0 (resp. < 0). Dans ce cas tres par-
ticulier, les fonctions w,, ,(x) sont donc indépendantes de ¢, mis a part le
changement de signe de I'exposant dans en g = 0. Le tracé des fonc-
tions E,,(¢) en fonction de ¢ est donné en figure[2.2|; il redonne simplement
la parabole E(p) = p?/2m repliée sur elle-méme puisque l’abscisse g, reliée
linéairement & p par (2.33), doit rester dans la premiére zone de Brillouin.
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FIGURE 2.2. Gauche : relation de dispersion pour une particule libre E = p* /2m.
Droite : parabole repliée, donnant les bandes d’énergie pour la méme particule libre
dans le formalisme des ondes de Bloch.

3-2 L’équation centrale

On considére maintenant le potentiel V(x) = Vjsin®(kz), avec V > 0.
Ce potentiel est de période a = 7/k et on cherche les fonctions propres

(ondes de Bloch) sous la forme [cf. (2.16)-(2.18)]

Pe(z) = Z Cj(q) ®k+ae < g <k,
jEL

(2.36)

On se raméne a l'équation aux valeurs propres pour une matrice tri-
diagonale symétrique réelle (infinie), souvent appelée équation centrale :

) 2 W 1% E
|:<2] + g) + 0 :| Cj 0 ijl + Cj+1) = — Cj (2.37)

W) Tag |9 g E,
qui se résout numériquement a l'aide d’algorithmes standards pour un
couple (q/k, Vo/E,) donné. En pratique, pour déterminer par exemple la
largeur de la bande fondamentale avec une précision relative de 1075, on
peut limiter la somme a |j| < 20 si l'amplitude du potentiel ne dé-
passe pas elle-méme V;/E, = 50. Les coefficients C; sont représentés sur la
figure [2.3| pour trois valeurs de V; et pour les premiéres bandes d’énergie.
On voit que ces coefficients ne prennent des valeurs significatives que pour
des valeurs relativement faibles de j, ce qui justifie de tronquer le systeme

(2.37) a ;] < 20.

Cours 2

Coefficients de Fourier C;(n, ¢) des ondes de Bloch v, 4,

0.8 | 0.8 | 0.8 | _
0.6 | 0.6 | 0.6
0.4 | 0.4 | 0.4 1 B
0.2 | 0.2 | J L 0.2 |

0 ‘ ob—et il ., gL LTI iTL

4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4 —4-20 2 4

0.6 | 0.6 | 0.6 | 1]
0.4 | 0.4 | 0.4 |

0.2 0.2 0.2 J L
0 t t 0 + - 0 _ I

-4 -2 0 2 4

0.5 | (L 0.5 | j 0.5 | HT

0 S e =

051 U 05| F 05 T—U
Sy o

0.5 | H 0.5 | H_L 0.5 m

0 0 0

—05 1 U 05 |

420 2 4

ik

—4-20 2 4

420 2 4

FIGURE 2.3. Coefficients de Fourier C;(n,q) en fonction de leur indice j. Ces
coefficients sont solutions de I'équation centrale pour Vo /Ey = 2 (colonne
de gauche), Vo /E, = 8 (colonne du milieu), Vo /E, = 20 (colonne de droite).
Les lignes correspondent de haut en bas 4 (n = 0,q = 0), (n = 0,q = 7/a),
(n=1,¢q=0),(n=1,9g=m/a).
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Bandes d’énergie F,(q)

30 30
20 20
10
ol
30
20
10
0} 0} ‘ |
~1 0 1
30 30 1 ‘ ‘
/\
20 | 120 o) e —
10 \_,,\/ 10 10
0} ‘ | o} ‘ | o] ‘ ]
~1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

FIGURE 2.4. Premieres bandes d'énergie E,,(q) (unité E, = h?k*/2m), en fonc-
tion de q/k pour un potentiel V() = Vy sin®(kz). De gauche i droite, et de haut
enbas: Vo /E, =(0,0.5,1);(2,4,8);(12,16,20). Le rectangle grisé représente la
zone d’énergie inférieure a la hauteur du potentiel V5.

Cours 2

Différentes représentations de la méme structure de bande

10 1 kN

E/E,

E/E,

a/k
FIGURE 2.5. Trois représentations possibles de la structure de bande. En haut le
schéma usuel (bande repliée). Au milieu, le schéma de bande dépliée, qui permet
de bien faire le lien avec le cas d'une particule libre. En bas, le schéma de zone
répétée, ol chaque état propre 1y, 4 est représenté plusieurs fois; cette derniére
représentation est utile pour I'étude de phénomenes de type oscillations de Bloch.
Les tracés sont faits pour Vo = 4 E,, et on a soustrait ici la valeur moyenne
Vo /2 du potentiel pour faciliter la comparaison avec le cas Viy = 0. Ce dernier est
représenté en pointillés noirs sur chaque figure.
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Fonctions de Bloch v, ,(2)

1 1— ‘ ‘ 1— ‘ ‘
0.5 ~_A 05;/\\/P\v/\( 05//\\/f\v/\\
0 Of—F———+ 0
0.5/ 1 —05] 1 —05] .
1 ‘ ‘ 1 ‘ ‘ - ‘ ‘
-1 0 1 -1 0 1 1 0 1
1— ‘ ‘ 1— ‘ ‘ 1— ‘ ‘

S e S
VAT RV VATAVAIK TR YAYS

FIGURE 2.6. Fonctions de Bloch 1)y, ,(x) en fonction de x/a pour Vo /E, = 2
(colonne de gauche), Vo /E, = 8 (colonne médiane) et Vo /E, = 20 (colonne de
droite). Les lignes correspondent a la bande n = 0 (haut), n = 1 (milieu), n = 2
(bas). Sur chaque graphe , on a représenté les quasi-moments q = 0 (trait continu
rouge) et ¢ = m/a (trait pointillé bleu).

Cours 2

On classe comme indiqué plus haut les solutions de par énergie
croissante et on les repére par l'indice n = 0, 1,2, ... Les premiéres bandes
d’énergie E,(q) sont tracées sur la figure 2.4 pour une série de valeurs de
Vo/E;. Ce tracé montre la transition de la parabole repliée obtenue pour
Vo = 0 vers des bandes de plus en plus plates pour des potentiels V; > E.
Cet aplatissement correspond a la situation ot1 I’amplitude de l'effet tunnel
d’un minimum de potentiel vers le minimum adjacent devient négligeable,
les niveaux d’énergie devenant alors proches de ceux d’une particule au
fond d’un puits de potentiel individuel, V (z) ~ Vpk?z? pour le puits cen-
tral par exemple. Nous reviendrons sur cette limite des liaisons fortes dans le
prochain cours.

Notons que le tracé sous forme repliée de la figure 2.4 n’est pas le seul
possible. Nous avons représenté sur la figure 2.5/ deux autres représenta-
tions qui peuvent étre utiles, la représentation dépliée et la représentation
répétée.

Nous avons représenté sur la figure quelques fonctions de Bloch
n,q(x) pour trois valeurs de Vj/E,. Ces tracés ont été faits en fixant la
phase (arbitraire) de la fonction de Bloch de la maniere suivante :

— Pour les bandes paires (n = 0,2,...), ¥, 4(z = 0) est réel positif.

dvn,q
dax

— Pour les bandes impaires (n =1, 3,...), (x = 0) est réel positif.

Avec cette convention, les fonctions de Bloch pour les quasi-moments g = 0
et ¢ = m/a (ceux qui sont utilisés pour les tracés de la figure[2.6) sont réelles.

3-3 Le cas du réseau faible

Pour terminer ce paragraphe, donnons quelques éléments sur le cas
Vo £ E: qui nous servira de base un peu plus loin pour décrire la dif-
fraction de Bragg. Dans ce cas, on peut traiter perturbativement l'effet du
potentiel V(z) = Vysin?(kz) = (V5/2) — (Vo/4) (e?** 4 e247), le terme
dominant de ’hamiltonien étant 1'énergie cinétique Hy = p*/2m. Nous
avons déja donné I'expression des états propres de Hy sous forme d’ondes
de Bloch [cf. (2.33)], et nous avons tracé les énergies propres E,(q) sous
la forme de la parabole repliée de la figure 2.4h. Regardons maintenant
les éléments de matrice de V(z) entre les états propres de Hy. Le terme
constant V;/2 du potentiel ne joue aucun rdle, si ce n’est une translation
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I I I I I
InvanyEnvame ]
1.2 =
9l ool 11 |
N ‘ 1 0f ‘ 1 09 | *
—1 0 1 -1 0 1 0.9 0.95 1

FIGURE 2.7. Bandes d’énergies E, (q) (unité de E,) en fonction de q/k, pour un
potentiel Vo < E, : (a) : Vi = 0 (méme chose qu’a laﬁgure; (b): Vo =02FE;;
(c) : zoom sur le bord de bande q ~ k pour le cas Vi = 0.2 E,.. On voit qu’un gap
de largeur = V /2 s’ouvre.

globale des énergies. Les termes en (Vp/4)et2ike

d’impulsion p aux ondes planes p + 2hk :

couplent 'onde plane

N Vi Vi Vi
V(@) $p(w) = 5 6p(®) — - bp2mk(x) = 7 Sprank (@), (2.38)
soit (¢pronk|V]¢p) = —Vo/4. Ce couplage n’est important en pratique que

sil'énergie associée a I’'onde ¢, pour 'hamiltonien Hj est proche de 1’éner-
gie de ¢p_onr OU Gpyonk :

2 + 2hik)?
2% ~ % — p~ Fhk. (2.39)

Ceci ne se produit que pour les deux bandes d’énergie les plus basses,

aux bord de la premiére zone de Brillouin, c’est-a-dire la ou les bandes
se touchent.

Considérons donc la base composée par les deux états « ondes planes »
{lp = —hk), |p = +hk)} d’énergie cinétique E,. Ces deux états sont couplés
par V(z) et 'énergie des deux états propres de H, a 'ordre 1 en Vj, est
obtenue par diagonalisation de la restriction de I’'hamiltonien a cette base :

. (Ee+Ve2 Vo4
H = ( V)i B +V0/2) (2:40)

Cours 2

Les valeurs propres de cette matrice sont (pour Vg > 0)

W , W |4 3V
E=FE +—2+22 Eo(k) = BEr + -2, Ey(k)=E, + =2, (2.41)
2 4 4 4
et les états propres correspondants sont
ok (x) o< cos(kz), 1, (x) o sin(kz). (2.42)

Ce résultat se comprend aisément : I'état de basse énergie v , est modulé
de sorte que la densité de probabilité o< cos?(kz) est minimale dans les
zones de fort potentiel [V (z) = Vjsin®(kz)]. Au contraire I'état de haute
énergie correspond a une densité de probabilité « en phase » avec la modu-
lation du potentiel. A cet ordre du calcul, 'effet du potentiel V(z) est donc
d’ouvrir un gap de largeur V5 /2 entre les deux premiéres bandes. L'ouver-
ture des gaps entre les bandes supérieures fait intervenir des ordres plus
élevés de V.

4 Branchement et débranchement d’un réseau

4-1 Extension de théoréme de Bloch

Nous aurons fréquemment 1’occasion de rencontrer dans les cours qui
vont suivre des probléemes gardant leur périodicité spatiale, mais dépen-
dant explicitement du temps. Dans ce paragraphe, nous considérons 1'ha-
miltonien

H(t) = o+ f V(#), (2.43)

ol V est spatialement périodique sur un réseau 5 et oi1 la fonction f; dé-
crit le branchement ou le débranchement du réseau. On peut également
prendre pour f; une fonction du type fo + fi cos(Qt) ot la partie modulée,
proportionnelle a f; (K fo), permet de faire une spectroscopie des états
dans le réseau [voir par exemple les articles de Denschlag et al. (2002) et
Kollath et al. (2006)].

Supposons qu’a I'instant initial la fonction d’onde de la particule a la
forme d’une onde de Bloch

d(r,t =0) =" u(r,t =0), (2.44)
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ot u(r,0) est périodique sur B. On peut alors montrer qu’a un instant ¢
ultérieur, cette forme d’onde de Bloch est préservée, avec le méme quasi-
moment q :

p(r,t) = ™9 u(r,t), (2.45)

ol u(r,t) est également périodique. La démonstration est simple : la fonc-
tion ¢(r, t) s’obtient en faisant agir I'opérateur d’évolution U (t) sur I'état
initial ¢(r,0). Puisque [H(t), Taj] = 0 a tout temps ¢, on en déduit que
[U(t), Taj] = 0 etdonc

To, Up(r,0) = UTa, ¢(r,0) = To, [fw(r,o)} — claia [qu(r,o)] (2.46)

Ceci entraine que ¢(r,t) = Ugp(r,0) est état propre de Ta]. avec la méme
valeur propre e'% 7 que ¢(r,0), d’ot I'écriture sous forme d’onde de Bloch
(2.45) : le quasi-moment g est conservé lors de 1’évolution.

Dans le cadre des réseaux optiques, cette conservation du quasi-
moment ¢ quand on varie dans le temps l'intensité d'un réseau optique
a une interprétation simple : l'interaction de l’atome avec la lumiere se
fait par des processus « absorption d'un photon dans une onde — émis-
sion stimulée d'un photon dans I'autre onde ». Ce processus change 1'im-
pulsion de I'atome par +2 ik : un atome isolé préparé initialement dans
un état d'impulsion p sera ultérieurement dans une superposition d’états
p + 2nhk, olt n est un entier relatif. Tous ces états correspondent au méme
quasi-moment ¢ de la zone de Brillouin, ¢ étant défini par ¢ = p/h modulo
27 /a. Deux éléments peuvent venir limiter la portée de ce raisonnement :

— Sile faisceau n’est pas une onde plane, mais présente un gradient d’in-
tensité le long de 'axe x, alors I'impulsion associée a un faisceau lu-
mineux n’est pas exactement égale a 7ik. Ceci revient a dire que le gra-
dient d’intensité cause une force dipolaire sur une échelle a priori plus
grande que la période \/2 du réseau, force qui peut modifier I'impul-
sion atomique d’une quantité différente de 2hk.

— Si on met un réseau en mouvement en changeant la fréquence d'une
onde progressive par rapport a l'autre, les deux nombres d’onde k.
associés aux deux ondes progressives ne sont pas strictement égaux
et le changement d'impulsion A(k4 + k_) n’est pas strictement égal
a 2hk. En d’autres termes, la période spatiale du réseau change avec
le temps, ce qui invalide le théoréme de Bloch. En pratique, pour les
vitesses des réseaux utilisées, ces déviations sont trés faibles.

Cours 2

4-2 Branchement et débranchement adiabatiques

Plagons-nous a 1D pour simplifier les notations. Dans le paragraphe
précédent, nous avons déduit de l'invariance par translation la conserva-
tion du quasi-moment ¢. Nous allons maintenant nous placer dans la si-
tuation ot1 Iétat initial correspond a un des états propres de I’hamiltonien
pour la valeur initiale du potentiel f, V(z), c’est-a-dire u(x,0) = u, q().
Nous allons chercher ce qu'il est possible de dire sur la partie périodique
u(z, t) a un instant ultérieur quand le coefficient f, varie « doucement ».

La fonction spatialement périodique u(zx,t) se détermine en résolvant
I'équation différentielle déduite de I'équation de Schrédinger dépendante
du temps :

) e g fute) .47)
ol ﬁper_ lg, f] est défini par (cf.
~ 2
yerla. 1= PEM gy, (2.49)

Pour chaque valeur de g et de f, on connait les états propres |u%f 21> de cet
hamiltonien. L'état initial |©(0)) est supposé étre un de ces états propres
(lu(0)) = |u$Lf ?1) )) et il s’agit de déterminer la condition pour qu’a l'instant ¢
I'état |u(t)) soit voisin de |u£tf‘q)>

Commengons par rappeler le critére général caractérisant I’approxima-
tion adiabatique (Messiah 2003). On consideére un hamiltonien H()\) dé-
pendant d"un parametre A, pour lequel on a su résoudre le probléme aux
valeurs propres. On suppose pour simplifier que les énergies ¢, (\) sont
non-dégénérées et forment un ensemble discret. Les vecteurs propres as-
sociés sont notés |¢,(\)). On s’intéresse a un probléme ot le parameétre A
dépend du temps. On suppose que le systeme est préparé a l'instant ¢ = 0
dans un état propre |$,[A(0)]) et on cherche a quelle condition le systéme
sera a l'instant ¢ dans 1’état |, [A(t)]) avec probabilité voisine de 1. On peut
montrer que ceci sera le cas si l'inégalité
< |Ep — Egnl, Vn' #n,

d

est satisfaite a chaque instant.
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Pour appliquer concretement ce critére a notre probleme de branche-
ment et de débranchement de réseau, supposons que les atomes sont ini-
tialement préparés dans 1’état d'impulsion nulle |[p = 0), le réseau étant
éteint. Cet état s’identifie avec [¢,,—0,4=0). Quand on branche le réseau,
on sait que le quasi-moment va rester ¢ = 0 et le probléeme est de sa-
voir si on quitte ou non dans la bande fondamentale » = 0. Limitons-
nous au cas de réseaux relativement faibles, f;Vy < E,, pour lesquels on
peut déterminer perturbativement les états propres |, 4—0) (Dahan|1997).
A Vordre 1 en V,, I'état fondamental |t)n=0,q=0) s’obtient en mélangeant
l'état d’'impulsion nulle [p = 0) et les deux états |p = =+2hk). L'écart
entre les niveaux non perturbés vaut 4F, et la perturbation fVj sin®(kx) =
—(fVo/4) (e**® + e=2k=) 4 fV;/2 a pour élément de matrice — fVp/4, ce
qui donne

Vo
16E,

Le couplage non-adiabatique va essentiellement induire une transition
vers |'état

[n=0,9=0) = |p = 0) + (Ip = 2hk) + |p = —2hk)) . (2.50)

1
’,q=0 ~ —
[wama) ~ 5
L’élément de matrice intervenant dans le membre de gauche de (2.49)
s’écrit alors

(|p = 2hk) + |p = —2hk)). (2.51)

d Vi
<"/}n’,q:0‘a|¢n:0,q:0> = f; bf V2 (2.52)

et ]’écart d’énergie du membre de droite vaut 4F,. Le critére d’adiabaticité
s’écrit dans ce cas :
E?
Vo
Prenons le cas ot ’on branche un potentiel montant a la valeur Vy = E,
linéairement en temps, pendant une durée 7. Le critére ci-dessus devient
1 &
322 Ex
Pour des atomes de sodium éclairés au voisinage de leur longueur d’onde
de résonance (589 nm), le temps %/ E, ~ 6 us, de sorte que la condition ci-
dessus s’écrit 7 > 0.15 us. Nous avons indiqué sur la figure[2.8 un résultat
obtenu par le groupe du NIST pour tester ce chargement et déchargement

adiabatique. Notons que la valeur maximale atteinte, V, = 14 E,, est en
dehors du domaine d’application de notre théorie perturbative.

f<32v2 (2.53)

> (2.54)

Cours 2

0.8

Lattice

Population in 0 7k component

06 height
Time
0.4 | | "
{ 2x Ramp time |
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0 4 8 12 16 20

Ramp time (Us)

FIGURE 2.8. Test de l'adiabaticité du chargement dans un réseau. Des atomes
de sodium sont préparés initialement a impulsion quasi-nulle. On branche, puis
on débranche un réseau, la profondeur maximale atteinte étant Vy = 14 E,. On
mesure la fraction d’atomes dans I'état d'impulsion nulle a la fin du processus. La
courbe continue est obtenue par intégration directe de I'équation de Schrodinger.
Cette figure est extraite de 'article de Denschlag et al. (2002).

Remarque 1. Nous avons considéré ici la bande fondamentale en ¢ = 0,
ce qui est un cas favorable pour le branchement d'un réseau. Il y a d’autres
situations ot il est impossible de garantir 1’adiabaticité. C’est par exemple
le cas si on part de [1),,—1,4—0) qui a la méme énergie que |t/,—2 4—o) quand
le réseau est éteint. C’est également le cas si on part du bord de bande ¢ =
+k. Ce dernier cas est intéressant car il donne naissance a la diffraction de
Bragg, tres utilisée en pratique comme séparateur de faisceaux atomiques
(voir paragraphe ci-dessous).

Remarque 2. Nous nous sommes intéressés ici au critere d’adiabaticité
pour une particule unique. Dans le cas ot on part d’un état présentant
des corrélations entre particules, les échelles de temps nécessaires pour
maintenir I’adiabaticité peuvent étre tres différentes, car les écarts d’éner-
gie entre les différents états a N corps accessibles peuvent étre beaucoup
plus faibles.
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4-3 La diffraction de Bragg

La diffraction de Bragg consiste a tirer parti de la périodicité du réseau
pour diffracter de maniére efficace une onde dans un direction donnée.
Dans le cas d'un atome interagissant avec un réseau optique, on cherche a
créer de maniére sélective en impulsion des transition cohérentes

p — p+2nhk (2.55)
ol n est un entier. Dans ce qui suit, nous nous restreindrons au cas d'un
potentiel faible (Vo < E.), ce qui garantit qu’on ne peuple significativement
qu'une seule classe d'impulsion p + 2nhk et non pas un peigne avec de
nombreuses composantes.

Considérons ici un réseau a une dimension et des atomes préparés dans
un état d'impulsion p déterminée, qui vont interagir pendant une durée
tint avec le réseau. Comme Vjy < E,, seuls seront affectés par le potentiel
les atomes avec un quasi-moment ¢ tel que deux bandes d’énergie E,,(q) et
E,(q) sont proches l'une de l'autre et peuvent étre efficacement couplées :

— Comme nous I'avons vu en §[3-3] ce couplage se produit a I'ordre 1 en
Vo pour ¢ = £k entre les bandes n = 0 et n = 1 : un atome d’impulsion
initiale p = +hk peut étre transféré de maniere résonante vers 1'état
d’impulsion —7k, dans un processus olt un photon est absorbé dans
une des deux ondes progressives formant 1'onde stationnaire, et un
photon est émis de maniere stimulée dans I'autre onde (figure 2.9).

— Plus généralement, on voit directement sur la figure qu’on peut
également observer de la diffraction de Bragg a des ordres plus éle-
vés : (i) en ¢ = £k entre une bande 2n et une bande 2n + 1 (couplage
en \/02"“); (ii) en ¢ = 0 entre une bande 2n + 1 et une bande 2n + 2
(couplage en V" 12).

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons sur le couplage a 1'ordre 1
entre les bandes n = 0 et n = 1, en utilisant le formalisme des états de
Bloch développé précédemment. L'utilisation de ce formalisme pour traiter
la diffraction de Bragg a été initié par Champenois et al. (2001) [pour des
approches développées antérieurement, on pourra consulter Keller et al.
(1999) et Horne et al. (1999)].

Cours 2

(a) .

O T

(c)

=

45

Optical Depth

14
Spatial axis (mm)

FIGURE 2.9. Gauche : la diffraction de Bragg vue en terme de transition a deux
photons. Les deux états p = thk sont couplés de maniere résonante par un pro-
cessus absorption dans une onde progressive — émission stimulée dans I'autre onde
progressive. Droite : Observation d’une transition de Bragg avec des atomes d'un
condensat de sodium (figure extraite de (Kozuma et al.|1999)). (a) Image in situ
avant U'impulsion de Bragg. (b) Image apres impulsion de Bragg et temps de vol
de 10ms; seul un pic étroit de la distribution en vitesse a subi le phénomene de
diffraction et a gagné I'impulsion 2hk. (c) Profil de densité associé a I'image (b).

Considérons la situation simple ot la fonction f; est un créneau, égale
a 1 pour ¢ entre 0 et ¢y, et nulle ailleurs. Avant le branchement du réseau,
I’atome est dans l’état |p). Aumoment du branchement du potentiel a I'ins-
tant ¢ = 0, nous supposerons que 1’état de I’atome reste |p) : c’est ’approxi-
mation soudaine, valable si le temps réel de branchement est court devant
I'inverse de toutes les fréquences caractéristiques du probleme. Décom-
posons cet état sur les états propres de ’hamiltonien en présence de ré-
seau. Comme V;, < E,, seuls les deux états propres des bandes inférieures
[n=0,q) €t [Yn=1,4) avec ¢ = p/h sont peuplés de maniere significative :

[W(t =0)) = |p) = cos(0/2) [¥n=0,q) = sin(0/2) [thn=1,)- (2.56)

Nous avons déja déterminé en la relation entre |p) et les états propres
|¥,—0/1,) dans le cas particulier p = hk. Dans le cas plus général ot1 p n’est
pas strictement égal a hk, le calcul est un peu plus long. Il faut prendre
en compte dans I’hamiltonien la différence d’énergie cinétique entre
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les deux états de base, p?/2m pour l'un, (p — 2hk)? /2m pour 'autre. Apres
quelques lignes de calcul, on trouve la valeur de 1’angle de mélange 6 in-
tervenant dans (2.56) :

8E

cotand = [1 — p/(hk)] Vr' (2.57)
0

L’évolution ultérieure en présence du réseau est une simple oscillation
de Rabi et la probabilité de trouver 'atome dans I'état d"impulsion p — 27k
au moment de I’extinction du réseau s’écrit

Ppsp—onk(t) = sin® § sin?(Qt/2). (2.58)

Cette oscillation est parfois appelée Pendelldsung, terme introduit initiale-
ment pour décrire la diffraction des rayons X par un cristal. Elle se fait a la
pulsation Q ~ V/(2h) puisque 'écart d’énergie entre les deux niveaux est

~ Vo /2 [cf. 2.41)] . Le préfacteur
(Vo/8Ex)?
[p/(hk) = 1]* + (Vo/8E;)?

sin? 0 = (2.59)
conditionne la sélectivité en impulsion du phénomene de diffraction de
Bragg. Pour p = nk, I'oscillation se fait avec une amplitude de 100% : en
choisissant Qt;,y = 7/2, on réalise un séparateur de faisceau 50%—-50%, et
on obtient un miroir de Bragg parfait pour Q¢ = 7. Pour V) <« E,, I'am-
plitude de modulation chute rapidement quand on s’écarte de la condition
p = hk, la largeur totale a mi-hauteur de la courbe de résonance étant

Apijp W
hk  4E.

(2.60)

On trouvera dans Champenois et al. (2001) une comparaison entre la pré-
diction de ce modele a deux niveaux et celle obtenue par résolution nu-
mérique compleéte prenant en compte un grand nombre d’états propres de
I'hamiltonien. Les écarts entre les résultats des deux traitements sont né-
gligeables pour Vj < E,.

La diffraction de Bragg a été observée pour la premiere fois dans le
groupe de D. Pritchard (Martin et al.[1988). Au cours des derniéres années,
elle est devenue un outil essentiel en interférométrie a ondes de matieére et
en physique des atomes froids :
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— En imposant successivement trois diffractions de Bragg correspon-

dant a Qt = x/2,7,7/2, on réalise un interférometre a deux voies
de type Mach-Zender (voir par exemple Lepoutre et al. (2012)). On
utilise fréquemment une variante de cette diffraction de Bragg o le
transfert d’impulsion de 2/k s’accompagne d'un changement d’état
interne [transitions Raman entre niveaux hyperfins (Kasevich & Chu
1991)]. Les interférometres utilisant des transitions Raman peuvent
eux aussi fonctionner dans le mode 7 /2-7m—7/2 ou dans le schéma de
Ramsey-Bordé, a quatre zones d’interaction (voir par exemple Durfee
et al. (2006); Gauguet et al. (2009)). Il est également possible de ba-
layer dans le temps la fréquence d’une des deux ondes progressives
formant 1’onde stationnaire, de maniére a empiler les diffractions de
Bragg successives pour augmenter 1'impulsion transférée. On se rap-
proche alors du probléme des oscillations de Bloch, sur lequel nous
reviendrons longuement dans la suite. On trouvera dans Kovachy et
al. (2012) un exemple d’interférometre 7 /2-m—m/2 fonctionnant avec
des séparateurs de 10 ik grace a une fonction f; optimisée.

On peut tirer parti de la sélectivité en vitesse pour mesurer la
distribution en impulsion d'un gaz d’atomes libres (Kozuma et al.
1999; Stenger et al. 1999). En pratique, pour sonder la population
d’une classe de vitesse v, on utilise un réseau optique « en mouve-
ment », formé par deux ondes progressives de pulsation wr, k(v —v;)
oll v, = hik/m est la vitesse de recul. On choisit par exemple Qt = 7
et on mesure la population transférée dans la classe de vitesse v — 2v,
(voir par exemple la figure[2.9)extraite de Kozuma et al. (1999)). De ma-
niere plus générale, la diffraction de Bragg est également utilisée pour
sonder des systemes de particules en interaction. On envoie deux fais-
ceaux laser de pulsations w; et de vecteurs d’onde k;, j = 1,2, et on
étudie la probabilité que le systeme effectue une transition absorption-
émission, qui lui transfert 'énergie 7w = h(w; — wa) et I'impulsion
k = k1 — ko. En variant la fréquence des lasers et leurs angle, on peut
alors reconstruire le facteur de structure dynamique S(k,w) de ce sys-
teme. Cette méthode a par exemple été utilisée par Steinhauer et al.
(2002) pour mesurer la relation de dispersion des excitations de Bogo-
liubov dans un condensat en interaction.
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2hk

FIGURE 2.10. Ligne supérieure : figure extraite de Greiner et al. (2001), obtenue
avec des atomes bosoniques de 8" Rb placés dans un réseau carré a deux dimensions.
Ligne inférieure : figure extraite de Kohl et al. (2005), obtenue avec des atomes
fermioniques de *°K (sans interaction) placés dans un réseau cubique 3D.

4-4 Comment observer la structure de bande?

La notion de branchement et de débranchement adiabatique d"un ré-
seau trouve également une application importante dans la technique de
band mapping, ot1'on transfere le contenu des différentes bandes d’énergie
en présence du réseau vers des états d'impulsion bien définie en absence
du réseau. Il faut pour cela éteindre adiabatiquement le réseau pour qu'un
atome initialement dans un état de la bande n avec le quasi-moment ¢ fi-
nisse dans l'état d'impulsion p = h(g = 2nfik). Le moyen le plus simple,
au moins a 1D, pour relier sans ambiguité I'état initial 1, ; a I'impulsion
finale p est d’utiliser le schéma de bande dépliée représenté sur la figure

(ligne du milieu).

Les photos montrées en figure obtenues par le groupe de Munich,
constituent une des premieres démonstrations de la visualisation de la
zone de Brillouin permise par cette technique. Pour la photo de gauche, on
part d"un réseau 2D profond (12 E;) pour lequel la largeur de la bande fon-
damentale (W, ~ E./20) est tres petite devant le gap entre la bande n = 0
et la premiére bande excité n = 1 (Ag ~ 5 E;). On place dans le réseau
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un gaz de bosons (¥"Rb) dont la température est intermédiaire entre ces
deux échelles d’énergie : Wy <« kT < Ag. Le gaz remplit donc les états
19,4 de la premiére bande de maniére uniforme, mais la population des
bandes excitées est négligeable. Apres extinction adiabatique du potentiel,
les atomes sont libres et leur distribution d’impulsion est une fonction cré-
neau non nulle seulement entre —/k et k. Pour observer cette distribution
d’impulsion, il suffit de faire un temps de vol de durée ¢, suffisamment
longue pour que le nuage s’étale d'une quantité grande devant sa taille
initiale : on obtient un segment d’atomes (un carré a deux dimensions, un
cube a trois dimensions) de longueur 27kt o1 /m.

Dans la photo de droite de la figure[2.10, on a délibérément peuplé les
bandes supérieures en appliquant une paire de faisceaux laser additionnels
qui créent une transition Raman entre la bande n et la bande n+1. Le temps
de vol révele alors la population transférée dans ces bandes supérieures,
avec une répartition quasi-uniforme a l'intérieur de chaque bande.

Nous montrons sur la ligne inférieure de la figure un résultat ob-
tenu pour des fermions sans interaction (*°K) dans un réseau cubique 3D
par le groupe de T. Esslinger (Kohl et al. 2005). Du fait du principe de Pauli,
ces fermions (polarisés) remplissent peu a peu tous les états de la premiere
bande quand on augmente leur nombre (de droite & gauche). Sur I'image
"e", la bande est pleine (on a réalisé un isolant de bande) et la structure
carrée de la zone de Brillouin est parfaitement visible.

5 Propagation de paquets d’ondes

Une caractéristique essentielle d'un réseau optique est la relation de
dispersion E,,(q) associée a chaque bande. Dans ce paragraphe, nous mon-
trons comment extraire deux quantités physiques importantes liées a cette
relation : la vitesse de groupe d'un paquet d’ondes et la masse effective.
Nous terminons ce paragraphe en donnant quelques indications sur la
modification de l'interaction entre atomes due a leur localisation dans le
réseau.
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FIGURE 2.11. Vitesse de groupe vg(q) (en unité de vitesse de recul v, = hk/m)
pour le réseau V() = Vysin?(kx) pour Vo /E, = 0.4,2,8, en fonction de q/k.
La ligne pointillée correspond au résultat en I'absence de réseau : mvg = hq.

5-1 La vitesse de groupe dans un réseau optique

Supposons que l'on a su préparer une particule dans un état initial
Y(z, 0) superposition d’états de Bloch 1, ,(z) appartenant tous a la méme
bande n :

b(z,0) = / (g) W g(x) dg. 2.61)

Notons ¢ le centre de la distribution ¢(gq) et supposons également que sa
dispersion Ag autour de gy est beaucoup plus faible que la largeur 2k de la
zone de Brillouin. Cette hypothese autorise le développement

dE,

E.(q) = En(qo) + (¢ — qo) dq

(2.62)

a=4o0
Remarquons que I'hypothese Ag < k entraine que le paquet d’ondes
s’étend sur plusieurs sites, typiquement k/Ag. Nous poserons dans la suite

% df” , (2.63)
q a=4qo0

quantité qui a la dimension d’une vitesse et dont nous allons montrer

qu’elle peut s’interpréter comme la vitesse de groupe pour la bande n au-

tour du quasi-moment gj.

Vg,n(q0) =

A l'instant t, la fonction d’onde de la particule est

(e, 1) = / €(q) () €@/ g, (2.64)
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ce qui s’écrit encore en utilisant le développement (2.62)

V(z,t) ~ e_i“’ﬂt/c(q) P q(z) e 1Vt dg, (2.65)
ol on a introduit la pulsation

wo = En(qO)/h — qoVUg,n- (266)

Choisissons l'instant ¢ tel que v, ,,t = a. En utilisant le fait que ¢, 4(z—a) =
e"19%), ,(z), on en déduit que

Q

Wl t = afvgn) ~ et / ¢(q) Y@ — a) dg

= e Wl gz —a,0). (2.67)

On voit que le paquet d’ondes se reforme périodiquement sans déforma-
tion (a cet ordre du calcul) avec des décalages successifs de a a tous les
instants séparés de a/v,,,, ce qui correspond bien a une propagation avec
la vitesse de groupe vg, .

5-2 La notion de masse effective

Dans 1’étude que nous avons faite pour le potentiel sinusoidal, nous
avons trouvé que les bandes E,(¢) sont extrémales aux points ¢ = 0 et ¢ =
+k. En ces points, la vitesse de groupe s’annule et la bande est caractérisée
par sa courbure, a partir de laquelle on définit la masse effective m™* par

1 1 d?E,

quantité qui peut étre positive ou négative. Cette masse effective est tracée
pour le fond de la bande fondamentale sur la figure Sa valeur est

m* &~ m pour des réseaux peu profonds et elle augmente indéfiniment
quand Vj augmente.

Considérons une particule préparée dans la bande fondamentale, avec
une distribution de quasi-moments centrée sur ¢ et de dispersion Ag, telle
que |G|, Ag < k. On peut alors écrire I'énergie de chaque état de Bloch sous

la forme
2 2

E(q) = 244 constante. (2.69)
2m*
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FIGURE 2.12. Masse effective m* /m [cf. ] en fonction de Vy/E, pour la
bande fondamentale n = 0 et pour les deux valeurs ¢ = 0 et ¢ = 7/a du quasi-
moment. Noter que le signe de m* est négatif pour ¢ = mw/a et que l'on a donc
tracé |m*|/m dans ce cas (gauche : coordonnées linéaires, droite : coordonnées
logarithmigues).

On a déterminé ci-dessus la vitesse dz/dt du centre d'un paquet d’ondes
que l'on construit en superposant des états de ce type :

dt  h dq N

q9=q

dz 1 dE,| _ hq 270)

Complétons ce résultat par un autre point que nous prouverons plus tard
dans ce cours : si on soumet une particule placée dans un potentiel pério-
dique a une force F' uniforme (a 1’échelle du paquet d’ondes), alors 'évo-
lution du quasi-moment est donnée par

dg _

Bt —
dt

F. 2.71)

La réunion des deux équations correspond au mouvement
d’une particule fictive de masse m* dans le champ de force provenant de
F'. Le seul effet du réseau sur cette particule isolée est la renormalisation
de la masse m — m*.
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5-3 Les interactions dans le réseau, un premier apercu

L’étude des interactions dans un réseau optique est un sujet tres vaste
que nous n’allons qu’effleurer ici. Le point que nous voulons montrer est
qu’un réseau fournit un moyen assez simple pour augmenter les effets des
interactions entre particules, en localisant leur fonction d’onde au voisi-
nage des minima de potentiel.

Nous considérons dans ce paragraphe des particules bosoniques mo-
biles selon I'axe z. Pour simplifier les notations, nous prenons un systéeme
de taille L, avec des conditions aux limites périodiques (L est un multiple
de la période a du réseau : L = Na). Dans ces conditions, le quasi-moment
est quantifié :

q:fj:k:zﬁj, j entier 6{—%—1—1,...,0,...,%}. (2.72)
Nous supposons que ces particules interagissent par une interaction de
contact g (z). En absence de potentiel de réseau, I'hamiltonien en seconde
quantification s’écrit

2
T JRPS I g . A o
H= Z om a;f,ap + oL Z Ay —p3 Bpy4p3 Ap2 Ap: (2.73)
p

Pp1,P2,p3
NN 4 ’ ’s : _ aipz/h
ot G crée un atome dans 1'onde plane d’impulsion p, ¢, = e?*/"/\/L.

Supposons maintenant le réseau présent et écrivons 1’'hamiltonien en
seconde quantification dans la base des ondes de Bloch. Pour simplifier les
notations, limitons-nous au cas ot seule la bande fondamentale n = 0 est
peuplée et notons EII l'opérateur créant un atome dans I'état 1)y 4. On trouve

] 247 g
H=3 Eo(@)blby+5 D Clar.aa,4) b0l buby,  (274)
q q1,92,9% 9%
avec

L
Clar oo dh) = [ 51 (2) U5y (&) Vo.n (&) doa(a) do. @75)

Dans la version discrétisée que nous avons choisie ici pour la zone de
Brillouin, une écriture commode pour les ondes de Bloch est

1

Wi e g 4(2), (2.76)

Yo,q(z) =

page 17



RESEAUX OPTIQUES : LES PRINCIPES DE BASE

§6. Références

6l 15
27 |
> 4 - 10
A 1 2 1 5 |

0 5 10152000 5 10 15 20 OO 5 10 15 20
VO/Er ‘/O/Er VO/Er

FIGURE 2.13. Facteur ¢'/g d’augmentation des interactions de contact en fonc-
tion de Vy/E, [cf. ]. Cette augmentation est due a la localisation des fonc-
tions de Bloch au voisinage des minima du potentiel V. Les valeurs a 2D et 3D
sont simplement le carré et le cube de la valeur a 1D.

ol ¥, 4 est normalisée sur le segment de longueur L et ot1 la partie pério-
dique uy, 4 est normalisée sur la cellule unité de longueur « :

L
/0 |¢n,q(x)|2 dr =1,

La forme de Bloch impose immédiatement la relation (conservation de
I'impulsion) :

/a [t q(2)|? dz = 1. (2.77)
0

¢ +¢=q +q¢ (modulo2r/a). (2.78)

Supposons pour simplifier que seuls les états du bas de la bande n = 0
sont peuplés (|¢| < k). On peut alors approcher I’hamiltonien (2.74) par

N h q ;
H=~ Z 2m* ‘1 b Jr Z bql —450g2+ 4504201 (2.79)
q Q1,L]27Q3

ot le coefficient d’interaction « renormalisé » ¢’ est donné par

/ a
I —q / lug.o(2)|* da. (2.80)
g 0

En I’absence de réseau, la partie périodique de la fonction de Bloch u ()
est constante et et égale a 1/,/a, de sorte que ¢’/g = 1. En présence
d’un réseau, la fonction ug o devient modulée tout en restant normalisée
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(fy [uo,0(x)|* dz = 1), ce qui entraine g’ > g : le fait de localiser les atomes
en des zones restreintes de 1’espace augmente leurs interactions. Le rap-
port g’ /g est tracé en fonction de la profondeur du réseau sur la ﬁgure
Si on passe a 2D ou 3D avec un réseau carré ou cubique simple (potentiel
en V(z) + V(y) + V(2)), il faut prendre le carré ou le cube de ce rapport
pour évaluer le changement du couplage g (voir figure[2.13).

En résumé, 1'addition du réseau a deux conséquences vis-a-vis de la
dynamique en bas de la bande n = 0:

— Il augmente la masse effective et vient donc diminuer la contribution
de I'énergie cinétique.
— Il augmente le coefficient g et vient donc augmenter la contribution de
I'énergie d’interaction.
Ces deux effets vont dans le méme sens en favorisant ’apparition d’états
fortement corrélés au détriment d’états de champ moyen, comme un
condensat de Bose-Einstein. Le point culminant de cet effet est la transi-
tion superfluide-isolant de Mott. Toutefois, avant d’en arriver a ce point,
on passe par une étape, pour des réseaux relativement forts, ot tous les
états de la bande fondementale acquiérent une population significative.
L'hamiltonien n’est alors plus pertinent et il faut revenir a pour
décrire la dynamique du probléeme. Nous verrons au cours prochain une
version plus facile a manipuler dans ce cas des réseaux forts, utilisant la
base des fonctions de Wannier.
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