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Parmi les possibilités offertes par les réseaux optiques, on trouve au pre-
mier rang le contrôle dans le temps des paramètres du réseau. Nous avons
déjà abordé au cours 2 les conséquences d’une variation de l’amplitude du
réseau et discuté les deux limites, adiabatique et soudaine, pour le bran-
chement ou le débranchement du potentiel périodique. Dans ce cours et le
suivant, nous allons nous intéresser à un autre type de variation tempo-
relle : nous allons étudier les phénomènes qui apparaissent quand on varie
dans le temps la position des nœuds du réseau, en remplaçant le potentiel
V (x) (à 1D) par le potentiel V [x−x0(t)], où x0(t) est une fonction contrôlée
du temps.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord établir, via des transformations
unitaires, l’équivalence entre plusieurs hamiltoniens permettant de décrire
un réseau en mouvement. Nous étudierons ensuite le cas particulier d’une
modulation périodique x0(t) et nous discuterons le phénomène de localisa-
tion dynamique qui peut alors apparaître. Le chapitre suivant sera consa-
cré aux oscillations de Bloch, qui se manifestent quand x0(t) correspond à
un mouvement uniformément accéléré. Cette situation est équivalente (par
changement de référentiel) au cas où on ajoute à la force créée par le réseau
une force uniforme dans l’espace et indépendante du temps .

Faute de temps, nous n’aborderons pas d’autres classes de phéno-
mènes, également très intéressants, liés à la variation temporelle de certains
paramètres du réseau. Citons la spectroscopie des atomes dans le réseau,
que l’on peut effectuer en modulant dans le temps l’amplitude V0 du po-
tentiel périodique [voir par exemple l’article de Kollath et al. (2006) et ses
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RÉSEAUX DÉPENDANT DU TEMPS § 1. Quelques hamiltoniens pertinents

références]. Un autre exemple est l’utilisation d’un réseau pulsé pour étu-
dier des phénomènes de chaos ou de localisation d’Anderson [voir l’article
récent de Lopez et al. (2012) et ses références].

1 Quelques hamiltoniens pertinents

Les études que nous allons mener dans ce chapitre et le suivant portent
sur des hamiltoniens dépendant du temps, mais qui gardent leur structure
spatialement périodique. Dans le cas 1D qui va d’abord nous intéresser, ces
hamiltoniens sont de la forme

Ĥ(t) =
(p̂−A(t))

2

2m
+ V (x̂, t), (4.1)

avec
V (x+ a, t) = V (x, t). (4.2)

Nous verrons un peu plus loin comment le théorème de Bloch permet
de déduire des informations générales sur l’évolution de systèmes régis
par ces hamiltoniens. Dans ce premier paragraphe, nous allons commen-
cer notre étude par l’identification de certains hamiltoniens qui peuvent se
ramener à la forme (4.1) via une transformation unitaire, même si le pro-
blème qu’ils décrivent n’est pas spatialement périodique.

1-1 Transformations unitaires

Commençons par rappeler le principe d’une transformation unitaire.
On se donne un opérateur unitaire dépendant éventuellement du temps
Û(t) et on considère un système décrit par un état |ψ(t)〉 évoluant sous
l’effet de l’hamiltonien Ĥ(t) :

i~
d|ψ〉
dt

= Ĥ(t) |ψ(t)〉. (4.3)

On effectue sur les états |ψ(t)〉 la transformation

|ψ̃(t)〉 = Û(t)|ψ(t)〉. (4.4)

L’équation d’évolution de l’état transformé |ψ̃〉 est encore hamiltonienne

i~
d|ψ̃〉
dt

= ˆ̃H(t) |ψ̃(t)〉 (4.5)

et l’hamiltonien correspondant est

ˆ̃H(t) = Û(t)Ĥ(t)Û†(t) + i~
dÛ(t)

dt
Û†(t). (4.6)

Si certains aspects techniques (recherches des états propres par exemple)

sont plus simples pour ˆ̃H que pour Ĥ , on a intérêt à mener les calculs dans
le point de vue transformé et revenir à la fin dans le point de vue initial via
la transformation inverse de (4.4).

Nous allons envisager dans la suite deux classes de transformations
unitaires :

Û1(t) = e−i x̂ p0(t)/~, Û2(t) = e−i x0(t) p̂/~, (4.7)

où x0(t) et p0(t) sont des fonctions quelconques du temps, ayant respec-
tivement la dimension d’une position et d’une impulsion. Les opérateurs
position et impulsion 1 se transforment de la manière suivante :

Û1 x̂ Û
†
1 = x̂, Û1 p̂ Û

†
1 = p̂+ p0, (4.9)

et
Û2 x̂ Û

†
2 = x̂− x0, Û2 p̂ Û

†
2 = p̂. (4.10)

Indiquons également la valeur du terme i~(dÛ/dt)Û† apparaissant dans
l’hamiltonien transformé (4.6)

i~
dÛ1

dt
Û†1 = x̂ ṗ0, i~

dÛ2

dt
Û†2 = ẋ0 p̂. (4.11)

1. Dans tout ce chapitre, les opérateurs position et impulsion sont définis par leur action
sur une fonction ψ(x) de la manière habituelle :

x̂ ψ(x) = x ψ(x), p̂ ψ(x) = −i~
dψ

dx
. (4.8)

Le lien entre ces opérateurs et le résultat d’une mesure de position ou de vitesse dépend de la
transformation unitaire effectuée.
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RÉSEAUX DÉPENDANT DU TEMPS § 2. Le réseau vibrant

1-2 Changement de référentiels

Partons d’un système décrit par l’hamiltonien

Ĥ0(t) =
[p̂−A(t)]

2

2m
+ V (x̂), V (x+ a) = V (x), (4.12)

avec un potentiel spatial périodique indépendant du temps V (x) et un po-
tentiel vecteurA(t) spatialement uniforme. Nous allons regarder comment
l’évolution de ce système se transforme sous l’effet de Û1 ou de Û2 pour
des fonctions x0 et p0 bien choisies.

Commençons par Û1 en prenant

p0(t) = A(t). (4.13)

On obtient

Ĥ1(t) =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F (t) x̂ avec F (t) = −dA(t)

dt
. (4.14)

L’hamiltonien (4.14) décrit le mouvement d’une particule dans la superpo-
sition du potentiel périodique V (x) et d’un potentiel correspondant à une
force constante spatialement, mais dépendant éventuellement du temps
F (t). Ceci n’est pas une surprise : on sait qu’en électromagnétisme, un
potentiel vecteur dépendant du temps est associé à un champ électrique
E = −Ȧ : c’est ce qu’on retrouve ici pour une particule pour laquelle on
a pris par convention une charge unité dans (4.12). La transformation uni-
taire qui fait passer de Ĥ0 à Ĥ1 est d’ailleurs exactement la même que celle
utilisée en électrodynamique pour introduire l’hamiltonien dipolaire élec-
trique dans l’approximation des grandes longueurs d’onde (voir le com-
plément AIV de Cohen-Tannoudji et al. 1987). Notons qu’il est remarquable
que le problème (4.14) qui n’est pas périodique, puisse se ramener au pro-
blème (4.12) qui est périodique.

Regardons maintenant l’action de Û2 sur l’hamiltonien de départ (4.12),
en prenant 2

x0(t) =
1

m

∫ t

0

A(t′) dt′. (4.15)

2. Cette transformation est connue sous le nom de Kramers–Henneberger en électrodyna-
mique quantique, voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. 1987, §IV.B.4.

On trouve
ˆ̃H2(t) =

p̂2

2m
+ V [x̂− x0(t)] +

A2(t)

2m
. (4.16)

Le dernier terme est une énergie indépendante de x et p qui vient s’ajouter
à l’hamiltonien. On peut l’éliminer en faisant une dernière transformation
unitaire (très simple) générée par

Û3 = exp

(
i

~

∫ t

0

A2(t′)
2m

dt′
)

(4.17)

qui laisse x̂ et p̂ inchangés. Après cette opération, nous arrivons à

Ĥ2(t) =
p̂2

2m
+ V [x̂− x0(t)]. (4.18)

Cette forme indique comment réaliser en pratique les situations abordées
dans ce chapitre : il faut contrôler les phases des ondes progressives com-
posant l’onde stationnaire pour déplacer la position de ses noeuds et de
ses ventres selon la loi donnée par x0(t).

En conclusion, les trois hamiltoniens (4.12)-(4.14)-(4.18), qui sont re-
groupés dans le tableau 4.1, permettent de décrire la même situation phy-
sique et on pourra choisir l’un ou l’autre selon les aspects que l’on sou-
haite privilégier. Notons qu’il y a une interprétation simple pour la suite
de transformations générée par Û = Û1Û

†
2 Û
†
3 , qui fait passer de l’hamilto-

nien (4.18), décrivant un réseau en mouvement, à l’hamiltonien (4.14), dé-
crivant un réseau fixe superposé à une force uniforme F (t). Il s’agit d’un
changement de référentiel, qui fait passer du référentiel du laboratoire au
référentiel bougeant avec le réseau, dans lequel apparaît la force d’inertie
F (t) = −mẍ0(t) = −Ȧ(t).

2 Le réseau vibrant

La configuration que nous allons aborder dans la suite de ce chapitre
est celle d’un réseau infini dont on module périodiquement la position en
prenant par exemple :

Ĥ2(t) =
p̂2

2m
+ V [x̂− x0(t)], x0(t) = x̄0 cos(ωt). (4.19)
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RÉSEAUX DÉPENDANT DU TEMPS § 2. Le réseau vibrant

Ĥ1 Ĥ0 Ĥ2

p̂2

2m
+ V (x̂)− F (t) x̂

[p̂−A(t)]
2

2m
+ V (x̂)

p̂2

2m
+ V [x̂− x0(t)]

q(t) = qin +
1

~

∫ t

0

F (t′) dt′ q(t) = qin q(t) = qin

−J
∑
j

(|wj+1〉〈wj |+ h.c.)− a F (t)
∑
j

j|wj〉〈wj | −J
∑
j

(
|wj+1〉〈wj | ei aA(t)/~ + h.c.

)

←−−−−−−−−−−−−−−−−
Û1 = exp(−ix̂ p0(t)/~)

−−−−−−−−−−−−−−−−→
Û2 = exp(−ix0(t) p̂/~)

TABLE 4.1. Les trois hamiltoniens utilisés dans ce chapitre, l’évolution temporelle du quasi-moment et la version « liaisons fortes » de cet hamiltonien. On passe de l’un à l’autre
par les transformations unitaires indiquées en dernière ligne, avec p0(t) = A(t) = mẋ0(t) et F (t) = −mẍ0(t).
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Ce problème a été étudié théoriquement par Dunlap & Kenkre (1986) et
Holthaus (1992), la question étant de comprendre le comportement d’élec-
trons dans des cristaux quand ils sont soumis au champ électrique d’une
onde électromagnétique. Le phénomène qui apparaît est appelé localisa-
tion dynamique. La conclusion principale est l’existence d’une valeur du
champ oscillant pour laquelle le transport disparaît ; l’étalement d’un pa-
quet d’ondes électronique qu’on observerait en absence de champ est com-
plètement bloqué. Holthaus (1992) prédit en particulier un collapse des
mini-bandes attendues dans un super-réseau de période d’une dizaine de
nanomètres, quand il est éclairé avec une lumière dans l’infra-rouge loin-
tain.

Cette question d’un réseau vibrant s’est donc posée bien avant les expé-
riences d’atomes dans des réseaux optiques, mais la physique des atomes
froids l’a remise en avant car la modulation du réseau permet de contrôler
l’amplitude et le signe du coefficient tunnel J , et même de le rendre com-
plexe. Le contrôle de l’amplitude du coefficient J permet de faire varier le
rapport entre l’énergie cinétique et l’énergie d’interaction, dont nous avons
expliqué dans un cours précédent qu’il était déterminant pour l’émergence
de la physique à N corps. C’est ainsi que Eckardt et al. (2005) ont proposé
d’utiliser la modulation d’un réseau pour induire la transition entre un
superfluide et un isolant de Mott. La possibilité de rendre le coefficient
J complexe est quant à elle intéressante quand on considère un réseau à
deux ou trois dimensions. On peut alors réaliser une situation où l’atome
accumule une phase non nulle lorsqu’il effectue une boucle fermée en sau-
tant par effet tunnel d’un site à l’autre. C’est exactement ce dont on a be-
soin pour réaliser un champ de jauge artificiel. Nous ne traiterons pas ces
champs de jauge artificiels dans le cours de cette année, mais nous donnons
néanmoins ci-dessous quelques indications sur cette possible modification
de J .

2-1 Hamiltonien à l’approximation des liaisons fortes

Sur le plan théorique, notre point de départ sera l’hamiltonien d’un
atome dans un réseau optique « vibrant »

Ĥ2(t) =
p̂2

2m
+ V [x̂− x0(t)], (4.20)

où x0(t) est une fonction périodique du temps, de pulsation ω. Nous al-
lons supposer que les atomes sont préparés dans une bande donnée du
réseau, la bande fondamentale par exemple, et qu’ils y restent au cours de
l’évolution. Nous allons donc restreindre la dynamique des atomes à cette
bande et omettre dans la suite l’indice de bande. Les conditions nécessaires
pour ce suivi adiabatique de la bande d’énergie initialement peuplée seront
abordées en détail dans le prochain chapitre portant sur les oscillations de
Bloch.

Nous allons de plus faire la plus grande partie de notre étude dans la
limite des liaisons fortes, décrite par l’hamiltonien de Hubbard, où seuls
les sauts entre proches voisins jouent un rôle significatif. Pour écrire l’ha-
miltonien correspondant à partir de (4.20), il est utile d’effectuer d’abord
les transformations unitaires Û1 et Û2 pour passer à l’hamiltonien Ĥ1

Ĥ1(t) =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F (t) x̂. (4.21)

L’expression de cet hamiltonien dans le modèle des liaisons fortes est
simple. Sa partie non modulée est l’hamiltonien de Hubbard que nous
avons déjà rencontré :

p̂2

2m
+ V (x̂) −→ −J

(
T̂1 + T̂ †1

)
(4.22)

où T̂j décale la particule de j sites vers la droite :

T̂j =
∑
j′∈Z
|wj+j′〉〈wj′ | (4.23)

Le terme lié à la force d’inertie s’écrit quant à lui

−F (t) x̂ −→ −aF (t)
∑
j

j |wj〉〈wj | (4.24)

où on a utilisé le fait que l’opérateur position est diagonal dans la base des
fonctions de Wannier (voir par exempleEckardt et al. (2009))

〈wj |x̂|wj′〉 = ja δj,j′ . (4.25)

L’hamiltonien de Hubbard d’un réseau vibrant est donc

Ĥ1 = −J
(
T̂1 + T̂ †1

)
+ ~ω ξ(t)

∑
j

j |wj〉〈wj |, (4.26)
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où on a caractérisé l’amplitude de la modulation par le paramètre sans
dimension ξ(t)

ξ(t) = −aF (t)

~ω
=
ma

~ω
ẍ0(t). (4.27)

Ce coefficient est défini (au signe près) comme le rapport entre le travail aF
de la force d’inertie F = −mẍ0 sur un période a du réseau, et le quantum
de vibration ~ω associé à cette force vibrante.

Pour une modulation sinusoïdale, on définit plus précisément

x0(t) = x̄0 cos(ωt), F (t) = −mẍ0(t) = mω2 cos(ωt), (4.28)

soit
ξ(t) = ξ0 cos(ωt), ξ0 = −maωx̄0/~. (4.29)

À partir de l’expression (4.26) de Ĥ1 en régime de Hubbard, on peut re-
venir à la version « Ĥ0 » de ce problème. Il faut pour cela utiliser la version
discrétisée de la transformation unitaire Û1(t) :

Û1(t) = e−i x̂ p0(t)/~ −→ Û1(t)|wj〉 = e−i jap0(t)/~|wj〉 (4.30)

ce qui conduit à

Ĥ0(t) = Û†1 (t)Ĥ1(t)Û1(t) + i~
dÛ†1
dt

Û1

= −J
(
T̂1 ei ap0(t)/~ + T̂ †1 e−i ap0(t)/~

)
(4.31)

avec p0(t) = mẋ0(t). Dans ce point de vue, la vibration du réseau se dé-
crit donc par une modulation périodique des coefficients tunnels, qui de-
viennent complexes.

Notons qu’on peut facilement, à partir de (4.31), prendre en compte des
sauts entre voisins plus distants. En notant J(j) l’élément de matrice pour
un saut de j sites (cf. chapitre 3), l’expression (4.31) se généralise immédia-
tement en

Ĥ0 =

+∞∑
j=1

J(j)
(
T̂j ei j ap0(t)/~ + T̂ †j e−i j ap0(t)/~

)
. (4.32)

Rappelons qu’on a posé dans tout ce qui précède J(1) = −J pour disposer
d’un coefficient J > 0. Rappelons également que les éléments de matrice

tunnel J(j) sont les coefficient de Fourier de l’énergie E(q) de la bande
considérée :

E(q) = 2

+∞∑
j=1

J(j) cos(jaq). (4.33)

2-2 L’expérience de Pise (Lignier et al. 2007)

La première mise en évidence avec des atomes froids de l’effet de loca-
lisation dynamique a été faite dans le groupe de M. Raizen (Madison et al.
1998). Le réseau était mis en mouvement oscillant en modulant en phase
un des faisceaux composant l’onde stationnaire. En faisant la spectroscopie
d’une bande d’énergie dans le réseau, Raizen et son groupe ont pu voir un
affinement spectaculaire de cette bande pour une valeur critique de l’am-
plitude de l’oscillation du réseau.

Nous montrons sur la figure 4.1 le résultat obtenu dans le groupe d’Ari-
mondo (Lignier et al. 2007) avec un condensat de rubidium chargé dans un
réseau optique 1D vibrant de manière sinusoïdale :

x0(t) = x̄0 cos(ωt). (4.34)

Les profondeurs de réseau étaient choisies entre 4 et 9 énergies de recul
Er, ce qui est un peu juste pour que l’approximation des liaisons fortes
du paragraphe précédent soit très bonne, mais elle permet néanmoins de
donner une bonne justification des résultats expérimentaux, comme nous
le verrons dans la suite.

Les chercheurs de Pise ont mesuré l’étalement dans le temps de la distri-
bution spatiale des atomes dans le réseau. Pour cela, ils ont d’abord confiné
les particules au voisinage de x = 0 grâce à un piège dipolaire addition-
nel, puis ils ont éteint ce piège en laissant le réseau allumé. Les résultats
de cette expérience sont compatibles avec l’idée que le réseau vibrant est
essentiellement équivalent à un réseau fixe, mais avec un coefficient tunnel
J ′ modifié.

La mesure du coefficient tunnel J ′ a été faite pour plusieurs profon-
deurs de réseau V0, plusieurs fréquences de modulation ω et plusieurs
amplitudes de modulation x̄0. Les résultats expérimentaux montrent un
phénomène remarquable : le rapport J ′/J des taux tunnel avec et sans
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our experimental resolution, we could measure a suppres-
sion by at least a factor of 25).

We also checked the behavior of jJeff=Jj as a function of
! for a fixed value of K0 ! 2 (see inset in Fig. 2) and found
that, over a wide range of frequencies between @!=J " 0:3
and @!=J " 30, the tunneling suppression works,
although for @!=J & 1 we found that jJeff#K0$=Jj deviated
from the Bessel function near the zero points, where the
suppression was less efficient than expected. In the limit of
large shaking frequencies (!=2! * 3 kHz, to be com-
pared with the typical mean separation of "15 kHz be-
tween the two lowest energy bands at V0=Erec ! 9), we
observed excitations of the condensate to the first excited
band of the lattice. In our in situ expansion measurements,
these band excitations (typically less than 30% for K0 > 3
and less than 10% for K0 < 3) were visible in the conden-
sate profile as a broad Gaussian pedestal below the near-
Gaussian profile of the ground-state condensate atoms.
From the widths of those pedestals, we inferred that
jJeff=Jj of the atoms in the excited band also followed
the Bessel-function rescaling of Eq. (2) and that the ratios
of the tunneling rates in the two bands agreed with theo-
retical models.

We now turn to the phase coherence of the BEC in the
shaken lattice, which was made visible by switching off the
dipole trap and lattice beams and letting the BEC fall under
gravity for 20 ms. This resulted in an interference pattern
whose visibility reflected the condensate coherence [20]. In
the region between the first two zeros of the Bessel func-

tion, where J 0 < 0, we found an interference pattern [see
Fig. 3(a)] that was shifted by half a Brillouin zone. This
shift can be interpreted as an inversion of the curvature of
the (quasi)energy band at the center of the Brillouin zone
when the effective tunneling parameter is negative. We
then quantified the visibility V ! #hmax % hmin$=#hmax &
hmin$ of the interference pattern after shaking the conden-
sate in the lattice for a fixed time between 1 and " 200 ms
and finally accelerating the lattice to the edge of the
Brillouin zone. In the expression for V , hmax is the mean
value of the condensate density at the position of the two
interference peaks, and hmin is the condensate density in a
region of width equal to about 1=4 of the peak separation
centered about the halfway point between the two peaks.
For a perfectly phase-coherent condensate, V " 1,

FIG. 3. Phase coherence in a shaken lattice. (a) Dephasing
time "deph of the condensate as a function of K0 for V0=Erec !
9 and !=2! ! 3 kHz. The vertical dashed line marks the
position of K0 ! 2:4 dividing the regions with Jeff > 0 (left)
and Jeff < 0 (right). In both regions, a typical (vertically inte-
grated) interference pattern without final acceleration to the zone
edge is shown (the x axis is scaled in units of the recoil
momentum prec ! h=dL.) Inset: Rephasing time after dephasing
at K0 ! 2:4 and subsequent reduction of K0. (b) Dephasing time
as a function of @!=J for K0 ! 2:2.

FIG. 2. Dynamical suppression of tunneling in an optical lat-
tice. Shown here is jJeff=Jj as a function of the shaking parame-
ter K0 for V0=Erec ! 6, !=2! ! 1 kHz (squares), V0=Erec ! 6,
!=2! ! 0:5 kHz (circles), and V0=Erec ! 4, !=2! ! 1 kHz
(triangles). The dashed line is the theoretical prediction.
Inset: jJeff=Jj as a function of ! for K0 ! 2:0 and V0=Erec !
9 corresponding to J=h ! 90 Hz.
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our experimental resolution, we could measure a suppres-
sion by at least a factor of 25).

We also checked the behavior of jJeff=Jj as a function of
! for a fixed value of K0 ! 2 (see inset in Fig. 2) and found
that, over a wide range of frequencies between @!=J " 0:3
and @!=J " 30, the tunneling suppression works,
although for @!=J & 1 we found that jJeff#K0$=Jj deviated
from the Bessel function near the zero points, where the
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dipole trap and lattice beams and letting the BEC fall under
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Fig. 3(a)] that was shifted by half a Brillouin zone. This
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FIGURE 4.1. Suppression dynamique de l’effet tunnel dans un réseau 1D vibrant
pour un condensat d’atomes de 87Rb. À gauche : La valeur absolue du coefficient
tunnel (normalisé par la valeur en absence de vibration) est obtenue à partir de
l’étalement d’un paquet d’ondes dans le réseau. Cette figure « universelle » re-
groupe des points obtenus pour différentes profondeurs de réseau (4 à 9 Er) et
différentes fréquence de vibration (0.5 et 1 kHz). L’amplitude de vibration x̄0 est
au maximum de l’ordre de 0.5 a et le rapport ~ω/J varie entre 0.3 et 30. À droite :
distribution en impulsion des atomes dans le réseau vibrant pour ξ0 < 2.4 (en
haut) et pour ξ0 légèrement supérieur à 2.4 (en bas). Dans le second cas, la pré-
sence de deux pics à p = ±~k indique que le bas de la bande est situé en bord de
zone de Brillouin, correspondant à un coefficient tunnel effectif J ′ < 0. Ces figures
sont extraites de Lignier et al. (2007).

modulation dépend seulement du paramètre ξ0 = −maωx̄0/~ introduit
plus haut (4.29). La ligne pointillée est la valeur absolue de la fonction de
Bessel J0(ξ0), résultat que nous allons justifier plus loin. En particulier, on
trouve une annulation du coefficient tunnel (pas de diffusion spatiale) pour
ξ0 ≈ 2.4 (le premier zéro de la fonction de Bessel est en 2.405).

L’étude de la diffusion spatiale ne fournit pas le signe de J ′. Celui-ci est
accessible dans une expérience de temps de vol, où l’on mesure la distri-
bution en impulsion des atomes. Pour ξ0 < 2.4, on trouve que cette distri-
bution est centrée sur p = 0, indiquant que le bas de la bande d’énergie se
situe en q = 0, soit J ′ > 0. En revanche pour ξ0 > 2.4, on trouve une distri-

bution en impulsion avec deux pics de hauteurs comparables en p = ±~k,
indiquant que le bas de la bande est passé à q = ±k, conformément à ce
qu’on attend pour un coefficient tunnel J ′ < 0. Nous allons dans la suite
expliquer l’essentiel de ces résultats et nous renvoyons le lecteur intéressé
par des analyses théoriques plus détaillées aux articles de Eckardt et al.
(2009) et Creffield et al. (2010).

3 Une approche « naïve » au réseau vibrant

3-1 Étude préliminaire : un système à deux sites

Pour commencer, nous allons nous intéresser à un système plus simple
qu’un réseau infini, en nous limitant à un double puits de potentiel dans le-
quel nous identifions deux états |wj〉, j = ±, correspondant à une particule
localisée à droite (x = +a/2) ou à gauche (x = −a/2) du centre. Ce pro-
blème a été étudié théoriquement par Grossmann et al. (1991) et on pourra
consulter l’article de Grifoni & Hänggi (1998) pour une revue des traite-
ments théoriques possibles. Nous allons nous limiter ici à une approche
mathématique très simple, qui nous permettra néanmoins de capturer l’es-
sentiel du phénomène.

Pour un système à deux sites, l’hamiltonien (4.26) est remplacé par

Ĥ(t) = −J (|w+〉〈w−| + |w−〉〈w+|) +
1

2
~ω ξ(t) (|w+〉〈w+| − |w−〉〈w−|)

(4.35)
ou encore

Ĥ = −J σ̂x +
1

2
~ω ξ(t) σ̂z (4.36)

où les σ̂i sont les matrices de Pauli dans la base {|w+〉, |w−〉}. Écrivons l’état
de la particule sous la forme

|ψ(t)〉 =
∑
j=±

αj(t)|wj〉; (4.37)

l’évolution des αj est alors donnée par :

i α̇+ =
ω

2
ξ(t)α+ −

J

~
α−, i α̇− = −ω

2
ξ(t)α− −

J

~
α+ . (4.38)
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Ces deux équations se réécrivent

i~ ˙̃α+ = −J eiη α̃−, i~ ˙̃α− = −J e−iη α̃+ , (4.39)

où on a posé

α̃± = α± exp(±iη/2), η(t) = ω

∫ t

0

ξ(t′) dt′. (4.40)

Plaçons-nous dans la situation où l’évolution due à l’effet tunnel entre
les deux puits, de constante de temps ~/J , est beaucoup plus lente que la
modulation de pulsation ω donnant l’évolution de la fonction ξ(t). Prenons
la moyenne temporelle 3 des équations (4.39) sur une période temporelle
T = 2π/ω de l’oscillation rapide et écrivons, à l’ordre le plus bas en J/~ω :

i~ ˙̄α+ = −J ′ᾱ−, i~ ˙̄α− = −J ′∗ᾱ+, (4.41)

où on a posé :
J ′ = J 〈eiη〉. (4.42)

Ces équations d’évolution pour ᾱ± sont les mêmes que celles pour un
double puits sans modulation rapide, à part une « renormalisation » du
coefficient tunnel J qui devient J ′.

Prenons le cas d’une modulation sinusoïdale :

ξ(t) = ξ0 cos(ωt), η(t) = ξ0 sin(ωt), (4.43)

qui conduit à
J ′ = J J0(ξ0), (4.44)

où J0 est la fonction de Bessel de première espèce définie par

J0(x) =
1

π

∫ π

0

cos[x sin(τ)] dτ. (4.45)

Comme cette fonction prend des valeurs positives et négatives selon son
argument, on voit que la modulation rapide en ξ(t) permet de réduire le
coefficient tunnel, voire même de l’annuler et changer son signe.

3. On pourrait justifier cette procédure en utilisant un développement de Fourier pour la
fonction connue η(t) et les fonction inconnues α̃±(t) et en résolvant perturbativement ces
équations en puissance du petit paramètre J/~ω. Nous ne le ferons pas ici car cette procédure
revient en fait à reconstruire l’approche de Floquet que nous présenterons plus loin.

3-2 Analogie avec un spin 1/2 dans un champ oscillant

Pour le cas d’atomes dans un potentiel optique créant un double puits
de potentiel, la mise en évidence expérimentale de la modification du co-
efficient tunnel a été décrite par Kierig et al. (2008). La situation que nous
avons étudiée ici est par ailleurs complètement équivalente sur le plan ma-
thématique à la modification du facteur de Landé d’un atome de spin 1/2
dont le moment magnétique est couplé à un champ magnétique oscillant
rapidement :

B(t) = B0ux +B1(t)uz, B1(t) = B̄1 cos(ωt). (4.46)

Cette situation est en effet décrite par un hamiltonien formellement iden-
tique à (4.36) :

Ĥ(t) =
~ω0

2
σ̂x +

~ω̄1

2
cos(ωt)σ̂z. (4.47)

On a noté ici ω0 et ω̄1 les pulsations de Larmor dans les champs B0 et
B̄1. Dans la limite ω0 � ω̄1, l’équivalent de la modification du coefficient
tunnel J est une modification de la pulsation de Larmor ω0 qui devient

ω′0 = ω0 J0(ω̄1/ω). (4.48)

Ce changement de ω0, qui peut s’interpréter comme une modification du
facteur de Landé causée par le champ oscillant rapidement, a été observé
par Haroche et al. (1970). Le résultat principal est montré sur la figure 4.2 :
on observe notamment une annulation, puis un changement de signe du
facteur de Landé selon une loi faisant intervenir la fonction de Bessel J0.

Notons que l’étude théorique de cette modification du facteur de Landé
devient nettement plus simple à mener si on considère une modulation en
créneau du champ B1(t) plutôt qu’une modulation sinusoïdale. Pour un
champ B1(t) = B̄1uz pendant une demi-période π/ω et B1(t) = −B̄1uz
pendant l’autre demi-période, on peut calculer explicitement l’évolution
du spin 1/2 à l’ordre 1 enB0/B̄1, en prenant en compte les points suivants :

– La fréquence de Larmor est indépendante du temps et elle vaut ωL =
(ω2

0 + ω̄2
1)1/2 ≈ ω̄1.

– La direction du champ magnétique oscille entre les deux directions
n = ± cos θ uz + sin θ ux, avec tan θ = B0/B̄1 � 1.
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FIG. 3. Plot of the ratio s/so as a function of yHq/cu.
The experimental points for Rb and H fit into the same
theoretical curve.

both experiments the ratio s/s, as a function of
the dimensionless quantity yH, /&u, proportional
to the rf field amplitude. It can be seen that the
experimental results for H' and Rb fjt into the
same curve.
These results can be understood if one consid-

ers that the microwave field h, cosset is a probe
which explores the energy diagram of the com-
pound system "atom+rf field" which we call the
atom "dressed" by the rf photons. We have al-
ready studied in great detail the effect of such a
"dressing" on the magnetic properties of an atom-
ic level. ' Let us recall briefly the results of the
theory in the simple case of hydrogen. The en-
ergy diagram of the free-hydrogen ground state
in the field H, is given on Fig. 2(a). In the pres-
ence of an rf field H, cos~t perpendicular to Ho,
these energy levels are modified. First, suppose
that B, is very small so that the coupling between
the atomic system and the rf photons can be ne-
glected. Then the energy levels of the compound
system will merely be the states

~ E, mF, n) rep-
resenting the atom in the state ( Em )F(E=1,0)
with n rf photons. present; the energy of these
states is (with h = 1) n~ if F = 0, and &, +m ~&uo
+n~ if I' = 1. In the I" = 1 states, the energy dia-
gram of the compound system will consist of
manifolds separated from each other by the en-
ergy ~; each manifold corresponds to a given
value of n and is split into three magnetic levels
corresponding to the three possible m~ values
[da.shed lines on Fig. 2(b)]. A microwave field
can induce only ~=1, &n=0 transitions [for ex-
ample when h, is perpendicular to H„only the
transitions A. and g of Fig. 2(b) are possible].
The selection rule &n=O results from the com-
mutation of microwave and rf variables. The
coupling with the rf field which we now take into

0 = 0, +(n—n')(d+(ggmg-g/ m/') psH,
must appear. They can be understood in terms

(2)

account occurs only in the F = 1 states and leads
to a kind of "renormalization" of the "unper-
turbed" system described above. It has two ef-
fects': First, it changes the slope of the energy
levels [full lines on Fig. 2(c)]; this corresponds
to R modification of the Lande factor g~ of the
hyperfine level E, which becomes now

ZF ZF~O(yFHy/~), yF 8F i"8,
where ~, is the zero-order Bessel function and
p~ the Bohr magneton. Second, the coupling
modifies the energy eigenstates: The "renorm-
alized" states ~E, m~, n)d are now admixtures of
the unperturbed states ~ E, m~', n') due to virtual
absorptions and emissions of rf quanta and no
longer correspond to a definite n value.

The modification of the Lande factor explains
our experimental observations. In the H-maser
experiment, we detect the maser oscillation on
the transition g, (~E =0;n) —~E = 1,m~ =+1;n)d)
[Fig. 2(c)] of the "dressed" atom which corre-
sponds, for B,=O, to the field-dependent transi-
tion p of the free atom [Fig. 2(a)]. The case of
Rb" is more complicated because both hyperfine
levels E=2, E'=1 are coupled to the rf field.
But relation (1) holds for both hyperfine levels
and since y~——-y~., and Jo is an even function,
g~ and g~. are modified in the same way and in
particular cancel for the same values of B,. For
this reason, the splitting s between the field-de-
pendent resonances must vary exactly as in the
hydrogen case. On Fig. 3 we have plotted in solid
lines the theoretical curve &o(y~H, /u) which fits
very well with the experimental points. We have
observed several oscil1.ations of s. Let us men-
tion that the variations of g~ are responsible for
other physical effects such as the modification of
the width of the zero-field level-crossing reso-
nance s (Hanle effect).'
As can be seen on Fig. 1 in the case of Rb",

the coupling with the rf field affects not only the
splitting s but also the intensity of the lines.
This is due to the modification of the magnetic
dipole matrix elements between the correspond-
ing perturbed eigenstates. Moreover, new tran-
sitions can now be induced between two eigen-
states ~E, m~, n)d and ~E', mF. ', n')d with differ-
ent n values (as n is no longer a good quantum
number, the se1.ection rule M=0 is no longer
valid). Thus, new sideband resonances at the
frequencies

FIGURE 4.2. Modification du facteur de Landé d’atomes de rubidium et d’hydro-
gène, lorsqu’ils sont éclairés par un champ H1 radiofréquence, de fréquence ω/2π
de quelques kHz. Figure extraite de Haroche et al. (1970).

– L’opérateur d’évolution pendant une durée t où le champ magnétique
garde une direction fixe n vaut

Û(t) = e−iĤt/~ = 1̂ cos(ω̄1t/2)− i(n · σ̂) sin(ω̄1t/2) (4.49)

On peut alors calculer le produit des opérateurs d’évolution sur les
deux segments 4 qui composent une période d’oscillation T = 2π/ω et on
arrive sans (trop de) difficulté à :

Û(T ) ≈ 1̂− iσ̂x
ω0T

2
sinc

(π
2

ω̄1

ω

)
, (4.50)

ce qui, pour ω0T � 1, correspond à la modification de la fréquence de
Larmor

ω0 → ω′0 = ω0 sinc
(π

2

ω̄1

ω

)
(4.51)

la fonction de Bessel de (4.48) étant remplacée par un sinus cardinal.

L’annulation du facteur de Landé est particulièrement simple dans ce
point de vue : elle se produit pour ω̄1T/2 = 2π, ce qui signifie que le

4. Pour éviter des termes parasites, il convient de choisir convenablement l’origine des
temps. On peut prendre par exempleB1(t) = B̄1 entre 0 et T/4, puisB1(t) = −B̄1 entre T/4
et 3T/4, et enfin B1(t) = B̄1 entre 3T/4 et T , pour calculer l’opérateur d’évolution entre 0 et
T . Ce choix de phase, qui est l’équivalent pour un réseau carré de B̄1 cos(ωt) pour une modu-
lation sinusoïdale, sera fait dans tout ce chapitre. On pourra consulter l’article de Eckardt et
al. (2009) pour une discussion des effets « parasites » pouvant apparaître avec d’autres choix
de phase.

spin fait un tour complet pendant chaque demi-période durant laquelle
le champ B1 garde une direction constante. Il est clair que le spin n’évolue
alors pas « en moyenne », ce qui correspond à un facteur de Landé nul vis
à vis du champ B0.

3-3 Le réseau vibrant : approche naïve

Notre approche naïve se déroule pour un réseau de manière presque
identique à celle mise en place pour le double puits. En écrivant le vecteur
d’état d’une particule sous la forme

|φ(t)〉 =
∑
j

αj(t) |wj〉, (4.52)

on obtient l’évolution des coefficients αj pour l’hamiltonien H1(t) en liai-
sons fortes (4.26)

i α̇j = j ω ξ(t)αj −
J

~
(αj−1 + αj+1). (4.53)

On introduit les variables

α̃j = αj exp(i jη) (4.54)

où η est défini comme en (4.40) par η = ω
∫ t

0
ξ(t′) dt′, et on arrive à 5

i~ ˙̃αj = −J
(
eiη α̃j−1 + e−iη α̃j+1

)
. (4.55)

Après moyenne sur une période de l’oscillation rapide, cette équation du
mouvement est identique à celle d’un réseau sans modulation et un coef-
ficient tunnel renormalisé J〈e±iη〉, où le signe + (resp. −) correspond aux
sauts vers la droite (resp. gauche). Pour une modulation sinusoïdale, la
moyenne temporelle s’exprime en terme de la fonction de Bessel de pre-
mière espèce

J ′ = JJ0(ξ0), (4.56)

un résultat identique à celui du double puits. On retrouve en particulier le
fait que l’on peut annuler l’effet tunnel en choisissant ξ0 égal au premier

5. Notons qu’on aurait pu écrire directement ce système d’équations en partant de l’ha-
miltonien Ĥ0 (4.31) au lieu de Ĥ1, en utilisant ap0(t)/~ = η(t).
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zéro de la fonction de Bessel (≈ 2.405) et changer le signe de J en choi-
sissant ξ0 légèrement supérieur à cette valeur. Cette approximation très
simple permet donc de rendre compte des résultats expérimentaux obte-
nus par le groupe de Pise et décrits au paragraphe précédent.

4 L’approche de Bloch pour un réseau vibrant

Nous allons maintenant chercher à aller au delà de cette approche naïve
pour étudier de manière plus rigoureuse l’évolution d’un paquet d’ondes
dans un réseau vibrant. L’outil essentiel est une nouvelle fois le théorème
de Bloch, qui vient mettre des contraintes fortes sur la forme des solutions
de l’équation de Schrödinger. Ces contraintes sont en fait tellement fortes
que la solution « exacte » du problème peut être écrite explicitement si on se
limite la dynamique des atomes à une seule bande. Dans le cas où plusieurs
bandes sont simultanément peuplées, il faut avoir recours à la méthode de
Floquet, dont nous présenterons les grandes lignes.

4-1 Théorème de Bloch dans le cas dépendant du temps

Le théorème de Bloch que nous avons rencontré au cours 2 portait sur la
recherche des états propres d’un hamiltonien indépendant du temps avec
un potentiel V (x) spatialement pédiodique

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x̂), V (x+ a) = V (x). (4.57)

Le théorème de Bloch indique qu’une base d’états propres de cet ha-
miltonien peut être recherchée sous la forme d’ondes de Bloch ψq(x) =
eixquq(x), où uq(x) est également spatialement périodique et où q est le
quasi-moment choisi par convention dans la première zone de Brillouin
]−π/a, π/a]. Rappelons que la propriété définissant ces ondes de Bloch est
le fait qu’elles sont états propres de l’opérateur de translation spatiale T̂a
avec la valeur propre e−iaq .

Nous avons également évoqué au chapitre 2 le cas d’hamiltoniens spa-
tialement périodiques, mais dépendant du temps, et nous avons indiqué

que la forme d’onde de Bloch est alors préservée lors de l’évolution. Dé-
montrons de nouveau brièvement sur ce point en considérant par exemple
l’hamiltonien

Ĥ(t) =
(p̂−A(t))

2

2m
+ V (x̂, t), (4.58)

avec
V (x+ a, t) = V (x, t). (4.59)

Cet hamiltonien commute à chaque instant avec l’opérateur de transla-
tion spatiale T̂a, et il en va de même pour l’opérateur d’évolution entre
un instant initial t0 et un instant final t1. On en déduit que si l’état initial
ψ(x, t0) est état propre de T̂a avec la valeur propre e−iaq [i.e. ψ(x, t0) =
eixquq(x, t0)], il en sera de même pour l’état final ψ(x, t1), avec la même
valeur propre [i.e. ψ(x, t1) = eixquq(x, t1)].

4-2 Évolution du quasi-moment q(t)

Puisqu’un hamiltonien de la forme (4.58) préserve la forme des fonc-
tions de Bloch, un état initial eixqin u(x, 0) avec u(x, 0) spatialement pé-
riodique reste sous cette forme lors de l’évolution, avec le même quasi-
moment qin. Cette propriété s’applique aux deux hamiltoniens Ĥ0(t) et
Ĥ2(t) qui sont bien de la forme (4.58), mais ne s’applique pas à l’hamil-
tonien Ĥ1(t)

Ĥ1(t) =
p̂2

2m
+ V (x̂)− F (t) x̂ (4.60)

décrivant le mouvement de la particule en présence de la force spatiale-
ment uniforme F (t), en plus du potentiel périodique V (x).

Toutefois, les solutions de l’équation de Schrödinger pour Ĥ1(t) sont
également très simples. Si φ0(x, t) = eixqin u(x, t) est la solution de l’équa-
tion de Schrödinger pour l’hamiltonien Ĥ0, alors la transformation unitaire
Û1 donne la solution φ(x, t) pour l’hamiltonien Ĥ1 :

φ(x, t) = Û1φ0(x, t) = eix q(t)/~ u(x, t) (4.61)

avec

q(t) = qin −A(t)/~ = qin +
1

~

∫ t

0

F (t′) dt′. (4.62)
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L’hamiltonien Ĥ1(t) préserve donc la forme d’onde de Bloch, mais avec un
quasi-moment qui dépend du temps en « intégrant » la force F (t).

Il reste finalement à déterminer l’évolution de la partie périodique
u(x, t), que l’on choisisse de travailler avec Ĥ0(t), Ĥ1(t) ou Ĥ2(t). Nous
avons déjà rencontré ce type de question lorsque nous avons étudié le
branchement ou le débranchement d’un réseau. Nous avons expliqué à
ce moment-là que si les paramètres du réseau variaient suffisamment len-
tement, alors la particule initialement préparée dans une fonction de Bloch
de la bande n, associée à l’état périodique |un,q〉, suivait adiabatiquement
cet état |un,q〉. Dans ce qui suit, nous allons de nouveau faire cette hypo-
thèse adiabatique. Comme nous l’avons déjà indiqué, nous reviendrons sur
les conditions à satisfaire pour que cette approximation soit valable dans
le cours suivant, lors de l’étude des oscillations de Bloch.

4-3 Localisation dans la bande fondamentale

Pour résoudre le problème de l’évolution d’une particule dans un ré-
seau vibrant (évolution restreinte à la bande fondamentale), nous allons
utiliser le point de vue de l’hamiltonien Ĥ0, pour lequel les calculs sont les
plus simples. Nous partons donc de l’hamiltonien de Hubbard

Ĥ0(t) = −J
(
T̂1 ei ap0(t)/~ + T̂ †1 e−i ap0(t)/~

)
, (4.63)

ou de sa version plus complète incluant les sauts entre voisins distants,
mais toujours restreinte à la bande fondamentale [avec J(1) = −J] :

Ĥ0(t) =

+∞∑
j′=1

J(j′)
(
T̂j′ ei j′ ap0(t)/~ + T̂ †j′ e−i j′ ap0(t)/~

)
. (4.64)

Supposons que le système est initialement préparé dans une fonction de
Bloch ψq (on oublie l’indice de bande puisqu’on se restreint à n = 0). Du
fait de l’approximation à une bande, cette fonction de Bloch est unique et
s’écrit à une phase globale près :

|ψ(0)〉 ∝ |ψq〉 =
∑
j∈Z

eijaq|wj〉. (4.65)

La fonction périodique |uq〉 associée à |ψq〉 est elle aussi unique dans cette
approximation à une bande et est en fait indépendante de q :

|u〉 =
∑
j∈Z
|wj〉. (4.66)

Cherchons l’évolution de |ψ(t)〉 sous l’effet de l’hamiltonien Ĥ0(t). Puisque
cet hamiltonien est spatialement périodique, on sait que la forme de Bloch
va être préservée et le quasi-moment q ne va pas changer au cours du
temps. Puisqu’on suppose que le système reste dans la bande fondamen-
tale, le vecteur d’état à l’instant t est forcément proportionnel à l’état |ψq〉,
puisque c’est le seul état de Bloch disponible pour ce quasi-moment. L’état
|ψ(t)〉 ne peut différer de |ψq〉 que par un facteur de phase et s’écrit donc

|ψ(t)〉 = e−iΦq(t) |ψq〉. (4.67)

La détermination de la phase globale Φq(t) est simple. Il suffit de repor-
ter l’expression (4.67) pour |ψ(t)〉 dans l’équation de Schrödinger dépen-
dant du temps. Par construction, l’état |ψq〉 est état propre des opérateurs
translations Tj′ avec les valeurs propres e−ij′aq . Il est donc état propre de
l’hamiltonien Ĥ0(t) à tout instant t

Ĥ0(t)|ψq〉 = E[q − p0(t)/~] |ψq〉, (4.68)

où on a utilisé l’expression de l’énergie de la bande considérée :

E(q) = −2J cos(aq) (4.69)

dans la version (4.63) de l’hamiltonien où on ne garde que les sauts entre
proches voisins et

E(q) = 2

+∞∑
j′=1

J(j′) cos(j′aq) (4.70)

pour l’hamiltonien (4.64) incluant les sauts distants.

L’équation permettant de déterminer la phase globale Φq(t) s’écrit donc

~Φ̇q = E[q − p0(t)/~], (4.71)

qui s’intègre formellement pour donner

Φq(t) = Φq(0) +
1

~

∫ t

0

E[q − p0(t′)/~] dt′. (4.72)
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Considérons les instants 0, T, 2T, . . . , nT, . . ., où T = 2π/ω est la période
de vibration du réseau. Du fait de la périodicité temporelle de p0(t′), il est
immédiat de montrer à partir de (4.72) que

Φq(nT )− Φq(0) = n [Φq(T )− Φq(0)] (4.73)

où n est un entier quelconque : la phase accumulée ∆Φq est proportionnelle
à la durée écoulée nT . Cette évolution est très similaire à celle que l’on
trouverait pour un problème indépendant du temps, tout du moins si on
se limite à une observation « stroboscopique » de cet état en regardant sa
valeur aux multiples entiers nT de la période d’oscillation T .

Pour formaliser cette analogie, introduisons la quasi-énergie

ε(q) =
~
T

[Φq(T )− Φq(0)] =
1

T

∫ T

0

E[q − p0(t)/~] dt. (4.74)

On peut alors réécrire le résultat précédent sous la forme

|ψ(nT )〉 = e−iε(q) nT/~|ψ(0)〉, (4.75)

ce qui est très similaire à l’évolution qu’on aurait dans un réseau indépen-
dant du temps pour une onde de Bloch :

|ψ(t)〉 = e−iE(q) t/~|ψ(0)〉. (4.76)

En d’autres termes, si on se limite à une observation « stroboscopique » aux
instants multiples de T , l’évolution d’une onde de Bloch (ou plus généra-
lement d’un paquet d’ondes formé à partir d’ondes de Bloch de la bande
considérée), est identique au cas d’un réseau non modulé pourvu que l’on
fasse la substitution

E(q) → ε(q) =
1

T

∫ T

0

E[q − p0(t)/~] dt. (4.77)

Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette conclusion est un cas
particulier des conséquences de l’approche de Floquet, qui permet de trai-
ter les hamiltoniens dépendant périodiquement du temps. La simplicité du
traitement présenté ici provient du fait qu’on s’est limité à une seule bande.
Dès que l’on souhaite prendre plusieurs bandes en compte, la méthode de
Floquet passe par un traitement numérique. En effet, la modulation peut

induire des transitions interbandes (à q donné), ce qui rend le problème
beaucoup plus complexe.

Puisque nous disposons de l’expression explicite de l’énergie E(q) en
fonction des coefficients tunnel J(j′), nous pouvons évaluer précisément
l’intégrale (4.74). Considérons le mouvement sinusoïdal

x0(t) = x̄0 cos(ωt), p0(t) = −mωx̄0 sin(ωt), (4.78)

pour lequel l’équation (4.74) donnant la quasi-énergie εq devient :

ε(q) =
2

T

∞∑
j′=1

J(j′)
∫ T

0

cos {j′[aq + ξ0 sin(ωt′)]} dt′. (4.79)

où l’on a posé comme précédemment

ξ(t) =
ma

~ω
ẍ0(t) = ξ0 cos(ωt), ξ0 = −maωx̄0/~. (4.80)

Cette intégrale se calcule aisément :

ε(q) = 2

∞∑
j′=1

J(j′) cos(j′aq) J0(j′ξ0). (4.81)

à comparer aux énergies en absence de modulation (ξ0 = 0)

E(q) = 2

∞∑
j′=1

J(j′) cos(j′aq). (4.82)

L’expression (4.81) pour les quasi-énergies permet de décrire de ma-
nière très simple le phénomène de localisation dynamique. Considérons la
limite de Hubbard où seuls les sauts entre proches voisins, décrits par le
paramètre J = −J(1), sont significatifs. On a alors :

E(q) = −2J cos(aq) → ε(q) ≈ −2J cos(aq)J0(ξ0), (4.83)

où l’on retrouve la renormalisation du coefficient tunnel J → J ′ déter-
minée en (4.56) et observée dans l’expérience de Pise. Plus précisément,
les quasi-énergies forment une bande de largeur réduite par rapport à la
bande initiale, le coefficient de réduction étant J0(ξ0) < 1. Quand l’ar-
gument de cette fonction de Bessel est choisi égal au premier zéro de cette
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qk!t" = k +
F0

!"
sin!"t + #" , !27"

implying

1
T
#

0

T

dt cos$qk!t"!d% = J0!!K0"cos!!kd" , !28"

where J0!z" is a Bessel function of order zero, and we have
introduced the scaled driving amplitude

K0 =
F0d

!"
. !29"

Hence the quasienergy dispersion resulting from the Bloch
band !24" under sinusoidal forcing reads

$!k" = E0 + &
!=1

%

2'0(H0(!)J0!!K0"cos!!kd" . !30"

For the particular example of quasienergy bands originating
from the lowest Bloch band of an optical lattice !25", char-
acterized by the matrix elements collected in Table I, the
quasienergy band widths are depicted in Fig. 1 as functions
of K0 for some typical depths V0. Due to the dominance of
the nearest-neighbor hopping matrix element '0(H0(1) there
is strong band narrowing for values of K0 close to the zeros
of the Bessel function J0, but the nonvanishing longer-range
hopping elements prevent the band from collapsing com-
pletely, as emphasized by the inset. Thus one expects appre-
ciable, but incomplete dynamic localization in sinusoidally
driven shallow optical lattices.

B. Square-wave forcing

For square-wave forcing of the form

F!t" = * F0, 0 & t ' T/2
− F0, T/2 & t ' T ,

+ !31"

Eqs. !9" and !17" yield

qk!t" = * k + F0!t − T/4"/! , 0 & t ' T/2
k + F0!3T/4 − t"/! , T/2 & t ' T

+ , !32"

to be continued T-periodically to all t. This gives

1
T
#

0

T

dt cos$qk!t"!d% = sinc,!(K0

2
-cos!!kd" , !33"

with K0 being defined according to Eq. !29", having set "
=2( /T. Moreover, we write sinc!z"=sin!z" /z. Correspond-
ingly, the quasienergy dispersion becomes

$!k" = E0 + &
!=1

%

2'0(H0(!)sinc,!(K0

2
-cos!!kd" . !34"

Since all sinc functions adopt their zeros simultaneously,
there is a total collapse of this quasienergy band when
K0=2) with integer )=1,2 ,3 , . . .. Thus we recover the
known fact that there is exact dynamic localization, regard-
less of both the values of the hopping matrix elements and
the form of the wave packet, for these particular driving
amplitudes $20,21%. Figure 2 shows the widths of quasien-
ergy bands originating from the lowest Bloch band of an
optical lattice under square-wave forcing; the total band col-
lapse at K0=2 is clearly visible in the inset.

IV. EXPERIMENTAL RESULTS

Our experimental setup is described in detail in Ref. $16%.
Briefly, we adiabatically load Bose-Einstein condensates
consisting of about 6*104 atoms of 87Rb into the lowest
band of a one-dimensional optical lattice. The lattice is gen-
erated by focusing two counter-propagating linearly polar-
ized laser beams of wavelength +=2( /kL=842 nm onto the
condensate, resulting in the periodic potential !25" along the
beam direction. Each beam passes through an acousto-optic
modulator, allowing us to introduce a frequency difference
,)!t" between the beams that can be used to accelerate or
shake the lattice. In the laboratory frame of reference, the
condensate then experiences a time-dependent potential
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FIG. 1. Width ,sin of the lowest quasienergy band of an optical
cosine lattice under sinusoidal driving as function of the dimension-
less amplitude !29", for V0 /Er=2 !dots", 3 !long dashes", 5 !short
dashes", and 10 !full line". The inset quantifies the extent of band
narrowing for values of K0 close to the first zero j0,1=2.405 of the
Bessel function J0.
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FIG. 2. Width ,sqw of the lowest quasienergy band of an optical
cosine lattice under square-wave driving as function of the dimen-
sionless amplitude !29", for V0 /Er=2 !dots", 3 !long dashes", 5
!short dashes", and 10 !full line". The inset illustrates that an exact
band collapse occurs when K0 is a nonzero integer multiple of 2.
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FIGURE 4.3. Largeur de la quasi-bande d’énergie fondamentale (en unité de Er)
en fonction de l’indice de modulation ξ0 pour différentes profondeurs du réseau ;
de haut en bas : V0/Er = 2, 3, 5, 10. La prise en compte des termes au delà de
j = 1 dans la somme (4.81) entraine que la largeur de la bande ne s’annule pas
exactement quand ξ0 est égal à un zéro de la fonction de Bessel J0. Figure extraite
de Eckardt et al. (2009).

fonction (≈ 2.405), la bande est infiniment étroite : toutes les quasi-énergies
ε(q) sont égales entre elles (en l’occurrence nulles). Il est alors immédiat de
montrer que l’état de la particule va rester le même à tous les instants 0, T ,
2T , etc. Il suffit de considérer le développement de cet état sur les états de
Bloch

|ψ(0)〉 =

∫
C(q)|ψq〉 dq → |ψ(nT )〉 =

∫
C(q) e−iε(q) nT/~ |ψq〉 dq,

(4.84)
et d’utiliser le fait que toutes les quasi-énergies ε(q) prennent la même va-
leur. Le vecteur d’état |ψ(nT )〉 est alors égal à |ψ(0)〉 et un paquet d’ondes
initial ne s’étale pas sur des temps longs devant T ; plus précisément, son
évolution entre nT et (n+ 1)T est identique à son évolution entre 0 et T .

Si les sauts entre proches voisins ne suffisent pas à décrire la dynamique
dans la bande fondamentale, il faut considérer les termes suivants J(2),
J(3) dans le développement (4.81). Il n’y a alors plus de valeur de l’am-
plitude de modulation pour laquelle la quasi-bande est infiniment étroite.
Cette quasi-bande est néanmoins fortement rétrécie au voisinage du point
ξ0 = 2.405. Nous montrons sur la figure 4.3 un résultat extrait de Eckardt
et al. (2009), qui montre la largeur de la quasi-bande pour différentes va-
leurs du potentiel V0. Même pour une valeur relativement faible de V0

(V0 = 2Er), la largeur de bande au voisinage de ξ0 = 2.4 est réduite par
plus d’un facteur 20 par rapport à sa valeur sans modulation.

Remarque. Nous nous sommes intéressés ici à une modulation sinusoï-
dale de la position x0(t) du réseau. Eckardt et al. (2009) montrent que si
on choisit une modélisation telle que la force F (t) est un créneau (le ré-
seau est accéléré uniformément vers la gauche, puis vers la droite), alors la
quasi-bande peut avoir une largeur nulle même si on prend en compte les
couplages J2, J3, etc. En effet, la fonction de Bessel de (4.81) est remplacée,
comme pour le cas du spin 1/2 étudié en (4.51), par un sinus cardinal :

J0(jξ0) −→ sinc(πjξ0/2) (4.85)

et ce coefficient s’annule pour ξ0 entier pair, quelle que soit la valeur de j.

4-4 La méthode de Floquet

Dans le paragraphe précédent, nous avons pu résoudre « à la main »
le problème du réseau vibrant grâce à l’approximation à une bande qui
nous a permis de dégager très simplement la notion de quasi-énergie. Si
on souhaite aller au delà de cette approximation, il est nécessaire de bien
formaliser le problème de l’évolution d’un système sous l’effet d’un hamil-
tonien périodique en temps. La méthode théorique adaptée à ce problème
a été développée par Floquet. Nous allons rappeler dans ce qui suit les élé-
ments les plus utiles de cette approche pour le problème qui nous intéresse
et nous ferons le lien avec les résultats du paragraphe précédent.

L’approche de Floquet est une méthode générale pour traiter l’évolu-
tion d’un système dynamique régie par

d

dt
X = M̂(t) X, (4.86)

où X est un vecteur colonne à d composantes (réelles ou complexes) et
M̂(t) une matrice carrée d×d, dépendant explicitement du temps et pério-
dique de période T :

M̂(t+ T ) = M̂(t). (4.87)
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Cette méthode est une transposition au domaine temporel de la méthode
des fonctions de Bloch, qui exploite l’invariance par translation dans le
domaine spatial.

Avant de présenter la méthode de Floquet, rappelons d’abord les résul-
tats connus pour un hamiltonien Ĥ indépendant du temps. Notons |φα〉
les vecteurs propres de Ĥ et Eα les énergies associées. L’opérateur d’évo-
lution de l’instant 0 à l’instant T , noté Û(T ), est égal à exp(−iĤT/~). Cet
opérateur unitaire admet donc également les |φα〉 comme états propres :

Û(T ) = e−iĤT/~, Û(T ) |φα〉 = e−iEαT/~ |φα〉. (4.88)

Passons maintenant au cas d’un hamiltonien périodique en temps et à la
méthode de Floquet. Nous n’allons pas utiliser cette méthode dans tous ses
détails, mais certains de ses résultats généraux vont nous servir de guide.
Précisons-les ici :

– L’équation de Schrödinger est du type (4.86) et l’opérateur d’évolution
depuis l’instant 0 à l’instant nT , où n est un entier, vérifie

Û(nT ) =
[
Û(T )

]n
. (4.89)

– L’opérateur Û(T ) est unitaire et peut être diagonalisé, ses valeurs
propres étant de module 1. Notons ces valeurs propres e−iεαT/~, où
les εα sont réels et ont la dimension d’une énergie. Les εα sont appe-
lées quasi-énergies, par analogie au quasi-moment q, et sont définies
à 2π~/T près, tout comme le quasi-moment q est défini à 2π/a près.
Notons |φα〉 les vecteurs propres associés

Û(T )|φα〉 = e−iεαT/~|φα〉. (4.90)

Ces vecteurs forment une base orthogonale de l’espace de Hilbert et
nous trouvons pour un état initial quelconque |ψ(0)〉 :

|ψ(nT )〉 =
∑
α

Cα e−inεαT/~|φα〉 (4.91)

où les coefficients Cα sont donnés par Cα = 〈φα|ψ(0)〉.
– Considérons l’état |ψα(t)〉 obtenu en partant de |φα〉 à l’instant t = 0

lors d’une évolution sous l’effet de Ĥ(t) :

|ψα(t)〉 = Û(t) |φα〉. (4.92)

Puisque |φα〉 est état propre de Û(T ), il est clair que

|ψα(T )〉 = e−iεαT/~|ψα(0)〉. (4.93)

Même si l’évolution de |ψα(t)〉 peut être arbitrairement compliquée
entre 0 et T , on voit que ce vecteur redevient égal à sa valeur de départ
au bout d’une période T , à la phase εαT/~ près.

– Pour éliminer cette phase restante εαT/~ dans l’évolution des |ψα(t)〉,
introduisons le vecteur d’état |uα(t)〉 tel que

|ψα(t)〉 = e−iεαt/~|uα(t)〉. (4.94)

Il est immédiat que |uα(t)〉 est périodique en temps de période T , ce
qui permet de le décomposer en série de Fourier :

|uα(t)〉 =
∑
n∈Z

einωt|χα,n〉, (4.95)

où les vecteurs indépendants du temps |χn,α〉 sont à ce stade inconnus.

– Pour simplifier les notations, nous supposerons que Ĥ(t) peut s’écrire
sous la forme 6

Ĥ(t) = Ĥ0 + eiωt V̂+ + e−iωt V̂−, (4.96)

avec V̂− = V̂ †+. L’équation de Schrödinger i~|ψ̇α〉 = Ĥ(t)|ψα〉, devient
quand on remplace |ψα〉 par son expression en terme de |uα〉 et qu’on
y injecte le développement de Fourier de ce vecteur

(εα − n~ω)|χα,n〉 = Ĥ0|χα,n〉+ V̂+|χα,n−1〉+ V̂−|χα,n+1〉. (4.97)

– Le problème de l’évolution sous l’effet de l’hamiltonien périodique
Ĥ(t) sera complètement résolu une fois qu’on aura déterminé explici-
tement les états |χα,n〉 et les quasi-énergies εα. Pour cela, faisons l’hy-
pothèse que l’on peut restreindre la partie pertinente de l’espace de
Hilbert à un sous-espace de dimension d. Les opérateurs Ĥ0, V+, V−
sont alors des matrices carrées d×d et les kets |χα,n〉 sont des vecteurs
à d composantes. Formons alors le vecteur de dimension infinie

|Ξ〉 = t(. . . , |χα,n−1〉, |χα,n〉, |χα,n+1〉, . . .) (4.98)

6. Il n’est pas difficile d’introduire plus d’harmoniques dans l’hamiltonien Ĥ(t), mais cela
complique un peu l’écriture, en ajoutant un indice supplémentaire.
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obtenu en mettant tous les |χα,n〉 les uns en dessous des autres. Le sys-
tème (4.97) peut se réécrire comme une équation aux valeurs propres

εα |Ξ〉 = Ĥ |Ξ〉 (4.99)

pour l’opérateur Ĥ également de dimension infinie, obtenu comme
une matrice de bande définie par blocs d× d :

Ĥ =


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . 0 V̂+ Ĥ0 + (n− 1)~ω V̂− 0 . . . . . .

. . . 0 V̂+ Ĥ0 + n~ω V̂− 0 . . .

. . . . . . 0 V̂+ Ĥ0 + (n+ 1)~ω V̂− 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

(4.100)

Du fait de la présence du terme n~ω sur la diagonale, on obtient un
spectre qui s’étend de manière périodique depuis −∞ à +∞. Dans
une « zone de Brillouin » de largeur ~ω, on trouve d valeurs propres.
En pratique, on tronque cette matrice infinie à |n| < nmax et on diago-
nalise numériquement la matrice carrée résultante.

Lien avec les résultats du paragraphe précédent. Dans l’approximation
à une bande, la conservation du quasi-moment implique que les ondes
de Bloch sont états propres de l’opérateur d’évolution Û(T ). L’étape la
plus délicate de la méthode de Floquet, à savoir la recherche de ces états
propres, est donc immédiatement franchie (|ψα〉 = |ψn,q〉), et les quasi-
énergies εα = ε(q) sont également connues. On pourrait prolonger l’ap-
proche de Floquet pour déterminer les fonctions périodiques |uα(t)〉 à un
instant t quelconque, ce qui permettrait de préciser l’évolution de n’im-
porte quel état initial entre 0 et T . On pourrait ainsi évaluer la « respira-
tion » d’un paquet d’ondes entre 0 et T dans le cas sans diffusion obtenu
pour J0(ξ0) = 0.

5 Réseau vibrant à 2D : l’expérience d’Hambourg

La manipulation du coefficient tunnel par modulation de la position
d’un réseau optique a été mise en œuvre à deux dimensions dans une ex-
périence menée à Hamburg dans le groupe de K. Sengstock (Struck et al.

4
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Figure 1. Three beams intersecting in a plane and enclosing angles of 120�

pairwise create a triangular optical lattice if their polarization is perpendicular
to the plane (a). When the polarization is rotated into the plane spanned by the
lattice beams (b), a hexagonal lattice with alternating circular polarization at
the potential minima is obtained. A perpendicular 1D lattice provides an overall
3D periodic confinement.

shows absorption images that have been obtained after switching off all optical potentials
abruptly, which projects the quasi-momentum distribution in the lattice on free momentum
states. Neglecting interaction effects, the density distribution after a sufficiently long time-
of-flight (TOF) therefore represents the quasi-momentum distribution in the lattice [36], which
directly reveals the reciprocal lattice of the triangular lattice shown in figure 2(a). Opposed
to that, figure 2(b) reveals the shape of the first Brillouin zone that can be obtained by first
populating the whole first band by carefully exciting the atoms followed by an adiabatic
ramp-down of the lattice potential, thereby mapping the quasi-momentum on free momentum
states.

By rotating the polarization of the three lattice beams in the x–y plane, as depicted in
figure 1(b), another lattice geometry can be realized. The potential minima are now ordered on
a hexagonal lattice, as shown in figure 1(b). Moreover, the polarization at the potential minima
is perfectly circular and alternating in helicity for nearest-neighboring sites. For alkali atoms,
such as 87Rb, the dipole force can be rewritten in a very instructive form if the laser detuning 1
is of the order of the fine-structure splitting 1FS in 87Rb

Udip(r) = 3⇡c2

2!3
0

0

1

✓
1 +

1
3
P(r)gFm F

1FS

1

◆
I (r), (3)

New Journal of Physics 12 (2010) 065025 (http://www.njp.org/)

a1a2

J 0 J 0

J 00

FIGURE 4.4. (a) Profil d’intensité pour un réseau désaccordé sur le rouge, formé
par trois ondes planes se propageant à 120 degrés l’une de l’autre dans le plan
xy. Les trois ondes ont la même intensité et sont polarisées linéairement selon Oz
[Figure extraite de Becker et al. 2010]. (b) Réseau triangulaire avec les vecteurs
de base a1 et a2, et les coefficients tunnels J ′ et J ′′ qu’on peut contrôler indépen-
damment en modulant les phases ϕ2 et ϕ3 de deux des ondes formant le réseau.

2011). Le réseau est formé par trois ondes quasi-planes se propageant dans
le plan xy à 120 degrés l’une de l’autre, de vecteurs d’onde

k1 = k

(
1
0

)
, k2 =

k

2

(−1√
3

)
, k3 = −k

2

(
1√
3

)
. (4.101)

Les trois ondes ont la même intensité I0 et sont toutes les trois polarisées
selon l’axe Oz, de sorte que l’intensité en un point xy s’écrit

I(x, y) = I0

∣∣∣eikx + e−ik(x−
√

3 y)/2 + e−ik(x+
√

3 y)/2
∣∣∣2

= I0

∣∣∣e3ikx/2 + 2 cos(
√

3 ky/2)
∣∣∣2 . (4.102)

Nous avons choisi par convention que les trois faisceaux sont en phase au
point x = y = 0. Le désaccord est choisit négatif (sur le rouge) de sorte que
les minima de potentiel sont localisés aux maxima d’intensité. Ces maxi-
mas pour lesquels I = 9I0 se répartissent sur un réseau triangulaire, aux
points du réseau de Bravais formé par la réunion des deux ensembles

(i) 3kx/2 = 0 (mod. 2π),
√

3 ky/2 = 0 (mod. 2π),

(ii) 3kx/2 = π (mod. 2π),
√

3 ky/2 = π (mod. 2π). (4.103)
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c’est-à-dire
B = {j1a1 + j2a2, j1, j2 ∈ Z} (4.104)

avec

a1 =
2π

3k

(
1√
3

)
, a2 =

2π

3k

(−1√
3

)
(4.105)

Le profil d’intensité est représenté sur la figure 4.4a. Dans l’expérience de
Struck et al. (2011), l’intensité I0 est suffisamment grande pour que la dy-
namique dans la bande fondamentale du réseau soit en bonne approxima-
tion dans la limite des liaisons fortes, avec une profondeur de 5.6Er et un
coefficient tunnel entre sites J = 0.002Er. Le confinement selon la direc-
tion z est beaucoup plus mou, et on réalise en fait un réseau triangulaire
de tubes, contenant chacun quelques centaines d’atomes. Le gaz est suf-
fisamment froid pour que chaque tube puisse être considéré comme un
micro-condensat, avec une phase bien déterminée.

Si on change les phases ϕ2 et ϕ3 des deux ondes de vecteurs d’onde k2

et k3, il est facile de montrer que le profil d’intensité I(x, y) est simplement
translaté dans le plan xy par la quantité

∆x =
1

3k
(ϕ2 + ϕ3), ∆y =

1√
3k

(ϕ2 − ϕ3). (4.106)

Une modulation temporelle sinusoïdale de ϕ2 et ϕ3 induit donc une vibra-
tion du réseau.

Struck et al. (2011) ont choisi des variations temporelles de ϕ2 et ϕ3

telles que ∆x = x0 cos(ωt), ∆y = y0 sin(ωt), ce qui permet de modifier
de manière différente les deux coefficients tunnels J ′ et J ′′ indiqués sur la
figure 4.4 ; J ′ correspond aux transitions selon a1 et a2, J ′′ aux transitions
selon a1 − a2, parallèle à l’axe Ox. Avec des arguments similaires à ceux
de l’approche naïve développée plus haut pour le cas d’un réseau 1D, les
coefficients tunnels J ′ et J ′′ s’écrivent

J ′ = JJ (ξ′0), J ′′ = JJ (ξ′′0 ), (4.107)

avec

ξ′0 =
mω2a

2~

√
x2

0 + 3y2
0 , ξ′′0 =

mω2a

~
x0. (4.108)

En contrôlant séparément les valeurs de x0 et y0, on peut donc ajuster in-
dépendamment les amplitudes et les signes des coefficients J ′ et J ′′. En

particulier, on peut choisir des modulations telles que J ′ > 0, J ′′ < 0 (et
vice versa), alors qu’en absence de modulation, J ′ = J ′′ > 0.

Comme dans l’expérience 1D de Pise, le changement de signe d’un des
coefficients tunnel se traduit par un déplacement des minima de la bande
fondamentale dans l’espace des quasi-moments q. Ces minima sont ob-
servés directement par temps de vol, puisqu’ils correspondent aux états
macroscopiquement occupés quand on place un condensat dans le réseau.
On a représenté sur la figure 4.5 deux figures de temps de vol clairement
différentes, celle de gauche étant obtenue pour J ′, J ′′ > 0 et celle de droite
pour J ′ < 0, J ′′ > 0.

Pour rendre compte de ce changement de la structure de bande, écri-
vons l’hamiltonien à une particule sous la forme

Ĥ = −J ′
∑
j1,j2

(|wj1+1,j2〉〈wj1,j2 |+ |wj1,j2+1〉〈wj1,j2 |+ h.c.)

−J ′′
∑
j1,j2

(|wj1+1,j2−1〉〈wj1,j2 |+ h.c.) (4.109)

où la première ligne correspond aux sauts le long des directions a1 et a2, et
la seconde ligne aux sauts parallèlement à l’axeOx, selon le vecteur a1−a2.
Un état de Bloch

|ψq〉 =
∑
j

eirj ·q|wj〉 (4.110)

est état propre de Ĥ avec la valeur propre

E(q) = −2 [J ′ cos(a1 · q) + J ′ cos(a2 · q) + J ′′ cos((a1 − a2) · q)] . (4.111)

Prenons d’abord J ′, J ′′ > 0. Dans ce cas, l’état fondamental est obtenu
pour q = 0, l’énergie correspondante étant E = −4J ′ − 2J ′′. C’est effecti-
vement l’état le plus peuplé sur l’image de gauche de la figure 4.5. Choi-
sissons maintenant J ′ < 0, J ′′ > 0. Le minimum est obtenu en prenant par
exemple a1 · q = a2 · q = π, ce qui correspond à q = uy

√
3k/2, l’énergie

correspondante étant E = −4|J ′| − 2J ′′. Cette prédiction 7 correspond au
résultat visible sur l’image de droite de la figure 4.5.

7. On peut également prendre a1 ·q = π et a2 ·q = −π, ce qui correspond à q = ux(3k/2)
également visible sur l’image de droite de la figure 4.5.
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configurations in the quantum spin case arising
from the competition between interactions and
the geometry of the lattice has been studied in
many different contexts (3, 4). Classical frustrated
spin systems also show intriguing properties
(5–7), such as highly degenerate ground states,
and emergent phenomena, such as artificial mag-
netic fields and monopoles observed in spin ice.

Despite the interest in magnetically frustrated
systems, their experimental realization and char-
acterization in “natural” solid-state devices still
poses a major challenge. Recently, there have
been considerable advances in the direction of
simulating quantum magnetism (8–15). We re-
port on a versatile simulator for large-scale classical
magnetism on a two-dimensional (2D) triangu-
lar optical lattice (16) by exploiting the motional
degrees of freedom of ultracold bosons (17). The
cornerstone of our simulation is the independent
tuning of the nearest-neighbor coupling elements
J and J ′ (Fig. 1) by introducing a fast oscillation
of the lattice (18). In particular, we can even
control the sign of these elements (19, 20), thus
allowing for ferromagnetic or antiferromagnetic
coupling schemes. Hence, we gain access to the
whole diversity of expected complex magnetic
phases in our 2D triangular system and can study
large-system phase transitions as well as spon-
taneous symmetry-breaking caused by frustration.
With our approach, the easily achievable Bose-
Einstein condensate (BEC) temperatures are suf-
ficient to observe Néel-ordered and spin-frustrated
states. This is an advantage when compared with
systems based on superexchange interaction
(10), which demand much lower temperatures.

For weak interactions, ultracold bosonic atoms
in an optical lattice form a superfluid state [in our
2D array of tubes: lattice depth is 5.6Er (where Er
is the recoil energy of the lattice), on-site inter-
action U = 0.004Er, single-particle tunneling
J̃ ¼ 0:002Er, and a maximum of 250 particles
per tube]. In this case, the atoms at each site i of
the lattice have a well-defined local phase qi that
can, as a central concept here, be identified with
a classical vector spinSi ¼ [cos(qi),sin(qi)] (see
also Fig. 1). Long-range order of these local
phases (spins) is imprinted by the minimiza-
tion of the energy

E(fqig) ¼ − ∑
〈i, j〉

Jij cos(qi − qj)

¼ − ∑
〈i, j〉

JijSi ⋅ Sj ð1Þ

where the sum extends over all pairs of neigh-
boring lattice sites. Note that we study large
systems of ~1000 populated lattice sites. As a
second central concept, the tunneling matrix ele-

ments Jij assume the role of the “spin-spin”
coupling parameters between neighboring lattice
sites: Positive Jij correspond to ferromagnetic
interaction, and negative Jij are consistent with
antiferromagnetic interaction. The most impor-
tant feature of our approach is the independent
tuning of the tunneling parameters J and J′ along
two directions (Fig. 1) via an elliptical shaking
of the lattice (17). This leads to various ferro-
magnetic, antiferromagnetic, and mixed-spin con-
figurations (Fig. 2). In the situation where all
tunneling parameters are positive (J, J′ > 0), the
spins align parallel, and we associate this with a
fully ferromagnetically ordered phase. This is
identical to the ordering observed without shak-
ing. When, for example, the signs of the J ′ cou-
plings are inverted (J > 0, J′ < 0), the new
ground state of the system is of rhombic order:
Along the direction of negative coupling, the
spins arrange in antiferromagnetic order, where-
as the coupling in J direction remains ferromag-
netic. The other configurations shown in Fig. 2

(spiral and chain order) can be explained in a
similar fashion. Each of these spin configura-
tions has its own, unique quasi-momentum dis-
tribution, which serves as a clear signature for
identification via standard time-of-flight imaging
techniques (18). The experimental data obtained
for the different cases are presented in Fig. 2.

The rich variety of spin orders as a function
of the control parameters J and J′ can be mapped
into the phase diagram (Fig. 3A). The background
colors are meant to guide the eye and indicate
the different spin configurations as expected from
the minimization of the energy function (Eq. 1).
We assign a symbol, representing the respective
phase, to each data point by comparing the mea-
sured momentum distribution with the one ob-
tained from theoretical calculations (17). The
measured data matches very well with theory
(18). The phase diagram has several interest-
ing features that can be understood from the
energy function (Eq. 1): First, the ferromagnetic
phase (F) on the right-hand side (J′ > 0) extends

1Institut für Laserphysik, Universität Hamburg, D-22761
Hamburg, Germany. 2Institut de Ciències Fotòniques, Med-
iterranean Technology Park, E-08860 Castelldefels, Barcelona,
Spain. 3Institució Catalana de Ricerca i Estudis Avançats,
E-08010 Barcelona, Spain.

*To whom correspondence should be addressed. E-mail:
klaus.sengstock@physnet.uni-hamburg.de

Fig. 1. Illustration of a
single plaquette within a
large-scale triangular lat-
tice. The accessible, inde-
pendent control parameters
J and J′ are highlighted. The
local phase of the atoms
residing on a single lat-
tice site is mapped onto a
classical vector spin (red ar-
rows). The coupling param-
eters J and J′ can be tuned ferro- or antiferromagnetically and determine the resulting spin configuration.

Fig. 2. Spin configura-
tions in a triangular lattice
and their experimental
signatures. Sketches of
small parts of the six rel-
evant spin-orders, which
can be realized within
the large-scale lattice
by tuning J and J′, are
shown. Solid and dashed
lines indicate ferro- and
antiferromagnetic cou-
plings, respectively. In
the spiral cases, two en-
ergetically degenerate
spin configurations exist.
The corresponding ex-
perimentally observed
momentum distributions
show distinct signatures.
The axes in the experi-
mental data mark the
absolute position of the
peaks. The pictures rep-
resent averages of sev-
eral experimental runs.
In the two spiral cases,
because both ground-
state configurations randomly appear, the signature of both modes is present in the average of con-
secutive pictures (see Fig. 4).
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configurations in the quantum spin case arising
from the competition between interactions and
the geometry of the lattice has been studied in
many different contexts (3, 4). Classical frustrated
spin systems also show intriguing properties
(5–7), such as highly degenerate ground states,
and emergent phenomena, such as artificial mag-
netic fields and monopoles observed in spin ice.

Despite the interest in magnetically frustrated
systems, their experimental realization and char-
acterization in “natural” solid-state devices still
poses a major challenge. Recently, there have
been considerable advances in the direction of
simulating quantum magnetism (8–15). We re-
port on a versatile simulator for large-scale classical
magnetism on a two-dimensional (2D) triangu-
lar optical lattice (16) by exploiting the motional
degrees of freedom of ultracold bosons (17). The
cornerstone of our simulation is the independent
tuning of the nearest-neighbor coupling elements
J and J ′ (Fig. 1) by introducing a fast oscillation
of the lattice (18). In particular, we can even
control the sign of these elements (19, 20), thus
allowing for ferromagnetic or antiferromagnetic
coupling schemes. Hence, we gain access to the
whole diversity of expected complex magnetic
phases in our 2D triangular system and can study
large-system phase transitions as well as spon-
taneous symmetry-breaking caused by frustration.
With our approach, the easily achievable Bose-
Einstein condensate (BEC) temperatures are suf-
ficient to observe Néel-ordered and spin-frustrated
states. This is an advantage when compared with
systems based on superexchange interaction
(10), which demand much lower temperatures.

For weak interactions, ultracold bosonic atoms
in an optical lattice form a superfluid state [in our
2D array of tubes: lattice depth is 5.6Er (where Er
is the recoil energy of the lattice), on-site inter-
action U = 0.004Er, single-particle tunneling
J̃ ¼ 0:002Er, and a maximum of 250 particles
per tube]. In this case, the atoms at each site i of
the lattice have a well-defined local phase qi that
can, as a central concept here, be identified with
a classical vector spinSi ¼ [cos(qi),sin(qi)] (see
also Fig. 1). Long-range order of these local
phases (spins) is imprinted by the minimiza-
tion of the energy

E(fqig) ¼ − ∑
〈i, j〉

Jij cos(qi − qj)

¼ − ∑
〈i, j〉

JijSi ⋅ Sj ð1Þ

where the sum extends over all pairs of neigh-
boring lattice sites. Note that we study large
systems of ~1000 populated lattice sites. As a
second central concept, the tunneling matrix ele-

ments Jij assume the role of the “spin-spin”
coupling parameters between neighboring lattice
sites: Positive Jij correspond to ferromagnetic
interaction, and negative Jij are consistent with
antiferromagnetic interaction. The most impor-
tant feature of our approach is the independent
tuning of the tunneling parameters J and J′ along
two directions (Fig. 1) via an elliptical shaking
of the lattice (17). This leads to various ferro-
magnetic, antiferromagnetic, and mixed-spin con-
figurations (Fig. 2). In the situation where all
tunneling parameters are positive (J, J′ > 0), the
spins align parallel, and we associate this with a
fully ferromagnetically ordered phase. This is
identical to the ordering observed without shak-
ing. When, for example, the signs of the J ′ cou-
plings are inverted (J > 0, J′ < 0), the new
ground state of the system is of rhombic order:
Along the direction of negative coupling, the
spins arrange in antiferromagnetic order, where-
as the coupling in J direction remains ferromag-
netic. The other configurations shown in Fig. 2

(spiral and chain order) can be explained in a
similar fashion. Each of these spin configura-
tions has its own, unique quasi-momentum dis-
tribution, which serves as a clear signature for
identification via standard time-of-flight imaging
techniques (18). The experimental data obtained
for the different cases are presented in Fig. 2.

The rich variety of spin orders as a function
of the control parameters J and J′ can be mapped
into the phase diagram (Fig. 3A). The background
colors are meant to guide the eye and indicate
the different spin configurations as expected from
the minimization of the energy function (Eq. 1).
We assign a symbol, representing the respective
phase, to each data point by comparing the mea-
sured momentum distribution with the one ob-
tained from theoretical calculations (17). The
measured data matches very well with theory
(18). The phase diagram has several interest-
ing features that can be understood from the
energy function (Eq. 1): First, the ferromagnetic
phase (F) on the right-hand side (J′ > 0) extends
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Fig. 1. Illustration of a
single plaquette within a
large-scale triangular lat-
tice. The accessible, inde-
pendent control parameters
J and J′ are highlighted. The
local phase of the atoms
residing on a single lat-
tice site is mapped onto a
classical vector spin (red ar-
rows). The coupling param-
eters J and J′ can be tuned ferro- or antiferromagnetically and determine the resulting spin configuration.

Fig. 2. Spin configura-
tions in a triangular lattice
and their experimental
signatures. Sketches of
small parts of the six rel-
evant spin-orders, which
can be realized within
the large-scale lattice
by tuning J and J′, are
shown. Solid and dashed
lines indicate ferro- and
antiferromagnetic cou-
plings, respectively. In
the spiral cases, two en-
ergetically degenerate
spin configurations exist.
The corresponding ex-
perimentally observed
momentum distributions
show distinct signatures.
The axes in the experi-
mental data mark the
absolute position of the
peaks. The pictures rep-
resent averages of sev-
eral experimental runs.
In the two spiral cases,
because both ground-
state configurations randomly appear, the signature of both modes is present in the average of con-
secutive pictures (see Fig. 4).
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FIGURE 4.5. Figures de temps de vol extraites de l’article de Struck et al. (2011).
Gauche : figure obtenue pour J ′, J ′′ > 0. Droite : figure obtenue pour J ′ < 0,
J ′′ > 0.

Un point de vue original sur la physique des atomes dans ce réseau
triangulaire est mis en avant par Struck et al. (2011); il porte sur l’utilisation
du réseau pour simuler le magnétisme classique d’un réseau triangulaire.
En assignant une phase θi à chaque condensat piégé sur un site |wi〉 du
réseau, on peut écrire l’énergie d’une configuration donnée {θi} sous la
forme

E ({θi}) = −N
∑
〈i,j〉

Ji,j cos(θi − θj). (4.112)

La somme porte sur toutes les paires de proches voisins 〈i, j〉, et on a fait
la substitution

|wi〉〈wj | −→ ei(θi−θj). (4.113)

Cette substitution est valable si l’on peut décrire l’état de chaque micro-
condensat par un champ classique

√
Nj eiθj et supposer que les nombres

d’atomes dans tous ces micro-condensats sont voisins et ≈ N .

La fonctionnelle d’énergie (4.112) est formellement identique à celle
d’une assemblée de spins Si = [cos(θi), sin(θi)] disposés sur les nœuds
du réseau B, avec des interactions entre proches voisins :

E ({θi}) = −
∑
〈i,j〉

Ji,jSi · Sj . (4.114)

Les différentes structures qui apparaissent en temps de vol quand on va-
rie l’amplitude et le signe de J ′ et J ′′ permettent donc de retrouver les
phases magnétiques de ce réseau de spins en interaction. Les deux images

montrées sur la figure 4.5 correspondent ainsi à la phase ferromagnétique
(tous les spins alignés, tous les θj égaux, minimum en q = 0) et à la phase
rhombique (des lignes selon l’axe x de spins pointant dans une direction
donnée, alternant avec des lignes de spins opposés).

Terminons ce paragraphe en mentionnant qu’il est également possible
de moduler dans le temps le réseau d’une manière qui confère une partie
imaginaire non nulle au coefficient tunnel (Struck et al. 2012). Il suffit pour
cela de choisir une fonction η(t) telle que 〈eiη〉 ait une partie imaginaire non
nulle. Ceci permet de faire en sorte qu’une particule parcourant les bords
de la cellule unité du réseau accumule une phase non nulle, ce qui est à la
base de la génération de champs magnétiques artificiels. Nous reviendrons
sur ce point dans un cours ultérieur.
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