
Chapitre 6

Topologie dans un réseau : l’exemple des points de Dirac
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Les points de Dirac jouent un rôle central dans de nombreux phéno-
mènes de la matière condensée. On les rencontre notamment dans le gra-
phène, pour lequel ils confèrent aux électrons de conduction un mouve-
ment ultra-relativiste. Ils apparaissent également dans les isolants topolo-
giques, où ils sont l’origine des états de bord conducteurs.

Un point de Dirac est caractérisé par un contact entre deux bandes avec
une relation de dispersion linéaire, ce qui permet d’illustrer plusieurs ca-
ractéristiques bien connues de l’équation de Dirac pour des particules de
masse nulle, comme le paradoxe de Klein ou le Zitterbewegung. Cette rela-
tion de dispersion très différente d’un bas de bande habituel (où E ∝ q2)
se manifeste également en présence d’un champ magnétique, en donnant
naissance à un effet Hall quantique entier « anormal ».

L’existence des points de Dirac est une conséquence de la géométrie, ou
plutôt de la topologie (au sens défini plus loin) de la structure des bandes.
La flexibilité des réseaux optiques a conduit plusieurs auteurs à imaginer
des structures de faisceaux lumineux permettant d’obtenir de tels points
dans la structure de bande (Zhu et al. 2007; Wunsch et al. 2008; Lee et al.
2009). Nous allons dans ce chapitre dégager d’abord les caractéristiques
d’un réseau périodique permettant de faire apparaître des points de Dirac.
Nous décrirons ensuite la première mise en évidence de ces points de Di-
rac avec des atomes froids, faite dans le groupe de T. Esslinger à Zurich
(Tarruell et al. 2012).
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TOPOLOGIE DANS UN RÉSEAU : L’EXEMPLE DES POINTS DE DIRAC § 1. Points de Dirac dans une zone de Brillouin

1 Points de Dirac dans une zone de Brillouin

1-1 Relation de dispersion linéaire

De manière générale, on définit un point de Dirac comme un point qD

dans la zone de Brillouin où deux bandes se touchent de manière linéaire
(figure 6.1). Dans le cas particulier où les deux bandes se touchent de ma-
nière isotrope, la relation de dispersion au voisinage de qD s’écrit

E(q) = ±~c|q − qD|+ ε0, (6.1)

où c a la dimension d’une vitesse et ε0 est l’énergie au point de contact.

Dans le graphène, le potentiel chimique est égal à ε0 de sorte que le
comportement des électrons de conduction permet de simuler l’électrody-
namique quantique de fermions de masse nulle. La vitesse de groupe c aux
points de Dirac y est environ 1/300ème de la vitesse de la lumière.

La relation de dispersion (6.1) peut se rencontrer dès la dimension 1.
Toutefois, l’aspect bi-dimensionnel du graphène ajoute une deuxième ca-
ractéristique essentielle, la chiralité de ces points de Dirac, que nous allons
maintenant décrire.

1-2 Chiralité des points de Dirac

Pour donner une intuition de l’origine de cette chiralité, considérons
un réseau dans un modèle de liaisons fortes, tel que la maille du réseau
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FIGURE 6.1. Point de Dirac

comporte deux sites A et B. Supposons de plus qu’une particule sur un
site A (resp. B) ne peut sauter que sur un site de type B (resp. A), ce site
appartenant ou bien à la même cellule, ou bien à une cellule adjacente (voir
figures 6.2 et 6.4).

Si l’énergie sur site est la même pour A et B (EA = EB ≡ ε0), on sait (cf.
cours 3) que l’hamiltonien de Hubbard dans l’espace réciproque Ĥ(q) est
une matrice 2× 2 du type :

Ĥ(q) =

(
ε0 f∗(q)
f(q) ε0

)
, (6.2)

dont les énergies propres sont

E±(q) = ε0 ± |f(q)|. (6.3)

Nous déterminerons un peu plus loin la valeur explicite de la fonction f(q)
pour deux types de réseaux, le réseau carré en forme de « mur de briques »
et le réseau hexagonal du graphène.

Plaçons-nous à deux dimensions, de sorte que q est un vecteur (qx, qy).
Un point de Dirac qD est un point de la zone de Brillouin pour lequel

f(qD) = 0, (6.4)

de sorte que les deux énergies propres (6.3) sont dégénérées. Posons au
voisinage de qD

δq = q − qD = δq (cosϕ ux + sinϕ uy) (6.5)

et supposons que sur ce voisinage, on a le développement

f(q) = ~c(δqx ± iδqy) = ~c δq e±iϕ, (6.6)

Nous verrons un peu plus loin que ce développement au voisinage d’un
zéro est, moyennant une généralisation très simple, naturel pour la fonc-
tion complexe f(qx, qy). Au voisinage de qD, l’hamiltonien (6.2) s’écrit donc

f(q) = ~c(δqx + iδqy) : Ĥ(q) = ε01̂ + ~c σ̂ · δq , (6.7)

f(q) = ~c(δqx − iδqy) : Ĥ(q) = ε01̂ + ~c σ̂ · δq∗ , (6.8)
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TOPOLOGIE DANS UN RÉSEAU : L’EXEMPLE DES POINTS DE DIRAC § 2. Le réseau en « mur de briques »

où les σ̂j (j = x, y) sont les matrices de Pauli

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
. (6.9)

L’hamiltonien (6.7–6.8) est formellement identique à celui d’une par-
ticule de spin 1/2 au voisinage d’un zéro du champ magnétique. Dans
la base |+〉z, |−〉z de σ̂z , c’est-à-dire la base des fonctions de Wannier
|wA〉, |wB〉 centrées sur les sites A et B, les états propres |χ±〉 de (6.7–6.8)
associés aux énergies E±(q) données en (6.3) sont du type :

f(q) = ~c(δqx + iδqy) : |χ±〉 =
1√
2

(
1
± eiϕ

)
(6.10)

f(q) = ~c(δqx − iδqy) : |χ±〉 =
1√
2

(
1

± e−iϕ

)
(6.11)

La chiralité due au terme e±iϕ apparait clairement sur ces expressions. Plus
précisément, si on considère un cercle centré sur le point de Dirac et qu’on
suit adiabatiquement un des deux états propres |χ±〉 sur ce cercle, la phase
géométrique accumulée vaut ±π, correspondant au changement de signe
bien connu d’un spin 1/2 quand il effectue une rotation de 2π.

2 Le réseau en « mur de briques »

Avant de présenter le cas du graphène, avec son réseau hexagonal régu-
lier, considérons le réseau en mur de briques représenté sur la figure 6.2b,
qui est légèrement plus simple à traiter mathématiquement et qui corres-
pond à ce qui a été réalisé par le groupe de Zurich. Ce réseau est obtenu
en partant d’un réseau carré de maille a (fig. 6.2a) et en supprimant un
lien horizontal sur deux, les liens verticaux étant tous conservés 1. Notons
qu’on peut passer de ce mur de briques au graphène par une déformation
continue en prenant des liaisons articulées aux nœuds des réseaux.

1. Un maçon nous dirait que pour un vrai mur de briques, il faudrait intervertir lignes
horizontales et verticales, mais nous prenons ici la convention utilisée par Tarruell et al. (2012).
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FIGURE 6.2. Réseau « mur de briques ». (a) Réseau carré de côté a. (b) On obtient
le réseau « mur de briques » en supprimant un lien sur deux selon la direction
horizontale. (c) Espace réciproque et zone de Brillouin.

2-1 Hamiltonien de Hubbard

La maille élémentaire de ce réseau, représentée en grisé sur la figure
6.2b comporte deux sites, notés A et B. On génère le réseau en copiant la
cellule unité selon le réseau de Bravais carré

B ≡ {rj = j1a1 + j2a2, j1, j2 ∈ Z} (6.12)

avec les deux vecteurs dans la base cartésienne ux,uy :

a1 = a

(
1
1

)
, a2 = a

(
1
−1

)
. (6.13)

Le réseau de Bravais de l’espace réciproque est également carré, engendré
par les deux vecteurs

b1 =
π

a

(
1
1

)
, b2 =

π

a

(
1
−1

)
. (6.14)

Les vecteurs b1, b2 vérifient bien la relation générale

ai · bj = 2π δi,j . (6.15)
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TOPOLOGIE DANS UN RÉSEAU : L’EXEMPLE DES POINTS DE DIRAC § 2. Le réseau en « mur de briques »

La zone de Brillouin correspondante est représentée en grisé sur la figure
6.2c.

Plaçons-nous dans le régime des liaisons fortes et notons −Jx, −Jy les
élément de matrice tunnel le long des directions horizontale et verticale de
la figure 6.2b. Rappelons les règles d’écriture de l’hamiltonien de Hubbard,
déjà vues en cours 4. On sait en toute généralité que les fonctions propres
de l’hamiltonien sont les fonctions de Bloch ψq(r) = eiq·ruq(r). Le vecteur
q peut être choisi dans la zone de Brillouin et uq(r) est une fonction pé-
riodique sur le réseau. Dans la limite des liaisons fortes et en se limitant à
la bande fondamentale, l’ensemble des fonctions périodiques sur le réseau
est un espace vectoriel de dimension 2, chaque fonction étant caractérisée
par deux coefficients (α, β) :

|uq〉 = αq

∑
j

|wA,j〉

 + βq

∑
j

|wB,j〉

 , (6.16)

où |wA/B,j〉 sont les fonctions de Wannier centrées sur les nœuds A/B de
la cellule j. La fonction de Bloch correspondante s’écrit quant à elle

|ψq〉 =
∑
j

eirj ·q (αq|wA,j〉+ βq|wB,j〉) , (6.17)

notre but étant de trouver les valeurs (αq, βq) pour que |ψq〉 soit état propre
de l’hamiltonien de Hubbard.

Écrivons explicitement cet hamiltonien. Les énergies de la particule sur
un site A ou sur un site B sont égales, et notées E0. L’hamiltonien de Hub-
bard contient par hypothèse uniquement les termes de saut entre proches
voisins. Quand un électron est sur un atome de type B, il peut unique-
ment sauter vers un site A, qui peut être celui de sa propre cellule (j, saut
horizontal) ou celui des deux cellules adjacentes (j + a1 ou j + a2, sauts
verticaux). Il en va de même pour un électron sur le site A de la cellule j,
qui peut sauter vers (B, j), (B, j − a1) et (B, j − a2).

Posons que |ψq〉 défini par (6.17) est état propre de cet hamiltonien de
Hubbard avec la valeur propre E(q), et projetons cette équation aux va-
leurs propres sur une cellule donnée j. On arrive au système 2× 2 pour les

coefficients (αq, βq) :

Ĥ(q)

(
αq

βq

)
= E(q)

(
αq

βq

)
, (6.18)

où l’hamiltonien de Hubbard dans l’espace réciproque a la structure pro-
posée en (6.2). En particulier le coefficient f(q) correspond au couplage
d’un site B donné (jx, jy) avec ses trois voisins de type A : l’un de ses voi-
sins appartient à la même cellule unité (lien horizontal Jx), le deuxième à
la cellule (jx + 1, jy) et le troisième à la cellule (jx, jy + 1) (liens verticaux
Jy). On a donc

f(q) = −Jx − Jy
(
eia1·q + eia2·q

)
= −Jx − 2Jy eiaqx cos(aqy). (6.19)

Les points de Dirac, s’ils existent, correspondent aux zéros de cette fonction
et sont donc obtenus pour

sin(aqx) = 0 ⇒ qx = 0 mod. π/a (6.20)

cos(aqx) cos(aqy) = − Jx
2Jy

. (6.21)

2-2 Paires de points de Dirac

L’existence de solutions possibles au système d’équations (6.20-6.21)
dépend de la valeur du rapport Jx/(2Jy) :

– Si Jx > 2Jy , ce système n’a pas de solution. La fonction f(q) ne s’an-
nule en aucun point de la zone de Brillouin et il n’y a pas de points de
Dirac. Les deux sous-bandes E0± |f(q)| sont séparées par un gap non
nul.

– Si Jx = 2Jy , la fonction f(q) s’annule aux quatre coins de la zone de
Brillouin. Il s’agit d’un zéro d’ordre deux selon la direction y, donc pas
d’un point de Dirac au sens strict du terme.

– Si Jx < 2Jy , la fonction f(q) s’annule sur deux points de Dirac si-
tués symétriquement sur l’axe vertical qx = 0, aux points tels que
cos(aqy) = −Jx/(2Jy) (figure 6.3). Quand Jx devient très petit devant
Jy , ces points se rapprochent de qy = ±π/(2a).
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FIGURE 6.3. Positions des deux points de Dirac pour le réseau en « mur de
briques », dans le cas Jx < 2Jy .

Plaçons-nous dans le cas Jx < 2Jy et développons la fonction f(q) au
voisinage d’un point de Dirac qD. On trouve :

f(q) ≈ iaJx [δqx + i δqy tan(aqD,y)] , (6.22)

ce qui est voisin de la forme particulière supposée en (6.6). Plus précisé-
ment, puisque tan(aqD,y) n’a pas le même signe pour les deux points de
Dirac (il est négatif pour le point situé dans la partie supérieure de la zone
de Brillouin, positif pour l’autre), les deux points de Dirac ont des chirali-
tés opposées. On note que la fonction f(q) n’est généralement pas isotrope
autour des points de Dirac, sauf si tan(aqD,y) = 1, ce qui est obtenu pour
Jx =

√
2 Jy .

Le fait que les points de Dirac apparaissent par paires est une consé-
quence directe de l’invariance par renversement du temps du problème
considéré. Nous avons vu au cours 2 que cette invariance entraine que si
ψq est état propre pour la valeur propre E(q), alors ψ−q ∝ ψ∗q est état
propre pour la même valeur propre. On en déduit que si q(1)

D est un point
de Dirac associé à une certaine chiralité, q(2)

D = −q(1)
D est également un

point de Dirac, avec une chiralité opposée du fait de la conjugaison com-
plexe intervenant dans ψ−q ∝ ψ∗q .

Quand on diminue continûment le paramètre Jx/Jy et qu’on passe sur
la valeur 2, les points de Dirac apparaissent superposés l’un sur l’autre en
un coin de la zone de Brillouin, ce qui est encore compatible avec q(2)

D =

−q(1)
D , puisque q(2)

D et q(1)
D diffèrent alors d’un vecteur du réseau réciproque

(Montambaux et al. 2009).

3 Le réseau du graphène

L’étude des points de Dirac du graphène se fait d’une manière très voi-
sine de ce que nous venons de faire pour le réseau en « mur de briques »,
et nous nous contenterons donc de présenter les grandes lignes de la dé-
marche à suivre pour les trouver.

3-1 Maille élémentaire et réseau réciproque

Le graphène est obtenu en plaçant un atome de carbone par site d’une
structure hexagonale de côté a. La cellule unité de cette structure comporte
deux sites, notés A et B sur la figure 6.4. On génère le réseau hexagonal en
copiant cette cellule unité (représentée en grisé sur la figure) sur tous les
nœuds du réseau de Bravais triangulaire

B ≡ {rj = j1a1 + j2a2, j1, j2 ∈ Z} (6.23)

où les vecteurs a1, a2 sont définis par (voir aussi la figure 6.4) :

a1 =

√
3 a

2

(√
3

1

)
, a2 =

√
3 a

2

(√
3
−1

)
. (6.24)

Le réseau réciproque B′ ≡
{
Qj = j1b1 + j2b2, j1, j2 ∈ Z

}
est engendré

par les vecteurs

b1 =
2π

3a

(
1√
3

)
, b2 =

2π

3a

(
1

−
√

3

)
. (6.25)

Le réseau réciproque est donc également triangulaire.
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FIGURE 6.4. Gauche : structure hexagonale du graphène. Cette structure se
compose d’une cellule unité à deux sites A et B, qu’on répète en la disposant
sur les nœuds d’un réseau triangulaire j1a1 + j2a2, j1, j2 ∈ Z. Une cel-
lule unité est représentée en grisé. Droite : réseau réciproque pour le graphène,
j1b1 + j2b2, j1, j2 ∈ Z. La zone de Brillouin est hexagonale et les points de Dirac
sont les sommets de cet hexagone.

Zone de Brillouin. Rappelons que les fonctions de Bloch |ψq〉 sont déter-
minées en leur imposant d’être états propres simultanément de l’hamilto-
nien et des opérateurs de translation T̂a1 et T̂a2 laissant le réseau invariant.
Les valeurs propres associées à ces deux opérations de translation sont no-
tées eiθ1 = eia1·q et eiθ2 = eia2·q . La zone de Brillouin est un domaine 2

centré en q = 0, pour lequel un et seul vecteur q correspond à un couple
(θ1, θ2). C’est un hexagone de côté 4π/(3

√
3a), dont l’orientation est pivo-

tée de 30◦ par rapport aux hexagones du réseau dans l’espace réel (figure
6.4).

3-2 Points de Dirac pour le graphène

Par un raisonnement identique à celui mené pour le réseau « mur de
briques », on trouve que l’hamiltonien de Hubbard dans l’espace réci-

2. Plus précisément, on la définit comme la maille de Wigner–Seitz centrée en q = 0 du
réseau réciproque.

proque a la forme annoncée en (6.2) (Wallace 1947)

Ĥ(q) =

(
E0 f∗(q)
f(q) E0

)
, (6.26)

avec la fonction f(q) définie par

f(q) = −J
(
1 + eiq·a1 + eiq·a2

)
. (6.27)

Cherchons les zéros de f(k), en annulant à la fois la partie réelle fr et la
partie imaginaire fi :

Annulation de fr(q) : 1 + cos(q · a1) + cos(q · a2) = 0,

Annulation de fi(q) : sin(q · a1) + sin(q · a2) = 0. (6.28)

Deux types de zéros apparaissent. Le premier correspond à

cos(q · a1) = cos(q · a2) = −1

2
,

sin(q · a1) = − sin(q · a2) = −
√

3

2
(6.29)

c’est-à-dire

q · a1 =
4π

3
mod 2π, q · a2 =

2π

3
mod 2π. (6.30)

Le deuxième type de zéro est donné par

q · a1 =
2π

3
mod 2π, q · a2 =

4π

3
mod 2π. (6.31)

En écrivant le vecteur q solution sous la forme q = α1b1 + α2b2, on en
déduit immédiatement les coordonnées (α1, α2)de ces points de Dirac dans
l’espace réciproque. Il y a deux points de Dirac (un de chaque chiralité)
dans la zone de Brillouin, et ces points sont localisés en

q
(1)
D =

1

3
(2b1 + b2) =

2π

3
√

3 a

(√
3 ux + uy

)
, (6.32)

q
(2)
D =

1

3
(b1 + 2b2) =

2π

3
√

3 a

(√
3 ux − uy

)
. (6.33)

Ces points sont situés en bord de zone de Brillouin, aux sommets de l’hexa-
gone limitant cette zone (figure 6.4). Notons que chacun des six sommets
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de l’hexagone limitant la zone de Brillouin est un point de Dirac. Toute-
fois, il faut faire attention au double comptage. Un vecteur q et un vecteur
q′ différant d’un vecteur du réseau réciproque correspondent à un seul état
de Bloch. C’est le cas pour les quatre autres sommets de l’hexagone corres-
pondant à la zone de Brillouin : ils se déduisent de ceux marqués sur la
figure 6.4 par soustraction de b1, b2 et b1 + b2. Par ailleurs, on peut vérifier
que la fonction f(q) est au premier ordre isotrope autour de ces deux zéros,
avec

f(q) ≈ i
3Ja

2
(δqx ± i δqy) , (6.34)

ce qui correspond (au facteur global i près) à la forme annoncée en (6.6). La
vitesse c est donnée ici par c = 3 Ja/2 et elle est de l’ordre de 106 m/s pour
le graphène (Castro Neto et al. 2009).

3-3 Remarques complémentaires

La chiralité des zéros de f(q). Nous avons vu dans les exemples qui pré-
cèdent que la recherche des points de Dirac se ramène à celle des zéros
d’une fonction f(q) à deux variables réelles, qx et qy , à valeurs dans le plan
complexe. Les zéros d’une telle fonction ont généralement une structure de
vortex, avec un enroulement de phase positif ou négatif. C’est cet enroule-
ment de phase qui vient donner sa chiralité à un point de Dirac.

Précisons l’origine de cet enroulement de manière très qualitative. Se-
lon la valeur de q, la partie réelle fr(q) de f(q) peut être positive ou né-
gative. Les domaines du plan (qx, qy) correspondant à une valeur positive
de fr et ceux correspondant à une valeur négative de fr sont séparés par
des lignes (ouvertes ou fermées) le long desquelles fr s’annule. Il en va
de même pour la partie imaginaire fi, qui s’annule le long d’autres lignes
du plan (qx, qy). Un zéro qD de la fonction complexe f(q) correspond à un
point où deux lignes de zéros, l’une pour fr, l’autre pour fi, se croisent. Ce
croisement définit généralement 3 quatre quadrants, correspondant aux 4
choix possibles pour les signes du couple (fr, fi) : (+,+), (+,−), (−,−),
(−,+). Selon qu’on trouve cet ordre en tournant autour du zéro dans le
sens direct ou dans le sens rétrograde, on a une chiralité ou son opposé
pour le point de Dirac.

3. On peut imaginer des solutions plus rares, où le zéro de fr ou fi est double, mais nous
décrivons ici uniquement la situation « standard ».

Effet Hall quantique anormal. La chiralité des points de Dirac a d’im-
portantes conséquences. Citons-en simplement une ici. Quand on place un
tel matériau dans un champ magnétique, les niveaux d’énergie (niveaux de
Landau) sont repérés par un entier n et varient en En ∝

√
n. En particulier,

il y a un niveau d’énergie nul, ce qui est très différent du cas ordinaire où on
trouve En ∝ (n+ 1/2). L’apparition de cet état d’énergie nulle peut s’inter-
préter semi-classiquement en évaluant l’action sur une trajectoire cyclotron
dans l’espace réciproque encerclant le point de Dirac. À l’action habituelle
vient s’ajouter la phase de Berry associée à la chiralité du point de Dirac,
qui remplace n+1/2 par n+1/2±1/2 (Mikitik & Sharlai 1999); ceci permet
en particulier l’apparition d’un état d’énergie nulle, qui joue un rôle impor-
tant dans l’effet Hall quantique anormal observé sur le graphène (Zhang
et al. 2005; Novoselov et al. 2005).

Robustesse des points de Dirac. Supposons que les paramètres du ré-
seau soient choisis tels que la fonction f(q) ait effectivement 2 (ou 4,6,...)
zéros dans la zone de Brillouin. Quand les paramètres du réseau sont mo-
difiés en maintenant une même énergie pour les deux sites, seule la fonc-
tion f(q) change. Mais les zéros de f(q) sont protégés topologiquement par
leur chiralité : en d’autres termes, les deux courbes définissant fr(q) = 0 et
fi(q) = 0 vont continuer à se croiser (en un autre point) si on modifie lé-
gèrement ces courbes. La seule manière de faire disparaître les croisements
dans ce contexte est de faire fusionner deux zéros, l’un de chiralité posi-
tive et l’autre de chiralité négative, en réalisant une situation où les deux
courbes fr(q) = 0 et fi(q) = 0 deviennent tangentes l’une à l’autre. Pour
un remplissage des états de type graphène, ce cas particulier de fusion de
points de Dirac correspond à une transition topologique entre une phase
semi-métallique et un isolant de bande, et il est étudié en détail par Mon-
tambaux et al. (2009).

Énergies sur site. Si les points de Dirac résistent à une modification (lé-
gère) de la fonction f(k), il n’en va pas de même vis à vis d’une dissymétrie
entre les deux nœuds A et B. Si on modifie l’hamiltonien de Hubbard en
donnant une énergie E0 + ∆ (resp. E0 −∆) aux sites A (resp. B), alors les
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valeurs propres de

Ĥ(q) =

(
E0 + ∆ f∗(q)
f(q) E0 −∆

)
, (6.35)

deviennent
E±(q) = E0 ±

[
|f(q)|2 + ∆2

]1/2
(6.36)

et on retrouve deux sous-bandes « ordinaires », séparées par un gap 2 ∆
et sans propriété topologique remarquable. Si une telle dissymétrie est dif-
ficile à créer sur du graphène réel (voir par exemple Montambaux et al.
(2009) et refs. in), elle apparaît en revanche aisément dans des réseaux op-
tiques, comme nous allons le voir ci-dessous.

4 Le graphène en version “atomes froids"

Le groupe de Tilman Esslinger à Zurich a récemment réalisé un réseau
optique de type « mur de briques », dans lequel il a pu mettre en évidence
des points de Dirac et montrer que leurs positions étaient contrôlables
grâce au paramètre Jx/Jy . L’existence de ces points de Dirac a été mon-
trée grâce aux oscillations de Bloch, les particules étant transférées avec
une forte probabilité de la bande inférieure vers la bande supérieure quand
elles passent au voisinage de ces points de contact.

4-1 Réalisation du réseau en « mur de briques »

Le potentiel lumineux utilisé résulte de la superposition de plusieurs
ondes lumineuses stationnaires. L’onde la plus intense est une onde sta-
tionnaire selon la direction x créant le potentiel

V1(r) = −VX̄ cos2(kx+ θ/2) (6.37)

où θ est un paramètre que l’on peut ajuster en variant légèrement la fré-
quence de cette onde. On superpose un réseau optique dans le plan xy
formé par deux ondes lumineuses stationnaires selon les directions x et y,

kx kx

kyky
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where V!X, VX and VY denote the single-beam lattice depths (propor-
tional to the laser beam intensities), a is the visibility of the interference
pattern and k 5 2p/l. We can adjust the two phases continuously, and
choose h 5p and Q 5 0 (Methods). Varying the relative intensities of
the beams allows us to realize various lattice structures (Fig. 1b). In the
following, we focus on the honeycomb lattice, whose real-space poten-
tial is shown in Fig. 1c.

The honeycomb lattice consists of two sublattices, A and B. Therefore,
the wavefunctions are two-component spinors1. Tunnelling between
the sublattices leads to the formation of two energy bands, which are
well separated from the higher bands and have a conical intersection at
two quasi-momentum points in the Brillouin zone—the Dirac points.
These points are topological defects in the band structure, with
respective associated Berry phases of p and 2p. This guarantees their
stability with respect to lattice perturbations, such that a large range of
lattice anisotropies change only the positions of the Dirac points inside
the Brillouin zone. In contrast, breaking the inversion symmetry of the
potential by introducing an energy offset, D, between the sublattices
opens an energy gap at the Dirac points, proportional to D. In our
implementation, D depends only on the value of the phase h and can be
precisely adjusted (Methods). As shown in Fig. 1c, d, the primitive
lattice vectors are perpendicular, leading to a square Brillouin zone
with two Dirac points inside. Their positions are symmetric around the
centre and are fixed to quasi-momentum qx 5 0, owing to the time-
reversal and reflection symmetries of the system20. The band structure
for our lattice implementation is in the two lowest bands topologically
equivalent to that of a hexagonal lattice with six-fold symmetry. For
deep lattices, both configurations then also map to the same tight-
binding Hamiltonian.

We characterize the Dirac points by probing the energy splitting
between the two lowest-energy bands through interband transitions.
The starting point of the experiment is a non-interacting, ultracold gas
of N<50,000 fermionic 40K atoms in the jF, mFæ 5 j9/2, 29/2æ state,
where F denotes the hyperfine manifold and mF the Zeeman state. The
cloud is prepared in the lowest-energy band of a honeycomb lattice
with V!X=ER~4:0(2), VX=ER~0:28(1) and VY=ER~1:8(1), which
also causes a weak harmonic confinement with trapping frequencies
vx/2p5 17.6(1) Hz, vy/2p5 31.8(5) Hz and vz/2p5 32.7(5) Hz.
Here ER 5 h2/2ml2 is the recoil energy, h denotes Planck’s constant
and m is the mass of a 40K atom. Throughout the manuscript, errors in
parenthesis denote the standard deviation. On application of a weak
magnetic field gradient, the atomic cloud is subjected to a constant
force, F, in the x direction, with an effect equivalent to that produced by
an electric field in solid-state systems. The atoms are hence accelerated
such that their quasi-momentum qx increases linearly up to the edge of
the Brillouin zone, where a Bragg reflection occurs. The cloud even-
tually returns to the centre of the band, performing one full Bloch
oscillation21. We then measure the quasi-momentum distribution of
the atoms in the different bands22 (Methods).

Owing to the finite momentum width of the cloud, trajectories with
different quasi-momenta qy are simultaneously explored during the
Bloch cycle (Fig. 2a). For a trajectory far from the Dirac points, the
atoms remain in the lowest-energy band (trajectory 1). In contrast,
when passing through a Dirac point (trajectory 2), the atoms are
transferred from the first band to the second because of the vanishing
energy splitting at the linear band crossing. When measuring the
quasi-momentum distribution, these atoms are missing in the first
Brillouin zone and appear in the second band (Fig. 2a). We identify
the points of maximum transfer with the Dirac points. The energy
resolution of the method is set by the characteristic energy of the
applied force21, EB/h 5 Fl/2h 5 88.6(7) Hz, which is small compared

with the full bandwidth, W/h 5 4.6 kHz, and the minimum bandgap at
the edges of the Brillouin zone, EG/h 5 475 Hz.

To investigate how breaking the inversion symmetry of the lattice
affects the Dirac points, we vary the sublattice offset, D, which is
controlled by the frequency detuning, d, between the lattice beams,
and measure the total fraction of atoms transferred to the second band,

340 350 360 370 380 390 400 410 420 430

0.1

0.2

0.3

0.4

0.90π 0.95π 1.00π 1.05π 1.10π

a

b

t = 0

0 A TB/2 TB/2 A TB

t = TB

1

Trajectory

2

Trajectory

/h = 390 Hz

A B

A B

Dirac points Bragg re!ections

qy

qx

Phase, T
Tr

an
sf

er
re

d 
fr

ac
tio

n,
 [

 

Δ

Δ

Detuning,  δ (MHz)

Figure 2 | Probing the Dirac points. a, Quasi-momentum distribution of the
atoms before and after one Bloch oscillation, of period TB (colour scale, column
density of the absorption image in arbitrary units). The cloud explores several
trajectories in quasi-momentum space simultaneously. For trajectory 1 (blue
filled circle), the atoms remain in the first energy band. In contrast, trajectory 2
(green open circle) passes through a Dirac point at t 5 TB/2. There the energy
splitting between the bands vanishes and the atoms are transferred to the
second band. When measuring the quasi-momentum distribution at t 5 TB,
these atoms are missing from the first Brillouin zone and appear in the second
one. b, Dependence of the total fraction of atoms transferred to the second
band, j, on the detuning, d, of the lattice beams, which controls the sublattice
energy offset, D. The maximum indicates the point of inversion symmetry,
where D 5 0 (h 5p in equation (1)) and the gap at the Dirac point vanishes.
Insets: away from the peak, the atoms behave as Dirac fermions with a tunable
mass. Data show mean 6 s.d. of five consecutive measurements; solid line is a
Gaussian fit to the data.
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FIGURE 6.5. Construction d’un réseau en « mur de briques » (Tarruell et al.
2012). en Gauche : réseau carré obtenu en superposant V1(r) = −VX̄ sin2(kx)

et V (a)
2 = −VY cos2(ky). Droite : augmentation ou diminution des coefficients

tunnels horizontaux par le terme V (b)
2 (r) = −2

√
VXVY cos(kx) cos(ky). Des

valeurs typiques sont (en unité de Er) : VX̄ = 4.0, VY = 2.0, VX = 0.3.

verrouillées en phase l’une par rapport à l’autre 4

V2(r) = −VY cos2(ky) − 2
√
VXVY cos(kx) cos(ky) − VX cos2(kx) (6.38)

Les intensités de ces ondes sont choisies telles que

VX �
√
VXVY � VY < VX̄ . (6.39)

En pratique, seuls les trois termes les plus importants sont pertinents pour
la formation du réseau recherché et nous négligerons le quatrième terme,
−VX cos2(kx), dans notre discussion.

Prenons pour commencer θ = π, soit V1(r) = −VX̄ sin2(kx) ; ce para-
mètre sera varié ultérieurement, notamment pour obtenir les résultats de
la figure 6.8. Avec seulement les termes en V1 et en V

(a)
2 = −VY cos2(ky),

on fabrique un réseau carré dont les sites sont les points

kx = π/2 [modulo π], ky = 0 [modulo π]. (6.40)

4. Dans l’article de Tarruell et al. (2012), le terme en
√
VXVY est réduit par un facteur

multiplicatif α ≈ 0.9 qui caractérise la visibilité de l’interférence entre l’onde stationnaire
selon y et celle selon x. Nous omettrons ici ce coefficient qui ne joue pas de rôle au niveau de
notre description semi-quantitative.
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Notons que l’effet tunnel est plus faible selon x que selon y puisque VX̄ >

VY . Le terme en V
(b)
2 (r) = −2

√
VXVY cos(kx) cos(ky) va venir moduler

certains coefficients tunnels (figure 6.5) :

– Les liens verticaux sont centrés sur des points tels que kx = π/2 mo-
dulo π et ky = π/2 modulo π. Les éléments de matrice tunnels de ces
liens sont peu affectés par V (b)

2 puisque puisque V (b)
2 (r) ∝ cos(kx) est

nul le long de ces liens.

– Les liens horizontaux sont centrés sur des points tels que kx = 0
modulo π et ky = 0 modulo π. Au centre de ces liens, on a donc
cos(kx) = ±1 et cos(ky) = ±1. Le potentiel V (b)

2 y prend une valeur
significative et modifie les éléments de matrice tunnel. Deux cas sont
possibles :

• Un lien horizontal centré sur un point tel que cos(kx) et cos(ky)
sont de même signe (et égaux à ±1) correspond à une valeur né-
gative de V (b)

2 qui vient abaisser la barrière tunnel entre les deux
sites concernés par ce lien : l’effet tunnel entre ces deux sites est
augmenté.

• Un lien horizontal centré sur un point tel que cos(kx) et cos(ky)

sont de signe opposés correspond à une valeur positive de V (b)
2

et l’effet tunnel correspondant (déjà faible en absence de V (b)
2 ) est

encore diminué.

Au final, on réalise effectivement le réseau en « mur de briques » recher-
ché.

4-2 Oscillations de Bloch et points de Dirac

Pour sonder la position des points de Dirac, la méthode utilisée à Zu-
rich a été d’observer le résultat d’oscillations de Bloch. Ces oscillations se
produisent selon la direction x sous l’effet d’une force constante causée par
un gradient de champ magnétique. Quand la trajectoire dans l’espace des
q passe au voisinage d’un point de Dirac, l’atome peut avec une forte pro-
babilité être transféré vers la bande supérieure (pour une étude détaillée
de cette transition, voir Lim et al. (2012)). Le passage vers la bande excitée
peut ensuite être détecté par la technique du band mapping présentée au
chapitre 2 de ce cours : on éteint adiabatiquement le réseau (durée 0.5 ms)
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where V!X, VX and VY denote the single-beam lattice depths (propor-
tional to the laser beam intensities), a is the visibility of the interference
pattern and k 5 2p/l. We can adjust the two phases continuously, and
choose h 5p and Q 5 0 (Methods). Varying the relative intensities of
the beams allows us to realize various lattice structures (Fig. 1b). In the
following, we focus on the honeycomb lattice, whose real-space poten-
tial is shown in Fig. 1c.

The honeycomb lattice consists of two sublattices, A and B. Therefore,
the wavefunctions are two-component spinors1. Tunnelling between
the sublattices leads to the formation of two energy bands, which are
well separated from the higher bands and have a conical intersection at
two quasi-momentum points in the Brillouin zone—the Dirac points.
These points are topological defects in the band structure, with
respective associated Berry phases of p and 2p. This guarantees their
stability with respect to lattice perturbations, such that a large range of
lattice anisotropies change only the positions of the Dirac points inside
the Brillouin zone. In contrast, breaking the inversion symmetry of the
potential by introducing an energy offset, D, between the sublattices
opens an energy gap at the Dirac points, proportional to D. In our
implementation, D depends only on the value of the phase h and can be
precisely adjusted (Methods). As shown in Fig. 1c, d, the primitive
lattice vectors are perpendicular, leading to a square Brillouin zone
with two Dirac points inside. Their positions are symmetric around the
centre and are fixed to quasi-momentum qx 5 0, owing to the time-
reversal and reflection symmetries of the system20. The band structure
for our lattice implementation is in the two lowest bands topologically
equivalent to that of a hexagonal lattice with six-fold symmetry. For
deep lattices, both configurations then also map to the same tight-
binding Hamiltonian.

We characterize the Dirac points by probing the energy splitting
between the two lowest-energy bands through interband transitions.
The starting point of the experiment is a non-interacting, ultracold gas
of N<50,000 fermionic 40K atoms in the jF, mFæ 5 j9/2, 29/2æ state,
where F denotes the hyperfine manifold and mF the Zeeman state. The
cloud is prepared in the lowest-energy band of a honeycomb lattice
with V!X=ER~4:0(2), VX=ER~0:28(1) and VY=ER~1:8(1), which
also causes a weak harmonic confinement with trapping frequencies
vx/2p5 17.6(1) Hz, vy/2p5 31.8(5) Hz and vz/2p5 32.7(5) Hz.
Here ER 5 h2/2ml2 is the recoil energy, h denotes Planck’s constant
and m is the mass of a 40K atom. Throughout the manuscript, errors in
parenthesis denote the standard deviation. On application of a weak
magnetic field gradient, the atomic cloud is subjected to a constant
force, F, in the x direction, with an effect equivalent to that produced by
an electric field in solid-state systems. The atoms are hence accelerated
such that their quasi-momentum qx increases linearly up to the edge of
the Brillouin zone, where a Bragg reflection occurs. The cloud even-
tually returns to the centre of the band, performing one full Bloch
oscillation21. We then measure the quasi-momentum distribution of
the atoms in the different bands22 (Methods).

Owing to the finite momentum width of the cloud, trajectories with
different quasi-momenta qy are simultaneously explored during the
Bloch cycle (Fig. 2a). For a trajectory far from the Dirac points, the
atoms remain in the lowest-energy band (trajectory 1). In contrast,
when passing through a Dirac point (trajectory 2), the atoms are
transferred from the first band to the second because of the vanishing
energy splitting at the linear band crossing. When measuring the
quasi-momentum distribution, these atoms are missing in the first
Brillouin zone and appear in the second band (Fig. 2a). We identify
the points of maximum transfer with the Dirac points. The energy
resolution of the method is set by the characteristic energy of the
applied force21, EB/h 5 Fl/2h 5 88.6(7) Hz, which is small compared

with the full bandwidth, W/h 5 4.6 kHz, and the minimum bandgap at
the edges of the Brillouin zone, EG/h 5 475 Hz.

To investigate how breaking the inversion symmetry of the lattice
affects the Dirac points, we vary the sublattice offset, D, which is
controlled by the frequency detuning, d, between the lattice beams,
and measure the total fraction of atoms transferred to the second band,
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Figure 2 | Probing the Dirac points. a, Quasi-momentum distribution of the
atoms before and after one Bloch oscillation, of period TB (colour scale, column
density of the absorption image in arbitrary units). The cloud explores several
trajectories in quasi-momentum space simultaneously. For trajectory 1 (blue
filled circle), the atoms remain in the first energy band. In contrast, trajectory 2
(green open circle) passes through a Dirac point at t 5 TB/2. There the energy
splitting between the bands vanishes and the atoms are transferred to the
second band. When measuring the quasi-momentum distribution at t 5 TB,
these atoms are missing from the first Brillouin zone and appear in the second
one. b, Dependence of the total fraction of atoms transferred to the second
band, j, on the detuning, d, of the lattice beams, which controls the sublattice
energy offset, D. The maximum indicates the point of inversion symmetry,
where D 5 0 (h 5p in equation (1)) and the gap at the Dirac point vanishes.
Insets: away from the peak, the atoms behave as Dirac fermions with a tunable
mass. Data show mean 6 s.d. of five consecutive measurements; solid line is a
Gaussian fit to the data.
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FIGURE 6.6. Gauche : oscillations de Bloch induites par une force le long de l’axe
x. Milieu : distribution initiale dans l’espace des q. Droite : distribution dans l’es-
pace des q après une oscillation de Bloch (période τB). On distingue nettement les
atomes qui sont passés au voisinage d’un point de Dirac au cours de l’oscillation
et qui ont alors été transférés vers la bande supérieure [figure extraite de Tarruell
et al. (2012)].

de sorte qu’un atome reste dans la bande qu’il occupait au début de l’ex-
tinction, et on effectue un temps de vol qui révèle ainsi la population de
chaque bande.

Le gaz atomique utilisé est un ensemble de fermions polarisé et sans
interactions (40K). Les atomes occupent initialement plutôt le centre de la
zone de Brillouin et ne rencontrent donc pas dans un premier temps les
points de Dirac qui sont situés plutôt en bord de bande (figure 6.3). En re-
vanche, la seconde partie de l’oscillation de Bloch (après réflexion de Bragg
sur une paroi de la zone de Brillouin) peut les amener au voisinage des
points de Dirac et la transition peut alors se produire (figure 6.6).

La position des pics ayant été transférés dans la bande supérieure ren-
seigne directement sur la position des points de Dirac. Cette position est,
rappelons-le, fonction du rapport Jx/Jy , les points disparaissant quand ce
rapport devient trop élevé. Le groupe de Zurich a étudié la position des
points de Dirac en variant le potentiel VX̄ . Le résultat, montré sur la figure
6.7, est en bon accord avec les prédictions. Notons que le modèle de liaisons
fortes n’est pas quantitativement valable dans ce domaine de paramètres
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j. The results obtained for a honeycomb lattice with V!X=ER~3:6(2),
VX=ER~0:28(1) and VY=ER~1:8(1) are displayed in Fig. 2b and
show a sharp maximum in the transferred fraction. We identify this
situation as the point of inversion symmetry, where D 5 0 (h 5p), in
good agreement with an independent calibration (Methods). At this
setting, the bandgap at the Dirac points vanishes. The population in
the second band decreases symmetrically on both sides of the peak as
the gap increases, indicating the transition from massless to massive
Dirac fermions.

The relative strength of the tunnel couplings between the different
sites of the lattice fixes the position of the Dirac points inside the
Brillouin zone, as well as the slope of the associated linear dispersion
relation5–9. However, the tunability of our optical lattice structure
allows for independent adjustment of the tunnelling parameters in
the x and y directions simply by controlling the intensity of the laser
beams. For isotropic tunnellings, the slope of the dispersion relation
around the Dirac points is the same in all directions, but is anisotropic
otherwise. The distance from the Dirac points to the corners of the
Brillouin zone along qy can be varied between 0 and qB/2, whereas
qx 5 0 is fixed by reflection symmetry20. Here qB 5 2p/l denotes the
Bloch wave vector.

We exploit the momentum resolution of the interband transitions
directly to observe the movement of the Dirac points. Starting from a
honeycomb lattice with V!X=ER~5:4(3), VX=ER~0:28(1) and
VY=ER~1:8(1), we gradually increase the tunnelling in the x direction
by decreasing the intensity of !X. The position of the Dirac points
continuously approaches the corners of the Brillouin zone (Fig. 3),
as expected from an ab initio two-dimensional band structure calcula-
tion (Methods). The deviations close to the merging point are possibly

caused by the flattening of the dispersion relation between the two
Dirac points as they approach each other8.

When they reach the corners of the Brillouin zone, the two Dirac
points merge, annihilating each other. There the dispersion relation
becomes quadratic along the qy axis, remaining linear along qx. Beyond
this critical point, a finite bandgap appears for all quasi-momenta of
the Brillouin zone. This situation signals the transition between band
structures of two different topologies, one containing two Dirac points
and the other containing none. For two-dimensional honeycomb lattices
at half-filling, it corresponds to a Lifshitz phase transition from a
semimetallic phase to a band-insulating phase6,7.

We experimentally map out the topological transition line by
recording the fraction of atoms transferred to the second band, j,
as a function of the lattice depths V!X and VX, while keeping
VY/ER 5 1.8(1). The results are shown in Fig. 4a. There the onset of
population transfer to the second band signals the appearance of Dirac
points in the band structure of the lattice. For a given value of VX, the
transferred fraction, j, decreases again for large values of V!X, as the
Dirac points lie beyond the momentum width of the cloud.

To extend the range of our measurements and probe the Dirac
points even in this region, we apply a force in the y direction. We
hence explore a new class of trajectories in quasi-momentum space.
This allows for the investigation of very anisotropic Dirac cones, which
become almost flat in the qx direction as we approach the crossover to a
one-dimensional lattice structure (V!X?VX). Along the qy trajectories,
the centre of the cloud successively passes the two Dirac points during
the Bloch cycle, effectively realizing a Stückelberg interferometer23,24 in
a two-dimensional band structure. As shown in Fig. 4b, we again
identify the topological transition by the onset of population transfer
to the second band. The results for the transition lines obtained for the
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Figure 3 | Movement of the Dirac points. a, Distance from the Dirac points to
the corners of the Brillouin zone, as measured through momentum-resolved
interband transitions. The tunnelling in the x direction increases when the
lattice depth V!X is decreased. The distance is extracted from the second-band
quasi-momentum distribution after one Bloch cycle (insets). The merging of
the two Dirac points at the corners of the Brillouin zone is signalled by a single
line of missing atoms in the first band. Data show mean 6 s.d. of three to nine
measurements. The solid line is the prediction of a two-dimensional band
structure calculation without any fitting parameters. b, Energy splitting
between the two lowest bands. It shows the displacement of the Dirac cones
inside the Brillouin zone, as well as their deformation depending on the lattice
depth V!X.
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Figure 4 | Topological transition. Fraction of atoms transferred to the second
band, j, as a function of lattice depths V!X and VX, with VY/ER 5 1.8(1).
Different lattice geometries (square, chequerboard, triangular, dimer and
honeycomb) are realized (Fig. 1b). We consider trajectories in quasi-
momentum space in the qx (a) and qy (b) directions. Each data point is a single
measurement, and as a result there are at least 1,200 points per diagram. To
maximize the transfer for the qy trajectories, where the cloud successively passes
the two Dirac points, we set h 5 1.013(1)p. For both trajectories, the onset of
population transfer to the second band signals the topological transition, where
the Dirac points appear. The dashed line is the theoretical prediction for the
transition line without any fitting parameters, and the dotted line indicates the
transition from the triangular lattice to the dimer lattice. The bottom diagrams
show cuts of the band structure along the qx axis (qy 5 0; a) and qy axis (qx 5 0;
b) for the values of VX and V!X indicated.
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FIGURE 6.7. Variation de la position des points de Dirac sur l’axe qx = 0 en
fonction de la profondeur de potentiel VX̄ . Pour cette figure, VY = 1.8 et VX =
0.28. On s’attend à ce que les deux points de Dirac fusionnent dans le coin de la
zone de Brillouin pour VX̄ = 3.4, ce qui correspond bien aux observations [figure
extraite de Tarruell et al. (2012)].

et qu’il faut utiliser une diagonalisation numérique de l’hamiltonien du ré-
seau pour déterminer précisément la position des points de Dirac dans ce
cas.

Il est également possible de dissymétries les deux sitesA etB du réseau
dans cette expérience. Il suffit pour cela de prendre une valeur de θ dans
(6.37) différente de π. On a vu en (6.36) que ceci revient à ouvrir un gap
entre les deux sous-bandes ; l’oscillation de Bloch ne doit alors plus causer
de transition entre ces deux sous-bandes, au moins si la force qui la crée
n’est pas trop grande. C’est effectivement ce qui est observé expérimenta-
lement (figure 6.8).

V(x, y)

~{V!Xcos2(kxzh=2){VXcos2(kx){VYcos2(ky)

{2a
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
VXVY
p

cos(kx)cos(ky)cos(Q)

ð1Þ

where V!X, VX and VY denote the single-beam lattice depths (propor-
tional to the laser beam intensities), a is the visibility of the interference
pattern and k 5 2p/l. We can adjust the two phases continuously, and
choose h 5p and Q 5 0 (Methods). Varying the relative intensities of
the beams allows us to realize various lattice structures (Fig. 1b). In the
following, we focus on the honeycomb lattice, whose real-space poten-
tial is shown in Fig. 1c.

The honeycomb lattice consists of two sublattices, A and B. Therefore,
the wavefunctions are two-component spinors1. Tunnelling between
the sublattices leads to the formation of two energy bands, which are
well separated from the higher bands and have a conical intersection at
two quasi-momentum points in the Brillouin zone—the Dirac points.
These points are topological defects in the band structure, with
respective associated Berry phases of p and 2p. This guarantees their
stability with respect to lattice perturbations, such that a large range of
lattice anisotropies change only the positions of the Dirac points inside
the Brillouin zone. In contrast, breaking the inversion symmetry of the
potential by introducing an energy offset, D, between the sublattices
opens an energy gap at the Dirac points, proportional to D. In our
implementation, D depends only on the value of the phase h and can be
precisely adjusted (Methods). As shown in Fig. 1c, d, the primitive
lattice vectors are perpendicular, leading to a square Brillouin zone
with two Dirac points inside. Their positions are symmetric around the
centre and are fixed to quasi-momentum qx 5 0, owing to the time-
reversal and reflection symmetries of the system20. The band structure
for our lattice implementation is in the two lowest bands topologically
equivalent to that of a hexagonal lattice with six-fold symmetry. For
deep lattices, both configurations then also map to the same tight-
binding Hamiltonian.

We characterize the Dirac points by probing the energy splitting
between the two lowest-energy bands through interband transitions.
The starting point of the experiment is a non-interacting, ultracold gas
of N<50,000 fermionic 40K atoms in the jF, mFæ 5 j9/2, 29/2æ state,
where F denotes the hyperfine manifold and mF the Zeeman state. The
cloud is prepared in the lowest-energy band of a honeycomb lattice
with V!X=ER~4:0(2), VX=ER~0:28(1) and VY=ER~1:8(1), which
also causes a weak harmonic confinement with trapping frequencies
vx/2p5 17.6(1) Hz, vy/2p5 31.8(5) Hz and vz/2p5 32.7(5) Hz.
Here ER 5 h2/2ml2 is the recoil energy, h denotes Planck’s constant
and m is the mass of a 40K atom. Throughout the manuscript, errors in
parenthesis denote the standard deviation. On application of a weak
magnetic field gradient, the atomic cloud is subjected to a constant
force, F, in the x direction, with an effect equivalent to that produced by
an electric field in solid-state systems. The atoms are hence accelerated
such that their quasi-momentum qx increases linearly up to the edge of
the Brillouin zone, where a Bragg reflection occurs. The cloud even-
tually returns to the centre of the band, performing one full Bloch
oscillation21. We then measure the quasi-momentum distribution of
the atoms in the different bands22 (Methods).

Owing to the finite momentum width of the cloud, trajectories with
different quasi-momenta qy are simultaneously explored during the
Bloch cycle (Fig. 2a). For a trajectory far from the Dirac points, the
atoms remain in the lowest-energy band (trajectory 1). In contrast,
when passing through a Dirac point (trajectory 2), the atoms are
transferred from the first band to the second because of the vanishing
energy splitting at the linear band crossing. When measuring the
quasi-momentum distribution, these atoms are missing in the first
Brillouin zone and appear in the second band (Fig. 2a). We identify
the points of maximum transfer with the Dirac points. The energy
resolution of the method is set by the characteristic energy of the
applied force21, EB/h 5 Fl/2h 5 88.6(7) Hz, which is small compared

with the full bandwidth, W/h 5 4.6 kHz, and the minimum bandgap at
the edges of the Brillouin zone, EG/h 5 475 Hz.

To investigate how breaking the inversion symmetry of the lattice
affects the Dirac points, we vary the sublattice offset, D, which is
controlled by the frequency detuning, d, between the lattice beams,
and measure the total fraction of atoms transferred to the second band,
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Figure 2 | Probing the Dirac points. a, Quasi-momentum distribution of the
atoms before and after one Bloch oscillation, of period TB (colour scale, column
density of the absorption image in arbitrary units). The cloud explores several
trajectories in quasi-momentum space simultaneously. For trajectory 1 (blue
filled circle), the atoms remain in the first energy band. In contrast, trajectory 2
(green open circle) passes through a Dirac point at t 5 TB/2. There the energy
splitting between the bands vanishes and the atoms are transferred to the
second band. When measuring the quasi-momentum distribution at t 5 TB,
these atoms are missing from the first Brillouin zone and appear in the second
one. b, Dependence of the total fraction of atoms transferred to the second
band, j, on the detuning, d, of the lattice beams, which controls the sublattice
energy offset, D. The maximum indicates the point of inversion symmetry,
where D 5 0 (h 5p in equation (1)) and the gap at the Dirac point vanishes.
Insets: away from the peak, the atoms behave as Dirac fermions with a tunable
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Gaussian fit to the data.
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FIGURE 6.8. Disparition des points de Dirac quand on dissymétrise les sites A et
B : probabilité de passage vers la bande supérieure en fonction de l’angle θ entrant
dans la définition de V1(r) (6.37). Cet angle θ, indiqué sur l’échelle horizontale
supérieure, est contrôlé par le désaccord du faisceau créant cette onde stationnaire,
donné sur l’échelle horizontale inférieure [figure extraite de Tarruell et al. (2012)].

4-3 Perspectives

L’expérience de Zurich a donc permis de mettre en évidence l’existence
de points de Dirac dans un réseau optique. La flexibilité offerte par ces
réseaux est illustrée sur la figure 6.7, où l’on contrôle la position de ces
points, on les fait fusionner, puis disparaître. Cette expérience n’est pro-
bablement qu’un point de départ dans cette simulation du graphène par
des atomes froids. De nombreux aspects de la physique ultra-relativiste
que l’on rencontre au voisinage de points de Dirac devraient pouvoir être
abordés avec ces systèmes. Le paradoxe de Klein, c’est-à-dire la transmis-
sion quasi-totale d’un paquet d’ondes à travers une barrière de très grande
hauteur, devrait ainsi pouvoir être étudié (Katsnelson et al. 2006). Rappe-
lons que ce paradoxe joue un rôle important dans le graphène réel car il
empêche la rétro-diffusion des électrons de conduction ; les électrons de
Dirac sont insensibles aux effets de localisation observés pour des élec-
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trons « ordinaires » (Castro Neto et al. 2009) et se propagent donc ballisti-
quement sur de longues distances (micromètres). Par ailleurs, la mise en
place de champs magnétiques artificiels sur ce réseau devraient permettre
d’aborder l’étude de l’effet Hall quantique anormal avec des atomes froids.
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