
Chapitre 6

Invariance d’échelle classique, anomalies quantiques
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L’invariance d’échelle est un concept que l’on rencontre dans de nom-
breuses branches de la physique, depuis le comportement d’un système
au voisinage d’une transition de phase jusqu’à la physique des hautes
énergies. Nous l’aborderons dans ce chapitre sous l’angle de la théorie de
champ classique utilisée jusqu’ici pour décrire un gaz de Bose à deux di-
mensions. L’invariance d’échelle consiste à tirer parti du fait que les dif-
férentes contributions à l’énergie du fluide se comportent de manière très
simple quand on multiplie une ou plusieurs variables thermodynamiques
par un facteur d’échelle λ. L’invariance d’échelle permet alors de simpli-
fier considérablement l’équation d’état qui ne dépend plus que du seul
paramètre µ/kBT , au lieu de faire intervenir de manière indépendante le
potentiel chimique µ et la température T comme c’est le cas pour un fluide
« ordinaire », à 3D par exemple.

Cette invariance d’échelle a également des conséquences sur les pro-
priétés dynamiques du système. Nous en donnerons un exemple à propos
du mode de respiration, ou mode monopolaire d’un gaz confiné dans un piège
harmonique isotrope (PITAEVSKII & ROSCH 1997). On trouve que ce mode
oscille toujours à la fréquence double de celle du piège, quelle que soit la
force des interactions et quel que soit le degré d’excitation du mouvement
de respiration.

Les résultats que nous venons de mentionner portent sur un fluide dé-
crit par un champ classique, dans lequel les interactions sont prises en
compte par le paramètre sans dimension g̃. Décrire les interactions de cette
façon revient à supposer que le potentiel entre atomes est proportionnel à
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INVARIANCE D’ÉCHELLE CLASSIQUE, ANOMALIES QUANTIQUES § 1. Invariance d’échelle à l’équilibre thermodynamique

une distribution de Dirac à deux dimensions, U(ri − rj) = ~2

m g̃ δ(ri − rj).
Le caractère sans dimension de g̃ joue ici un rôle essentiel : c’est parce qu’il
n’y a aucune échelle de longueur, ni d’énergie associée aux interactions
que température et potentiel chimique ne peuvent intervenir que sous la
forme du rapport µ/kBT . Toutefois, l’interaction de contact est singulière
sur le plan quantique, ne serait-ce que si l’on souhaite étudier la collision
entre deux particules. Pour traiter correctement le problème quantique, il
est nécessaire de régulariser la distribution de Dirac.

On se retrouve alors face à un phénomène connu sous le nom « d’ano-
malie quantique » (HOLSTEIN 1993 ; CABO, LUCIO et al. 1998) : on part d’un
problème qui présente une symétrie exacte au niveau classique, en l’occur-
rence l’invariance d’échelle. Mais la quantification du problème nécessite
une régularisation pour éliminer certaines divergences. L’anomalie réside
alors dans le fait que la version régularisée amène obligatoirement une bri-
sure de la symétrie initiale. Dans le cas du gaz 2D, la régularisation du
potentiel de contact introduit nécessairement une échelle d’énergie ε, de
sorte que température et potentiel chimique peuvent reprendre comme à
3D des rôles indépendants, les quantités sans dimension du problème s’ex-
primant désormais en fonction des deux variables µ/ε et kBT/ε. Arès avoir
décrit en détail cette procédure de régularisation, nous terminerons ce cha-
pitre en examinant les conséquences de la brisure de l’invariance d’échelle
sur le mode monopolaire.

1 Invariance d’échelle à l’équilibre thermodyna-
mique

Nous commençons ce chapitre par un bref rappel de quelques choix
possibles pour paramétrer et caractériser un fluide à l’équilibre thermody-
namique. Nous nous placerons ensuite dans le cadre de l’ensemble grand-
canonique avec les variables naturelles T, µ, V , qui sont les plus appro-
priées pour caractériser l’invariance d’échelle recherchée.

1-1 Variables et potentiels thermodynamiques

Un fluide homogène de particules de masse m sans spin (ou polari-
sées) est caractérisé par trois variables thermodynamiques. Selon le point
de vue choisi, c’est-à-dire l’ensemble statistique adopté pour le calcul, ces
variables diffèrent mais les conséquences physiques sont bien entendues
les mêmes. On peut considérer entre autres :

— l’ensemble microcanonique décrivant un système complètement isolé, les
variables choisies pertinentes étant le nombre de particules, l’énergie
et le volume (ou la surface à 2D) :

micro-canonique : E, N, V (1)

et toutes les autres quantités, entropie et pression par exemple, dépen-
dront de ces variables.

— L’ensemble canonique, où le système peut échanger de l’énergie avec un
réservoir qui impose sa température T , mais où on maintient fixés le
nombre de particules N et le volume V ,

canonique : T, N, V. (2)

— l’ensemble grand-canonique, où le système peut échanger de l’énergie et
des particules avec un réservoir qui impose sa température T et son
potentiel chimique µ, les variables étant alors :

grand-canonique : T, µ, V. (3)

Une fois ces variables thermodynamiques identifiées, on caractérise
l’état du fluide par son potentiel thermodynamique. Pour l’ensemble micro-
canonique, un choix naturel est l’entropie S(E,N, V ), dont une variation
infinitésimale s’écrit :

dS =
1

T
dE − µ

T
dN +

P

T
dV. (4)

On définit ainsi la version micro-canonique de la température T , du poten-
tiel chimique µ et de la pression P , avec par exemple :

1

T
=

(
∂S

∂E

)

N,V

. (5)
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Pour l’ensemble canonique, le potentiel thermodynamique naturel est
l’énergie libre de Helmoltz F (T,N, V ) qui se déduit de l’entropie par une
transformation de Legendre :

F = E − TS (6)

dont la différentielle s’écrit

dF = −S dT + µdN − P dV, (7)

avec par exemple la définition de la pression :

P = −
(
∂F

∂V

)

T,N

. (8)

Dans le cadre de l’ensemble grand-canonique, on utilise le grand po-
tentiel, encore appelé énergie libre de Landau et noté Ω(T, µ, V ). Il se déduit
lui aussi de l’entropie S(E,N, V ) par une transformation de Legendre :

Ω = E − TS − µN (9)

dont la différentielle s’écrit :

dΩ = −S dT −N dµ− P dV, (10)

avec la définition de la pression pour ces variables :

P = −
(
∂Ω

∂V

)

T,µ

. (11)

On caractérise le fluide par une équation d’état qui exprime une grandeur
thermodynamique, la pression par exemple, en fonction des variables choi-
sies. Ainsi, dans le cadre de l’ensemble grand-canonique, la connaissance
de P (T, µ, V ) permet ensuite de calculer – à une constante d’intégration
près – les autres quantités physiques en utilisant les dérivées croisées (re-
lations de Maxwell) :

∂2Ω

∂T∂V
=

∂2Ω

∂V ∂T

(
∂P

∂T

)

µ,V

=

(
∂S

∂V

)

T,µ

(12)

Exemple : le gaz parfait classique. Son équation d’état est traditionnel-
lement écrite sous la forme

P =
NkBT

V
, (13)

ce qui correspond aux choix de variables (T,N, V ) de l’ensemble canonique.

Loi d’échelle "homogène". Une première invariance d’échelle apparaît
pour tout fluide homogène avec des interactions à relativement courte por-
tée 1. Dans ce cas, si on multiplie la taille du système par un facteur λ tout
en gardant constantes les deux variables intensives T et µ, alors les quan-
tités physiques extensives comme l’énergie interne E, le nombre de parti-
cules N ou encore le grand potentiel Ω sont elles aussi multipliées par le
facteur d’échelle λ :

Ω(T, µ, λV ) = λΩ(T, µ, V ). (14)

En d’autres termes, une fois connue la variation du grand potentiel Ω par
rapport aux deux variables intensives T et µ, sa variation vis à vis de la troi-
sième variable (extensive) V est une simple loi linéaire avec le coefficient
de proportionnalité ∂Ω

∂V = −P . On en déduit la relation :

Ω(T, µ, V ) = −V P (T, µ). (15)

Pour un fluide avec des interactions à suffisamment courte portée, l’équa-
tion d’état est donc une fonction à deux variables intensives seulement, T
et µ par exemple, ou encore T et ρ = N/V pour l’équation d’état du gaz
parfait (13) en point de vue canonique : P = kBT ρ.

1-2 Changements d’échelle de longueur et de temps

L’invariance d’échelle que nous venons de rencontrer est très simple et
porte uniquement sur "l’additivité" de deux sous-systèmes caractérisés par
les même variables intensives. Une invariance d’échelle plus subtile que

1. Ce qui suit ne serait pas vrai pour un potentiel d’interaction en 1/|ri − rj |, que l’on
trouve dans un plasma chargé ou pour un ensemble de masses en interaction gravitationnelle.
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FIGURE 1. Dilatation des longueurs par un facteur λ dans le cas classique (en
haut) et quantique (en bas).

la précédente apparaît quand l’énergie du système possède un comporte-
ment particulier lors d’une dilatation de toutes les longueurs du système
(figure 1). Plus précisément, l’invariance d’échelle se produit si

Longueurs : `→ λ`
Temps : t→ λ2t

}
⇒ Énergie : E → 1

λ2
E. (16)

Quand cette propriété est vérifiée, on peut écrire une équation d’état pour
le fluide qui est une fonction de la seule variable µ/T et non plus de T et µ
séparément. Il s’agit donc d’une simplification importante, puisqu’il suffit
de connaître une fonction à une variable pour caractériser entièrement le
comportement de ce fluide.

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment prendre en compte
cette dilatation des temps et des longueurs dans les deux formalismes clas-
siques et quantiques. Nous allons en particulier montrer pourquoi le fac-
teur d’échelle sur l’énergie doit être 1/λ2.

L’énergie du fluide homogène est la somme de l’énergie cinétique et de

l’énergie d’interaction, qui s’écrivent en termes classiques

E =

N∑

j=1

p2
j

2m
+

1

2

∑

i 6=j

V (ri − rj) (17)

ou quantiques

Ĥ =
~2

2m

∫
∇Ψ̂†(r) ·∇Ψ̂(r) ddr

+
1

2

∫∫
V (r − r′) Ψ̂†(r) Ψ̂†(r′) Ψ̂(r′) Ψ̂(r) ddr ddr′. (18)

Dans cette dernière expression, la variable d représente la dimension d’es-
pace et Ψ̂(r) est l’opérateur destruction d’une particule au point r :

Ψ̂(r) =
∑

α

ψα(r) âα, (19)

avec ψα(r) une base orthonormée et âα l’opérateur destruction d’une par-
ticule dans l’état ψα. Par exemple, pour un mouvement quantique 1D dans
une boîte entre x = 0 et x = L (figure 1), l’indice α est un entier n > 0 et

ψn(x) =

√
2

L
sin
(nπx
L

)
. (20)

Pour le terme d’énergie cinétiqueEcin, on vérifie immédiatement que le
facteur d’échelle 1/λ2 est bien présent. En point de vue classique, on a en
effet

Longueurs : `→ λ`
Temps : t→ λ2t

}
⇒ v → 1

λ
v Ecin →

1

λ2
Ecin (21)

En point de vue quantique, la dilatation des longueurs ` → λ` conduit au
changement de base orthonormée de l’espace de Hilbert 2

ψα(r)→ ψ̃α(r) =
1

λd/2
ψα

(r
λ

)
. (23)

2. Pour les fonctions de base du puits carré 1D données en (20) et représentées en figure
1, on a ainsi :

L→ λL : ψ̃n(x) =

√
2

λL
sin
(nπx
λL

)
=

1
√
λ
ψn(x/λ). (22)
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On vérifie alors que l’opérateur énergie cinétique

Ĥcin =
~2

2m

∑

α,β

â†αâβ

∫
∇ψ∗α(r) ·∇ψβ(r) ddr (24)

est bien modifié comme
Ĥcin →

1

λ2
Ĥcin. (25)

L’invariance d’échelle recherchée en (16) se produira donc si l’énergie
d’interaction vérifie elle aussi

classique : Einter. →
1

λ2
Einter. (26)

quantique : Ĥinter. →
1

λ2
Ĥinter. (27)

1-3 Conséquences d’une loi d’échelle pour l’énergie

À la section suivante (§ 1-4), nous passerons en revue quelques
exemples de fluides vérifiant la loi d’échelle sur l’énergie donnée en (16).
Auparavant, nous allons examiner les conséquences sur l’équation d’état
du fluide de cette loi d’échelle, quand elle existe.

Supposons donc que la relation (16) est vérifiée et plaçons-nous pour
commencer dans le cadre de la physique classique. Le poids d’une confi-
guration donnée de positions et de vitesses avecN particules fait intervenir

P(N ; {rj ,pj}) ∝ exp

[
−E(N ; {rj ,pj})− µN

kBT

]
. (28)

Les quantités physiques à l’équilibre thermodynamique sont évaluées en
calculant leur valeur moyenne avec cette distribution de probabilité.

Considérons une quantité physique F(N ; {rj ,pj}) intervenant dans
l’équation d’état du fluide. Ce peut être par exemple l’énergie ou la densité.
Calculons la moyenne F̄(T, µ) à l’équilibre thermodynamique :

F̄(T, µ) =
∑

N

∫
P(N ; {rj ,pj}) F(N ; {rj ,pj})

N∏

j=1

ddrj ddpj . (29)

Supposons de plus que la quantité physique F(N ; {rj ,pj}) possède elle-
même une loi d’échelle caractérisée par l’exposant ν dans l’opération de
dilatation des longueurs et des temps :

F(N ; {λrj ,
1

λ
pj}) =

1

λ2ν
F(N ; {rj ,pj}). (30)

Par exemple, on a ν = d/2 si on prend pour F la densité spatiale à d di-
mensions

ρ(d)(r) =

N∑

j=1

δ(r − rj). (31)

puisque δ(λx) = 1
λδ(x) pour chaque dimension d’espace.

Si on fait sur T et µ la transformation d’échelle

T → 1

λ2
T, µ→ 1

λ2
µ, (32)

on peut alors vérifier qu’une loi d’échelle s’applique également à F̄(T, µ).
Il suffit pour cela de faire le changement de variables

r′j =
1

λ
rj , p′j = λpj (33)

dans l’intégrale (29) définissant F(T, µ) et d’utiliser

E(N ; {λr′j ,
1

λ
p′j}) =

1

λ2
E(N ; {r′j ,p′j}). (34)

Le poids de Boltzmann P défini en (28) reste alors inchangé et on obtient
pour la quantité thermodynamique F̄

F̄
(

1

λ2
T,

1

λ2
µ

)
=

1

λ2ν
F̄(T, µ). (35)

En choisissant λ2 = T , on en déduit immédiatement que F̄ peut s’écrire
sous la forme :

F̄(T, µ) = (kBT )ν f

(
µ

kBT

)
. (36)

Cette preuve s’étend au niveau quantique, une démonstration possible –
calquée sur la démonstration classique – consistant à passer par le forma-
lisme de l’intégrale de chemin avec l’action S =

∫
t

∫
r
L et la densité de

lagrangien L = i~ψ∗∂tψ + ~2

2m |∇ψ|2 + Linter..
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Exemple : densité dans l’espace des phases. Cette quantité sans dimen-
sion est définie comme

D = ρ(d)λdT avec λT ∝ T−1/2. (37)

Nous avons vu en (31) que l’exposant ν est égal à d/2 pour la densité spa-
tiale ρ(d) ; on en déduit que

D = G
(

µ

kBT

)
, (38)

ce qui est l’invariance d’échelle recherchée pour cette équation d’état.

1-4 Fluides invariants d’échelle

Le gaz parfait. Parmi les fluides invariants d’échelle, c’est-à-dire présen-
tant la loi d’échelle (16), le plus simple est sans doute le gaz parfait. Puisque
l’énergie d’interaction est nulle dans ce cas et que l’énergie cinétique véri-
fie (21-25), on est certain que l’équation d’état de ce gaz donnant la den-
sité dans l’espace des phases ne sera une fonction que de la seule variable
µ/kBT . Cette invariance d’échelle était bien présente dans les résultats que
nous avions trouvés au chapitre 2, puisque nous avions obtenu la relation

D = Lid/2
(

eµ/kBT
)
. (39)

Fluide avec des interactions en 1/r2. Il est immédiat de vérifier que si le
potentiel V (r) décrivant les interactions binaires s’écrit [LANDAU & LIF-
SHITZ (1987), § 35] :

V (ri − rj) =
V0

|ri − rj |2
, (40)

alors la contrainte (26) sur l’énergie d’interaction est satisfaite. Nous n’étu-
dierons pas ici ce type d’interactions, signalons simplement qu’elles sont
à la base de nombreuses études de physique mathématique et de théorie
statistique des champs, avec les modèles de Calogero–Sutherland – Moser.

Le gaz de Fermi unitaire à trois dimensions. Considérons un gaz de
Fermi à deux composantes ↑ et ↓, à température suffisamment basse pour
que les interactions entre particules de même spin ↑↑ ou ↓↓, qui ne se pro-
duisent que pour des ondes partielles de moment cinétique supérieur à
1, soient négligeables. Les seules interactions présentes se produisent dans
l’onde s (moment cinétique nul) entre les deux composantes ↑↓. Elles se dé-
crivent par l’amplitude de diffusion dépendant du moment relatif k entre
les deux atomes entrant en collision,

f(k) =
−a

1 + ika
, (41)

où a est la longueur de diffusion associée à cette interaction.

Dans la situation « normale » où a prend une valeur finie et non nulle,
les interactions dans un gaz ultra-froid sont bien décrites par la limite k →
0 de (41), c’est-à-dire f(k) ≈ −a. La longueur de diffusion introduit alors
une échelle d’énergie naturelle dans le problème,

ε =
~2

ma2
, (42)

de sorte que l’équation d’état peut s’écrire, en absence d’autre échelle de
longueur pertinente

D = F
(
kBT

ε
,
µ

ε

)
. (43)

Dans cette écriture, on a tiré parti du fait que D étant sans dimension, on
doit pouvoir l’écrire en terme de deux combinaisons possibles également
sans dimension, obtenues à partir des trois énergies intervenant dans le
problème kBT , µ et ε.

Grâce à des résonances de diffusion (résonances de Fano–Feshbach), on
peut faire varier la longueur de diffusion a et la rendre infinie, auquel cas
l’amplitude de diffusion prend sa valeur maximale :

f(k) =
i

k
(44)

correspondant au régime unitaire [pour une revue, voir par exemple IN-
GUSCIO, KETTERLE et al. (2008) et ZWERGER (2011)]. Dans ce régime, il
n’y a plus d’échelle de longueur a associée aux interactions, donc plus
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d’échelle d’énergie ε. Le seul moyen d’exprimer la grandeur sans dimen-
sion D en fonction des deux énergies kBT et µ est donc de ne faire interve-
nir que le rapport de ces deux quantités, ce qui conduit de nouveau à une
équation d’état invariante d’échelle du type écrit en (38).

Notons que le caractère fermionique des particules est essentiel pour ce
raisonnement. Pour des bosons, l’étude du problème à trois corps montre
que des états liés du type de ceux prédits par EFIMOV (1971) apparaissent.
L’émergence de ces états vient introduire une nouvelle échelle de longueur
et d’énergie dans le problème, ce qui empêche l’obtention de l’invariance
d’échelle. Cette brisure de l’invariance d’échelle peut d’ailleurs être vue
comme une « anomalie quantique », semblable à celle que nous allons ren-
contrer un peu plus loin quand nous aurons à régulariser le potentiel de
contact. Pour les fermions en revanche, WERNER & CASTIN (2006b) ont
montré rigoureusement que le processus d’Efimov est absent, au moins si
ces fermions sont de masse égale.

Le gaz de Bose à 2D en interaction faible (g̃ . 1). Dans ce cours, nous
avons traité les interactions entre particules par une interaction de contact

V (ri − rj) =
~2

m
g̃ δ(2)(ri − rj). (45)

C’est ce qui nous a permis, dans le cadre de la description de l’état du gaz
par un champ classique ψ(r), de simplifier le terme d’interaction :

1

2

∫∫
V (r − r′) ψ∗(r)ψ∗(r′)ψ(r′)ψ(r) d2r d2r′

→ ~2

2m
g̃

∫
|ψ(r)|4 d2r. (46)

Or la relation déjà mentionnée δ(λx) = 1
λδ(x) pour chaque dimension d’es-

pace entraîne qu’à deux dimensions, le potentiel de contact vérifie la loi
d’échelle recherchée :

Einter. →
1

λ2
Einter. (47)

On s’attend donc là aussi à ce que la densité dans l’espace des phases soit
une fonction de la seule variable sans dimension µ/kBT , comme indiqué
en (38). Dans la section qui suit, nous allons montrer que cette invariance

d’échelle est effectivement bien vérifiée expérimentalement dans la zone
de validité de l’approche "champ classique". Nous étudierons ensuite dans
les sections 3 et 4 la brisure possible de cette invariance, liée au fait que
le potentiel de contact à deux dimensions (45) est singulier et qu’il faut le
régulariser pour décrire correctement l’interaction quantique entre atomes.

2 Mesures de l’équation d’état d’un gaz 2D

2-1 Approximation de densité locale

Les premières mesures précises de l’équation d’état d’un gaz atomique
à deux dimensions ont été faites en 2011 par les groupes de Chicago et de
l’ENS (HUNG, ZHANG et al. 2011 ; HA, HUNG et al. 2013 ; YEFSAH, DESBU-
QUOIS et al. 2011). Ces expériences ont été menées dans un piège harmo-
nique dans le plan xy créant le potentiel isotrope

Vtrap(r) =
1

2
mω2r2, r = (x, y). (48)

On varie le nombre d’atomes N et la température T du nuage, et on me-
sure la densité spatiale ρ(r) par une technique standard d’absorption d’un
faisceau sonde résonant.

Le lien avec l’équation d’état d’un gaz uniforme repose sur l’approxi-
mation de densité locale, que nous avons déjà eu l’occasion de présenter.
Pourvu que la densité ρ(r) varie lentement à l’échelle des paramètres mi-
croscopiques du gaz (longueur d’onde thermique, libre parcours moyen,
longueur de cicatrisation), l’état du gaz au voisinage d’un point r est le
même que celui d’un gaz uniforme de même température et de potentiel
chimique

µloc(r) = µ− V (r), (49)

où µ est le potentiel chimique du nuage piégé.

Pour déterminer la température T et le potentiel chimique µ du nuage,
on fait un ajustement de la distribution de densité dans les ailes du nuage
par la loi connue pour un gaz très dilué. Si on néglige complètement les
interactions, cette loi est celle du gaz de Bose idéal à deux dimensions (cf.
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FIGURE 2. Vérification de l’invariance d’échelle pour un gaz 2D de 87Rb en in-
teraction relativement faible, g̃ = 0.1. Les profils de densité ρ(r) mesurés dans
un potentiel V (r) se regroupent sur une courbe unique si on trace la densité dans
l’espace des phases D(r) = ρ(r)λ2

T en fonction de µloc(r)/kBT . Les deux régimes
Hartree–Fock (HF) et Thomas–Fermi (TF) correspondent respectivement au cas
faiblement et fortement dégénérés. Figure extraite de la thèse de Tarik YEFSAH

(2011).

chapitre 2) :

ρ(r) = −λ−2
T ln

(
1− e−µloc(r)/kBT

)
avec λ−2

T ∝ T, (50)

l’ajustement se faisant simultanément sur les deux paramètres T et µ. On
peut raffiner cet ajustement en incluant les interactions entre atomes dé-
crites à l’approximation de Hartree–Fock [chapitre 5, § 2.2 et HADZIBABIC

& DALIBARD (2011)].

Une fois T et µ déterminés, la vérification de l’invariance d’échelle et
l’équation d’état du fluide sont obtenues en reportant sur une même fi-
gure tous les profils de densité dans l’espace des phases D(r) = ρ(r)λ2

T .
Plus précisément, on trace les courbes D(r) obtenues pour différents
couples (µ, T ) en fonction du même paramètre µloc(r)/kBT . Si l’invariance
d’échelle est vérifiée, on s’attend à ce que tous ces profils se regroupent sur
une seule courbe, correspondant à un paramètre d’interaction g̃ donné.

FIGURE 3. Symboles fermés : équations d’état mesurées pour un gaz de molé-
cules 6Li2 avec un paramètre d’interaction g̃ = 0.60 (carrés), 1.07 (cercles), 2.75
(triangles). Les lignes pointillées donnent la prédiction obtenue par simulation
de champ classique (PROKOF’EV & SVISTUNOV 2002). Les symboles ouverts
donnent le résultat d’une simulation de Monte Carlo quantique. Figure extraite
de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016).

C’est ce que l’on vérifie sur la figure 2, obtenue avec un gaz 2D
d’atomes de rubidium. On a tracé également la prédiction obtenue à partir
de simulations de champs classiques faite par PROKOF’EV & SVISTUNOV

(2002). On constate un excellent accord sur toute la gamme des valeurs
µ/kBT , s’étendant depuis la région non-dégénérée, quasi-classique (ré-
gime Hartree-Fock), jusqu’au régime fortement dégénéré (Thomas–Fermi)
où les excitations thermiques sont très faibles et où l’équation d’état s’écrit
simplement 3

µ =
~2

m
g̃ ρ → D =

2π

g̃

µ

kBT
. (51)

3. La réduction des fluctuations de densité est implicitement prise en compte dans cette
expression. Si ces fluctuations de densité étaient présentes et telles que 〈ρ2〉 = 2 (〈ρ〉)2 (cha-

pitre 3, § 3.1), on aurait µ = 2 ~2
m
g̃ρ ou encore D = π

g̃
µ

kBT
, ce qui correspond à la courbe

tiretée (régime Hartree–Fock) de la figure 2 .
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Ce type d’expérience a été repris récemment par le groupe d’Heidel-
berg pour un gaz de molécules 6Li2 au voisinage d’une résonance de Fe-
shbach (BOETTCHER, BAYHA et al. 2016) [voir aussi des résultats de même
nature par le groupe de Chicago (HA, HUNG et al. 2013) et par le groupe
de Melbourne (FENECH, DYKE et al. 2016)]. Cela permet d’atteindre des
paramètres d’interaction g̃ nettement supérieurs et de rechercher des dé-
viations par rapport à la prédiction obtenue avec des champs classiques.
Les résultats de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016) sont reportés sur la figure
3. L’accord avec les prédictions de champ classique est relativement satis-
faisant pour g̃ = 0.60 et il se dégrade (en valeur relative) pour g̃ = 1.07.
Le paramètre en abscisse de cette figure est µ/kBT , mais ces courbes ont
été obtenues pour une seule température, de l’ordre de 60 nK. L’invariance
d’échelle n’est donc pas testée de manière directe dans cette expérience.

2-2 Liens entre quantités thermodynamiques

L’invariance d’échelle d’un fluide amène avec elle toute une série de re-
lations entre quantités thermodynamiques qui auraient autrement été in-
dépendantes. Ce point a été exploré initialement par HO (2004) dans le
cadre du gaz de Fermi unitaire à trois dimensions. Dans ce paragraphe,
nous allons nous concentrer plutôt sur le gaz de Bose bi-dimensionnel.

Notre point de départ sera deux relations de Maxwell déduites de la
différentielle du grand potentiel dΩ = −S dT −N dµ− P dV :

(
∂P

∂µ

)

T,V

=

(
∂N

∂V

)

T,µ

(
∂P

∂T

)

µ,V

=

(
∂S

∂V

)

T,µ

. (52)

Notons que nous continuons à utiliser la notation V pour désigner la taille
du système, alors qu’il ne s’agit pas à proprement parler d’un volume mais
d’une aire. De même, nous utilisons la dénomination "pression" pour la
variable P , qui en toute rigueur a la dimension d’une tension superficielle.

Considérons d’abord la première de ces relations et utilisons la loi
d’échelle homogène vue en § 1-1, valable pour des interactions à courte
portée : (

∂N

∂V

)

T,µ

=
N

V
= ρ. (53)

Du fait de l’invariance d’échelle, nous savons que la densité dans l’espace
des phases ρλ2

T est une fonction de µ/kBT , et donc que la densité spatiale
ρ peut s’écrire comme kBT fois une fonction de µ/T :

ρ(µ, T ) = kBT g
′
(

µ

kBT

)
. (54)

Ici, g′ représente la dérivée d’une fonction g, la raison d’être de cette écri-
ture apparaîtra dans la ligne qui suit.

L’intégration de (
∂P

∂µ

)

T,V

= ρ(µ, T ) (55)

nous indique que la pression s’écrit

P (µ, T ) = (kBT )2 g

(
µ

kBT

)
. (56)

Passons maintenant à la seconde relation de Maxwell écrite en (52).
Comme nous l’avons fait pour le nombre de particules en (53), nous pou-
vons simplifier le membre de droite pour un système avec des interactions
à courte portée en introduisant l’entropie par unité de surface S/V :

(
∂S

∂V

)

T,µ

=
S

V
. (57)

En injectant l’expression (56) pour la pression, nous en déduisons

S

V
=

2P − µρ
T

. (58)

Cette relation a été utilisée par YEFSAH, DESBUQUOIS et al. (2011) pour
déterminer l’entropie du gaz sur une grande plage de valeurs de µ/kBT ,
avec des valeurs aussi basses que 0.06 kB par particule pour les échantillons
les plus froids.

Une dernière relation utile consiste à relier pression et énergie par unité
de surface E/V . En utilisant le fait que le grand potentiel

Ω = E − TS − µN (59)
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est égal (toujours pour des interactions à suffisamment courte portée) à
−PV , on trouve en injectant le résultat (58) :

E = PV. (60)

Un résultat similaire (avec un coefficient numérique différent du fait du
changement de dimensionnalité) avait été obtenu par HO (2004) pour un
fluide 3D.

2-3 Les méthodes "sans ajustement"

L’existence de l’invariance d’échelle offre une voie alternative à l’ana-
lyse des profils de densité dans un piège et l’obtention de l’équation d’état
du fluide. Cette méthode a été mise au point par le groupe du MIT pour
un gaz tri-dimensionnel de fermions à la limite unitaire KU, SOMMER et al.
(2012). Elle a ensuite été adaptée au cas bi-dimensionnel par le groupe de
l’ENS (DESBUQUOIS, YEFSAH et al. 2014).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette méthode qui tire parti
de l’approximation de densité locale et nous renvoyons le lecteur à la thèse
de DESBUQUOIS (2013) dans laquelle elle est détaillée. Elle permet d’évi-
ter la détermination de la température et du potentiel chimique de chaque
réalisation de l’expérience, ce qui élimine une source importante d’erreurs
systématiques. Cette méthode repose sur le choix judicieux de deux va-
riables thermodynamiques sans dimension, qui ne nécessitent pas d’as-
signer une température et un potentiel chimique à chaque image, ni de
connaître la détectivité du système experimental. Ces données sont déter-
minées a posteriori, en utilisant un point de référence pour lequel l’état du
gaz est bien connu.

Comme expliqué par DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014), il y en prin-
cipe une infinité de couples de variables sans dimension qui peuvent être
choisies. En pratique, comme ces variables passent la prise de dérivée de
grandeurs expérimentales, le choix est restreint ; KU, SOMMER et al. (2012)
et DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014) introduisent une compressibilité ré-
duite et une pression réduite :

κ̃ = −~2

m

dρ

dVtrap
P̃ =

m

~2ρ2

∫ +∞

Vtrap

ρ(Vtrap) dVtrap. (61)

qui se calculent pour chaque image du gaz donnant ρ(r), connaissant le
potentiel de piégeage Vtrap(r). En reprenant les notations de la section pré-
cédente, on constate que κ̃ et P̃ sont proportionnels respectivement aux
fonctions g′′ et g/(g′)2.

L’intérêt de paramétrer la densité spatiale par le potentiel du piège Vtrap

réside dans l’approximation de densité locale : cela revient à paramétrer
par le potentiel chimique µloc en utilisant µloc(r) = µ−Vtrap(r). On obtient
ainsi une courbe paramétrée dans le plan (κ̃, P̃ )

κ̃(Vtrap), P̃ (Vtrap) (62)

sur laquelle tous les points de mesure doivent s’accumuler et qui constitue
en elle-même une version de l’équation d’état. Le retour vers une équa-
tion d’état plus "traditionnelle", par exemple la densité dans l’espace des
phases D en fonction de µ/kBT , se fait en manipulant les relations thermo-
dynamiques vues au paragraphe précédent.

2-4 Comportement universel autour de Tc

L’invariance d’échelle (approchée) que nous avons étudiée jusqu’ici
portait sur l’ensemble du régime du fluide dimensionnel, depuis la région
faiblement dégénérée où µ/kBT est grand en valeur absolue et négatif jus-
qu’à la région fortement dégénérée où µ/kBT est positif et grand devant 1,
en passant par la zone critique. Pour chaque valeur du paramètre d’inter-
action g̃, nous obtenons une fonction G(µ/kBT ) qui permet de déterminer
l’ensemble des grandeurs thermodynamiques du fluide.

En revanche, nous n’avons pas cherché à connecter deux fonctions G
différentes obtenues pour deux valeurs de g̃. Une telle connexion n’est
d’ailleurs a priori pas possible, sauf si on se limite au voisinage du point cri-
tique. Dans cette région, une universalité supplémentaire apparaît (PRO-
KOF’EV & SVISTUNOV 2002). Elle indique que l’écart d’une quantité phy-
sique à sa valeur critique, par exempleD−Dc pour la densité dans l’espace
des phases, doit s’exprimer comme une fonction de la seule variable

1

g̃

[
µ

kBT
−
(

µ

kBT

)

c

]
. (63)
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FIGURE 4. Ecart entre la densité dans l’espace des phases D et sa valeur critique
Dc, en fonction du paramètre "universel" défini en (63). Le paramètre g̃ vaut
0.05 (triangles verts), 0.13 (losanges bleus), 0.19 (cercles rouges) and 0.26 (carrés
magenta). L’insert représente la variation deD en fonction de µ/kBT . Ces mesures
sont faites sur un gaz de césium au voisinage d’une résonance de Feshbach. Figure
extraite de HUNG, ZHANG et al. (2011).

Cette prédiction a été testée avec succès par le groupe de Chicago. HUNG,
ZHANG et al. (2011) ont étudié le voisinage du point critique pour des pa-
ramètres d’interaction variant de 0.05 à 0.26 (figure 4). Ils ont montré que
les variations de la quantité D − Dc peuvent effectivement se superposer
quand on les trace en fonction de la variable (63).

3 Le potentiel delta à 2D

L’invariance d’échelle que nous venons d’étudier est une propriété re-
marquable des gaz 2D; elle est directement liée à la possibilité de modéliser
le potentiel d’interaction entre deux atomes U(r1 − r2) par une distribu-
tion de Dirac, avec δ(2D)(λ r) = 1

λ2 δ
(2D)(r). Cette modélisation ne pose pas

de problème particulier au niveau de la description en champ classique.
En revanche, elle n’est pas tenable si on veut prendre en compte le carac-
tère quantique du mouvement des atomes. Nous avons vu au chapitre 2
que le traitement quantique de la collision entre deux particules introduit
une échelle de longueur, la longueur de diffusion à deux dimensions a2.
Or l’existence de cette longueur a pour effet immédiat de briser l’inva-
riance d’échelle. Dans cette partie, nous allons brièvement revenir sur le
problème de collision à deux dimensions, pour expliciter le problème lié à
une interaction de contact. Nous allons adopter ici la procédure détaillée
par HOLSTEIN (1993), qui consiste à partir d’une distribution de Dirac et à
la régulariser 4 en mettant une coupure dans l’espace des impulsions à une
valeur maximale Q.

3-1 État stationnaire de diffusion

Nous considérons ici une collision entre deux particules identiques
de masse m en nous plaçant dans le référentiel de leur centre de masse.
Comme expliqué au chapitre 2, cela revient à étudier le problème de la dif-
fusion d’une particule de masse réduite mr = m/2 par le potentiel U(r).
Considérons un état de diffusion ψ(r) d’énergie positive

E ≡ ~2k2

2mr
(64)

et écrivons U(r) comme une distribution de Dirac d’amplitude ~2g̃/m
comme nous l’avons fait dans les chapitres précédents :

U(r) =
~2

m
g̃ δ(2D)(r). (65)

L’équation de Schrödinger indépendante du temps permet de déterminer
la forme des états stationnaires de diffusion d’énergie E. Cette équation

4. La discussion d’autres méthodes de régularisation est présentée par exemple dans
MEAD & GODINES (1991), CABO, LUCIO et al. (1998) et NYEO (2000). Il est par ailleurs pos-
sible d’implémenter une version spatialement discrétisée du problème qui permet d’éviter
toute divergence, comme montré par MORA & CASTIN (2003) et CASTIN (2004). On peut en-
fin utiliser une famille de potentiels plus élaborés, les Λ potentiels, comme expliqué dans OL-
SHANII & PRICOUPENKO (2002), PRICOUPENKO (2004) et PRICOUPENKO & OLSHANII (2007)
(voir aussi TAN (2005)).
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s’écrit (
∇2 + k2

)
ψ(r) = g̃ δ(r)ψ(r). (66)

Nous souhaitons déterminer la forme des états stationnaires de diffusion
ψ(r) et montrer pourquoi l’amplitude de diffusion contient un terme sus-
ceptible de briser l’invariance d’échelle.

Passons cette équation en point de vue de Fourier en introduisant la
transformée φ(q) de ψ(r) :

φ(q) =

∫
e−iq·r ψ(r) d2r ψ(r) =

1

(2π)2

∫
eiq·r φ(q) d2q (67)

ce qui donne
(q2 − k2)φ(q) = −g̃ ψ(0). (68)

Puisqu’on s’intéresse à un problème de diffusion, la solution de cette équa-
tion s’obtient en ajoutant l’onde plane incidente eik·r à la solution particu-
lière proportionnelle à g̃ :

φ(q) = (2π)2 δ(q − k) − g̃ ψ(0)

q2 − k2 − iε
. (69)

Notons que nous avons ajouté le facteur de convergence iε à l’énergie ∝
k2 de l’état recherché, car nous recherchons l’état stationnaire de diffusion
avec une onde cylindrique sortante.

Supposons pour l’instant connue la valeur de g̃ψ(0). La transformée de
Fourier 2D inverse de la fonction 1/(q2 − k2 − iε) est proportionnelle à la
fonction de Hankel de première espèce :

H
(1)
0 (kr) = − i

π2

∫
eiq·r

q2 − k2 − iε
d2q, (70)

cette fonction étant elle-même directement reliée aux fonctions de Bessel
de première et deuxième espèce, J0 et H0, rencontrées au chapitre 2 :

H
(1)
0 (x) = J0(x) + iY0(x). (71)

Le comportement asymptotique de H(1)
0 (kr) aux grands r est

H
(1)
0 (kr) ∼

√
2

πkr
ei(kr−π/4) (72)

qui est bien celui d’une onde cylindrique sortante. L’état stationnaire de
diffusion (69) s’écrit donc dans l’espace des positions

ψ(r) = eik·r − i

4
g̃ψ(0) H

(1)
0 (kr). (73)

On retrouve donc un problème de diffusion similaire à celui traité au
chapitre 2 avec l’amplitude de diffusion

f(k) = g̃ψ(0). (74)

3-2 Nécessité d’une coupure

Pour caractériser entièrement la diffusion par le potentiel g̃δ(r), il nous
reste à évaluer g̃ψ(0). Pour cela, repartons de (69) et remarquons que l’auto-
cohérence du modèle nécessite d’imposer

ψ(0) =
1

(2π)2

∫
φ(q) d2q = 1 − g̃ ψ(0)

(2π)2

∫
1

q2 − k2 − iε
d2q. (75)

La nécessité d’imposer une coupure dans l’espace des impulsions apparaît
alors immédiatement, puisque l’intégrale qui précède diverge à 2D (alors
qu’elle ne pose pas de problème à 1D). Avec la coupure, l’intégrale se cal-
cule en utilisant 5 :

∫ Q

0

2q

q2 − k2 − iε
dq = 2 ln(Q/k) + iπ (77)

où nous avons négligé une contribution en 1/Q2. Nous obtenons donc

g̃ψ(0) = f(k) =
1

1

g̃
+

1

2π
ln(Q/k) +

i

4

, (78)

5. On rappelle que

1

x− x0 − iε
= PP

(
1

x− x0

)
+ iπδ(x− x0). (76)
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ce qui correspond à la structure trouvée au chapitre 2 pour l’amplitude de
diffusion 6

f(k) =
1

1

2π
ln(1/ka2) +

i

4

, (79)

avec la longueur de diffusion

a2 =
e−2π/g̃

Q
, (80)

qui dépend à la fois du paramètre sans dimension g̃ et de la coupure Q.

Dans le problème du gaz 2D traité par champ classique, nous avons
utilisé le fait qu’un potentiel de contact g̃δ(r) pouvait se décrire par une
amplitude de diffusion f(k) constante

champ classique :
1

f(k)
≈ 1

g̃
. (81)

Quand on prend en compte le caractère quantique du mouvement des par-
ticules, on voit qu’au niveau du problème à deux corps, cette approxima-
tion n’est pas possible stricto sensu. En particulier, contrairement à ce qui se
produit pour le cas 3D [cf. eq. (41)], l’amplitude f(k) n’admet pas de limite
finie quand k → 0 dans le cas bi-dimensionnel.

En résumé, nous trouvons pour le potentiel de contact ~2

m g̃δ(r) :

— qu’il est nécessaire d’introduire une coupure Q dans l’espace des im-
pulsions ;

— que cette coupure modifie l’amplitude de diffusion f(k) :

1

f(k)
≈ 1

g̃
−→ 1

f(k)
≈ 1

g̃
+

1

2π
ln

(
Q

k

)
(82)

où l’on a gardé ici uniquement les termes réels (dominants) dans
1/f(k) ;

6. Pour simplifier l’écriture, nous négligeons ici certaines corrections logarithmiques
d’ordre unité, comme le coefficient η = 0.89 qui apparaissait dans l’équation (106) du chapitre
2.

— que cette coupure fait émerger une longueur de diffusion à deux di-
mensions a2, la modification de l’amplitude de diffusion s’écrivant
alors :

1

f(k)
≈ 1

g̃
−→ 1

f(k)
≈ 1

2π
ln

(
1

ka2

)
, (83)

où a2 = 1
Qe−2π/g̃ .

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la présence de cette échelle de
longueur vient briser l’invariance d’échelle que nous avions trouvé dans
le formalisme du champ classique : les interactions quantiques à deux di-
mensions ne peuvent pas se décrire avec un nombre sans dimension g̃ in-
dépendant des échelles d’énergie en jeu. En particulier, l’équation d’état
du gaz prend désormais la forme générique suivante (RANÇON & DUPUIS

2012) :

ρλ2
T = F

[
µ

kBT
, g̃(µ)

]
. (84)

Nous allons maintenant examiner sur le cas simple T = 0 la structure de
cette équation d’état.

3-3 Equation d’état à température nulle

Dans ce paragraphe, nous discutons brièvement une première manifes-
tation de la brisure de l’invariance d’échelle, qui se manifeste sur l’équation
d’état du gaz de Bose 2D à T = 0. L’écriture de cette équation d’état a fait
l’objet de nombreuses publications depuis les travaux initiaux de SCHICK

(1971) et POPOV (1972). Notons que dans ce cas, le théorème de Mermin–
Wagner ne s’applique plus et le gaz peut présenter un véritable ordre à
longue portée avec une fraction condensée importante.

Dans le cadre de la théorie de champ classique, l’équation d’état du gaz
2D à T = 0 est simplement (cf. chapitre 5, équation 12) :

µ =
~2

m
g̃ ρ ←→ ρ =

mµ

~2

1

g̃
. (85)

Cette relation linéaire entre densité spatiale ρ et potentiel chimique µ est
inévitable dans le cadre d’une équation d’état invariante d’échelle, dans la
limite T → 0. En effet, nous avons vu que l’invariance d’échelle entraîne
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que la densité dans l’espace des phases est de manière générale une fonc-
tion de µ/kBT seulement, dont on déduit :

D = G
(

µ

kBT

)
−→ ρ ∝ T G

(
µ

kBT

)
. (86)

Pour qu’une limite T → 0 existe pour la densité spatiale ρ dans cette der-
nière relation, il faut que le terme dominant de G(x) quand x → ∞ soit
linéaire en x et on en déduit alors immédiatement ρ ∝ µ.

La brisure de l’invariance d’échelle par les effets quantiques vus plus
haut va venir modifier ce résultat très simple. On peut montrer de ma-
nière générale que la relation entre ρ et µ fait intervenir l’amplitude de
diffusion f(k) pour des collisions de très bas vecteur d’onde, qui sont les
seules pertinentes dans ce régime (POPOV 1972). La substitution de l’am-
plitude de diffusion "classique" g̃ par l’amplitude de diffusion "quantique"
(83) conduit alors à une expression du type

ρ =
mµ

2π~2
ln

(
1

k∗a2

)
, (87)

où nous avons introduit une échelle "naturelle" de vecteur d’onde k∗ qu’il
s’agit maintenant d’expliciter. Nous allons pour cela nous appuyer sur la
synthèse faite par MORA & CASTIN (2009), dont nous allons énoncer les
principaux résultats [voir aussi ASTRAKHARCHIK, BORONAT et al. (2009)].
On pourra consulter également les articles plus récents de MASHAYEKHI,
BERNIER et al. (2013) et SALASNICH (2017) où des corrections supplémen-
taires sont prises en compte.

Partant d’interactions caractérisées par la longueur de diffusion a2, on
cherche à faire un développement de l’expression des différentes quantités
physiques du gaz à température nulle en puissances du paramètre

ε =
1

ln(E2/µ)
avec E2 =

~2

ma2
2

. (88)

Ce paramètre est effectivement petit devant 1 si on prend une limite basse
densité pour laquelle 0 < µ � E2. MORA & CASTIN (2009) calculent en
particulier le grand potentiel qu’ils écrivent sous la forme :

Ω(µ)

L2
= −mµ

2

8π~2

[
1

ε
+ α0 + α1ε+ . . .

]
. (89)

et pour lequel ils calculent explicitement les premiers coefficients du déve-
loppement α0 et α1.

On déduit de cette expression la densité spatiale :

ρ =
N

L2
= − 1

L2

(
∂Ω

∂µ

)

T,L2

(90)

ce qui donne à l’ordre le plus bas en ε

ρ =
mµ

4π~2
ln

(
E2

µ

)
. (91)

Il s’agit bien de la forme annoncée en (87), en posant

~2k2
∗

m
= µ. (92)

C’est donc la valeur du potentiel chimique qui vient donner l’échelle perti-
nente de vecteur d’onde k∗ à insérer dans l’amplitude de diffusion et dans
l’équation d’état.

3-4 Le cas pratique d’une expérience d’atomes froids

Considérons maintenant le cas pratique d’un gaz bi-dimensionnel ob-
tenu en appliquant un fort potentiel de confinement dans la direction z.
Nous supposons comme d’habitude que ce potentiel est harmonique de
pulsation ωz . Nous avons donné au chapitre 2 l’expression de la longueur
de diffusion à 2D 7 :

a2 ≈ aoh e−2π/g̃. (93)

Dans cette expression, aoh = (~/mωz)1/2 représente l’extension de l’état
fondamental du mouvement selon la direction z. On trouve alors en utili-
sant (91)

ρ ≈ mµ

~2

[
1

g̃
+

1

4π
ln

(
µ

~ωz

)]
. (94)

7. Comme plus haut dans ce chapitre et pour simplifier la discussion, nous négligeons
ici un coefficient multiplicatif d’ordre unité, présent dans l’équation (110) du chapitre 2 mais
sans importance pour la discussion présente.
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FIGURE 5. Paramètre G = m/(~2κ), caractérisant le lien entre densité ρ et
potentiel chimique µ à très basse température pour un gaz 2D d’atomes de cé-
sium. La théorie de champ classique prédit G = g̃ (ligne droite rouge). La ligne
noire continue représente une prédiction basée sur la théorie de Ginzburg–Landau
(SACHDEV & DEMLER 2004). Les symboles ouverts ont été obtenus pour un gaz
évoluant dans un réseau optique opérant dans un régime où son effet est essen-
tiellement une renormalisation de la masse et de la force des interactions. Figure
extraite de HA, HUNG et al. (2013).

Dans la plupart des expériences d’atomes froids, potentiel chimique µ et
énergie de confinement ~ωz ne diffèrent pas par plusieurs ordres de gran-
deurs, de sorte que le deuxième terme du crochet figurant ci-dessus est
généralement notablement plus petit que 1. Si le paramètre d’interaction
g̃ est lui-même plus petit que 1, le terme dominant dans (94) est 1/g̃, et la
théorie de champ classique s’applique.

L’expérience menée à Chicago par HA, HUNG et al. (2013) sur des
atomes de césium dans un réseau optique a toutefois permis de sonder
le régime T ≈ 0 en présence de fortes interactions, avec le paramètre g̃
dépassant 2. À partir de la compressibilité κ = ∂ρ

∂µ du gaz superfluide
à température très basse, HA, HUNG et al. (2013) définisse le paramètre
G = m/(~2κ). Les valeurs mesurées pour ce paramètre sont représentées
sur la figure 5. Elles montrent une déviation notable par rapport à la pré-

diction de la théorie de champ classique G = g̃ pour les grandes valeurs
de g̃.

4 Le mode de respiration d’un gaz piégé

Pour mettre en évidence l’éventuelle invariance d’échelle d’un gaz bi-
dimensionnel, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont proposé d’étudier le mode
de respiration de ce gaz quand on le confine dans un piège harmonique
isotrope, V (r) = 1

2mω
2r2 avec r2 = x2 +y2. Ce mode de respiration, encore

appelé mode monopolaire, consiste en une dilatation puis une contraction
isotrope du gaz. En présence de l’invariance d’échelle, il doit présenter les
propriétés suivantes :

— Il se fait à la fréquence 2ω, sans aucune modification liée aux interac-
tions.

— Il ne présente pas d’amortissement.

— Ces propriétés sont valables quelle que soit l’amplitude d’excitation
du mode (pas nécessairement faible).

Un ensemble de propriétés aussi simples en font évidemment un can-
didat de choix pour étudier précisément l’invariance d’échelle et son éven-
tuelle brisure du fait de la régularisation du potentiel en δ(r). Signalons
par ailleurs que ces propriétés ont été étendues à un autre fluide invariant
d’échelle, le gaz de Fermi unitaire 3D, par WERNER & CASTIN (2006a).

Dans cette section, nous allons d’abord expliquer l’origine des proprié-
tés que nous venons de mentionner en prenant successivement deux points
de vue. Le premier, très concret, consistera à étudier l’évolution dans le
temps du champ classique ψ(r, t). Le second, plus formel, sera basé sur
une algèbre d’opérateurs. Nous aborderons ensuite l’anomalie quantique
concernant ce mode, c’est-à-dire la perte de la symétrie qui lui est associée
lors du passage vers une description quantique de l’oscillation.

4-1 Point de vue ondulatoire

Considérons un champ classique ψ(r, t) décrivant un fluide 2D évo-
luant dans un piège harmonique isotrope, avec l’interaction de contact dé-
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crite par le paramètre g̃. L’équation d’évolution déduite de la fonctionnelle
d’énergie de Gross–Pitaevskii s’écrit 8

i~ψ̇(r, t) = − ~2

2m
∇2ψ +

1

2
mω2r2 ψ(r, t) +

~2

m
g̃ |ψ(r, t)|2 ψ(r, t). (95)

Partons d’une solution stationnaire ψ0(r) associée au potentiel chimique
µ :

µψ0(r) = − ~2

2m
∇2ψ0 +

1

2
mω2r2 ψ0(r) +

~2

m
g̃ |ψ0(r)|2 ψ0(r). (96)

On peut alors vérifier explicitement que l’on peut fabriquer toute une
classe de fonctions solutions de l’équation dépendant du temps (95) en
posant :

ψ(r, t) =
eiα(t)

λ(t)
eiβ(t) r2 ψ0

(
r

λ(t)

)
(97)

où les fonctions α(t) et β(t) s’expriment en fonction de la troisième fonction
λ(t)

α(t) = −µ
~

∫ t

0

dt′

λ2(t′)
, β(t) =

m

2~
λ̇(t)

λ(t)
, (98)

et où cette troisième fonction λ(t) vérifie l’équation différentielle

λ̈(t) = ω2

[
1

λ3(t)
− λ(t)

]
. (99)

Les solutions de cette dernière équation sont

λ(t) = [sinh(η) cos(2ωt+ ϕ) + cosh(η)]
1/2 (100)

où l’amplitude η et la phase ϕ sont arbitraires. Ces fonctions λ(t) sont pé-
riodiques en temps de période π/ω ; chacune correspond à un mode de res-
piration avec le facteur d’échelle λ(t) puisque la densité spatiale déduite de
(97) vérifie

ρ(r, t) =
1

λ2(t)
ρ0

(
r

λ(t)

)
. (101)

8. Le ˙ signifie ici et dans ce qui suit une dérivée par rapport au temps.

Comparaison avec le cas 3D. L’existence d’une loi d’échelle dans l’évo-
lution d’un gaz quantique a également été montrée dans le cas 3D par
CASTIN & DUM (1996) et KAGAN, SURKOV et al. (1996). Les relations que
l’on déduit dans ce cas sont notamment très commodes pour déterminer le
comportement d’un condensat de Bose–Einstein quand on coupe le piège
qui le confine. Toutefois, il s’agit dans le cas 3D de relations approchées,
obtenues en supposant que l’énergie cinétique est petite devant les autres
énergies en jeu, interaction et piégeage. Dans le cas 2D au contraire, le fait
que la loi d’échelle soit la même pour l’énergie cinétique et pour l’énergie
d’interaction entraîne que la fonction ψ(r, t) écrite en (97) est une solution
exacte de l’équation de Gross–Pitaevskii, quelle que soit l’importance rela-
tive des différentes contributions à l’énergie du système.

4-2 Point de vue algébrique

La méthode ondulatoire décrite plus haut permet de déterminer expli-
citement la classe de fonctions correspondant au mode de respiration 2D,
mais elle ne révèle pas la symétrie cachée derrière la dégénérescence cor-
respondant à toutes ces fonctions oscillant à la même fréquence 2ω. Pour
mettre en évidence cette symétrie, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont intro-
duit trois opérateurs appropriés au problème et ils ont montré que ces opé-
rateurs formaient une algèbre fermée. La dégénérescence recherchée s’en
déduit alors simplement.

Partant des trois contributions à l’hamiltonien du système

Ĥcin =
∑

j

p̂2
j

2m
Ĥint =

∑

i<j

U (r̂i − r̂j) Ĥtrap =
∑

j

1

2
mω2r̂2

j (102)

les trois opérateurs utiles sont :

L̂1 =
1

2ω

(
Ĥcin + Ĥint − Ĥtrap

)
, (103)

L̂2 =
1

4

∑

j

(r̂j · p̂j + p̂j · r̂j) , (104)

L̂3 =
1

2ω

(
Ĥcin + Ĥint + Ĥtrap

)
. (105)
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On remarquera que L̂3 n’est autre que l’hamiltonien total Ĥ du système,
au facteur 1/2ω près.

Si le potentiel d’interaction U(r) satisfait la loi d’échelle U(λr) =
1
λ2U(r), alors on peut vérifier 9 que l’on a les trois relations de commu-
tation

[L̂1, L̂2] = −i~L̂3, [L̂2, L̂3] = i~L̂1, [L̂3, L̂1] = i~L̂2. (106)

S’il n’y avait pas le signe − dans la première relation, on reconnaîtrait les
équations caractérisant l’opérateur moment cinétique dans l’espace à trois
dimensions et on serait donc en présence de l’algèbre de Lie du groupe
des rotation SO(3). Avec ce signe −, l’algèbre de Lie décrite ici est celle du
groupe de Lorentz en 2+1 dimensions, correspondant au groupe SO(2,1).

Cette algèbre fermée à trois opérateurs permet de déduire une série
de propriétés importantes concernant les états propres du fluide. Comme
pour l’algèbre du moment cinétique, introduisons les deux opérateurs

L̂± = L̂1 ± iL̂2. (107)

On vérifie immédiatement les relations de commutation

[L̂3, L̂±] = ±~ L̂± (108)

dont on déduit que si l’on se donne un état propre |ψ〉 de L̂3 (donc de Ĥ),
on peut engendrer une série d’autres états propres en faisant agir L̂± sur
|ψ〉. En particulier, si E est la valeur propre associée à |ψ〉 pour Ĥ , alors
E + 2~ω sera associée à L̂+|ψ〉. La "tour" d’états d’énergie E + n 2~ω avec
n ∈ N correspond au mode monopolaire d’amplitude (liée au nombre de
quanta n) quelconque que nous avons trouvé au paragraphe précédent.

4-3 Brisure de l’invariance d’échelle

Le raisonnement algébrique qui précède utilise de manière explicite la
loi d’échelle du potentiel d’interaction U(λr) = 1

λ2U(r). Dans la mesure où
cette loi d’échelle cesse d’être vérifiée quand on régularise le potentiel de
contact à 2D, on s’attend à ce que les propriétés trouvées par PITAEVSKII &

9. On utilise notamment la propriété (r ·∇)U = −2U .

ROSCH (1997) soient également invalidées par cette procédure de régulari-
sation.

Les conséquences de la brisure d’invariance d’échelle ont été étudiées
en détail par OLSHANII, PERRIN et al. (2010) et HU & LIANG (2011) pour
des bosons et par HOFMANN (2012) pour des fermions. Nous n’allons pas
reprendre ici le détail de ces articles et nous indiquons simplement les ré-
sultats principaux. Le point essentiel est que l’algèbre des trois opérateurs
cesse d’être fermée et les commutateurs (106) font maintenant intervenir le
terme supplémentaire proportionnel à

a2
∂Ĥ

∂a2
(109)

qui ne s’exprime pas en termes des trois opérateurs L̂j . Pour le cas d’un gaz
de Bose 2D fortement confiné dans la troisième direction par un potentiel
harmonique, OLSHANII, PERRIN et al. (2010) ont montré qu’un traitement
perturbatif du terme "anormal" (109) conduisait pour un mouvement de
faible amplitude à un déplacement en fréquence du mode monopolaire

δωmonop.

2ω
=

1

4
√
π

a

aoh
. (110)

Comme le rapport entre la longueur de diffusion à trois dimensions a
et l’extension de l’état fondamental de l’oscillateur harmonique aoh est
en général petit devant 1, ce déplacement est très faible et n’a –à notre
connaissance– pas encore été mesuré. L’utilisation d’une résonance de Fe-
shbach pourrait permettre d’augmenter a , donc l’importance de cette cor-
rection. Pour un gaz de fermions dans le régime du cross-over BEC–BCS, un
résultat similaire a été obtenu par HOFMANN (2012), qui relie par ailleurs
son résultat aux propriétés du contact de Tan.

4-4 Études expérimentales

Sur des bosons (87Rb), la première étude en relation avec le mode mo-
nopolaire de PITAEVSKII & ROSCH (1997) a été faite CHEVY, BRETIN et al.
(2001) à Paris. Il ne s’agissait pas à strictement parler d’un gaz 2D, mais
plutôt d’un gaz en forme de cigare très allongé. Cette étude est néanmoins
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!monop.

!

ln(kF a2)

FIGURE 6. Fréquence du mode monopolaire d’un gaz 2D de fermions (40K) au
voisinage d’une résonance de Feshbach. La longueur de diffusion a2 est mesurée ici
en unités du vecteur d’onde de Fermi kF (EF = ~2k2

F /2m ≈ 5 à 8 kHz×h). On
trouve que la fréquence du mode monopolaire reste très proche de la valeur prédite
dans le cadre de l’invariance d’échelle, même quand la longueur de diffusion a2

devient grande. Figure extraite de VOGT, FELD et al. (2012).

pertinente du fait du découplage effectif entre les degrés de liberté trans-
verses du cigare (ceux affectés par le mode monopolaire) et le degré de li-
berté longitudinal. CHEVY, BRETIN et al. (2001) ont effectivement observé
un mode monopolaire de très longue durée de vie, de fréquence égale à 2ω
à la précision de mesure près (3 10−3 en valeur relative).

Une expérience plus récente a été menée à Cambridge sur des fermions
(40K) dans une géométrie 2D par VOGT, FELD et al. (2012). Là aussi, le
mode monopolaire a été observé avec une fréquence compatible avec la
prédiction 2ω de champ classique (figure 6) et avec un très faible amortis-
sement (Γ/ω ∼ 0.05). Ce résultat est plus surprenant que celui de Paris, car
les chercheurs de Cambridge s’étaient placés au voisinage d’une résonance
de Feshbach. On aurait donc pu s’attendre à ce que la régularisation du po-
tentiel δ(r) joue un rôle important. Ce résultat « négatif » a été expliqué par
TAYLOR & RANDERIA (2012) par le fait que le déplacement de la fréquence
du mode monopolaire fait intervenir la quantité 2P − ρ∂P∂ρ , quantité qui se
trouve être presque nulle du fait de la compensation entre ses deux termes.
L’approche de TAYLOR & RANDERIA (2012) permet d’expliquer également
le très faible amortissement observé à Cambridge.

Signalons pour finir que les corrections logarithmiques liées à la régula-
risation du potentiel de contact ont été vues dans des gaz de Fermi à 2D sur
d’autres quantités, comme la mesure par spectroscopie radiofréquence de
la position des états liés. Ces mesures faites au MIT par SOMMER, CHEUK

et al. (2012) ont été analysées en termes d’anomalie quantique par LANG-
MACK, BARTH et al. (2012) et ZWERGER (2016).
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