
Fluides quantiques de basse dimension et transition de Kosterlitz–Thouless

Jean Dalibard
Collège de France, chaire Atomes et rayonnement

Cours 2016-17

!





Table des matières

Introduction 6

I Peierls et l’ordre cristallin en basse dimension 13

1 L’argument de Peierls à une dimension . . . . . . . . . . . . 13

1-1 Un argument simple : l’empilement de défauts . . . . 13

1-2 Le cristal harmonique classique . . . . . . . . . . . . . 15

1-3 Corrélation des écarts uj à l’équilibre thermique . . . 16

1-4 Le cas quantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Cristaux à deux ou à trois dimensions . . . . . . . . . . . . . 18

2-1 Écarts à l’équilibre dans le cas bidimensionnel . . . . 19

2-2 Un paramètre d’ordre : les pics de Bragg . . . . . . . 20

2-3 Le cristal tri-dimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2-4 Le théorème de Mermin–Wagner–Hohenberg . . . . 22

3 Les cristaux bi-dimensionnels au laboratoire . . . . . . . . . 22

3-1 Scénario pour la fusion d’un cristal 2D . . . . . . . . . 23

3-2 Mise en évidence sur des systèmes colloïdaux . . . . 24

3-3 Et le graphène? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

II Du cas idéal aux interactions binaires 27

1 Le gaz de Bose uniforme à 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1-1 La non-saturation des états excités . . . . . . . . . . . 28

1-2 La distribution en impulsion . . . . . . . . . . . . . . 30

1-3 Fonction de corrélation à un corps . . . . . . . . . . . 31

1-4 Les effets de taille finie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Le gaz de Bose dans un piège harmonique 2D . . . . . . . . . 32

2-1 L’influence de la dimension d’espace . . . . . . . . . 33

2-2 Le point de condensation . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2-3 Approximation semi-classique . . . . . . . . . . . . . 34

2-4 Approximation de densité locale . . . . . . . . . . . . 35

3 Un gaz 2D presque idéal : les photons en cavité . . . . . . . . 36

3-1 Masse et potentiel harmonique pour les photons . . . 36

3-2 Température et potentiel chimique . . . . . . . . . . 37

3-3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4 Collisions binaires à deux dimensions . . . . . . . . . . . . . 40

4-1 Séparation des variables, amplitude de diffusion . . 41

4-2 La longueur de diffusion à 3D . . . . . . . . . . . . . 42

4-3 La longueur de diffusion à 2D . . . . . . . . . . . . . 43

3



4-4 Collisions dans une géométrie quasi-2D . . . . . . . . 45

III Le quasi-ordre à longue portée 49

1 L’approche champ classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1-1 Analogie optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1-2 Simplification du problème quantique à N corps . . . 50

1-3 Retour sur les distributions statistiques . . . . . . . . 51

1-4 Que reste-t-il de quantique? . . . . . . . . . . . . . . . 53

2 Fonctionnelle de Gross-Pitaevskii . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2-1 De l’hamiltonien quantique au champ classique . . . 53

2-2 Factorisation du mouvement "gelé" . . . . . . . . . . 54

2-3 Coupure ultra-violette et longueur de cicatrisation . . 56

2-4 La version "optique non linéaire" . . . . . . . . . . . . 57

3 Fluctuations de phase et quasi-ordre . . . . . . . . . . . . . . 59

3-1 Suppression des fluctuations de densité . . . . . . . . 59

3-2 Hamiltonien effectif à basse énergie . . . . . . . . . . 60

3-3 Analyse de Fourier des fluctuations de phase . . . . . 60

3-4 Corrélations en phase à l’équilibre thermique . . . . . 61

3-5 Le modèle xy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4 L’approche de Bogoliubov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4-1 Équations du mouvement « amplitude – phase » . . . 65

4-2 Spectre de Bogoliubov et ondes sonores . . . . . . . . 66

4-3 Fluctuations de phase et fluctuations de densité . . . 67

IV Le point critique de la transition BKT 69

1 Seuil d’apparition d’un vortex isolé . . . . . . . . . . . . . . . 69

1-1 Apparition et disparition des vortex . . . . . . . . . . 69

1-2 L’énergie d’un vortex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

1-3 L’observation d’un vortex isolé est-elle probable? . . 72

1-4 Vortex isolés et non-superfluidité . . . . . . . . . . . . 74

2 Une paire "vortex – antivortex" . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2-1 Champ de vitesses et énergie d’une paire . . . . . . . 75

2-2 Elongation moyenne d’une paire . . . . . . . . . . . . 76

2-3 Densité de paires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3 Énergie d’une assemblée de vortex . . . . . . . . . . . . . . . 76

3-1 Champs de vitesses longitudinaux et transverses . . 77

3-2 Champ de vitesse d’une assemblée de vortex . . . . . 77

3-3 Énergie des vortex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4 Densité superfluide dans un fluide 2D . . . . . . . . . . . . . 79

4-1 Conditions aux limites distordues . . . . . . . . . . . 79

4-2 Densité superfluide et corrélations en vitesse . . . . . 80

4-3 Densité superfluide et positions des vortex . . . . . . 82

4-4 Le principe de la renormalisation . . . . . . . . . . . . 83

4-5 Premières études expérimentales : films d’hélium . . 84

V La transition BKT explorée avec des gaz 89

1 Lois d’échelle au point critique . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

1-1 Thermodynamique du champ classique . . . . . . . . 90

1-2 Densité totale et densité superfluide . . . . . . . . . . 91

1-3 Caractérisation du point critique . . . . . . . . . . . . 91

2 Le point critique d’un gaz atomique piégé . . . . . . . . . . . 93

2-1 L’approximation de densité locale . . . . . . . . . . . 93



2-2 Faibles densités et approche de Hartree–Fock . . . . . 93

2-3 Le point critique dans un piège harmonique . . . . . 95

2-4 Le cas d’un potentiel désordonné . . . . . . . . . . . . 96

3 Le quasi-ordre en phase dans un gaz atomique . . . . . . . . 97

3-1 La fonction G1 dans un piège . . . . . . . . . . . . . . 97

3-2 Fluctuations de phase et interférométrie atomique . . 98

3-3 La distribution en impulsion d’un gaz piégé . . . . . 99

3-4 Mouvement d’une impureté et modes collectifs . . . 101

4 Les polaritons de cavité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4-1 L’hybridation lumière–matière . . . . . . . . . . . . . 102

4-2 La relation de dispersion des polaritons de cavité . . 104

4-3 Quasi-condensat de polaritons . . . . . . . . . . . . . 105

4-4 Expériences montrant un quasi-ordre en phase . . . . 106

4-5 Polaritons autour d’un obstacle . . . . . . . . . . . . . 108

VI Invariance d’échelle classique, anomalies quantiques 109

1 Invariance d’échelle à l’équilibre thermodynamique . . . . . 110

1-1 Variables et potentiels thermodynamiques . . . . . . 110

1-2 Changements d’échelle de longueur et de temps . . . 111

1-3 Conséquences d’une loi d’échelle pour l’énergie . . . 113

1-4 Fluides invariants d’échelle . . . . . . . . . . . . . . . 114

2 Mesures de l’équation d’état d’un gaz 2D . . . . . . . . . . . 115

2-1 Approximation de densité locale . . . . . . . . . . . . 115

2-2 Liens entre quantités thermodynamiques . . . . . . . 117

2-3 Les méthodes "sans ajustement" . . . . . . . . . . . . 118

2-4 Comportement universel autour de Tc . . . . . . . . . 118

3 Le potentiel delta à 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

3-1 État stationnaire de diffusion . . . . . . . . . . . . . . 119

3-2 Nécessité d’une coupure . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

3-3 Equation d’état à température nulle . . . . . . . . . . 121

3-4 Le cas pratique d’une expérience d’atomes froids . . 122

4 Le mode de respiration d’un gaz piégé . . . . . . . . . . . . . 123

4-1 Point de vue ondulatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4-2 Point de vue algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

4-3 Brisure de l’invariance d’échelle . . . . . . . . . . . . 125

4-4 Études expérimentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

Références 127





Introduction

Le cours de cette année trouve son origine dans une question simple :
que deviendraient les objets « ordonnés » de notre monde physique – cris-
taux, aimants, superfluides – si nous vivions dans un espace de dimen-
sion réduite, sur un plan par exemple? L’analyse initiée par PEIERLS (1935)
avait montré que les fluctuations thermiques et quantiques auraient alors
une importance accrue et qu’elles empêcheraient l’apparition d’un ordre
similaire à celui observé dans notre espace à trois dimensions. Ce résultat
avait été renforcé au cours des années 60 par MERMIN & WAGNER (1966)
et HOHENBERG (1967).

Toutefois, si une transition « ordre-désordre » conventionnelle ne peut
se produire en dimension réduite, cela n’entraîne pas la disparition de
toute transition de phase : au début des années 1970, les études de Vadim
Berezinskii d’un côté et celles de J. Michael Kosterlitz et David J. Thou-
less de l’autre ont montré qu’un nouveau mécanisme pouvait émerger, en
liaison avec l’apparition de défauts « topologiques ».

Commençons par dire quelques mots de ce lien entre topologie et phy-
sique que le jury Nobel de 2016 est venu saluer en récompensant David
J. Thouless, F. Duncan M. Haldane et J. Michael Kosterlitz pour les décou-
vertes théoriques des transitions de phase topologiques et des phases topologiques
de la matière. Ces deux disciplines, topologie et physique, semblent éloi-
gnées l’une de l’autre. La topologie est une branche des mathématiques
visant à établir des équivalences souvent abstraites entre des objets diffé-
rents, équivalences fondées sur la forme - à comprendre au sens large -
de ces objets. Ce type de préoccupation pourrait sembler déconnecté des
recherches en physique de la matière, qui se préoccupent des phases sus-
ceptible d’apparaître en fonction de la densité, de la température ou des
interactions au sein d’un matériau.
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FIGURE 1. Des objets de genre g = 0, 1, 2.

Pour comprendre comment la physique "du quotidien" peut tirer pro-
fit de notions de topologie, il est utile de faire un détour par la géométrie,
plus précisément par le lien entre topologie et géométrie établi par Gauss
(qui ne l’a pas publié) et Bonnet (qui l’a publié en 1848). Dans sa version
simple, le théorème de Gauss–Bonnet porte sur l’étude des surfaces régu-
lières dans l’espace à trois dimensions, surfaces que nous supposerons ici
orientables et sans bord (c’est-à-dire fermées). En chaque point r de la sur-
face S, on peut définir sa courbure Ω(r). Le théorème de Gauss–Bonnet
prouve la quantification de l’intégrale de Ω(r) sur la surface S et donne
une interprétation à cette quantification :

1

4π

∫

S
Ω(r) d2r = 1− g (1)

où g est un entier, appelé genre de la surface, qui compte son "nombre
d’anses". Une sphère ou la surface d’un bol n’ont pas d’anse, donc g = 0 ;
un tore ou une tasse à café normale ont une anse, donc g = 1 ; des objets
plus complexes ont deux, trois anses (figure 1).
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FIGURE 2. Déformation continue d’une tasse en un tore. L’intégrale de la cour-
bure (1) reste constante durant cette déformation (et égale à 0 pour cet objet à
une anse). Figure extraite de la page web de Scientific American et réalisée par
Keenan Crane (Columbia U.).

Avec ce théorème émerge la notion de "protection topologique" : par-
tant par exemple d’un tore, on peut le déformer continûment en une
tasse sans fermer l’anse (figure 2). Dans cette déformation, la courbure en
chaque point va bien sûr changer, mais son intégrale sur la surface va res-
ter constante : cette intégrale donc est une quantité robuste, protégée des
déformations. En fait, le seul moyen de la modifier est de boucher l’anse
(ou d’en créer une deuxième). À l’instant précis où l’anse se bouche, la sur-
face n’est plus régulière et le théorème de Gauss–Bonnet ne s’applique pas.
Sitôt l’anse bouchée, la surface redevient régulière, mais elle appartient dé-
sormais à la classe g = 0 de la sphère et des bols...

Une fois transposée à des objets physiques, cette robustesse topolo-
gique est d’un grand intérêt pratique. Supposons qu’une quantité phy-
sique s’écrive comme l’intégrale sur une ligne fermée ou sur une surface
fermée d’une quantité Ω assimilable à une courbure. On sait alors que
cette quantité sera robuste, insensible aux changements de détail de l’objet
considéré, un matériau par exemple. C’est précisément la situation que l’on
rencontre dans le cadre de l’effet Hall quantique entier, où la conductivité
est obtenue en intégrant la courbure de Berry sur une surface fermée, en l’oc-
curence la zone de Brillouin associée à la bande d’énergie peuplée. Nous
n’aborderons pas dans ce cours cet aspect du lien topologie-physique, mais
il rentre sans aucun doute dans le champ récompensé par le jury Nobel,
avec notamment le fameux article TKNN (THOULESS, KOHMOTO et al.
1982) que nous avons eu l’occasion de discuter dans le cours 2013-14.

Un autre exemple d’objet topologiquement robuste qui sera quant à lui

bien présent dans le cours de cette année est un vortex dans un fluide bi-
dimensionnel de particules obéissant à la statistique de Bose–Einstein. In-
troduisons brièvement la notion de vortex dans ce contexte. Nous suppo-
sons 1 que le fluide est décrit par un champ d’onde de matière ψ(r) avec
r = (x, y). Ce champ est complexe et il est donc caractérisé par son ampli-
tude et sa phase. On l’écrit traditionnellement :

ψ(r) =
√
ρ(r) eiθ(r), (2)

où ρ(r) = |ψ(r)|2 représente la densité au point r. La phase θ(r) est définie
modulo 2π, puisque la seule contrainte sur le champ ψ est d’être monova-
lué. Connaissant le champ ψ, on détermine la vitesse du fluide en fonction
du gradient de la phase θ(r), en tout point r où la densité est non nulle :

v(r) =
~
m

∇θ(r). (3)

Il est important que la densité soit non nulle en r pour que la phase θ(r)
soit elle-même bien définie au voisinage de r et que l’on puisse prendre
son gradient. La vitesse étant proportionnelle au gradient de la phase, on
en déduit que pour tout contour fermé C sur lequel la phase est définie
(figure 3) :
∮

C
∇θ(r) · dr = n 2π −→

∮

C
v(r) · dr = n

2π~
m

, n ∈ Z. (4)

Cette circulation est une quantité quantifiée et protégée topologiquement :
elle ne peut changer que si le contour C est déformé pour passer sur un
point où θ(r) n’est pas définie, c’est-à-dire un zéro de ψ.

Ces zéros de ψ correspondent précisément aux vortex. Ceux que nous
rencontrerons dans ce cours sont des zéros simples de ψ, correspondant au
cas n = ±1. Un vortex en r = 0 est obtenu en prenant par exemple un
champ ψ(r) de la forme

ψ(r) = (x± iy)F
(
x2 + y2

)
= r F (r2) e±iϕ (5)

où F est une fonction régulière. Le nombre n = ±1 déterminant l’enroule-
ment de phase ±2π sur un contour entourant un vortex est appelé charge
topologique de ce vortex.

1. Nous reviendrons abondamment sur cette hypothèse dans les cours qui suivent.
Comme références possibles sur ce sujet, citons PITAEVSKII & STRINGARI (2016), LEGGETT
(2006) ou encore SVISTUNOV, BABAEV et al. (2015).
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FIGURE 3. Circulation du champ de vitesse sur un contour fermé C dans un gaz
bi-dimensionnel de bosons. Cette circulation est non nulle si le contour englobe
un vortex. La valeur est alors quantifiée [équation (4)] avec l’entier n qui donne
la charge du vortex (ou la somme des charges si plusieurs vortex se trouvent à
l’intérieur du contour).

Du fait de la protection de
∮
C v(r) · dr pour n’importe quel contour

entourant un vortex, ces vortex sont qualifiés de "défauts topologiques".
Un champ ψ(r) contenant un vortex ne peut pas être déformé continûment
en un champ ψ(r) sans vortex. Au contraire, un champ ψ(r) ne présentant
que des oscillations douces de ρ(r) et θ(r), avec ρ(r) ne s’annulant nulle
part, peut être déformé continument en un champ complètement uniforme
ψ0 (figure 4). Nous interpréterons plus tard ces oscillations douces comme
des phonons.

Cette notion de défaut topologique joue un rôle central dans le mé-
canisme découvert par Kosterlitz et Thouless (KOSTERLITZ & THOULESS

1973). En fait, leur travaux ont été menés en parallèle 2 de ceux de
BEREZINSKII (1971) et nous parlerons dans ce cours de mécanisme BKT. Le
mécanisme BKT consiste en une transition "appariement–désappariement"
des défauts topologiques (figure 5) :

— Considérons la situation où les défauts sont appariés ; dans le cas du
fluide de Bose, cela signifie qu’au voisinage immédiat de tout vortex

2. Vadim Berezinskii (1935-1980) travaillait à l’Institut Landau de physique théorique.
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FIGURE 4. Gauche : amplitude du champ ψ(r) contenant un vortex. Ce "défaut"
est protégé topologiquement du fait de l’enroulement de phase de ±2π autour de
lui. Droite : amplitude d’un champ ψ(r) ne présentant que des oscillations douces
de ρ(r) et θ(r), avec ρ(r) ne s’annulant nulle part. Ce champ peut être déformé
continument en un champ uniforme, correspondant à l’état attendu à température
nulle.
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FIGURE 5. Gauche : basse température, défauts topologiques appariés ; si on fait
une "moyenne à gros grains" de l’état du système, tout se passe comme si les
défauts n’étaient pas présents. Droite : haute température, défauts topologiques
non appariés ; la phase obtenue est radicalement différente de celle attendue à basse
température.

de charge +1, on trouve un vortex de charge −1. Si on se limite à des
contours C assez grands, les deux vortex seront presque toujours à
l’intérieur du contour et conduiront à une intégrale nulle. L’état ψ(r)
pourra être vu, au moins dans le cadre d’une moyenne à gros grains,
comme similaire à l’état uniforme attendu à température nulle. On
parle d’ordre topologique pour qualifier cet état.

— En revanche si les défauts sont désappariés, un contour C englobera
généralement un nombre différent de vortex positifs et de vortex né-
gatifs. L’état ψ(r) ne peut pas être continument déformé vers l’état
uniforme. Cet état n’est topologiquement pas équivalent à l’état de
température nulle.

À la limite thermodynamique, la transition correspondante est une
transition de phase. Dans le cas particulier du fluide de Bose de densité
fixée, elle se produit pour une température critique Tc que l’on peut cal-
culer. Le mécanisme BKT s’applique à une grande variété de systèmes,
classiques ou quantiques. La transition de phase correspondante est ra-
dicalement différente de celles décrites dans le cadre de la classification
de Landau. En fait, la transition BKT peut être vue comme une transition
d’ordre infinie, car toutes les fonctions thermodynamiques sont continues
en Tc.

Le plan que nous allons suivre pour ce cours sera le suivant :

— Le premier chapitre sera consacré à l’argument de Peierls, montrant
pourquoi l’ordre cristallin non conventionnel ne peut exister à une et
deux dimensions du fait des fluctuations thermiques. Nous donne-
rons également quelques illustrations de l’ordre topologique suscep-
tible d’apparaître dans un fluide de particules en interaction.

— Nous nous tournerons ensuite vers les fluides quantiques, en com-
mençant par le gaz parfait. Nous retrouverons l’impossibilité d’arri-
ver à un ordre à longue portée, mais nous verrons comment les ef-
fets de confinement peuvent malgré tout faire émerger un condensat
de Bose–Einstein. Nous illustrerons ce point à partir d’expériences de
"condensation de photons" dans une cavité électromagnétique. Nous
terminerons ce chapitre en décrivant comment prendre en compte les
interactions entre deux particules en dimension deux.

— Le chapitre 3 sera consacré au cas d’un gaz de Bose en interaction, dans
la limite basse température où une approche de type Bogoliubov est
pertinente. En accord avec le résultat de Mermin–Wagner–Hohenberg,
nous montrerons que l’ordre en phase d’un condensat 3D ne peut ap-
paraître, et nous verrons qu’il est remplacé par un quasi-ordre avec
une décroissance algébrique de la fonction G1 pour un gaz uniforme :

G1(r) = 〈ψ̂†(r) ψ̂(0)〉 ∝ 1

rη
, (6)

où l’exposant η peut être relié à la densité dans l’espace des phases du
gaz.

— Le rôle des défauts topologiques (vortex) sera détaillé au chapitre 4.
Nous verrons pourquoi l’existence de vortex isolés détruit la super-
fluidité, alors que les paires de vortex liées n’ont pas de conséquence
majeure. Nous décrirons de manière semi-quantitative les méthodes
désormais standards pour analyser le point critique de la transition
BKT. Nous verrons également comment les premières expériences me-
nées sur des films d’hélium à la fin des années 70 ont confirmé ces
prédictions.

— Le chapitre 5 sera consacré à la confrontation des prédictions BKT
avec les expériences menées sur les fluides quantiques dilués, gaz ato-
miques ou assemblées de polaritons de cavité. Nous verrons notam-
ment qu’il n’est pas aisé de concevoir un système physique unique
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permettant de mettre en évidence l’ensemble des caractéristiques de
la transition BKT.

— Enfin au chapitre 6, nous nous interrogerons sur la différence entre
les aspects classiques et quantiques des gaz dégénérés dimensionnels.
La transition BKT émerge quand on décrit ces fluides par un champ
classique ψ(r), la seule quantification étant celle de la circulation de la
vitesse (4). Cette approche "champ classique" apporte un bonus, l’in-
variance d’échelle. Au contraire, une description complètement quan-
tique du fluide brise cette invariance. Nous ferons le point sur des
expériences récentes ayant abordé ce sujet.

Il est bien clair que dans le volume restreint imparti à ce cours, il n’est
pas envisageable de dresser un panorama complet des recherches sur la
transition BKT. Cette dernière a fait l’objet de nombreux livres ou articles
de revue, et nous renvoyons le lecteur désireux d’en apprendre davantage
vers le l’ouvrage récent édité par JOSÉ (2013) qui contient de nombreuses
références sur le sujet.
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Chapitre I

Peierls et l’ordre cristallin en basse dimension

L’essentiel du cours de cette année va être consacré à l’étude de gaz
quantiques en dimension réduite, essentiellement en dimension deux. Du
fait de cette dimension réduite, le phénomène de condensation lié à la sta-
tistique de Bose–Einstein sera absent, au moins à la limite thermodyna-
mique, c’est-à-dire pour un système infini. En d’autres termes, l’ordre à
longue portée qui caractérise un condensat de Bose–Einstein, c’est-à-dire
la corrélation en phase de la fonction d’onde qui décrit le gaz, disparaît à
deux ou à une dimensions. Les fluctuations thermiques jouent en effet un
rôle plus important qu’à trois dimensions, et elles viennent détruire l’ordre
que la statistique ou les interactions auraient tendance à créer.

C’est le physicien Rudolf Peierls, d’origine allemande, mais travaillant
en Angleterre à partir de 1933, qui a le premier formalisé cette perte pos-
sible de l’ordre à longue portée dans les systèmes de dimensions réduites
(PEIERLS 1934 ; PEIERLS 1935). Il ne s’intéressait pas aux condensats de
Bose–Einstein, mais à l’ordre d’un solide et il a montré qu’un cristal ne
pourrait pas exister dans un monde uni ou bidimensionnel.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par examiner les arguments
de Peierls à une, puis à deux dimensions. Nous décrirons ensuite quelques
expériences récentes menées sur des colloïdes et qui ont permis de tester la
prédiction de Peierls. Mais nous verrons aussi que l’absence d’ordre cristal-
lin ne signifie pas un désordre complet : ces assemblées colloïdales peuvent
être "presque" cristallines à basse température, avant de devenir complète-
ment liquides à température plus élevée. Ce sera notre première rencontre
avec une transition de phase induite par des défauts topologiques, concept

formalisé par KOSTERLITZ & THOULESS (1973).

1 L’argument de Peierls à une dimension

Nous allons commencer notre étude avec un système uni-
dimensionnel, c’est-à-dire une chaîne d’atomes. Nous allons nous
limiter au cas d’interactions entre proches voisins pour arriver simplement
au résultat de Peierls : un tel système ne peut pas présenter d’ordre
cristallin. Même si on connaît précisément la position d’un atome donné
de la chaîne, la position d’un autre atome est complètement indéfinie à
l’échelle de la maille cristalline pourvu que cet autre atome soit choisi
assez loin du premier.

1-1 Un argument simple : l’empilement de défauts

Considérons une chaîne d’atomes avec une interaction entre proches
voisins décrite par le potentiel U(x). Si on numérote les atomes avec un
indice j en supposant . . . < xj−1 < xj < xj+1 < . . ., l’énergie d’interaction
du système vaut donc

Vinter.({xj}) =
∑

j

U(xj+1 − xj). (I.1)
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FIGURE I.1. Chaine uni-dimensionnelle d’atomes avec des interactions entre
proches voisins décrites par le potentiel U(x). Ce potentiel a un minimum en
x = a, ce qui a pour effet de former un cristal, au moins pour un gaz de parti-
cules à température nulle décrites par la physique classique (pas de fluctuations
thermiques, ni quantiques).

Pour favoriser l’apparition d’un éventuel ordre cristallin, supposons que
ce potentiel possède un minimum local en x = a, de sorte qu’à tempéra-
ture nulle et en absence de toute fluctuation d’origine quantique, la chaîne
d’atomes est régulière, avec un espacement entre atomes adjacents égal à a
(figure I.1).

Supposons maintenant que le système soit à température T non nulle.
En prenant la position x0 de l’atome 0 comme référence, la position x1 de
son voisin de droite fluctuera autour de sa position d’équilibre avec un
écart quadratique moyen δ1 qui se déduit du théorème d’équipartition de
l’énergie :

x1 = x0 + a+ δ1 avec 〈δ1〉 = 0, 〈δ2
1〉 ∼

kBT

κ
, κ =

d2U

dx2

∣∣∣∣
x=a

.

(I.2)
Nous nous sommes limités ici au cas où |δ| � a, de sorte qu’on peut utili-
ser une approximation quadratique pour estimer les variations du poten-
tiel U(x) au voisinage de son minimum x = a. Par ailleurs, nous avons
mis un signe ∼ et pas un signe = car le traitement fait ici ne peut donner
qu’un ordre de grandeur de 〈δ2

1〉. En effet, la position de l’atome 1 ne doit
pas se repérer seulement par rapport à son voisin de gauche, c’est-à-dire
l’atome 0, mais aussi par rapport à son voisin de droite, c’est-à-dire l’atome

2. La prise en compte correcte de l’ensemble des interactions conduit à un
ensemble d’équations couplées que nous examinerons un peu plus loin
(§ 1-2).

Le même argument permet d’évaluer les fluctuations de la position de
l’atome j par rapport à son voisin j − 1 :

xj = xj−1 + a+ δj avec 〈δ2
j 〉 ∼

kBT

κ
(I.3)

Par rapport à l’atome initial 0, la position de l’atome j est donc donnée par

xj = x0 + ja+ ∆j (I.4)

où la quantité ∆j est la somme des j variables aléatoires indépendantes :

∆j = δ1 + . . .+ δj . (I.5)

Cette quantité est également de valeur moyenne nulle et elle a pour va-
riance :

〈∆2
j 〉 ∼

kBT

κ
j. (I.6)

On voit donc que l’incertitude sur la position de l’atome j croît comme
√
j

au fur et à mesure où l’on s’éloigne de l’atome de référence. Pour j assez
grand, typiquement

〈∆2
j 〉 & a2 −→ j &

κa2

kBT
, (I.7)

l’incertitude ∆j devient supérieure à la maille a du réseau et l’ordre cristal-
lin est perdu : même si on sait exactement où se trouve l’atome de référence
0, on n’a aucune information sur la position de l’atome j à l’échelle de la
maille cristalline.

Cet argument très simple permet de conclure dans le cas uni-
dimensionnel, mais il est difficile à généraliser en dimension supérieure.
Nous allons donc passer par un traitement un peu plus élaboré, où l’on
considère les vibrations (phonons) du réseau, traitement qui sera transpo-
sable en dimension 2 et 3. Ce traitement est par ailleurs voisin de ce que
l’on sera amené à faire plus tard pour étudier la superfluidité.
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1-2 Le cristal harmonique classique

Nous reprenons la chaîne d’atomes précédente, en choisissant des
conditions aux limites périodiques pour simplifier les calculs. En notant
N le nombre total d’atomes, nous identifions l’atome N et l’atome 0, ce
qui revient à positionner les atomes sur un cercle (figure I.2). Nous nous
limitons à des petites variations des distance xj+1 − xj autour de leur va-
leur d’équilibre a de sorte que l’énergie totale (cinétique + interactions) du
système s’écrit dans l’approximation harmonique

E =

N∑

j=1

1

2
mu̇2

j +
κ

2
(uj+1 − uj)2 (I.8)

où uj désigne l’écart de l’atome j par rapport à sa position d’équilibre Xj :

uj = xj −Xj avec Xj = ja (I.9)

(avec la convention uN+1 ≡ u1). Notons que l’hypothèse de petite variation
de la distance entre proches voisins :

|uj+1 − uj | � a (I.10)

n’implique pas que uj et uj+1 soient séparément petits devant a. Les
atomes j et j + 1 peuvent être chacun fortement écartés de leurs positions
d’équilibre Xj et Xj+1, mais nous faisons l’hypothèse que leurs écarts uj
et uj+1 sont voisins ; en d’autres termes, il peut y avoir un ordre local sans
avoir d’ordre à longue portée.

Les équations du mouvement conduisent à un système de N équations
linéaires couplées :

m üj = κ(uj+1 − 2uj + uj−1), (I.11)

dont les solutions sont les modes propres du système, c’est-à-dire les
phonons. La résolution de ce système d’équations est un classique des
ouvrages de physique des solides [voir par exemple ZIMAN (1960) et
ASHCROFT & MERMIN (1976)]. Une méthode rapide consiste à considérer
les coefficients ûq (prenons N pair pour fixer les idées)

ûq =
1√
N

∑

j

e−i qXj uj , q = −π
a
, . . . ,− 2π

Na
, 0,

2π

Na
, . . . ,+

π

a
(I.12)
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FIGURE I.2. Gauche : chaîne ordonnée de N atomes avec des conditions aux li-
mites périodiques, conduisant à identifier l’atome j = 0 et l’atome j = N . Droite :
définition des déplacements uj par rapport aux positions d’équilibre. On suppose
que |uj+1 − uj | � a mais pas nécessairement que |uj | � a.

où les deux valeurs extrêmes q = ±π/a conduisent au même coefficient ûq .

La transformation uj → ûq n’est autre qu’une transformée de Fourier
discrète qui associe les écarts uj aux amplitudes ûq des moments q. Cette
transformation s’inverse pour donner

uj =
1√
N

∑

q

ei qXj ûq. (I.13)

Comme les N positions uj sont réelles, les amplitudes complexes ûq véri-
fient

û∗q = û−q, û0, û±π/a ∈ R. (I.14)

On a donc N variables réelles indépendantes, aussi bien dans l’espace des
positions que dans l’espace de Fourier.

L’écriture de l’énergie totale (I.8) en fonction des modes phononiques
ûq s’obtient après un calcul simple :

E =
∑

q

1

2
m ˙̂uq ˙̂u−q +

1

2
mω2

q ûqû−q (I.15)
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où l’on a posé

ωq = 2

√
κ

m
| sin qa

2
|. (I.16)

On a donc décomposé le problème en N modes de phonons indépen-
dants, régis par l’équation du mouvement :

¨̂uq + ω2
q ûq = 0; (I.17)

— le mode û0, avec l’équation du mouvement ¨̂u0 = 0, correspond au
mouvement du centre de masse de l’ensemble de la chaîne. Rien ne
vient contraindre la position de ce centre de masse puisque l’énergie
totale est invariante par translation globale des N atomes.

— les N − 1 modes ûq avec q 6= 0 forment des oscillateurs harmoniques
découplés de pulsation ωq .

Les modes (I.12-I.16) correspondent à une version discrétisée d’ondes
progressives en eiqx, avec la position x = Xj ≡ ja. Pour les petits nombres
d’onde (q � π/a), on trouve une relation de dispersion linéaire

ωq = c |q| avec c = a

√
κ

m
, (I.18)

correspondant à des ondes « sonores » de vitesse c.

1-3 Corrélation des écarts uj à l’équilibre thermique

À l’équilibre thermodynamique, on déduit de l’expression de l’énergie
(I.15) que chaque mode ûq pour q 6= 0 a une valeur moyenne nulle et une
variance donnée par le théorème d’équipartition :

1

2
mω2

q 〈|ûq|2〉 =
1

2
kBT 〈ûqû∗q′〉 = 0 si q 6= q′. (I.19)

Pour établir cette relation (avec les facteurs 2 corrects !), il faut rappeler que
l’on travaille avec des oscillateur complexes [cf. (I.14)]. En cas de doute,
il est conseillé de se ramener à des oscillateurs réels indépendants, par
exemple en considérant les parties réelles et imaginaires des ûq et en re-
prenant la somme (I.15) pour la restreindre aux variables indépendantes
correspondant à q ≥ 0.

Il est alors simple de calculer la corrélation entre le déplacement de
l’atome j et celui de l’atome 0 (≡ N ). Partons de

uj − u0 =
1√
N

∑

q

(
eiqXj − 1

)
ûq, (I.20)

ce qui donne, en prenant le carré, puis la valeur moyenne thermique

〈(uj − u0)2〉 =
4

N

∑

q

sin2 (qXj/2) 〈|ûq|2〉 (I.21)

=
kBT

m

4

N

∑

q

sin2 (qXj/2)

ω2
q

. (I.22)

À ce stade, il est utile de remplacer la somme sur le moment discrétisé q
par une intégrale en utilisant la relation déduite de (I.12) :

∑

q

−→ Na

2π

∫ π/a

−π/a
dq, (I.23)

ce qui donne

〈(uj − u0)2〉 =
2

π

kBTa

m

∫ π/a

−π/a

sin2(qXj/2)

ω2
q

dq

=
4

π

kBTa

m

∫ π/a

0

sin2(qXj/2)

ω2
q

dq

≈ 4

π

kBT

κa

∫ π/a

0

sin2(qXj/2)

q2
dq (I.24)

où nous avons remplacé dans la dernière ligne la pulsation ωq par son ex-
pression linéarisée ωq = cq, et utilisé l’expression (I.18) pour la vitesse du
son c. Cette approximation sera justifiée a posteriori quand nous connai-
trons les modes q qui contribuent majoritairement à cette intégrale.

Nous allons nous placer dans le cas où l’atome j est éloigné de l’atome
0 puisque nous nous intéressons à l’ordre à longue portée. Pour évaluer
cette intégrale, nous allons tout d’abord utiliser une méthode approchée.
Elle consiste à découper l’intervalle d’intégration, puis à évaluer chaque
morceau. Cette méthode nous donnera simplement la loi d’échelle reliant
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FIGURE I.3. Les deux types de modes susceptibles de contribuer à l’intégrale
(I.24), pour une distance Xj donnée entre les deux sites considérés.

〈(uj−u0)2〉 et sera directement transposable au cas bi-dimensionnel. Nous
examinerons ensuite une deuxième méthode, spécifique du cas 1D, per-
mettant de faire un calcul (presque) exact de cette intégrale.

Découpage et approximations. La structure de l’intégrande suggère de
découper l’intervalle d’intégration en deux parties (figure I.3) :

— Les valeurs telles que q & π/Xj , pour lesquelles on peut remplacer le
sin2 par sa moyenne 1/2, soit

≈ 2

π

kBT

κa

∫ π/a

π/Xj

1

q2
dq ≈ 2

π2

kBT

κa
Xj (I.25)

où l’on a utilisé le fait que Xj � a.

— Les valeurs telles que q . π/Xj pour lesquelles on peut remplacer le
sinus par son argument :

≈ 1

π

kBT

κa
Xj

2

∫ π/Xj

0

dq =
kBT

κa
Xj (I.26)

Sous cette forme, on voit que les deux contributions sont sensiblement du
même ordre, leur valeur relative précise dépendant de la position de la

frontière entre les deux domaines (ici π/Xj). Elles conduisent chacune à la
divergence linéaire de 〈(uj−u0)2〉 avec j. On voit également que les valeurs
de q qui contribuent le plus à ces deux intégrales sont les valeurs autour
de q ∼ 1/Xj � 1/a, c’est-à-dire les modes dont la longueur d’onde est de
l’ordre de la distance entre les deux sites 0 et j considérés ici. Cette consta-
tation justifie a posteriori la linéraisation de la fréquence ωq ∝ sin(qa/2) faite
à l’équation (I.24).

Calcul (presque) exact de l’intégrale (I.24). Un changement de variable
permet de se ramener à :

〈(uj − u0)2〉 =
2

π

kBT

κa
Xj

∫ πXj/a

0

sin2 z

z2
dz. (I.27)

Dans la limite j � 1, la borne supérieure de l’intégrale peut être étendue
à +∞ et l’intégrale vaut π/2, ce qui redonne le résultat trouvé dans le pre-
mier paragraphe [cf. (I.6)] :

〈(uj − u0)2〉 =
kBT

κa
Xj =

kBT

κ
j. (I.28)

Ce résultat coïncide également (à 20 % près) avec la somme des deux
contributions (I.25) et (I.26).

Ce calcul confirme donc la conclusion de l’analyse simplifiée du para-
graphe § 1-1 : à température non nulle, il n’y a pas d’ordre à longue portée
et la « mémoire » de la position de l’atome j = 0 est effacée au bout d’une
distance qui varie comme 1/T . En revanche, à température nulle, on trouve
un ordre à longue portée dans ce modèle classique, chaque atome occupant
alors exactement sa position d’équilibre.

1-4 Le cas quantique

Avant de passer au cas multi-dimensionnel, il est intéressant de re-
garder comment les résultats précédents sont modifiés quand on prend
en compte l’influence des fluctuations quantiques. Plaçons-nous à tempé-
rature nulle pour simplifier l’analyse. Pour commencer, remarquons que
l’énergie (I.8) est une fonction quadratique des positions et des vitesses, de
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sorte que le traitement quantique peut être calqué sur le traitement clas-
sique. En particulier, l’identification des modes phononiques est inchangé
et on trouve pour l’énergie potentielle de chaque oscillateur ûq :

1

2
mω2

q 〈|ûq|2〉 =
1

4
~ωq, (I.29)

cette expression venant remplacer l’équipartition classique de l’énergie
donnée en (I.19).

Injectons ce résultat dans l’expression (I.21) donnant la variance de
l’écart uj − u0 :

〈(uj − u0)2〉 =
2~
mN

∑

q

sin2(qXj/2)

ωq
(I.30)

≈ 2

π

~√
κm

∫ π/a

0

sin2(qXj/2)

q
dq (I.31)

où l’on a remplacé ωq par cq. Comme nous l’avons fait en (I.25-I.26), nous
pouvons séparer cette intégrale en deux parties, selon la valeur relative de
q et 1/Xj :

— Pour q & π/Xj , on a pour Xj � a

≈ 1

π

~√
κm

∫ π/a

π/Xj

1

q
dq =

1

π

~√
κm

ln(Xj/a) (I.32)

— Pour q . π/Xj , on trouve :

≈ 1

2π

~√
κm

X2
j

∫ π/Xj

0

q dq =
π

4

~√
κm

. (I.33)

Pour Xj � a, la première contribution est dominante puisqu’elle diverge
comme ln(Xj). On trouve donc, à une constante additive près

〈(uj − u0)2〉 ∼ a2
oh

π
ln(Xj/a), (I.34)

où on a introduit aoh = (~2/mκ)1/4, qui est la taille caractéristique de l’état
fondamental d’un oscillateur harmonique quantique de masse m et de rai-
deur κ.

Cette divergence indique que même à température nulle, un cristal uni-
dimensionnel quantique ne pourrait pas exister, au moins si on se limite à
des interactions entre proches voisins. Cette divergence est faible puisque
logarithmique, mais elle suffit à empêcher l’ordre cristallin.

Nous allons retrouver dans le paragraphe qui suit une divergence lo-
garithmique pour un cristal classique 2D à température non nulle, avec un
traitement mathématique qui sera directement inspiré de celui que nous
venons d’utiliser. Notons que cette relation entre un système quantique de
dimension d à température nulle et son équivalent classique en dimension
d+1 à température finie n’est pas fortuite. Elle peut être complètement for-
malisée pour certains problèmes, comme discuté par exemple dans l’article
de revue de SONDHI, GIRVIN et al. (1997).

2 Cristaux à deux ou à trois dimensions

L’analyse que nous venons de faire peut être transposée au cas multi-
dimensionnel (MERMIN 1968 ; MERMIN 1979 ; MERMIN 2006). La recherche
des modes propres du système se fait de la même façon, en linéarisant le
potentiel d’interaction entre atomes au voisinage de leur position d’équi-
libre dans le cristal. L’invariance par translation du système permet là aussi
de rechercher les modes propres du système sous forme d’ondes planes ca-
ractérisées par leur vecteur d’onde q.

Une complication supplémentaire apparaît dans un réseau de dimen-
sion supérieure à 1 : pour préciser complètement la forme d’un mode
propre, il faut également se donner sa polarisation ε, c’est-à-dire la direc-
tion d’oscillation des atomes par rapport au vecteur d’onde. À une dimen-
sion, le problème ne se posait pas puisque l’oscillation se faisait nécessai-
rement de manière longitudinale, le long de l’axe du cristal. À deux (resp.
trois) dimensions, il y a deux (resp. trois) polarisations indépendantes pour
un vecteur q donné. La situation est simplifiée dans le cas d’un cristal iso-
trope, pour lequel on peut toujours choisir une solution polarisée paral-
lèlement à q et l’autre (ou les deux autres à 3D) perpendiculairement à q
(ASHCROFT & MERMIN 1976).

Une fois cette identification des modes propres effectuées, nous pou-
vons reprendre le raisonnement précédent pour évaluer la variance de
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FIGURE I.4. Réseau à deux dimensions, avec les positions d’équilibre Rj , j =
(jx, jy) et l’écart uj .

l’écart entre les déplacements u0 et uR de deux atomes séparés de R.
Le traitement exact est compliqué par la nécessité de séparer les contri-
butions des différentes polarisations des modes, mais nous pourrons heu-
reusement nous contenter de lois d’échelle pour conclure.

2-1 Écarts à l’équilibre dans le cas bidimensionnel

Considérons un réseau carré de pas a, avec N sites le long de chaque
direction et des conditions aux limites le long de chaque axe (figure I.4).
Chaque site du réseau est repéré par un couple d’entiers, (jx, jy) ≡ j, cor-
respondant à la position

Rj = a (jxx̂ + jyŷ) (I.35)

où x̂ et ŷ sont deux vecteurs unitaires le long des axes x et y. On repère la
position rj d’un atome par son écart uj par rapport à la position d’équi-
libreRj :

rj = Rj + uj . (I.36)

Dans l’hypothèse |uj − uj′ | � a si j et j′ sont proches voisins, on peut
ramener l’énergie d’interaction entre atomes à un hamiltonien quadratique
en les uj , et les modes propres (phonons) peuvent alors être déterminés
exactement, en particulier leur relation de dispersion ωq .

L’équipartition de l’énergie appliquée à chaque mode conduit à un ré-
sultat qui a la même structure que le résultat uni-dimensionnel (I.22) :

〈(uj − u0)2〉 ∼ kBT

m

8

N2

∑

q

sin2(q ·Rj/2)

ω2
q

, (I.37)

où l’on a introduit un facteur multiplicatif 2 pour tenir compte des deux
directions d’espace.

Le passage d’une somme discrète à une intégrale sur q se fait par :

(2D) :
∑

q

−→
(
Na

2π

)2 ∫

ZB

d2q, (I.38)

où l’intégrale porte sur toute la zone de Brillouin (ZB) : −π/a < qx, qy ≤
π/a. En remplaçant ωq par c|q|, ce qui est possible car – comme dans le cas
1D – ce seront les petites valeurs de q (q � 1/a) qui auront une contribution
dominante 1, on arrive à :

(2D) : 〈(uj − u0)2〉 ∼ kBT

κ

2

π2

∫

ZB

sin2(q ·Rj/2)

q2
d2q. (I.39)

On a posé mc2 = κa2 où κ est (comme à une dimension) une estimation de
la raideur associée à la force de rappel d’un atome vers sa position d’équi-
libre.

Comme pour le cas uni-dimensionnel, nous pouvons évaluer de ma-
nière approchée cette intégrale en la coupant en deux parties :

1. En toute rigueur, il faudrait prendre en compte ici le fait que la vitesse du son n’est
pas la même pour les vibrations longitudinales et les vibrations transverses. Comme nous ne
nous intéressons ici qu’aux lois d’échelle, nous omettrons ce raffinement.
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— Pour q & π/Rj , en remplaçant le sin2(. . .) par sa valeur moyenne 1/2,
on arrive à

≈ 1

π2

kBT

κ

∫ π/a

π/Rj

1

q2
2πq dq ≈ 2

π

kBT

κ
log(Rj/a). (I.40)

— Pour q . π/Rj , en remplaçant le sinus par son argument, on trouve

∼ 1

2π2

kBT

κ
R2

j

∫ π/Rj

0

πq dq ∼ π

4

kBT

κ
. (I.41)

La contribution principale provient donc du premier terme qui diverge
logarithmiquement avec la distance Rj :

〈(uj − u0)2〉 ∼ 2

π

kBT

κ
log

(
Rj

a

)
. (I.42)

Comme dans le cas 1D, cette divergence provient des moments q de l’ordre
de 1/Rj , c’est-à-dire des grandes longueurs d’onde, de l’ordre de la dis-
tance Rj .

2-2 Un paramètre d’ordre : les pics de Bragg

Pour tester expérimentalement si un ordre cristallin est présent ou non
dans un échantillon, une méthode standard consiste à diffracter sur cet
échantillon une onde (photons, électrons, neutrons) de vecteur d’onde in-
cident ki. Pour un cristal caractérisé par des vecteurs de base aα, avec
α = 1, 2 à deux dimensions, on s’attend à observer des pics de Bragg dans
des directions de vecteur d’onde k tels que

k = ki +Q, (I.43)

oùQ est un vecteur du réseau réciproque défini par

Q · aα = 0 modulo 2π. (I.44)

La variation de l’intensité diffractée autour de Q permet alors de révéler
l’ordre ou l’absence d’ordre cristallin.

Pour simplifier les notations, supposons que ki est orthogonal au plan
des atomes (figure I.5). L’intensité diffractée dans la direction k est donc,
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j = 1j = N � 1
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jx jx + 1jx � 1

jy � 1

jy + 1

jy

ki

k = ki + Q

FIGURE I.5. Diffraction de Bragg d’une onde incidente de vecteur d’onde ki vers
un vecteur d’onde final k. On a choisi ici ki orthogonal au plan des atomes. L’in-
tensité I(k) révèle un possible ordre ou quasi-ordre cristallin.

après moyenne sur les fluctuations thermiques des écarts uj par rapport
aux positions d’équilibreRj :

I(k) ∝ 〈
∣∣∣
∑

j

eik·(Rj+uj)
∣∣∣
2

〉

∝
∑

j,j′

eik·(Rj−Rj′) 〈eik·(uj−uj′)〉 (I.45)

Après décomposition sur les modes de phonons, le déplacement relatif
uj − uj′ s’écrit comme une somme de variables indépendantes. On peut
donc utiliser le résultat classique pour une variable gaussienne 〈eiθ〉 =

e−〈θ
2〉/2, ce qui donne :

〈exp [ik · (uj − uj′)] 〉 = exp

[
−k

2

4
〈(uj − uj′)2〉

]

≈ exp

[
−k

2 kBT

2πκ
ln

(
Rj

a

)]

≈
(

a

Rjj′

)η
(I.46)
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où l’exposant η est définie par :

η =
k2 kBT

2πκ
. (I.47)

Rappelons que la raideur κ qui apparaît ici décrit de manière heuristique
le potentiel de liaison entre atomes. Un traitement plus rigoureux fait ap-
paraître les constantes élastiques de Lamé du solide (NELSON & HALPERIN

1979).

En absence de fluctuations thermiques, η = 0, tous les coefficients
〈eik·(uj−uj′)〉 sont égaux à 1 et l’intensité diffractée

I(k) ∝
∑

j,j′

eik·(Rj−Rj′) (I.48)

est constituée de pics de Dirac (à la limite d’un réseau infini) localisés sur
les vecteurs du réseau réciproqueQ.

En présence de fluctuations thermiques, les coefficients 〈eik·(uj−uj′)〉
décroissent algébriquement avec la distance Rjj′ avec l’exposant η. Les
pics de Bragg sont alors élargis, puisque l’intensité varie au voisinage d’un
vecteurQ donné comme

I(k) ∝
∑

j,j′

eik·(Rj−Rj′)
(

a

Rjj′

)η

∝
∫

ei(k−Q)·R
( a
R

)η
d2R (I.49)

ou encore

I(k) ∝ |k −Q|η−2. (I.50)

Notons que ce résultat est notablement différent de celui qu’on aurait pour
une assemblée d’atomes complètement désordonnée. Dans ce dernier cas,
il n’y aurait aucune structure marquée dans une directionQ donnée. Ici au
contraire, on continue à observer une diffraction importante dans des di-
rections privilégiées de l’espace, mais la structure du profil diffracté est
moins "piqué" que pour un ordre cristallin parfait. On parle ainsi d’un
quasi-ordre cristallin (NELSON & HALPERIN 1979 ; STRANDBURG 1992).

2-3 Le cristal tri-dimensionnel

Pour comprendre la spécificité des problèmes de dimension réduite, il
est intéressant de reprendre le traitement qui précède pour un cristal tri-
dimensionnel. Le point de départ est inchangé : après avoir introduit les
écarts uj aux positions d’équilibreRj avec ici j = (jx, jy, jz), on se ramène
là encore à un hamiltonien quadratique en les uj . La décomposition en
modes propres et le théorème d’équipartition de l’énergie conduisent à une
estimation de la variance de l’écart relatif entre l’atome 0 et l’atome j :

〈(uj − u0)2〉 ∼ kBT

m

12

N3

∑

q

sin2(q ·Rj/2)

ω2
q

, (I.51)

pour un cristal de N ×N ×N sites, avec des conditions aux limites pério-
diques.

Le passage d’une somme discrète à une intégrale donne alors

〈(uj − u0)2〉 ∼ kBT

m

12

N3

(
Na

2π

)3 ∫

ZB

sin2(q ·Rj/2)

ω2
q

d3q

∼ 3

2π3

akBT

κ

∫

ZB

sin2(q ·Rj/2)

q2
d3q, (I.52)

où l’on a comme avant remplacé la pulsation ωq par son expression linéa-
risée 2 cq, et introduit une raideur caractéristique κ telle que mc2 = κa2.

Appliquons à cette intégrale le même traitement qu’à une et deux di-
mensions, en coupant le domaine d’intégration en deux parties :

— Pour q & π/Rj , la substitution du sin2 par sa valeur moyenne 1/2
donne

∼ 3

2π3

akBT

κ

∫ π/a

π/Rj

1

2q2
4πq2dq ∼ kBT

κ
. (I.53)

— Pour q . π/Rj , la substitution du sin par son argument donne

∼ kBT

κ

a

Rj
. (I.54)

2. En fait, cette linéarisation n’est pas aussi bien justifiée qu’à 1D ou 2D, car les modes
de grand vecteur d’onde ont une contribution significative à 3D, comme nous le verrons un
peu plus loin. Mais comme nous ne cherchons ici que des lois d’échelle, cette approximation
ωq ≈ cq sera suffisante.
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Comme à deux dimensions, la contribution du premier terme est domi-
nante :

〈(uj − u0)2〉 ∼ kBT

κ
, (I.55)

mais la forme de cette contribution est très différente : elle est désormais
dominée par les grandes valeurs de q, typiquement q ∼ 1/a, c’est-à-dire
les longueurs d’onde de l’ordre de la maille du réseau. Une conséquence
essentielle est que cette contribution est indépendante de la distance Rj .
Cela entraîne qu’un ordre cristallin peut exister pourvu que ce terme soit
petit devant le carré de la maille du réseau

kBT

κ
� a2. (I.56)

Quand cette condition est vérifiée, la position de l’atome j sera bien définie
par rapport à celle de l’atome 0 à l’échelle de la maille cristalline, quelle que
soit la distance Rj qui sépare ces deux sites. Plus précisément, le critère de
Lindeman indique que l’ordre cristallin sera possible tant que (NELSON

2002) [
〈(uj − u0)2〉

]1/2 ∼ 0.15 − 0.30 a (I.57)

2-4 Le théorème de Mermin–Wagner–Hohenberg

Les conclusions auxquelles nous venons d’arriver sur l’existence ou non
d’un ordre cristallin en fonction de la dimension d’espace ne sont qu’un
cas particulier d’un résultat très général connu sous le nom de théorème
de Mermin–Wagner–Hohenberg. Nous allons maintenant énoncer ce théo-
rème, que nous retrouverons dans la suite de ce cours dans un autre cas,
celui de l’existence ou non d’une condensation de Bose–Einstein.

Ce théorème a été prouvé par MERMIN & WAGNER (1966) et indépen-
damment 3 par HOHENBERG (1967). L’article de Mermin et Wagner s’inté-
ressait au ferromagnétisme ou à l’antiferromagnétisme dans des systèmes
1D ou 2D, alors qu’Hohenberg prenait pour exemple le liquide de Bose

3. Ces deux articles ont été soumis à une semaine d’intervalle. L’article de Mermin et Wag-
ner est paru en 1966 alors que l’article de Hohenberg est paru en 1967 ; toutefois Mermin et
Wagner avaient connaissance du travail de Hohenberg puisqu’ils le citent explicitement en
tant que unpublished.

ou les paires de Cooper dans un système supraconducteur. Leur démarche
était similaire : partant d’une inégalité établie par BOGOLIUBOV (1962), ils
arrivaient à un résultat qui peut se formuler de la manière générale sui-
vante :

Pour un système de dimension inférieure ou égale à 2 et des interactions à
courte portée, il ne peut pas y avoir de brisure spontanée d’une symétrie continue
à température non nulle.

Nous ne démontrerons pas ce théorème dans le cas général [voir par
exemple HERBUT (2007) ou MUDRY (2014)], mais nous allons insister sur
quelques points importants :

— Les interactions doivent être à courte portée. Si la portée est infinie,
on se retrouve dans une situation où la théorie de champ moyen peut
s’appliquer et les transitions de phase "standard" prévues par cette
théorie peuvent se produire, quelle que soit la dimension d’espace.

— On s’intéresse à la brisure d’une symétrie continue : c’est par exemple
le cas de la symétrie de translation qui nous a intéressés dans ce cha-
pitre. Ce peut également être la symétrie U(1) associée au choix de la
phase d’une fonction d’onde macroscopique, dont la brisure corres-
pond à la condensation de Bose–Einstein. En revanche, le théorème ne
s’applique pas tel quel aux symétries discrètes. Par exemple, pour le
modèle d’Ising où des spins σz = ±1 sont placés sur un réseau avec
des interactions entre proches voisins, il y a une transition de phase
pour une température critique Tc > 0 dans le cas bi-dimensionnel
(ONSAGER 1944).

— On parle ici de transition à T 6= 0. À température nulle, le gaz de Bose
2D quantique en interaction est condensé [SCHICK (1971) et POPOV

(1972) et plus récemment PILATI, BORONAT et al. (2005) et MORA &
CASTIN (2009)]. Nous reviendrons sur ce problème au chapitre 6.

3 Les cristaux bi-dimensionnels au laboratoire

Dans leur article de 1973, Kosterlitz et Thouless avaient suggéré d’ap-
pliquer leur modèle théorique de transition de phase induite par des dé-
fauts au cas de cristaux bidimensionnels. Toutefois, la situation est plus
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complexe que ce que nous rencontrerons plus tard dans ce cours pour les
superfluides, car deux transitions successives se produisent pour passer du
cristal triangulaire parfait attendu à température nulle à l’état liquide pour
les hautes températures. La théorie quantitative de la fusion à deux dimen-
sions a été faite par HALPERIN & NELSON (1978a), HALPERIN & NELSON

(1978b), NELSON & HALPERIN (1979) et YOUNG (1979) [on parle de la théo-
rie KTHNY] et les principaux résultats sont détaillés dans l’article de revue
de STRANDBURG (1988).

3-1 Scénario pour la fusion d’un cristal 2D

Résumons quelques points saillants du modèle KTHNY qui sont ob-
servés expérimentalement dans des système colloïdaux [voir par exemple
DEUTSCHLÄNDER, DILLMANN et al. (2015) et refs. in]. Ces points ont éga-
lement été validés par des simulations récentes menées sur un gaz de 105

particules interagissant via un potentiel de Lennard–Jones (WIERSCHEM &
MANOUSAKIS 2011).

— À température nulle, on a un cristal triangulaire parfait (au moins si on
néglige les fluctuations quantiques) qui correspond à l’arrangement le
plus dense. Dans ce cristal, chaque particule a exactement 6 voisins à
égale distance.

— À très basse température, le réseau cristallin est presque triangulaire,
les phonons détruisant l’ordre à longue portée comme nous l’avons
vu plus haut. On a donc un quasi-ordre translationnel, avec une crois-
sance logarithmique de l’écart quadratique moyen 〈(ui−uj)2〉 avec la
distance Rij , ce qui induit une décroissance algébrique du paramètre
d’ordre (pics de Bragg), comme nous l’avons vu plus haut. On a éga-
lement un véritable ordre orientationnel, c’est-à-dire que la fonction
de corrélation de l’orientation locale du cristal θ(r) ne tend pas vers 0
à l’infini. Il peut y avoir des défauts locaux, comme celui indiqué sur
la figure I.6, mais qui ne change pas la conclusion générale à laquelle
nous avions abouti par notre étude des modes de phonons.

— Au dessus d’une température Tm, des défauts appelés dislocations ont
une probabilité significative d’apparaître. Un exemple de dislocation
est représenté sur la figure I.7. Ce type de défaut est créé par une paire
A5−A7, c’est-à-dire un site à 5 voisins contigu d’un site à 7 voisins. La
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thermodynamic variables are collected by generating averages
on each of the 100 parallel threads; then, by using the central
limit theorem, we obtain the total average, as we have 100
independent means.

Although in our preliminary studies we have computed
thermodynamic quantities for a range of densities and temper-
atures, the effects of critical slowing down near the melting
transition and our desire to study the largest possible systems
have led us to focus on a single density 0.873 (all densities
are in units of particles per σ−2). This density was chosen
for several reasons. This is a density that could be readily
compared to prior numerical simulations of Lennard-Jones
melting.15 Also, we wanted a density that is relatively low, but
large enough to avoid the solid-vapor coexistence phase at low
temperatures. Strictly speaking, there is a solid phase in the
zero temperature limit only at densities of 0.9165 (the density
at which the spacing of the triangular lattice is the same as the
position of the Lennard-Jones potential minimum) and above.
Below this density, there is a solid-vapor coexistence phase.
However, the triple point density is roughly 0.82, so at higher
densities the system will in general become solid before the
onset of melting occurs.8

III. ROLE OF DEFECTS

A. Defect types

In two dimensions, the densest packing of particles of
uniform size is achieved in a triangular lattice. In such a
configuration, each particle has exactly six nearest neighbors.
Thermal fluctuations will lead to distortions in the lattice,
or even destroy it completely. To quantify this, we use the
Delaunay triangulation to determine the nearest-neighbor
network of our particle configurations. The nearest-neighbor
network tells us the number of nearest neighbors, or coor-
dination number, of each particle. For a system of particles
in a periodic plane, the average coordination number is
always six.21 Particles in a triangularly ordered region will
be 6-coordinated, while disruptions in the lattice will lead to
particles with coordination numbers greater than or less than
six. A defect is defined as any coordination number other
than six. These non-6-coordinated atoms may be thought of
as disclinations of charge n, with their coordination number
being 6 + n.

The most common type of disruption, or defect, is a
5- or 7-coordinated particle. These may be interpreted as
disclinations of charge plus or minus one. Two oppositely
charged disclinations may be thought of as a dislocation. More
complex arrangements of disclinations are possible, such as
dislocation pairs and grain boundary loops, but in our analysis
we have only considered individual defects. The defect fraction
fd = 1 − N6/N is defined as the fraction of particles that do
not have six neighbors, where N is the number of particles in
the system, and N6 is the number of 6-coordinated particles in
the system. Remembering that dislocations are made of two
bound disclinations of opposite charge, and that dislocations
become unbound above the melting point, we can expect the
defect fraction to experience a jump at the melting point.21

Additionally, at low temperatures, we can expect an energy
gap to occur, which is the energy cost to create a dislocation
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FIG. 1. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 0.70. Defects are shown in red.

pair. Because the overall disclinicity of the system must be
zero, as well as the net Burgers vector of any dislocations, the
lowest-energy defect excitation is a dislocation pair of opposite
Burgers vectors. In practice, this is usually two pairs of 5- and
7-coordinated particles. This leads to an exponential behavior
in the defect fraction fd = e−β#, where # is the lowest energy
for a defect-type excitation of the system.

B. Unbinding of defects

In Figs. 1, 2, and 3, the Delaunay triangulated configuration
of a 1600 particle system is shown at temperatures 0.7, 0.9,
and 1.1, respectively. The defects are shown in red. At low
temperature as demonstrated in Fig. 1, we see that defects
occur in quadruplets consisting of two 5-coordinated and
two 7-coordinated particles. As the temperature is raised to
0.9 (Fig. 2) ,we can see isolated dislocations (one 5-fold-
coordinated atom bound to a 7-fold-coordinated atom). At
yet higher temperature, such as 1.1 (Fig. 3), we can observe
isolated disclinations.

This can also be seen in the pair distribution functions
g77(r), g55(r), and g57(r) for pairs of 7-coordinated particles,
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FIG. 2. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 0.90. Defects are shown in red.

214108-3

FIGURE I.6. Un défaut local dans une assemblée de particules présentant un
quasi-ordre translationnel à longue portée. Ce défaut peut être vu comme une paire
de dislocations, avec deux sitesA5 (à cinq voisins) et deux sitesA7 (à sept voisins).
Figure extraite de WIERSCHEM & MANOUSAKIS (2011).

présence d’une dislocation revient à ajouter une demi-ligne d’atomes
(figure I.7, droite).
Cette phase intermédiaire est appelée phase hexatique. Dans cette
phase, la présence de dislocations vient détruire le quasi-ordre trans-
lationnel et transforme la décroissance du paramètre d’ordre en une
loi exponentielle. En effet, l’ajout d’une demi ligne entre les deux sites
Ri etRj change la distance Rij d’une quantité qui est de l’ordre de la
maille du réseau. On s’attend donc à une décorrélation complète des
écarts uj et uj dès que Rij est de l’ordre de la distance moyenne entre
dislocations.
Toutefois, on constate sur l’image de droite de la figure I.6 qu’une dis-
location ne détruit pas complètement l’ordre orientationnel. En dé-
pit de l’ajout de la demi-ligne d’atomes, les axes du réseau restent
approximativement les mêmes (en fait, la fonction de corrélation de
l’orientation locale θ(r) décroît algébriquement dans ce régime).

— Au dessus d’une deuxième température critique Ti, les deux membres
A5 et A7 des dislocations peuvent s’éloigner arbitrairement loin l’un
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FIG. 3. (Color online) The Delaunay triangulation for N = 1600
particles at T = 1.10. Defects are shown in red.

pairs of 5-fold-coordinated atoms, and for (5-fold–7-fold)–
coordinated atoms, respectively. In Fig. 4, a sharp peak in
g77(r) is observed at low temperatures (T = 0.70), indicating
that dislocations are tightly bound. At higher temperatures
(T = 0.90 and 1.10), the peak in g77(r) is greatly diminished,
and dislocations become first weakly bound (T = 0.90)
and then completely unbound (T = 1.10). g55(r), while not
shown, behaves qualitatively similar to g77(r), as both are
representative of the pair distribution of dislocations.

The pair distribution function for disclinations g57(r) is
shown in Fig. 5. While the sharp peak at low (T = 0.70)
and intermediate (T = 0.90) temperature is expected, the
peak at T = 1.10, while quite lower, is still very substantial.
This indicates that disclinations have not become completely
unbound, and indeed it is difficult to find isolated disclinations
in the snapshot configurations presented in Fig. 3. When
isolated disclinations do occur, they are still next-nearest
neighbors with at least one other disclination of opposite
charge.
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FIG. 4. (Color online) The pair distribution function for 7-
coordinated particles g77(r). The peak for T = 0.70 extends to ∼ 50.

0 2 4 6 0
r

0

5

10

15

20

25

g 57
(r

)

T=0.70
T=0.90
T=1.10

FIG. 5. (Color online) The pair distribution function for pairs
consisting of one 5-coordinated particle and one 7-coordinated
particle g57(r). The peak for T = 0.70 extends to ∼ 150.

C. Defect fraction

According to the KTHNY theory, disclinations remain
very tightly bound below Tm. Above Tm, the disclinations are
screened from one another by the presence of free dislocations
yet remain bound, albeit by a weaker logarithmic binding.3

Thus, we expect a proliferation of defects to occur around Tm,
and to continue growing until somewhere above Ti , where a
saturation should occur. In Fig. 6, we show the average defect
fraction as a function of temperature. At low temperature,
there are very few defects, while at high temperature, there
is a considerable fraction of the system that is defected. In
between, there is a region of rapidly increasing defect fraction,
from T = 0.8 to 1.0. This can be quantitatively verified by
calculating the temperature derivative of the defect fraction,
which is indeed found to have a broad peak in this temperature
region. The overall shape of dfd (T )/dT is very similar to that
of the specific heat capacity, to be shown next. Additionally,
we can see some size dependence in the region 0.6 < T < 1.0,
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FIG. 6. (Color online) Fraction of defects fd as defined by the
fraction of non-6-coordinated particles in the Delaunay triangulation
fd = 1 − N6/N . The rapid rise in fd from near zero to almost 25%
is a possible sign that dislocation and/or disclination unbinding is
occurring.

214108-4

FIGURE I.7. Dislocation isolée composée d’un site A5 et d’un site A7, ce qui
revient à insérer une demi-ligne supplémentaire d’atomes. Figure extraite de
WIERSCHEM & MANOUSAKIS (2011).

de l’autre. Or, un site A5 isolé ou un site A7 isolé, un défaut appelé dis-
clination, change l’orientation du cristal, comme on le voit sur la figure
I.8. On perd alors également l’ordre orientationnel, la fonction de cor-
rélation de l’orientation θ(r) décroissant alors exponentiellement avec
la distance.

3-2 Mise en évidence sur des systèmes colloïdaux

La mise en évidence expérimentale du scénario KTHNY a fait l’objet de
nombreux travaux depuis sa proposition. Intéressons-nous ici aux résultats
récents obtenus par le groupe de Constance, dirigé par Peter Keim et Georg
Maret sur des monocouches colloïdales. Ces expériences sont menées sur
des billes de polystyrène de diamètre 4.5 microns immergées dans de l’eau
retenue par capillarité dans une cellule en verre (figure I.9), avec une inter-
face eau-air pour la surface inférieure (DEUTSCHLÄNDER, PUERTAS et al.
2014 ; DEUTSCHLÄNDER, DILLMANN et al. 2015).

La densité des billes est de 1.7 et elles s’accumulent donc au fond de
l’eau, à l’interface eau-air. Elle forment une monocouche d’environ 105 par-
ticules, parmi lesquelles on sélectionne celles situées dans une fenêtre de
1 mm× 1 mm (figure I.10). Il y a environ 4000 billes dans cette fenêtre et

renormalization group analysis of topological defects (18–20). In
the KTHNY formalism, the orientationally long range-ordered
crystalline phase melts at a temperature Tm via the dissociation
of pairs of dislocations into a hexatic fluid, which is unknown in
3D systems. This fluid is characterized by quasi-long-range ori-
entational but short-range translational order. In a triangular
lattice, dislocations are point defects and consist of two neigh-
boring particles with five and seven nearest neighbors, re-
spectively, surrounded by sixfold coordinated particles. At a
higher temperature Ti, dislocations start to unbind further into
isolated disclinations (a disclination is a particle with five or
seven nearest neighbors surrounded by sixfold coordinated par-
ticles), and the system enters an isotropic fluid with short-range
orientational and translational order. A suitable orientational
order parameter is the local bond order field ψ6ð~rj, tÞ=
n−1j

P
ke

i6θjkðtÞ =
!!ψ6ð~rj, tÞ

!!eiΘjðtÞ, which is a complex number with
magnitude

!!ψ6ð~rj, tÞ
!! and phase ΘjðtÞ defined at the discrete par-

ticle positions~rj. ΘjðtÞ is the average bond orientation for a spe-
cific particle. The k-sum runs over all nj nearest neighbors of
particle j, and θjk is the angle of the kth bond with respect to a
certain reference axis. If particle j is perfectly sixfold coordinated
[e.g., all θjkðtÞ equal an ascending multiple of π=3], the local bond
order parameter attains

!!ψ6ð~rj, tÞ
!!= 1. A five- or sevenfold co-

ordinated particle yields
!!ψ6ð~rj, tÞ

!!J 0. The three different
phases can be distinguished via the spatial correlation g6ðrÞ=
hψp

6ð~0Þψ6ð rj!Þi or temporal correlation g6ðtÞ= hψp
6ð0Þψ6ðtÞi of the

local bond order parameter. For large r and t, respectively, each
correlation attains a finite value in the (mono)crystalline phase, de-
cays algebraically in the hexatic fluid, and exponentially∼ expð−r=ξ6Þ
and ∼ expð−t=τ6Þ in the isotropic fluid (20, 21). Unlike second-
order phase transitions where correlations typically diverge alge-
braically, the orientational correlation length ξ6 and time τ6 di-
verge in the KTHNY formalism exponentially at Ti

ξ6 ∼ exp
"
ajej−1=2

#
and τ6 ∼ exp

"
bjej−1=2

#
, [6]

where e= ðT −TiÞ=Ti, and a and b are constants (20, 22). This
peculiarity is the reason why KTHNY melting is named contin-
uous instead of second order. In equilibrium, the KTHNY sce-
nario has been verified successfully for our colloidal system in
various experimental studies (23–25).
To transfer this structural 2D phase behavior into the frame-

work of the Kibble–Zurek mechanism, we start in the high
temperature phase (isotropic fluid) and describe the symmetry
breaking with the spatial distribution of the bond order parameter.
Because in 2D the local symmetry is sixfold in the crystal and the
fluid, the isotropic phase is a mixture of sixfold and equally num-
bered five- and sevenfold particles (other coordination numbers
are extremely rare and can be neglected). During cooling, isolated
disclinations combine to dislocations that, for infinite slow cooling
rates, can annihilate into sixfold particles with a uniform director
field. This uniformity is given by a global phase, characterizing the

orientation of the crystal axis. Spontaneous symmetry breaking
implies that all possible global crystal orientations are degenerated,
and the Kibble–Zurek mechanism predicts that in the presence of
critical fluctuations the system cannot gain a global phase at finite
cooling rates: Locally, symmetry broken domains will emerge,
which will have different orientations in causally separated regions.
The final state is a polycrystalline network with frozen-in defects.
As in the case of superfluid 4He, ψ6ð~rj, tÞ is complex with two
independent components (N = 2). Consequently, we expect to
observe monopoles in two dimensions. The phase of ψ6ð~rj, tÞ is
invariant under a change in the particular bond angles of
ΔθjkðtÞ=±nπ=3 (n∈N), which is caused by the sixfold orientation
of the triangular lattice. Similar to the Higgs field or the superfluid,
one cannot consider a closed (discrete) path in ψ6ð~r, tÞ on which
θjkðtÞ changes by an amount of ±π=3, leaving the orientational field
invariant. Reducing this path to a point, ψ6ð~r, tÞ must tend toward
zero at the center to maintain continuity. Because the orientational
field is defined at discrete positions, the defect is a single particle
marked as a monopole of the high symmetry phase. In fact, this
coincides with the definition of disclinations in the KTHNY for-
malism (20): The particle at the center is an isolated five- or sev-
enfold coordinated site. Fig. 2 illustrates this for a bond on a closed
path. Going counterclockwise around the defect, the bond angle
changes by an amount of +π=3 for a fivefold (Fig. 2A) and by −π=3
for a sevenfold site (Fig. 2B). [In principle, also larger changes in
θjkðtÞ are possible, e.g., for n= 2, a four- or eightfold oriented site,
but these are extremely rare.] In KTHNY theory the monopoles
(disclinations) combine to dipoles (dislocations) that can only an-
nihilate completely if their orientation is exactly antiparallel. At
finite cooling rates, they arrange in chains, separating symmetry
broken domains of different orientation: chains of dislocations can
be regarded as strings or 2D domain walls.

Colloidal Monolayer and Cooling Procedure
Our colloidal model system consists of polystyrene beads with
diameter σ = 4.5 μm, dispersed in water and sterically stabilized
with the soap SDS. The beads are doped with iron oxide nano-
particles that result in a superparamagnetic behavior and a mass
density of 1.7 kg/dm3. The colloidal suspension is sealed within a
millimeter-sized glass cell where sedimentation leads to the for-
mation of a monolayer of beads on the bottom glass plate. The
whole layer consists of >105 particles and in a 1,158 μm × 865 μm
subwindow, ≈ 5,700 particles are tracked with a spatial resolution
of submicrometers and a time resolution in the order of seconds.
The system is kept at room temperature and exempt from density
gradients due to a months-long precise control of the horizontal
inclination down to microradian. The potential energy can be
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Fig. 2. Sketch of a fivefold oriented (A) and sevenfold oriented (B) dis-
clination. The red arrows illustrate the change in bond angle (blue) when
circling on an anticlockwise path around the defect.
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FIGURE I.8. Disclinations correspondant à un défaut de type A5 ou A7. La pro-
lifération de ce type de défaut induit une perte de l’ordre orientationnel. Figure
extraite de DEUTSCHLÄNDER, DILLMANN et al. (2015).

on suit la position de chacune grâce à un système d’imagerie de résolution
sub-micrométrique.

Ces billes sont dopées avec des nanoparticules d’oxyde de fer, ce qui
les rend paramagnétiques. En appliquant un champ magnétique perpen-
diculaire au plan de la cellule, on induit dans chaque bille un dipole ma-
gnétique. Comme ces dipoles verticaux sont orthogonaux aux segments
joignant deux billes, l’interaction dipole-dipole est répulsive et isotrope
dans le plan ; elle tend donc à former un ordre cristallin triangulaire. Pour
les paramètres expérimentaux de l’expérience de Constance, la distance
moyenne entre billes est de 13µm. L’expérience est menée à température
ambiante avec un contrôle de l’horizontalité de l’échantillon au microra-
dian près. Les temps de thermalisation peuvent atteindre le mois, pendant
lequel on suit les trajectoires des billes toutes les secondes.

Une image typique est montrée sur la figure I.10 où l’on a colorié les
défauts apparaissant dans la distribution spatiale des billes. Le paramètre
de contrôle de l’expérience est le rapport

Γ =
Emag

kBT
, (I.58)

entre l’énergie magnétique de deux dipoles voisins et l’énergie thermique
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FIGURE I.9. Montage expérimentale utilisé dans les expériences de Constance.
Une goutte d’eau de diamètre 8mm est suspendue par capillarité. Des billes de
polystyrène dopées par des nanoparticules d’oxyde de fer s’accumulent sur le plan
inférieur, à l’interface eau-air. Un champ magnétique vertical induit un moment
magnétique dans les billes, ce qui crée une interaction répulsive entre billes. Figure
extraite de KEIM, MARET et al. (2007).

caractéristique kBT . Les deux transitions indiquées plus haut sont obte-
nues pour (DEUTSCHLÄNDER, PUERTAS et al. 2014) :

— Γm = 70.3 pour la transition cristal/hexatique,

— Γi = 67.3 pour la transition hexatique/isotope,

en bon accord avec les valeurs obtenues par simulation numérique.

En fait, ces expériences d’une richesse remarquable permettent non
seulement de valider les prédictions concernant l’état d’équilibre de ma-
tériaux bi-dimensionnels, mais aussi d’étudier l’évolution temporelle du
système quand on croise les deux transitions de phase à vitesse Γ̇ finie. Il
s’agit du problème de Kibble–Zurek, qui vise à caractériser le nombre de
défauts engendrés en fonction de la vitesse de trempe (DEUTSCHLÄNDER,
DILLMANN et al. 2015). Une autre étude récente sur ces systèmes a consisté

FIGURE I.10. Identification de défauts dans une assemblée d’environ 4000 billes
paramagnétiques. Cette figure a été obtenue pour le rapport Γ = 98, après
une trempe de pente Γ̇ = 1/(19 jours). Figure extraite de DEUTSCHLÄNDER,
DILLMANN et al. (2015).

à mesurer les fluctuations de densité à grande échelle spatiale (ILLING,
FRITSCHI et al. 2017).

3-3 Et le graphène?

L’exemple le plus célèbre d’un ordre cristallin à deux dimensions
est sans conteste le graphène (CASTRO NETO, GUINEA et al. 2009). On
peut donc s’interroger sur la compatibilité entre l’existence de ces feuilles
d’atomes de carbone et le théorème de Mermin–Wagner–Hohenberg. On
trouve dans la littérature deux classes de réponse, d’ailleurs compatibles :

— On peut remarquer que compte tenu de la raideur des liens dans le
graphène, on trouve une valeur gigantesque pour la distance caracté-
ristique sur laquelle la perte de l’ordre cristallin devrait se manifester
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FIGURE I.11. Simulation numérique d’une surface de graphène à 300K, avec
N = 8640 atomes, montrant que la surface est plissée sous l’effet des fluctuations
thermiques. Les flèches ont une longueur de 8 nm. Figure extraite de FASOLINO,
LOS et al. (2007).

(THOMPSON-FLAGG, MOURA et al. 2009). Les effets de taille finie suf-
fisent donc à eux seuls à expliquer l’ordre apparent dans les échan-
tillons de laboratoire.

— La surface du graphène n’est pas plane : elle est plissée (figure I.11) et
les déviations par rapport au plan peuvent jouer, au moins au niveau
fondamental, un rôle important (FASOLINO, LOS et al. 2007 ; SCHOELZ,
XU et al. 2015). Le couplage non linéaire entre fluctuations de hauteur
et déplacements parallèles à la surface change la nature des interac-
tions en leur donnant une composante effective à longue portée, ce
qui peut invalider le théorème de Mermin–Wagner–Hohenberg.
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Chapitre II

Du cas idéal aux interactions binaires

Nous abordons maintenant la notion de fluide quantique à deux di-
mensions. L’essentiel du chapitre sera consacré au gaz parfait régi par la
statistique de Bose-Einstein. Nous nous intéresserons successivement au
cas uniforme, pour lequel il n’y a pas condensation à la limite thermody-
namique, et au cas d’un gaz piégé, pour lequel la condensation peut se pro-
duire. Nous décrirons des expériences menées sur une assemblée de pho-
tons en cavité illustrant cette prédiction. Dans le dernier paragraphe, nous
expliquerons comment prendre en compte les interactions entre particules
en nous intéressant à une collision binaire entre deux atomes identiques.

Rappelons pour commencer quelques éléments permettant de traiter
l’équilibre thermodynamique d’un gaz parfait de particules de Bose. Sup-
posons connus les états propres ψα(r) de l’hamiltonien à une particule et
Eα les énergies propres associées, l’indice α étant une variable discrète ou
continue permettant de repérer chaque état de manière non ambiguë. La
population moyenne d’un état ψα est alors donnée par

Nα =
1

e(Eα−µ)/kBT − 1
, (II.1)

où nous avons introduit deux variables thermodynamiques intensives, la
température T et le potentiel chimique µ. Pour les expériences d’atomes
froids, on peut en général mesurer avec une bonne précision la tempéra-
ture T et le nombre d’atomes total N , dont on déduit le potentiel chimique
en inversant la relation N =

∑
αNα.

1 Le gaz de Bose uniforme à 2D

Nous considérons dans ce paragraphe un gaz de particules confiné
dans une boîte carrée (à deux dimensions) de taille L × L. Nous utilise-
rons pour simplifier les calculs l’expression des états propres obtenus en
prenant des conditions aux limites périodiques. Ces états sont alors des
ondes planes repérées par leur impulsion p :

ψp(r) =
1

L
eip·r/~, p =

2π~
L
n, n = (nx, ny) ∈ Z2. (II.2)

Nous allons nous intéresser à la limite thermodynamique de ce gaz, en fai-
sant tendre la taille L de la boîte et le nombre N de particules vers l’infini,
tout en gardant la densité spatiale constante :

L→∞, N →∞, ρ(2) =
N

L2
: constante (II.3)

Une notion importante pour le calcul des quantités physiques est la densité
d’états D(E). Considérons une quantité physique F (p) variant de manière
relativement douce avec p, la population N(p) du niveau p par exemple,
et intéressons-nous à la somme

∑
p F (p). Lors du passage à la limite ther-

modynamique, on peut remplacer les sommes discrètes sur les impulsions
quantifiées (II.2) par une intégrale :

F (p) régulière :
∑

p

F (p) −→
(

L

2π~

)2 ∫
F (p) d2p (II.4)
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Si la quantité à sommer F (p) n’est fonction que de l’énergieE(p) = p2/2m,
l’intégrale sur la distribution angulaire de l’impulsion p peut être effectuée
analytiquement et on trouve

∑

p

F (p) −→
∫ +∞

0

F (E) D(2)(E) dE avec D(2)(E) =
mL2

2π~2
. (II.5)

La variation de la densité d’états aux basses énergies va jouer un rôle
crucial dans ce qui suit : alors que cette densité s’annule dans le cas 3D
comme 1

√
E quand E → 0, elle reste constante à 2D. Les états de basse

énergie y jouent donc un rôle plus important ; ce fait confirme ce que nous
avions déjà vu au premier cours, quand nous avions constaté que c’était
les phonons de grande longueur d’onde qui étaient responsables de la des-
truction de l’ordre cristallin à 2D.

1-1 La non-saturation des états excités

Rappel sur le cas tri-dimensionnel. La condensation de Bose-Einstein
du gaz idéal à 3D est abordée dans de nombreux ouvrages de physique
statistique, et nous l’avons décrite en détail dans le cours 2015-16. Rappe-
lons que l’on trouve à sa base trois propriétés liées à la distribution (II.1) :

— À température T fixée, chaque population Nα est une fonction crois-
sante du potentiel chimique µ.

— Pour que Nα soit défini pour tout état α, y compris l’état fondamental
que nous notons ici α = 0, il faut que µ < E0.

— Cette inégalité sur µ entraîne que pour une température T donnée, il
existe une borne supérieure sur le nombre d’atomes Nexc(T, µ) pou-
vant occuper l’ensemble des états excités :

Nexc(T, µ) < Nmax
exc (T ) (II.6)

avec

Nexc(T, µ) =
∑

α6=0

1

e(Eα−µ)/kBT − 1
, Nmax

exc (T ) =
∑

α6=0

1

e(Eα−E0)/kBT − 1
.

(II.7)

1. La valeur exacte est D(3)(E) = 1
4π2

(
2mL2

~2

)3/2√
E.

Pour un gaz 3D pris à la limite thermodynamique, la quantité utile est
la densité spatiale associée à ces états excités

ρ(3)
exc(T, µ) =

Nexc(T, µ)

L3
. (II.8)

qui se calcule analytiquement en remplaçant la somme discrète par une
intégrale :

ρ(3)
exc(T, µ) =

1

L3

∫ +∞

0

D(3)(E)
1
Z eE/kBT − 1

dE =
1

λ3
T

Li3/2(Z) (II.9)

où l’on a introduit la longueur d’onde thermique et la fugacité du gaz

λT =
~
√

2π√
mkBT

Z = eµ/kBT (II.10)

et la fonction polylogarithme

Liα(x) =

+∞∑

n=1

xn

nα
. (II.11)

Pour α > 1, cette fonction est définie en tout point de l’intervalle x ∈ [0, 1]
et on trouve en particulier 2 Li3/2(1) = 2.612 . . .

La limite Z → 1 correspond à µ → E0 = 0 pour ce gaz de parti-
cules libres. Le fait que Li3/2(Z) reste fini quand Z → 1 signifie que la
densité spatiale que l’on peut placer dans les états excités est bornée par
2.612/λ3

T . La densité dans l’espace des phases associée aux états excités,
définie comme

Dexc = ρ(3)
excλ

3
T , (II.12)

est donc elle aussi bornée supérieurement :

Dexc < Dmax
exc = 2.612. (II.13)

La condensation de Bose–Einstein découle de cette inégalité : elle se
produit lorsque la densité dans l’espace des phases D dépasse la valeur

2. La constante Li3/2(1) est également égale à la valeur de la fonction ζ(x) de Riemann
en x = 3/2 : ζ(x) =

∑+∞
n=1 n

−x.
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D
Dc

D0

DexcDc

FIGURE II.1. Cas 3D : densités dans l’espace des phases associées respectivement
à l’état fondamental (D0) et à l’ensemble des états excités Dexc, en fonction de la
densité totale dans l’espace des phases D. On a posé Dc ≡ Dmax

exc = 2.612.

critique Dmax
exc . Le surplus de particules doit s’accumuler dans l’état fonda-

mental à une particule p = 0. En d’autres termes, deux cas sont possibles
(figure II.1) :

D ≤ 2.612 : D ≈ Dexc = Li3/2(Z), D0 � D, (II.14)

D > 2.612 : D = D0 +Dmax
exc avec Dmax

exc = 2.612. (II.15)

Le couple d’équations (II.14-II.15) constitue l’équation d’état du gaz de
Bose idéal à 3D.

Le cas bi-dimensionnel Pour un gaz 2D, le calcul de la densité spatiale
associée aux états excités peut être repris de manière quasi-inchangée par
rapport au cas 3D, la seule différence résidant dans l’expression de la den-
sité d’états, qui perd un facteur

√
E. Pour le dire de manière imagée, la pro-

portion d’états au voisinage de l’énergie nulle augmente quand on passe
de 3D à 2D; comme nous allons le voir, cela fait perdre son caractère sin-
gulier à l’état E = 0 et vient empêcher la condensation.

En remplaçant là aussi la somme discrète (II.7) par une intégrale, on
trouve :

ρ(2)
exc =

1

L2

∫ +∞

0

D(2)(E)
1
Z eE/kBT − 1

dE =
1

λ2
T

Li1(Z). (II.16)

Notons que la fonction Li1(Z), qui se calcule à partir de l’expression géné-
rale (II.11), peut s’exprimer sous forme analytique Li1(Z) = − ln(1−Z), ce
qui donne pour la densité dans l’espace des phases

Dexc = − ln (1− Z) . (II.17)

On arrive alors au point crucial suivant : contrairement à Li3/2(Z), la
fonction Li1(Z) n’admet pas de limite finie quand Z → 1. Ceci signifie
que même pour une densité dans l’espace des phases D arbitrairement
grande, on pourra toujours trouver (à température donnée) un potentiel
chimique µ tel que D = Dexc(T, µ). Ceci ne signifie pas que la population
du niveau fondamental est nulle, mais simplement qu’elle ne prend pas
de valeur "macroscopique" à la limite thermodynamique. Aucune singula-
rité n’apparait quand on augmente la densité à température constante et la
condensation de Bose–Einstein ne se produit pas.

Il est important de repérer l’ingrédient essentiel qui cause cette diffé-
rence entre les cas 3D et 2D. Toute la question est de savoir si l’intégrale en
dimension d :

ρ(d)
exc(T ) =

1

Ld

∫ +∞

0

D(d)(E)
1
Z eE/kBT − 1

dE (II.18)

admet une limite finie dans le cas très dégénéré Z → 1. Comme il n’y a au-
cun problème de convergence de l’intégrale quand E → +∞, la difficulté
est concentrée en E → 0. On peut alors faire un développement limité de
l’intégrande au voisinage de E = 0 dans le cas limite Z = 1 :

Z = 1, E → 0 :
D(d)(E)

1
Z eE/kBT − 1

∼ kBT
D(d)(E)

E
. (II.19)

Pour une densité d’état variant en loi de puissance au voisinage de 0 :

D(d)(E) ∝ Eν (II.20)

alors l’intégrale sera convergente en E = 0 si

ν > 0 (II.21)

et cela même si Z = 1, qui est la valeur maximale autorisée. C’est la situa-
tion atteinte à 3D : la densité dans les états excités sature et le phénomène
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de condensation se produit. En revanche le cas 2D correspond à ν = 0 et
l’intégrale est divergente pour Z = 1. Quelle que soit la densité spatiale
choisie, on peut donc toujours trouver un Z assez proche de 1 qui permet
de rentre compte de cette densité.

Équation d’état du gaz 2D. Le résultat

D(T, µ) = − ln (1− Z) Z ≡ eµ/kBT (II.22)

constitue l’équation d’état du gaz de Bose idéal à 2D. Indiquons ici deux
cas limites intéressants :

— Le cas non dégénéré s’obtient en prenant la limite Z � 1 :

Z � 1 : D(T, µ) ≈ Z = eµ/kBT � 1, (II.23)

ce qui correspond au résultat bien connu pour le gaz de Boltzmann.

— Le cas Z → 1, obtenu pour |µ| � kBT , correspond au contraire à un
gaz fortement dégénéré :

Z ≈ 1 : 1− Z ≈ |µ|
kBT

→ D(T, µ) ≈ ln

(
kBT

|µ|

)
� 1 (II.24)

1-2 La distribution en impulsion

Pour un gaz parfait, cette distribution s’écrit :

N(p) =
1

1
Z ep2/(2mkBT ) − 1

. (II.25)

Pour gagner de l’intuition sur la forme de cette distribution (cf. figure II.2),
nous allons étudier les deux cas limites du gaz non dégénéré (Z � 1) et du
cas fortement dégénéré Z ≈ 1.

Cas non dégénéré. Dans le cas Z � 1, on peut faire l’approximation

Z � 1 : N(p) ≈ Z e−p
2/(2mkBT ) (II.26)

qui redonne la distribution gaussienne de Maxwell–Boltzmann.
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FIGURE II.2. Distributions en impulsion pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

Cas fortement dégénéré. Pour décrire le cas Z ≈ 1, correspondant à
|µ| � kBT , nous allons séparer les impulsions en deux classes :

— Les impulsions p telles que p2

2m < kBT , c’est-à-dire pλT /~ <
√

4π, pour
lesquelles nous allons linéariser l’exponentielle figurant au dénomina-
teur de (II.25) :

Z ≈ 1,
p2

2m
< kBT : N(p) ≈ kBT

p2

2m + |µ|
=

4π~2

λ2
T

1

p2 + p2
c

(II.27)

avec
pc =

√
2m|µ| �

√
2mkBT (II.28)

(rappelons que µ est toujours négatif).

— Les impulsions p telles que p2

2m > kBT pour lesquelles nous allons né-
gliger le terme "de Bose"−1 au dénominateur de (II.25) pour retrouver
une distribution gaussienne à la Boltzmann :

Z ≈ 1,
p2

2m
> kBT : N(p) ≈ e−p

2/(2mkBT ). (II.29)

La distribution en impulsion se compose donc de deux parties dis-
tinctes : une partie centrale lorentzienne de largeur pc et des ailes gaus-
siennes de largeur

√
mkBT . Pour aller plus loin, il est intéressant d’évaluer
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les poids respectifs de ces deux distributions. On trouve pour la partie cen-
trale lorentzienne

Dlor. ≈
∫ √2mkBT

0

2p

p2 + p2
c

dp ≈ ln

(
kBT

|µ|

)
(II.30)

c’est-à-dire, en utilisant (II.24)

Dlor. ≈ D. (II.31)

Pour les ailes gaussiennes, on a

Dgau. ≈
λ2
T

2π~2

∫ +∞

√
2mkBT

e−p
2/(2mkBT ) p dp ≈ 1/e � D. (II.32)

Cette contributionDgau. est petite devantD puisqu’on s’est placé dans l’hy-
pothèse d’un gaz fortement dégénéré. On peut donc considérer que la ma-
jeure partie des atomes est localisée dans une distribution lorentzienne de
largeur pc �

√
mkBT . Toutefois, comme une distribution lorentzienne est

non normalisable à 2D (contrairement au cas 1D), il faut mettre une cou-
pure sur les intégrales au niveau de l’impulsion thermique

√
2mkBT .

1-3 Fonction de corrélation à un corps

Au-delà de l’apparition possible d’une fraction macroscopique des
atomes dans l’état fondamental, une autre manifestation de la condensa-
tion de Bose–Einstein apparaît sur la fonction de corrélation :

G1(r, r′) = 〈r|ρ̂1|r′〉 (II.33)

où ρ̂1 est l’opérateur densité à un corps. Rappelons que l’invariance par
translation du système assure que la valeur deG1 ne dépend en fait que de
r − r′.

Pour évaluer G1, partons de l’élément de matrice de ρ̂1 entre deux états
d’impulsion p et p′ et introduisons une double relation de fermeture en
position

〈p|ρ̂1|p′〉 =

∫∫
〈p|r〉 G1(r, r′) 〈r′|p′〉 d2r d2r′. (II.34)
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FIGURE II.3. Fonction de corrélation G1(r) pour un gaz de Bose idéal à deux
dimensions. Courbes réalisées pour D = 0.1, 0.3, 1, 3, 10.

avec 〈r|p〉 = eir·p/~/L. En utilisant l’invariance par translation, cette rela-
tion devient

〈p|ρ̂1|p′〉 = δp,p′

∫
e−ir·p/~ G1(r) d2r. (II.35)

où l’on a noté pour simplifier G1(r) = G1(r, 0). La distribution en impul-
sion N(p) = 〈p|ρ̂1|p〉 et la fonction de corrélation G1(r) sont donc trans-
formées de Fourier l’une de l’autre. On notera que la démonstration de
ce résultat ne dépend pas du fait que le gaz est idéal, ni de la dimension
choisie pour l’espace.

La fonction de corrélation G1 s’obtient en prenant la transformée de
Fourier inverse

G1(r) =
1

(2π~)2

∫
eir·p/~ N(p) d2p

=
1

λ2
T

+∞∑

n=1

Zn

n
e−πr

2/(nλ2
T ). (II.36)

Pour analyser ce résultat, concentrons-nous sur les deux cas limites déjà
identifiés, celui du gaz non dégénéré et celui du gaz fortement dégénéré.

Dans le cas non dégénéré, le caractère gaussien de la distribution N(p)
donné en (II.26) conduit à une fonction de corrélation G1 également gaus-
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sienne :
Z � 1 : G1(r) ≈ ρ(2) e−πr

2/λ2
T . (II.37)

La longueur d’onde thermique λT donne donc l’extension de la cohérence
spatiale dans ce cas.

Dans le cas fortement dégénéré, nous avons vu que l’essentiel de la
distribution est concentrée dans la lorentzienne centrale de largeur pc. La
transformée de Fourier 2D de cette lorentzienne est définie en tout point
r 6= 0 et est proportionnelle à la fonction de Bessel d’argument imaginaire
K0(pcr/~). Le comportement asymptotique de cette fonction est

x→∞ : K0(x) ≈
√

π

2x
e−x (II.38)

et il est dominé par la décroissance exponentielle. On a alors

G1(r) ∝ 1√
r

e−r/` avec ` =
~
pc
. (II.39)

En utilisant la définition (II.28) de pc et le lien (II.24) entre la densité dans
d’espace des phases et le rapport kBT/|µ|, on arrive à la longueur caracté-
ristique de décroissance de la fonction G1 dans le cas fortement dégénéré :

` ≈ λT√
4π

eD/2. (II.40)

On constate ici le caractère marginal du gaz de Bose uniforme à 2D.
Bien qu’il n’y ait pas d’ordre à longue portée à strictement parler puisque
la fonctionG1 tend vers 0 de manière exponentielle, la longueur caractéris-
tique de cette exponentielle diverge exponentiellement vite avec la densité
dans l’espace des phases du système. Un tel comportement entraîne un
rôle important des effets de taille finie, que nous allons examiner dans le
paragraphe suivant.

1-4 Les effets de taille finie

Dans les expériences d’atomes froids, on réalise couramment des den-
sités dans l’espace des phases qui dépassent la trentaine. Pour ces valeurs
de D, on trouve ` ∼ λT × 106. Pour une valeur typique de la longueur

d’onde thermique λT = 1µm, la longueur de décroissance ` de G1 est de
l’ordre du mètre, donc indétectable sur un échantillon de taille réaliste.
Dans ces conditions, la phase est essentiellement constante sur l’étendue
de l’échantillon et tout se passe comme si on avait un véritable condensat
de Bose–Einstein.

On peut se donner deux critères équivalents pour fixer le seuil d’appa-
rition des effets de taille finie :

— Le premier consiste à comparer la différence E0 − µ à l’écart E1 − E0

entre le premier état excité et l’état fondamental. QuandE0−µ devient
inférieur à E1 − E0, alors la discrétisation des niveaux d’énergie due
aux effets de taille finie commence à jouer un rôle significatif. A un
facteur numérique près sans importance ici, l’écart E1−E0 est d’ordre
E1 − E0 ∼ ~2/mL2 de sorte que ce premier critère s’écrit :

|µ| . ~2

mL2
→ kBT

|µ| &
L2

λ2
T

(II.41)

ce qui entraîne pour le cas dégénéré [cf. (II.24)] :

D & ln(L2/λ2
T ). (II.42)

— Le second critère consiste à comparer la longueur de décroissance `
de la fonction G1 avec la taille linéaire L de l’échantillon. Les effets de
taille finie deviennent significatifs quand ` dépasse L, c’est-à-dire :

` & L → eD/2 &
L

λT
, (II.43)

ce qui est effectivement équivalent au critère (II.42).

2 Le gaz de Bose dans un piège harmonique 2D

De nombreuses expériences menées sur des atomes, de la lumière ou
des systèmes hybrides utilisent un confinement harmonique des parti-
cules. L’effet majeur de ce confinement est de modifier la densité d’états du
système et donc de changer, pour une dimensionalité donnée, l’existence
ou la non-existence du phénomène de condensation. Nous considérerons
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dans ce qui suit un piège harmonique isotrope de pulsation ω pour lequel
les niveaux d’énergie s’écrivent à une constante additive près Ej = j ~ω,
avec j ∈ N. Dans le cas d’un piège non isotrope, la plupart des résultats
qui suivent restent valables pourvu que l’on remplace ω par la moyenne
géométrique des pulsations du piège.

2-1 L’influence de la dimension d’espace

Pour trouver s’il y a ou non possibilité de condensation, revenons à
l’expression donnant le nombre d’atomes dans les états excités de l’hamil-
tonien à une particule

Nexc =
∑

α 6=0

1
1
Z eEα/kBT − 1

(II.44)

où l’indice α repère ici les niveaux d’énergie dans le piège. Comme pour
le cas uniforme, il est utile de remplacer cette somme discrète par une in-
tégrale, ce qui est une bonne approximation si l’énergie thermique kBT est
grande devant l’écart entre niveaux d’énergie consécutifs. On obtient alors

Nexc =

∫ +∞

0

D(E)
1
Z eE/kBT − 1

dE (II.45)

où D(E) est la densité d’états pour le piège.

Comme pour le cas d’une boîte, la densité d’état dans un piège har-
monique dépend de la dimensionalité. Pour un piège 1D, les niveaux
(j + 1/2)~ω sont non dégénérés (ξj = 1), équidistants et séparés de ~ω,
soit

D(1)(E) =
1

~ω
. (II.46)

En dimension 2, le niveau d’énergie Ej = (j+ 1)~ω est dégénéré ξj = j+ 1
fois ; en dimension 3, le niveau Ej = (j + 3/2)~ω est dégénéré ξj = (j +
1)(j + 2)/2 fois, de sorte que

D(2)(E) =
E

(~ω)2
, D(3)(E) =

E2

2(~ω)3
. (II.47)

Revenons maintenant au critère trouvé en (II.19-II.21). La densité d’états
varie effectivement comme Eν et l’exposant ν est strictement positif en di-
mension 3 et en dimension 2 (respectivement ν = 2 et ν = 1). Il y a donc

D
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FIGURE II.4. Limite thermodynamique dans un piège : on diminue la pulsation
ω tout en augmentant le nombre d’atomes de manière à garder la densité centrale
constante.

possibilité de condensation dans ces deux cas. En revanche la dimension 1
reste (marginalement) exclue puisqu’elle correspond à ν = 0.

2-2 Le point de condensation

Le nombre maximal d’atomes que l’on peut mettre dans un piège har-
monique est obtenu en injectant la densité d’états (II.47) dans l’expression
(II.45) pour la fugacité maximale Z = 1. On obtient

2D : N (max)
exc (T ) = Li2(1)

(
kBT

~ω

)2

avec Li2(1) =

+∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

(II.48)
et

3D : N (max)
exc (T ) = Li3(1)

(
kBT

~ω

)3

avec Li3(1) =

+∞∑

n=1

1

n3
= 1.202 . . .

(II.49)
Rappelons que ces résultats sont valables dans l’hypothèse kBT � ~ω, né-
cessaire pour remplacer la somme discrète (II.44) par une intégrale. Le cas
opposé kBT � ~ω est conceptuellement trivial : les particules s’accumulent
alors dans l’état fondamental par le simple fait que les niveaux excités ne
sont pas activés thermiquement.
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Limite thermodynamique dans un piège. Pour un gaz dans une boîte
carrée, la notion de limite thermodynamique est simple : pour une tem-
pérature T donnée, on fait tendre le nombre de particules N et la taille
de la boîte L vers l’infini, en gardant la densité spatiale constante. Dans
un piège harmonique, la limite thermodynamique est obtenue de façon
similaire, mais on cherche maintenant à maintenir la densité centrale n(0)
constante, tout en faisant tendre le nombre de particulesN vers l’infini (DE

GROOT, HOOYMAN et al. 1950 ; BAGNATO, PRITCHARD et al. 1987). Pour
comprendre comment cela est obtenu, utilisons par exemple la prédiction
pour la statistique de Maxwell–Boltzmann :

ρ(d)(r) =
1

(2π)d/2
N

σd
e−r

2/2σ2

avec
1

2
mω2σ2 ≡ 1

2
kBT, (II.50)

soit :

ρ(d)(0) =

(
m

2πkBT

)d/2
Nωd. (II.51)

La limite thermodynamique est donc obtenue en prenant (figure II.4) :

N → +∞, ω → 0, ρ(d)(0) ∝ Nωd = constante. (II.52)

Les deux résultats (II.48) et (II.49) sur la saturation des états excités
dans des pièges 2D et 3D sont pertinents dans cette limite, puisqu’ils s’ex-
priment en fonction de la seule variable N (max)

exc (T ) ωd :

N (max)
exc (T ) ωd = Lid(1)

(
kBT

~

)d
(II.53)

Le cas uni-dimensionnel. A une dimension, la situation est plus délicate
qu’à 2D et 3D puisque l’intégrale (II.45) diverge quand Z → 1 (BAGNATO

& KLEPPNER 1991). Il faut donc revenir à la somme discrète (II.44) pour
évaluer le nombre maximal d’atomes que l’on peut placer dans un piège
de pulsation ω et à température T . Le calcul est décrit par KETTERLE &
VANDRUTEN (1996) et conduit au résultat :

1D, kBT � ~ω : N (max)
exc (T ) ≈ kBT

~ω
ln

(
2kBT

~ω

)
. (II.54)

Comme prévu, ce résultat ne survit pas à la limite thermodynamique
puisque le produit Nω nécessaire pour atteindre le seuil de condensation
diverge. En revanche, dans un piège 1D à ω fixé, un condensat se forme
quand le nombre d’atomes dépasse (II.54).

2-3 Approximation semi-classique

L’état d’équilibre d’un gaz parfait dans un piège harmonique peut
s’écrire en terme de l’opérateur densité à une particule

ρ̂1 =
1

1
Z eĤ/kBT − 1

, (II.55)

où Ĥ = p̂2

2m +Vtrap(r̂) est l’hamiltonien à une particule. L’opérateur densité
ρ̂1 est diagonal dans la base des états propres de Ĥ et la population de
chaque état est donnée par la statistique de Bose–Einstein (II.1).

L’approximation semi-classique (BAGNATO, PRITCHARD et al. 1987)
consiste à "oublier" le fait que p̂ et r̂ sont des opérateurs qui ne commutent
pas et à les remplacer par des variables classiques. L’opérateur ρ̂1 devient
alors une distribution dans l’espace des phases :

W (r,p) =
1

(2π~)d
1

1
Z e[ p

2

2m+V (r)]/kBT − 1
(II.56)

qui permet, par intégration sur l’une ou l’autre des variables, de détermi-
ner la distribution en position ou en vitesse. La constante de normalisation
de W sera justifiée un peu plus loin.

En réalité, le concept de distribution dans l’espace des phases n’existe
pas en physique quantique. Il est en effet impossible de préparer une par-
ticule dans un état tel que sa position et son impulsion soient toutes deux
parfaitement définies. L’objet qui s’en rapproche le plus est la distribution
de Wigner (WIGNER 1932), quantité réelle mais pas toujours positive. Le
lien entre la fonction W (r,p) définie ci-dessus et la distribution de Wigner
est discuté en détail par CASTIN (2001). Le bilan de cette discussion est que
(II.56) peut valablement être utilisée si on s’intéresse à des structures de
l’espace des phases d’étendue grande devant ~. En d’autres termes, il ne
faut pas chercher à résoudre individuellement la contribution de chaque
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état quantique, mais se limiter à l’évaluation de quantités physiques qui
varient doucement d’un état donné à un état voisin. Cela doit être en parti-
culier le cas pour la population de ces états, ce qui impose que kBT � ~ω.

Dans le cadre de cette approximation, il est simple de déterminer le pro-
fil de densité spatiale en dimension d, ρ(d)

exc.(r), dans un piège à tempéra-
ture donnée (rappelons que l’état fondamental, s’il est macroscopiquement
peuplé, échappe à cette distribution semi-classique). L’intégration sur l’im-
pulsion donne :

ρ(d)
exc(r) =

1

(2π~)d

∫
Ze−[ p

2

2m+V (r)]/kBT

1− Ze−[ p
2

2m+V (r)]/kBT
ddp

=
1

(2π~)d

+∞∑

j=1

Zj
∫

e−j[
p2

2m+V (r)]/kBT ddp

=
1

λdT

+∞∑

j=1

1

jd/2

[
Z e−V (r)/kBT

]j
=

1

λdT
Lid/2

[
Z e−V (r)/kBT

]
.(II.57)

On remarque que pour Z � 1, le premier terme (j = 1) de la somme est
grand devant tous les autres et on retrouve la formule de Boltzmann

ρ(d)
exc(r) ≈ ρ(d)

tot(r) =
Z

λdT
e−V (r)/kBT . (II.58)

Nombre d’atomes à l’approximation semi-classique. Le résultat (II.57)
fournit la densité en tout point du piège. Pour le potentiel harmonique
V (r) = mω2r2/2, on peut maintenant intégrer cette densité sur l’espace et
vérifier que l’on retrouve bien les résultats obtenus précédemment :

N (d)
exc =

1

λdT

+∞∑

j=1

1

jd/2
Zj
∫

e−jmω
2r2/(2kBT ) ddr

=

+∞∑

j=1

Zj

jd/2

(
kBT

~ω

)d
= Lid(Z)

(
kBT

~ω

)d
. (II.59)

2-4 Approximation de densité locale

Pour un potentiel uniformément nul (ω = 0), on retrouve le résultat
donné plus haut pour un gaz uniforme à 2D [cf. (II.16)] :

ρ(d)
exc(r) =

1

λdT
Lid/2

(
eµ/kBT

)
, (II.60)

ce qui justifie a posteriori la constante de normalisation introduite en (II.56).
Dans le cas général, le résultat (II.57), écrit sous la forme

ρ(d)
exc(r) =

1

λdT
Lid/2

(
e[µ−V (r)]/kBT

)
(II.61)

fournit une illustration de l’approximation de densité locale : la densité en
un point quelconque du piège est la densité d’un gaz uniforme de même
température et de potentiel chimique µ − V (r). Nous aurons l’occasion
d’utiliser cette approximation pour un gaz de particules en interaction.

Seuil de condensation à l’approximation semi-classique. Plaçons-nous
tout d’abord à trois dimensions. La condensation dans le piège harmo-
nique V (r) = mω2r2/2 est obtenue quand la fugacité Z tend vers 1, auquel
cas le résultat (II.57) indique que la densité centrale du piège vaut :

ρ(3)
exc(0) =

1

λ3
T

Li3/2 (1) . (II.62)

On arrive donc à une conclusion remarquable (et satisfaisante !) qui relie le
cas uniforme et le cas du piège : la condensation dans le piège se produit
quand la densité centrale est égale à la densité critique d’un gaz uniforme
de même température.

Comment ce résultat se transpose-t-il à deux dimensions? La réponse
ne semble pas évidente, puisqu’il y a condensation dans le piège harmo-
nique, mais pas dans le cas uniforme. Cette réponse se trouve dans le fait
que la densité centrale n(0) dans le piège diverge quand Z → 1, bien que
l’intégrale de n(r) sur tout l’espace reste convergente. La divergence de
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n(r) autour du point r = 0 est en effet assez douce :

Z = 1 : ρ(2)
exc(r) =

1

λ2
T

Li1
(

e−V (r)/kBT
)

= − 1

λ2
T

ln
(

1− e−mω
2r2/(2kBT )

)

r→0≈ − 1

λ2
T

ln(r2) + constante. (II.63)

On retrouve ainsi le côté marginal de la condensation à deux dimensions,
au moins dans la limite thermodynamique : elle peut se faire dans un piège
harmonique, mais il faut pour cela ajouter des atomes jusqu’au moment
où la densité centrale devient infinie. Même si cela est en principe possible
pour un gaz parfait, on pressent que ce sera problématique en présence
d’interactions répulsives entre particules.

3 Un gaz 2D presque idéal : les photons en cavité

Un exemple de condensation de Bose–Einstein d’un gaz parfait dans un
piège harmonique 2D est fourni par les expériences menées dans le groupe
de Martin Weitz à Bonn depuis 2010 (KLAERS, SCHMITT et al. 2010), et re-
prises plus récemment dans le groupe de Robert Nyman à Imperial Col-
lege (MARELIC & NYMAN 2015 ; MARELIC, ZAJICZEK et al. 2016). Il s’agit
de la condensation à deux dimensions de photons dans une cavité Fabry-
Perot. A priori, l’extension à des photons de la notion de condensation de
Bose–Einstein, un phénomène propre aux particules massives, soulève un
certain nombre de questions :

— Les photons ne sont pas des particules massives dans l’espace 3D.
Comment peuvent-ils acquérir une masse à 2D?

— Pour avoir un condensat à deux dimensions, il faut confiner les par-
ticules, par exemple dans un piège harmonique. Comment obtient-on
ce piégeage harmonique pour les photons?

— On attribue généralement un potentiel chimique nul aux photons, en
invoquant le fait que leur nombre n’est pas conservé. C’est en parti-
culier cet argument qui permet d’établir la formule du rayonnement
du corps noir. Comment se fait-il que les photons puissent acquérir un
potentiel chimique non nul dans cette expérience?

FIGURE II.5. Cavité Fabry-Perot remplie de colorant et pompée latéralement par
un laser. Pour un taux de pompage suffisamment élevé, la condensation de Bose–
Einstein de photons se produit dans le mode longitudinal N = 7 et dans le mode
transverse fondamental. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

— La condensation de Bose–Einstein correspond à l’accumulation d’un
nombre macroscopique de particules dans un seul état quantique du
système, le laser également. En quoi les expériences de Bonn diffèrent-
elles d’un laser « ordinaire »?

3-1 Masse et potentiel harmonique pour les photons

Le schéma expérimental de KLAERS, SCHMITT et al. (2010) est repré-
senté sur la figure II.5. L’expérience est menée avec des photons de lon-
gueur d’onde λ autour de 570 nm. On utilise une cavité Fabry-Perot de
grande finesse (105) et de faible épaisseur L ≈ 1.5µm. La cavité est rem-
plie d’un milieu (méthanol+colorant) d’indice n0 = 1.33, de sorte que
L ≈ N λ

2n0
avec N = 7. Les photons sont stockés dans la cavité dans le

mode longitudinal N = 7.

Le choix de la valeur de L est motivé par le fait que l’intervalle spec-
tral libre, c’est-à-dire l’écart énergétique entre le mode N = 7 et ses voi-
sins N = 6 ou 8, doit être plus grand que kBT , où T est la température
ambiante, et que la largeur spectrale de la lumière de fluorescence du colo-
rant. Quand cette condition est vérifiée, ces autres modes ne jouent pas de
rôle : le degré de liberté selon z peut être considéré comme gelé. Le choix
L = 1.5µm conduit à un écart énergétique de 10 kBT environ, ce qui est
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largement suffisant.

Comment donner une masse aux photons? Nous nous intéressons dans
ce qui suit à la dynamique et à la thermodynamique des photons dans
le plan xy, où z désigne l’axe de la cavité. Un photon résonnant avec la
cavité a pour vecteur d’onde (k⊥, kz) avec kz = Nπ/L. Si on se limite à
l’approximation paraxiale, c’est-à-dire à des photons faisant un angle faible
avec l’axe z, on a |k⊥| � kz . L’énergie des photons dans le milieu d’indice
n0 qui remplit la cavité s’écrit donc

~ω(k⊥) =
~c
n0

(
k2
z + k2

⊥
)1/2 ≈ ~ω0 +

~2k2
⊥

2mph
, (II.64)

où l’on a posé

~ω0 =
Nπ~c
n0L

. (II.65)

On obtient bien une relation de dispersion de particules massives et la
masse effective du photon pour le mouvement dans le plan xy vaut :

mph =
~n0kz
c

= n2
0

~ω0

c2
. (II.66)

Cette masse effective vaut 0.7×10−35 kg dans l’expérience de Bonn, 100 000
fois moins qu’un électron !

Comment induire un potentiel harmonique dans le plan xy ? Nous
allons faire ici un raisonnement corpusculaire classique, qui pourrait se
transposer en formalisme ondulatoire. La cavité est formée de deux mi-
roirs sphériques de rayon R, de sorte que la distance L entre les deux mi-
roirs varie avec l’écart à l’axe r =

(
x2 + y2

)1/2 :

L(r) = L0 − 2
(
R−

√
R2 − r2

)
. (II.67)

Le rayon de courbure des miroirs R ≈ 1 m est grand devant l’écart à l’axe
typique, r ≈ 100µm, de sorte que l’on peut faire un développement limité
de cette expression :

L(r) ≈ L0 −
r2

R
. (II.68)

Cette variation de la longueur de la cavité avec l’écart à l’axe induit une
variation spatiale de l’énergie d’un photon stocké dans le mode N . Plus
précisément, si on injecte ce résultat pour L(r) dans la définition (II.65) de
~ω0, on arrive à

~ω0(r) = ~ω0(0) +
1

2
mphΩ2r2 (II.69)

où la pulsation Ω est définie par :

Ω =
c

n0

√
L0R/2

. (II.70)

On obtient bien le confinement harmonique recherché, avec une fréquence
d’oscillation Ω/(2π) ≈ 40 GHz pour l’expérience de Bonn.

À ce stade, l’énergie d’un photon de position transverse r et d’impul-
sion transverse ~k⊥ s’écrit donc

E(r,k⊥) =
~2k2

⊥
2mph

+
1

2
mphΩ2r2, (II.71)

ce qui suffit d’un point de vue cinématique à appliquer le formalisme pré-
cédent.

3-2 Température et potentiel chimique

La cavité est remplie d’un colorant (rhodamine 6G) que l’on éclaire sur
le côté avec un laser pompe à 532 nm. Une molécule de colorant peut être
considérée comme un système à deux niveaux électroniques g (fondamen-
tal) et e (excité), avec pour chacun de ces niveaux un quasi-continuum de
sous-niveaux de vibration et de rotation (figure II.6). Lors d’une transition
e → g, une molécule émet un photon dans le mode N = 7 de la cavité.
Ce photon peut être réabsorbé par une molécule (transition g → e), puis
réémis de multiples fois avant de finalement s’échapper de la cavité.

Cette succession de processus d’absorption et d’émission conduit à une
distribution thermique pour l’énergie des photons. Plus précisément, en
utilisant la loi de Kennard–Stepanov qui relie les spectres d’absorption et
d’émission de molécules, on peut montrer que la distribution énergétique
des photons est caractérisée (à peu près) par la même température que celle
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FIGURE II.6. Absorption et émission d’un photon par une molécule de colorant.
Figure extraite de KLAERS, SCHMITT et al. (2011).

du colorant, T = 300 K (KLAERS, SCHMITT et al. 2011). En association avec
la masse effective déterminée plus haut, ceci correspond à une longueur
d’onde thermique λT ∼ 1.6µm.

À ce stade, la situation semble similaire à celle du rayonnement du
corps noir, où l’on s’intéresse aux photons en équilibre avec les parois d’un
four. Or, pour le rayonnement du corps noir, on est conduit à imposer un
potentiel chimique nul aux photons. La raison en est que le nombre de
photons, ou plus précisément le nombre d’excitations du système, n’est
pas conservé. Quand on considère la dynamique des photons en interac-
tion avec les parois du four, on peut avoir un processus du type :

1 photon → 1 excitation des parois → 2 photons (II.72)

résultant dans la conversion d’un photon d’énergie ~ω en deux photons
d’énergie ~ω′ et ~ω′′, avec ω = ω′+ω′′. L’existence de tels processus impose
µ = 2µ pour les photons, soit µ = 0.

La situation est très différente dans l’expérience de Bonn. Les photons
ont certes la même température T que le colorant, mais leur nombre dans
la gamme de longueur d’onde autour de 570 nm est différent de celui d’un
corps noir à cette température, car il dépend également de l’intensité de
pompage. Pour comprendre ce point, partons du processus représenté en
figure II.6 :

1 photon + une molécule g ←→ une molécule e. (II.73)

Dans un tel processus élémentaire, le nombre d’excitations du système
est constant 3, contrairement au cas du rayonnement du corps noir. Une
version simplifiée de l’équilibre dans la relation ci-dessus peut s’écrire en
terme de l’équation bilan :

N (ω) Ng(E) = [1 +N (ω)]Ne(E + ~ω) (II.74)

où N (ω) représente le nombre de photons de pulsation ω, Ng/e(E) le
nombre de molécules d’énergie interne E. Nous avons tenu compte dans
cette équation du phénomène d’émission stimulée, qui est responsable in
fine de la condensation. Dans cette modélisation simple, posons

Ne(E + ~ω)

Ng(E)
= Z e−~ω/kBT , (II.75)

qui fait l’hypothèse implicite que la relaxation à l’intérieur des sous-
niveaux rovirbrationnels garantit une distribution thermique pour chacun
de ces deux continuums. En revanche, le rapport entre les populations glo-
bales de g et e n’est pas thermique, mais imposé par le laser de pompe et
décrit par le coefficient Z. La solution de l’équation-bilan est

N (ω)

1 +N (ω)
=
Ne(E + ~ω)

Ng(E)
−→ N (ω) =

1
1
Z e~ω/kBT − 1

(II.76)

c’est-à-dire une loi de Bose–Einstein de fugacité Z 6= 1.

3-3 Résultats expérimentaux

Un exemple typique de spectres expérimentaux est montré sur la figure
II.7. On voit que sur une gamme d’une vingtaine de nanomètres, la distri-
bution en fréquence des photons issus de la cavité reproduit très bien une
loi de Bose–Einstein à température T = 300 K et avec un potentiel chimique
qui dépend de la puissance de pompe. Pour une puissance assez grande,
on observe clairement une accumulation de photons dans un pic étroit en
longueur d’onde, autour de 584 nm. Une image directe de la lumière is-
sue de la cavité, en dessous et au-dessus du seuil, confirme l’interprétation

3. Si l’on revient à la description des processus élémentaires d’interaction molécule–
rayonnement, on peut remarquer que ce point est à la base de l’approximation du champ
tournant (RWA), consistant à ne garder dans l’hamiltonien que les termes en â†|g〉〈e|+ H.c.
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FIGURE II.7. Spectre de la lumière émise pour différentes puissances de pompe.
Les lignes continues sont des ajustements par des distributions de Bose–Einstein
associées à l’énergie (II.71) et de fugacité non nulle. Pour une puissance de pompe
supérieure à un certain seuil, une accumulation macroscopique de photons se pro-
duit dans le mode fondamental de la cavité. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT

et al. (2011).

de ce pic comme une accumulation de photons dans un mode central de
la cavité (figure II.9). Pour λ > 585 nm, le nombre de photons chute car
ce domaine est au-delà de la longueur d’onde de coupure pour le mode
considéré (N = 7). Le spectre est alors très différent d’un corps noir à 3D,
pour lequelN (ω) diverge à basse fréquence. Le nombre de photons dans la
cavité au seuil de la transition est de l’ordre de 60 000, en bon accord avec
la prédiction 4 pour un gaz parfait π

2

3 (kBT/~Ω)
2.

Des expériences plus récentes, toujours menées par le groupe de Bonn,
ont porté sur l’étude de la distribution statistique du nombre de photons
présents dans le condensat à un instant donné. SCHMITT, DAMM et al.
(2014) ont notamment montré que ces fluctuations correspondaient à celles
attendues pour l’ensemble grand canonique. Cela est en accord avec l’idée
que le gaz de photons échange de l’énergie et des particules avec le ré-

4. Ce nombre diffère par un facteur 2 de (II.48) car il faut prendre en compte les deux états
de polarisation possibles pour les photons.

FIGURE II.8. Répartition spatiale de la lumière émise par la cavité, en dessous
(gauche) et au-dessus (droite) de la puissance seuil. On notera que les longueurs
d’onde les plus courtes (vertes) sont émises sur les bords, confirmant la présence du
potentiel harmonique effectif mphΩ2r2/2. Figure extraite de KLAERS, SCHMITT

et al. (2011).

servoir formé par les molécules du colorant. Ce résultat a récemment été
confirmé par la mesure de la cohérence de phase de la lumière sortant de
la cavité (SCHMITT, DAMM et al. 2016). La mesure de la chaleur spécifique
du gaz de photons (fig. II.9), avec une variation caractéristique en "λ", a par
ailleurs confirmé la validité de l’interprétation de ces phénomènes en tant
que condensation de Bose–Einstein (DAMM, SCHMITT et al. 2016).

Condensat ou laser? La réponse à cette question dépend des critères que
l’on fixe pour obtenir l’un ou l’autre des deux effets. Tout d’abord, on peut
imposer qu’un condensat apparaisse au-dessus d’un piédestal assimilable
à une distribution thermique, ce qui n’est pas le cas pour un laser. L’ex-
périence de Bonn satisfait bien ce critère. Par ailleurs, la plupart des la-
sers tendent à produire de la lumière avec une distribution poissonienne
du nombre de photons émis pendant une durée donnée. Ici, la lumière
sortant de la cavité présente des fluctuations beaucoup plus importantes,
bien décrites dans l’ensemble grand-canonique d’un gaz de Bose. On peut
par ailleurs remarquer qu’un condensat correspond à une situation d’équi-
libre thermodynamique. De ce point de vue, l’expérience de Bonn n’est
pas vraiment dans un état d’équilibre, puisque la cavité est un système ou-
vert : on y injecte en permanence de l’énergie via la pompe, et de l’énergie
s’en échappe quand les photons sortent de la cavité. En revanche, puisque
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FIGURE II.9. Chaleur spécifique (par photon) mesurée en fonction de la tempé-
rature réduite T/Tc, montrant la singularité caractéristique de la transition de
Bose–Einstein. Dans le régime de haute température, la chaleur spécifique atteint
la limite classique de 2kB par photon. Les lignes continues donnent la prédiction
pour un gaz de Bose idéal pour trois nombres de particules différents. Figure ex-
traite de DAMM, SCHMITT et al. (2016).

chaque photon subit de multiples processus "absorption–émission" avant
de s’échapper, un quasi-équilibre thermique a bien le temps d’être atteint.
Au vu de ces différents critères, tous liés à des propriétés statiques du
système, il semble légitime de considérer que cette expérience a effecti-
vement réalisé un condensat 2D de photons piégés. Signalons enfin que
CHIOCCHETTA, GAMBASSI et al. (2015) ont récemment proposé des cri-
tères d’une autre nature, plus contraignants et fondés sur la vérification de
relations de type fluctuation–dissipation. À notre connaissance, ces critères
n’ont pas encore été testés sur les « condensats 2D de photons ».

4 Collisions binaires à deux dimensions

Pour aller au-delà du modèle du gaz parfait et arriver à la transition
BKT, il faut prendre en compte les interactions entre particules. Dans les
gaz dilués qui nous intéressent ici, ces interactions sont très bien décrites
par un modèle de collisions binaires, où l’hamiltonien d’interaction se dé-

crit comme une somme de termes à deux corps

Ĥint =
1

2

∑

i 6=j
U(ri − rj). (II.77)

Nous devons donc commencer par décrire le problème à deux corps inter-
agissant par l’intermédiaire du potentiel U(r). L’étude est simplifiée par
les remarques suivantes :

— Les interactions dominantes 5 sont à symétrie sphérique, de sorte que
U(r) ne dépend en fait que de r = |r|. Le moment cinétique est
conservé dans une collision, ce qui permet de traiter le problème à
deux corps avec des états propres de l’opérateur L̂. C’est le principe
du développement en ondes partielles, repérées par la valeur ` ∈ N
du moment cinétique. Notons par ailleurs que pour des bosons pola-
risés, la symétrisation de la fonction d’onde à deux corps entraîne que
seules les valeurs paires de ` sont autorisées.

— Les atomes sont froids de sorte que leur longueur d’onde thermique
λT est grande devant la portée du potentiel qui sera notée b. En d’autre
termes, les vecteurs d’onde k pertinents, qui sont de l’ordre de 1/λT ,
vérifient kb� 1. Par ailleurs, le potentiel U(r) décroît assez vite à l’in-
fini. La conjonction de ces deux propriétés assure que l’essentiel des
propriétés collisionnelles sont décrites par l’onde s, c’est-à-dire l’état
correspondant à un moment cinétique relatif ` = 0 entre les deux par-
tenaires de collision (figure II.10).

Le traitement des collisions binaires dans un espace à trois dimensions
est fait dans tous les manuels de physique quantique. Dans le cas des
atomes froids, on pourra consulter par exemple PETHICK & SMITH (2008).
Le but de cette section est de montrer les modifications importantes ap-
portées par le passage à deux dimensions, pour préparer ainsi le terrain à
notre étude de la transition BKT.

5. Nous négligerons donc ici les interactions magnétiques de type dipole-dipole qui brise-
raient cette invariance par rotation.
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FIGURE II.10. Potentiel radial en −1/r6 ressenti par une particule dans l’onde s
(en rouge, pas de terme centrifuge), et dans une onde partielle de moment cinétique
non nul (en bleu, avec un terme centrifuge en +1/r2). Les échelles de longueur et
d’énergie sont choisies ici adimensionnées.

4-1 Séparation des variables, amplitude de diffusion

Considérons deux atomes identiques de masse m et introduisons les
variables du centre de masse,R et P :

R =
1

2
(r1 + r2), P = p1 + p2 (II.78)

et les variables relatives, r et p :

r = r1 − r2, p =
1

2
(p1 − p2). (II.79)

L’hamiltonien du système se sépare en deux termes

Ĥ = ĤCM + Ĥrel, ĤCM =
P̂ 2

2M
, Ĥrel =

p̂2

2mr
+ U(r), (II.80)

où l’on a introduit la masse totale M = 2m et la masse relative mr = m/2.
Le problème de la collision binaire se ramène donc au problème à un corps
de masse réduite mr dans le potentiel extérieur U(r), décrit par l’hamilto-
nien Ĥrel. C’est ce problème que nous allons étudier.

Nous allons nous intéresser aux états asymptotiquement libres qui dé-
crivent un processus de diffusion. Le formalisme de la théorie des colli-
sions nous indique qu’à toute onde plane eik·r état propre de l’hamiltonien

Ĥrel,0 =
p̂2

2mr
, (II.81)

avec la valeur propre Ek = ~2k2/2mr, nous pouvons associer un état
propre ψk(r) de Ĥrel de même énergie,

Ĥrelψk(r) = Ek ψk(r), (II.82)

cet état s’écrivant asymptotiquement comme la somme de l’onde plane
incidente et d’une onde sortante sphérique (à trois dimensions) ou cylin-
drique (à deux dimensions) :

3D, 1� kr : ψk(r) ∼ C0

{
eik·r + f(k)

eikr

r

}
, (II.83)

2D, 1� kr : ψk(r) ∼ C0

{
eik·r + f(k)

eikr

√
kr

[
−
√

i

8π

]}
,(II.84)

où C0 est une constante de normalisation. Nous avons tenu compte du
fait que la diffusion se fait essentiellement dans le canal de moment ciné-
tique nul (onde s) et nous nous limitons donc au cas d’une onde diffusée
isotrope. Par ailleurs, on remarque que la définition de l’amplitude de dif-
fusion f(k) n’est pas exactement la même à trois et deux dimensions, avec
le facteur

√
k qui apparaît explicitement dans (II.84). La définition adoptée

ici permet d’assurer des propriétés analytiques simples à f(k) (ADHIKARI

1986). Signalons enfin que la raison d’être du facteur entre crochets dans la
définition 2D tient à la forme trouvée pour f(k) dans le cas d’une géomé-
trie quasi-2D (§ 4-4) qui prendra la forme f(k) ≈ g̃, où la constante g̃ est le
paramètre habituellement utilisé pour caractériser la force des interactions
dans ce type de problème.

L’amplitude de diffusion f(k) détermine donc les propriétés de la colli-
sion binaire. Pour la calculer, prenons la moyenne angulaire de l’équation
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de Schrödinger (II.82) en notantRk(r) = 1
4π

∫
ψk(r, θ, ϕ) sin θ dθ dϕ à 3D et

Rk(r) = 1
2π

∫
ψk(r, ϕ) dϕ à 2D. On arrive alors à l’équation de Schrödinger

radiale :

3D :
d2Rk
dr2

+
2

r

dRk
dr

+

[
k2 − 2mr

~2
U(r)

]
Rk(r) = 0 (II.85)

et

2D :
d2Rk
dr2

+
1

r

dRk
dr

+

[
k2 − 2mr

~2
U(r)

]
Rk(r) = 0, (II.86)

La différence entre les cas 3D et 2D apparaît ici bien mineure, avec unique-
ment un facteur 2 de différence pour le terme de dérivée première. Nous
allons voir que cet écart change pourtant fortement le comportement de
la fonction radiale Rk(r) et de l’amplitude de diffusion f(k). Notons que
le comportement asymptotique de la fonction radiale Rk(r) est obtenu par
moyenne angulaire de (II.83-II.84) :

3D, 1� kr : Rk(r) ∼ C0

{
sin(kr)

kr
+ f(k)

eikr

r

}
, (II.87)

2D, 1� kr : Rk(r) ∼ C0

{
J0(kr) + f(k)

eikr

√
kr

[
−
√

i

8π

]}
.(II.88)

Pour simplifier notre analyse, nous supposerons que le potentiel U(r)
s’annule (ou prend des valeurs négligeables par rapport aux autres éner-
gies du problème) au-delà du rayon b. Nous nous intéresserons au régime
de faible énergie kb � 1, de sorte qu’il existe une région intermédiaire de
l’espace

b < r � k−1 (II.89)

dans laquelle le potentiel U(r) n’a pas d’influence et où nous pourrons
faire un développement à petites valeurs de kr pour les états de diffusion
ψk(r). En particulier l’onde plane incidente vaut eik·r ≈ 1 dans cette région
intermédiaire.

4-2 La longueur de diffusion à 3D

Nous cherchons à obtenir ici une solution de l’équation de Schrödinger
avec le comportement asymptotique (II.87). Nous allons pour cela procé-

kr = 1
eikx

⇢
e±ikr

r

�
ou

⇢
sin(kr)

r
,
cos(kr)

r

�

⇢
1,

1

r

�
R(r) = C0

⇣
1� a

r

⌘

2b

kr = 1
eikx

2b

⇢
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p
r

�
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⇢
sin(kr)p
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{1, ln(r)} R(r) = C0 ln(r/a2)
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FIGURE II.11. Principe du calcul de l’amplitude de diffusion à 3D par un poten-
tiel ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles vec-
teurs d’onde kb � 1. Pour kr � 1, la superposition de l’onde plane incidente et
de l’onde sphérique divergente peut s’écrire après moyenne angulaire comme com-
binaison linéaire de e±ikr/r. Ces deux fonctions de base se raccordent dans la zone
intermédiaire b < r < k−1 aux deux fonctions R(I)(r) = 1 et R(II)(r) = 1/r.
La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment la régularité
requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion a.

der en trois étapes, que nous reprendrons ensuite dans le cas bidimension-
nel.

Étape 1 : solutions générales dans la zone U = 0. Plaçons-nous dans la
zone r > b de sorte que U est négligeable. Les deux fonctions e±ikr/r sont
alors solutions exactes de l’équation radiale (II.85) (aussi bien pour kr � 1
que pour b < r < k−1), et la solution générale est donc une combinaison
linéaire de ces deux fonctions. En particulier, si on se place dans la région
intermédiaire b < r < k−1, on trouve (cf. figure II.11)

e±ikr

r
≈ 1± ikr

r
=

1

r
± ik (II.90)
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qui, par combinaisons linéaires, donnent une base commode des fonctions
solutions dans cette région 6 :

R(I)(r) = 1 R(II)(r) = 1/r, (II.91)

soit

R(r) = C1 −
C2

r
, (II.92)

où C1 et C2 sont deux constantes. La forme asymptotique (II.87) écrite en
termes des deux fonctions e±ikr/r peut se transposer à cette région inter-
médiaire puisque ces fonctions sont solutions exactes tant que le potentiel
U est négligeable et on aboutit bien à la forme (II.92) avec

Rk(r) = C1

[
1 +

f(k)

r

]
. (II.93)

Étape 2 : solution d’énergie nulle. Prenons k = 0 dans l’équation de
Schrödinger radiale (II.85) et considérons la zone 0 < r < b où U(r) n’est
plus négligeable. Comme il s’agit d’une équation différentielle linéaire du
deuxième ordre, l’espace des solutions est toujours de dimension 2. Toute-
fois, on trouve de façon générale qu’une seule combinaison linéaire des so-
lutions est acceptable si l’on veut respecter la régularité de R0(r) en r = 0.
Quand on suit cette solution jusqu’au point r = b où U devient négligeable
et où la forme (II.92) devient pertinente, cette combinaison linéaire vient
imposer le rapport C2/C1. Définissons la longueur de diffusion à trois di-
mensions par le rapport a = C2/C1. La fonction solution pour E = 0 a
donc la forme suivante pour r > b :

E = 0 : R0(r) = C1

(
1− a

r

)
, (II.94)

la longueur de diffusion correspondant donc par définition au point où
cette forme asymptotique s’annule.

6. On peut immédiatement retrouver cette base en considérant directement la limite k →
0, U → 0 de (II.85), rR′′ + 2R′ = 0, qui s’intègre en R′(r) = C2/r2 où C2 est une constante,
et donc R(r) = C1 − C2/r où C1 est une autre constante.

Étape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Considérons
maintenant une solution Rk(r) d’énergie faible (kb � 1) et plaçons-nous
dans la zone intermédiaire b < r � k−1. La comparaison entre la forme
(II.93) et la solution R0(r) pour E = 0 conduit immédiatement au lien
entre longueur de diffusion et amplitude f(k) :

a = − lim
k→0

f(k). (II.95)

La section efficace totale de diffusion par le potentiel U(r) se calcule alors
en faisant un bilan des courants de probabilité en entrée et en sortie et on
trouve σ = 4πa2. Pour des particules bosoniques, les effets de statistique
quantique viennent multiplier ce résultat par 2.

4-3 La longueur de diffusion à 2D

Reprenons étape par étape le raisonnement fait à 3D (cf. figure II.12).

Étape 1 : solutions générales dans la zone U = 0. Le cas 2D apparaît
immédiatement plus compliqué que le cas 3D car les ondes cylindriques
e±ikr/

√
r ne sont pas solutions exactes de l’équation radiale (II.86) pour

U = 0. Si elles l’étaient, la limite basse énergie donnerait comme base de
fonctions 1√

r
± ik
√
r, soit par combinaison linéaire 1√

r
et
√
r. Or la limite

k → 0 et U → 0 de (II.86) donne rR′′+R′ = 0 qui s’intègre enR′(r) = C1/r
et donc

R(I)(r) = ln(r) R(II)(r) = 1, (II.96)

soit
R(r) = C1 ln(r) + C2. (II.97)

Pour retrouver ce résultat dans un cadre plus général, on remarque que
l’équation (II.86) pour la fonction radiale pour U = 0 est en fait l’équa-
tion de définition des fonctions de Bessel d’ordre 0. Deux solutions indé-
pendantes de cette équation sont la fonction de Bessel de première espèce,
J0(kr), et la fonction de Bessel de deuxième espèce 7 Y0(kr). Les compor-
tements de J0 et Y0 sont connus à la fois pour les grandes et les petites

7. Cette fonction est également notée N0(kr) et appelée fonction de Neumann.
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FIGURE II.12. Principe du calcul de l’amplitude de diffusion à 2D par un po-
tentiel ne prenant des valeurs significatives que pour r < b et pour des faibles
vecteurs d’onde kb � 1. Pour kr � 1, la superposition de l’onde plane incidente
et de l’onde sphérique divergente peut s’écrire après moyenne angulaire comme
combinaison linéaire de e±ikr/

√
r. Ces deux fonctions sont les formes asympto-

tiques des fonctions de Bessel de première et deuxième espèce. Elles se raccordent
dans la zone intermédiaire b < r < k−1 aux deux fonctions R(I)(r) = ln(r) et
R(II)(r) = 1. La combinaison linéaire physiquement pertinente, avec notamment
la régularité requise en r = 0, permet de définir la longueur de diffusion a2.

valeurs de kr :

kr � 1 : J0(kr) ∼
√

2

πkr
cos
(
kr − π

4

)
(II.98)

Y0(kr) ∼
√

2

πkr
sin
(
kr − π

4

)
(II.99)

et

kr � 1 : J0(kr) ∼ 1 (II.100)

Y0(kr) ∼ 2

π
ln(η kr) (II.101)

où 8 η = 0.89 . . .. En particulier, toute combinaison linéaire de J0 et Y0 pour

8. η = eγ/2 où γ = 0.5772 . . . est la constante d’Euler.

kr � 1 est bien de la forme (II.97).

Étape 2 : solution d’énergie nulle. Pour k = 0 et en présence du poten-
tiel U(r), l’espace des solutions générales R0(r) de l’équation radiale est
de dimension 2. La condition de régularité de R0(r) en r = 0 vient sélec-
tionner une combinaison linéaire particulière de ces fonctions. Quand on
la prolonge au-delà du rayon r = b, cette combinaison linéaire se raccorde
à une combinaison linéaire particulière du type C1 ln(r) + C2 [cf. (II.97)],
qui peut encore s’écrire

r > b : R0(r) = C1 ln(r/a2) (II.102)

où a2 ≡ e−C2/C1 est la longueur de diffusion à deux dimensions.

Étape 3 : Raccord des solutions pour une énergie faible. Passons main-
tenant au cas où k n’est pas nul, mais reste très petit devant 1/b. Pour for-
mer une onde cylindrique sortante, nous voyons sur (II.98-II.99) que nous
devons prendre une fonction proportionnelle à la combinaison linéaire 9

J0 + iY0. Plus précisément, nous allons choisir

2D, 1� kr :
1

4i
[J0(kr) + iY0(kr)] ∼ eikr

√
kr

[
−
√

i

8π

]
, (II.103)

où l’on reconnait entre crochets le préfacteur de f(k) introduit en (II.88).
Pour r > b la fonction radiale recherchée est donc du type

Rk(r) = C0

{
J0(kr) +

f(k)

4i
[J0(kr) + iY0(kr)]

}
. (II.104)

Dans la région intermédiaire b < r < k−1, cette combinaison linéaire de-
vient :

Rk(r) = C0

{
1 +

f(k)

4i

[
1 + i

2

π
ln(η kr)

]}
. (II.105)

ce qui conduit à poser dans la limite k → 0

f(k) = −4i
1

1 + i
2

π
ln(η ka2)

=
1

− 1

2π
ln(η ka2) +

i

4

(II.106)

9. Cette combinaison porte le nom de fonction de Hankel de première espèce, notée
H

(1)
0 (kr). La fonction de deuxième espèce, H(2)

0 (kr), correspond quant à elle à J0 − iY0.
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pour retrouver la forme (II.102) en C1 ln(r/a2), avec en particulier Rk(r) =
0 pour r = a2 (PETROV & SHLYAPNIKOV 2001 ; PRICOUPENKO & OLSHANII

2007).

On notera en particulier que l’amplitude de diffusion f(k) tend vers 0
aux petits k, contrairement au cas 3D où elle tendait vers une limite finie
égale à −a. Par ailleurs, la section efficace totale de diffusion par le po-
tentiel U(r) se calcule là aussi par un bilan des courants de probabilité en
entrée et en sortie. On trouve σ(k) = |f(k)|2/(4k), quantité qui a la dimen-
sion d’une longueur et qui diverge à petit k.

4-4 Collisions dans une géométrie quasi-2D

Dans une expérience, la réduction de dimension se fait en confinant
fortement les atomes le long d’un axe, z par exemple. Le confinement est
caractérisé par l’extension résiduelle du gaz le long de cette direction. Par
exemple, si le confinement est obtenu en imposant le potentiel harmonique
V

(1D)
trap (z) = 1

2mω
2
zz

2 et si la température est assez basse, les atomes n’occu-
peront que l’état fondamental nz = 0 du mouvement selon z,

χ0(z) =
1

(πa2
oh)1/4

e−z
2 / (2a2

oh) avec aoh =

√
~

mωz
, (II.107)

au moins tant qu’on néglige les interactions entre ces atomes.

Le traitement détaillé de la collision entre deux atomes en présence du
potentiel V (1D)

trap (z) a été fait par PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) et nous
nous contenterons de donner ici certains résultats de cet article. L’interac-
tion entre deux atomes en absence de potentiel le long de l’axe z est carac-
térisée par la longueur de diffusion tri-dimensionnelle a. Nous allons nous
concentrer sur le cas le plus souvent rencontré en pratique :

a� aoh, (II.108)

de sorte que l’énergie associée aux interactions, ~2/(ma2), est grande de-
vant ~ωz . Dans une vision dynamique de la collision, ceci signifie que
même si les atomes entrent et sortent dans le canal nz = 0, plusieurs états
d’excitation nz 6= 0 du mouvement selon z interviennent au cours du choc.

Par ailleurs, puisque les états asymptotiques sont ceux d’un gaz confiné
selon z dans l’état nz = 0, la fonction d’onde de la variable relative de la
paire d’atomes doit s’écrire dans la version 2D vue plus haut :

1� kr : ψk(r, z) ∼
{

eik·r + f(k)
eikr

√
kr

[
−
√

i

8π

]}
χ0(z) (II.109)

où r ≡ (x, y). L’amplitude de diffusion f(k) doit rester de la forme (VI.79)
et le travail de PETROV & SHLYAPNIKOV (2001) a été de relier la lon-
gueur de diffusion bi-dimensionnelle a2 à la longueur de diffusion tri-
dimensionnelle a. Leur résultat peut s’écrire de la manière suivante 10 :

a2 = 2.092 aoh exp

(
−
√
π

2

aoh

a

)
. (II.110)

En pratique, comme a � aoh, cette équation conduit à des valeurs extrê-
mement faibles de a2. Prenons le cas d’atomes de rubidium (a ≈ 5 nm)
confinés par un potentiel de fréquence ωz/2π = 10 kHz, ce qui conduit à
aoh ≈ 100 nm. On trouve alors a2 ≈ 3 10−18 m. Cette valeur, 1000 fois in-
férieure à la taille du noyau atomique, n’a aucune signification physique
particulière et doit simplement être vue comme un intermédiaire de calcul.
Il est en fait plus intéressant de revenir à l’expression de l’amplitude de
diffusion (VI.79) que l’on peut mettre sous la forme :

f(k) =
1

1

g̃
− 1

2π
ln(η′ kaoh) +

i

4

avec η′ = 1.86. (II.111)

et
g̃ =
√

8π
a

aoh
. (II.112)

Le paramètre g̃ va jouer un rôle central dans les cours qui vont suivre, car il
va nous permettre de caractériser l’intensité des interactions entre atomes.
Pour comprendre ce rôle, notons que la condition de validité de notre trai-
tement, a � aoh, entraîne que g̃ � 1. Le terme 1/g̃ figurant au dénomina-
teur de f(k) est donc grand devant 1. Comme les vecteurs d’onde décrivant
les collisions entre atomes sont d’ordre 1/aoh (en tout cas, ils n’en diffèrent

10. L’évaluation du coefficient numérique 2.092 intervenant dans cette équation a été amé-
liorée par PRICOUPENKO & OLSHANII (2007) et c’est donc la valeur des ces derniers que nous
indiquons ici.
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Région permise interdite

Équation rR′′ +R′ + rk2R = 0 rR′′ +R′ − rk2R = 0

Fonction J0(kr) Y0(kr) I0(kr) K0(kr)

kr → 0 1− 1
4 (kr)2 2

π ln(η kr) 1 + 1
4 (kr)2 − ln(η kr)

kr →∞
√

2
πkr cos

(
kr − π

4

) √
2
πkr sin

(
kr − π

4

)
1√

2πkr
ekr

√
π

2kr e−kr

Dérivée J ′0 = −J1 Y ′0 = −Y1 I ′0 = I1 K ′0 = −K1

TABLE II.1. Résumé des propriétés des fonctions de Bessel intervenant dans ce
chapitre pour déterminer la fonction radiale R(r). La constante η ≈ 0.8905 . . . est
définie par η = eγ/2 où γ = 0.5772 . . . est la constante d’Euler.

pas par des ordres de grandeurs), le terme ln(η′ kaoh) figurant également
au dénominateur de f(k) est d’ordre 1. Il s’ensuit que le terme 1/g̃ est lar-
gement dominant devant le terme 1

2π ln(η′ kaoh) ainsi que devant i/4, au
moins tant que g̃ reste inférieur à 1. On peut alors faire l’approximation

g̃ . 1 : f(k) ≈ g̃ (II.113)

d’une amplitude de diffusion constante.

Nous retrouverons cette approximation (II.113) au prochain cours dans
le cadre d’une approche variationnelle, et nous reviendrons sur les termes
correctifs à cette approximation au chapitre 6. Nous montrerons alors que
ces corrections sont responsable d’une "anomalie quantique", qui vient bri-
ser l’invariance d’échelle du problème 2D traité par un champ classique.

Appendice : diffusion par un potentiel carré

À titre d’exemple, nous présentons dans ce paragraphe le problème de
la diffusion d’une particule de masse mr par un puits (U0 < 0) ou une

bosse (U0 > 0) de potentiel de rayon b :

U(r) = U0 si r < b, U(r) = 0 si r > b. (II.114)

Nous poserons k0 =
√

2mr|U0|/~. Dans la zone r > b, nous savons que la
fonction radiale est une combinaison linéaire des fonctions de Bessel

r > b : R(r) = C1 J0(kr) + C2 Y0(kr) (II.115)

et que l’amplitude de diffusion est reliée aux coefficients C1 et C2 par [cf.
(II.104)]

C1

C2
=

1 + f(k)/4i

f(k)/4
=⇒ 1

f(k)
=

1

4

C1

C2
+

i

4
. (II.116)

On identifie alors la longueur de diffusion à partir de la relation (VI.79) :

k → 0 :
1

f(k)
≈ − 1

2π
ln(η ka2) +

i

4
, (II.117)

soit
k → 0 : ln(η ka2) ≈ −π

2

C1

C2
. (II.118)

Cas d’une bosse de potentiel

Nous considérons le cas d’une diffusion à basse énergie, avec k < k0. La
région centrale est donc classiquement interdite et l’équation radiale pour
la fonction R(r) s’écrit dans cette zone

rR′′ +R′ − rk2
1R = 0 avec k2

1 = k2
0 − k2 > 0. (II.119)

Les solutions de cette équation sont les fonctions de Bessel modifiées (en-
core appelées fonctions de Bessel hyperboliques) notées I0(k1r) etK0(k1r).
Leur comportement au voisinage de 0 est donné par

x→ 0 : I0(x) ≈ 1 +
x2

4
(II.120)

K0(x) ≈ − ln(ηx). (II.121)

La divergence en ln(r) élimine la contribution de K0 :

r < b : R(r) = C0 I0(k1r) (II.122)
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et nous devons raccorder cette fonction en r = b avec (II.135) en assurant la
continuité de la fonction elle-même et de sa dérivée première. Ceci impose

k1
I ′0(k1b)

I0(k1b)
= k

C1J
′
0(kb) + C2Y

′
0(kb)

C1J0(kb) + C2Y0(kb)
(II.123)

En utilisant J ′0(x) ≈ −x/2 et Y ′0(x) ≈ 2/(πx) au voisinage de 0, on voit que
l’on peut négliger la contribution de J ′0 devant celle de Y ′0 au numérateur
de l’expression ci-dessus 11. Puisque nous nous intéressons à la limite k →
0, nous prenons k1 ≈ k0, J0(kb) ≈ 1 et Y0(kb) ≈ 2

π ln(ηkb), et nous arrivons
à

C1

C2
= − 2

π
ln(η kb) +

2

πk0b

I0(k0b)

I ′0(k0b)
(II.124)

dont on déduit la longueur de diffusion (figure II.13) :

a2 = b exp

[
− 1

k0b

I0(k0b)

I ′0(k0b)

]
. (II.125)

Dans la limite U0 →∞ (sphère dure), la longueur de diffusion tend vers b.
Le comportement asymptotique de I0(x) en l’infini est en effet

x→∞ : I0(x) ∼ ex√
2πx

(II.126)

de sorte que I0(x)/I ′0(x) ∼ 1. Dans la limite inverse U0 → 0, on trouve
a2 ≈ b exp[−2/(k0b)

2] qui tend exponentiellement vite vers 0.

Cas d’un creux de potentiel

Recherche des états liés

Un état lié à symétrie cylindrique d’énergieE = −~2κ2/2mr, avec |E| <
|U0|, sera caractérisé par une fonction radiale solution de

rR′′ +R′ + rk2
1R = 0 avec k2

1 = k2
0 − κ2 > 0 (II.127)

à l’intérieur du puits (région permise) et de

rR′′ +R′ − rκ2R = 0 (II.128)

11. On vérifie a posteriori que l’amplitude relative de C1 et C2 à laquelle on aboutit est
compatible avec cette approximation.

à l’extérieur (région interdite).

Dans la région permise, les solutions sont des combinaisons linéaires
de J0(k1r) et Y0(k1r). La fonction Y0(k1r) diverge en r = 0 et doit donc être
éliminée. Il reste

r < b : R(r) = C0 J0(k1r). (II.129)

Dans la région interdite, la solution est une combinaison linéaire de I0(κr)
et K0(κr). Nous avons déjà indiqué que I0(x) diverge comme ex/

√
2πx à

l’infini et doit donc être écartée. La fonctionK0(x) en revanche se comporte
comme

x→∞ : K0(x) ∼
√

π

2x
e−x (II.130)

et est acceptable. Nous prenons donc dans cette région :

r > b : R(r) = C1 K0(κr). (II.131)

Le raccord à la frontière r = b impose

k1
J ′0(k1b)

J0(k1b)
= κ

K ′0(κb)

K0(κb)
, κ2 + k2

1 = k2
0, (II.132)

qui permet de déterminer un ensemble discret de solutions pour une va-
leur de k0 fixée.

Intéressons-nous au cas d’un puits de faible profondeur k0b � 1. En
utilisant les développements des fonctions J0 et K0 au voisinage de 0, on
trouve dans ce cas une solution unique au problème

η κb ≈ e−2/k2
0b

2

. (II.133)

Il y a donc toujours un état lié dans un creux de potentiel à 2D, mais la liai-
son n’est que très faible puisque l’énergie décroît exponentiellement vite
avec la profondeur du puits |U0|. Rappelons qu’à 3D, un état lié n’existe
dans un creux de potentiel qu’au dessus d’un certain seuil.

Quand on augmente la profondeur du puits, d’autres états liés appa-
raissent. Au seuil d’apparition d’un état lié, on a κ ≈ 0, de sorte que le
membre de droite κK ′0/K0 de (II.132) tend vers 0 en ce point. L’apparition
d’un nouvel état lié correspond donc à un zéro de J ′0(k0b), ou encore de
J1(k0b) puisque J1(x) = −J ′0(x).
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FIGURE II.13. Haut : variation de la longueur de diffusion a2 (en unité de b) en
fonction de la profondeur du puits U0 (en unité de ~2/(2mrb

2). Bas : module de
l’amplitude de diffusion f(k) pour deux valeurs du vecteur d’onde, kb = 0.1 et
kb = 0.01. Cette amplitude est calculée directement à partir de (II.116) et (II.123)
(ou de son équivalent quand la région centrale est classiquement permise). On
vérifie numériquement que ce résultat est très proche de l’expression asymptotique
(VI.79).

Recherche des états de diffusion

Dans la zone centrale du puits, on garde la forme

r < b : R(r) = C0 J0(k1r) avec k2
1 = k2

0 + k2 (II.134)

et on prend dans la zone extérieure :

r > b : R(r) = C1 J0(kr) + C2 Y0(kr). (II.135)

Le raccord en r = b impose cette fois pour k → 0 :

C1

C2
= − 2

π
ln(ηkb) +

2

π

1

k0b

J0(k0b)

J ′0(k0b)
(II.136)

soit (figure II.13) :

a2 = b exp

[
− 1

k0b

J0(k0b)

J ′0(k0b)

]
. (II.137)

La longueur de diffusion diverge donc à l’apparition de chaque nouvel état
lié puisque J ′0(k0b) s’annule en ce point en changeant de signe (théorème
de Levinson).

Pour un puits de faible profondeur (k0b� 1), on trouve

a2 = b e2/(k0b)
2

(II.138)

ce qui correspond à une grande longueur de diffusion. En utilisant (II.133),
on trouve que η a2κ = 1, de sorte que ~2/(2mra

2
2) est égale (au facteur η2

près) à la valeur absolue de l’énergie (très faible) de cet état lié.
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Chapitre III

Le quasi-ordre à longue portée

Nous abordons maintenant la description d’un gaz à deux dimensions
en interaction. Nous allons nous concentrer dans ce cours sur le régime
de basse température, où l’état du gaz peut être décrit comme un "quasi-
condensat", c’est-à-dire un condensat avec une phase fluctuante (KAGAN,
SVISTUNOV et al. 1987 ; POPOV 1987 ; PETROV, GANGARDT et al. 2004).

Nous allons adopter une description du fluide atomique en termes de
champ classique, ce qui va amener des simplifications importantes par rap-
port à la description quantique. Toutefois nous montrerons que cette des-
cription en terme de champ classique contient toujours un « élément quan-
tique » essentiel, la quantification de la circulation de la vitesse. Cette dernière
jouera un rôle central dans le cours suivant, où nous nous pencherons sur
la physique des vortex.

Dans le cours d’aujourd’hui, nous allons nous concentrer sur les excita-
tions « douces » du gaz, c’est-à-dire les phonons, qui sont prépondérantes
à basse température. Notre résultat essentiel sera de montrer que les inter-
actions répulsives entre atomes, qui sont à la base de cette physique des
phonons, induisent un quasi-ordre à longue portée dans le gaz, avec une
décroissance algébrique de la fonction de corrélation à un corps G1(r). Ce
résultat est radicalement différent de celui trouvé pour un gaz parfait dans
le cours précédent ; nous avions en effet montré que G1(r) décroissait tou-
jours exponentiellement avec la distance en l’absence d’interactions.

1 L’approche champ classique

1-1 Analogie optique

Les états condensés de Bose ou les états superfluides sont considérés à
juste titre comme des états quantiques de la matière. Pour les décrire théo-
riquement, il faut aller au-delà de la statistique de Boltzmann et prendre
en compte l’indiscernabilité des particules. Les statistiques quantiques qui
apparaissent alors, Bose–Einstein ou Fermi–Dirac, permettent d’expliquer
l’émergence de l’état superfluide ou de l’état supraconducteur quand on
tient compte des interactions entre particules.

De ce point de vue, l’approche que nous allons adopter dans ce chapitre
et dans le suivant peut sembler paradoxale : nous allons décrire par un
champ classique l’assemblée de N particules en interaction. D’où la ques-
tion immédiate : cette approche « champ classique » n’est-elle pas contra-
dictoire avec le phénomène quantique que l’on cherche à décrire? Le but
de cette première section est de montrer qu’il n’en est rien. Il ne faut pas
confondre un traitement classique des particules composant le gaz (ce que
nous ne ferons pas) et le traitement de ce même gaz par un champ classique
(ce que nous allons faire). En un sens que nous allons bientôt préciser, ces
deux concepts – bien qu’ils soient tous deux qualifiés de « classiques »– cor-
respondent à deux cas limites opposés de la distribution de Bose–Einstein.

Une analogie optique peut être utile à ce stade. Le traitement « champ
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classique » correspond simplement à la résolution des équations de Max-
well pour les champs électriques E(r, t) et magnétiques B(r, t). On sait
que ce traitement permet de décrire de multiples phénomènes optiques, y
compris ceux que l’on a envie de qualifier de « non classiques » comme le
fonctionnement d’un laser. Les phénomènes qui échappent à ce traitement
en terme de champs classiques sont ceux où la granularité de la lumière
joue un rôle important, le phénomène d’émission spontanée par exemple.
Une autre difficulté est le problème du corps noir : l’énergie du champ clas-
sique diverge du fait de la contribution des modes de haute énergie et donc
faiblement peuplés. Mais pour les situations où le nombre de photons dans
les modes pertinents est grand devant 1, cette restriction n’est pas essen-
tielle.

1-2 Simplification du problème quantique à N corps

L’état d’un système quantique à N corps est décrit par sa fonction
d’onde Φ(r1, . . . , rN ) ou plus généralement par son opérateur densité ρ̂.
L’idée du traitement champ classique est d’approcher cet état quantique par
un mélange statistique d’états caractérisés par un champ ψ(r), commun
aux N particules et noté :

|N : ψ〉 ou encore ψ(r1) . . . ψ(rN ), (III.1)

et appelé fonction de Hartree. Le problème est de trouver une distribution
de probabilité P[ψ] qui reproduise aussi fidèlement que possible l’état Φ
ou la matrice densité de départ. Idéalement, on souhaiterait que pour toute
quantité physiqueA décrite par l’observable Â, on ait en utilisant le forma-
lisme de l’intégrale fonctionnelle pour le champ ψ

Tr
(
Â ρ̂
)

=

∫
〈N : ψ|Â|N : ψ〉 P[ψ] d[ψ]. (III.2)

Comme nous allons le voir ci-dessous sur un exemple simple, il n’est pas
toujours possible de trouver une fonction P[ψ] satisfaisant toutes les pro-
priétés requises pour une distribution de probabilité (positivité, régula-
rité). Il s’agit donc plutôt, pour un problème donné, de trouver la distri-
bution P[ψ] qui s’approche au mieux de l’état quantique de départ. Cette
recherche a fait l’objet de multiples travaux en optique quantique pour les

photons, avec les représentations de Wigner, de Glauber–Sudarshan ou de
Husimi par exemple (GARDINER & ZOLLER 2004).

L’impossibilité de trouver pour tout |Φ〉 une distributionP[ψ] se montre
sur un contre-exemple, en considérant un système de deux particules iden-
tiques ayant chacune deux états possibles ↑ et ↓. On considère l’état

|Φ〉 =
1√
2

(|1 :↑ ; 2 :↓〉+ |1 :↓ ; 2 :↑〉) (III.3)

et on s’intéresse 1 à la probabilité P↑↑ de trouver les deux particules dans
l’état ↑ et à la probabilité P↓↓ de trouver les deux particules dans l’état ↓.
Ces deux probabilités sont clairement nulles pour l’état |Φ〉, alors qu’elles
ne le seront pas simultanément si on considère un mélange statistique de
fonctions |ψ〉. En effet, ces fonctions peuvent être paramétrées par exemple
par les deux angles θ et ϕ :

|ψ〉 = cos θ | ↑〉+ sin θ eiϕ | ↓〉. (III.4)

et on trouve P↑↑ = 〈cos4 θ〉, P↓↓ = 〈sin4 θ〉. On a donc

P↑↑ + P↓↓ =
3

4
+

1

4
〈cos(4θ)〉 → P↑↑ + P↓↓ ≥

1

2
. (III.5)

Ce contre-exemple est instructif. Dans le point de vue de la seconde quan-
tification, la nullité de la probabilité P↑↑ vient du fait qu’il faut calculer
la valeur moyenne de l’opérateur â†↑â

†
↑â↑â↑ qui est nul car on ne peut pas

détruire deux particules dans l’état ↑ pour l’état |Φ〉. En revanche si on
considère â†↑â↑â

†
↑â↑, on trouve une valeur moyenne non nulle et compa-

tible avec une représentation en champ classique. C’est donc parce que le
commutateur [â†↑, â↑] n’est pas nul que ce contre-exemple fonctionne.

Cette remarque nous donne le principal critère de validité pour la re-
présentation en champ classique. Tant qu’on s’intéressera à des modes de
population grande devant 1, la différence entre â†↑â↑ et â↑â

†
↑, c’est-à-dire le

commutateur [â↑, â
†
↑] = 1, ne jouera pas de rôle important et l’approxima-

tion sera pertinente. En revanche, pour les modes de population de l’ordre
de ou plus petite que 1, les effets de "granularité quantique" seront essen-
tiels et l’approximation ne sera pas valable.

1. Opérateurs associés : Â = |1 :↑ ; 2 :↑〉〈1 :↑ ; 2 :↑ | et B̂ = |1 :↓ ; 2 :↓〉〈1 :↓ ; 2 :↓ |.
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j1

j2

j3

j4

FIGURE III.1. Collision élastique entre deux particules permettant d’assurer l’at-
teinte de l’équilibre thermique. La conservation de l’énergie impose E1 + E2 =
E3 + E4.

1-3 Retour sur les distributions statistiques

Pour bien expliquer en quoi l’approche champ classique que nous adop-
tons ici est radicalement différente du traitement classique des particules
à la Boltzmann, il est utile de revenir sur les hypothèses sous-jacentes aux
différentes distributions statistiques. Nous allons reprendre ici les grandes
lignes d’un argument que nous avons déjà présenté dans le cours 2015-16.

Statistique de Boltzmann. À la base des lois statistiques pour un gaz
idéal, on trouve implicitement un bilan d’équilibre entre différents proces-
sus de collision. Considérons une paire de particules dans les états j1 et j2,
d’énergies respectives E1 et E2. Ces particules peuvent entrer en collision
élastique (figure III.1) et sortir de la collision dans deux autres états, j3 et
j4, la conservation de l’énergie imposant :

j1 + j2 −→ j3 + j4 si E1 + E2 = E3 + E4. (III.6)

Le processus inverse j3 + j4 −→ j1 + j2 est également possible et à l’équi-
libre, la condition de bilan détaillé impose l’égalité entre les taux des deux
processus :

Nj1 Nj2 = Nj3 Nj4 si E1 + E2 = E3 + E4. (III.7)

Supposons pour simplifier que la population d’un état j ne dépend que
de l’énergie Ej de cet état, Nj = N(Ej), de sorte que la relation de bilan

détaillé s’écrit :

N(E1) N(E2) = N(E3) N(E4) si E1 + E2 = E3 + E4. (III.8)

Une analyse mathématique simple (voir cours 2015-16) montre que les
fonctions N(E) satisfaisant cette équation sont les exponentielles d’une
fonction affine aE + b :

N(E) = eaE+b ≡ e(µ−E)/kBT avec a = −1/kBT, b = µ/kBT. (III.9)

On a retrouvé la statistique de Maxwell–Boltzmann.

Statistique de Bose–Einstein. La différence avec le cas du gaz de Boltz-
mann est que les probabilités de transition sont augmentées du fait de
l’émission stimulée si les états finaux sont déjà occupés. Le bilan détaillé
s’écrit alors

Nj1 Nj2 [1 +Nj3 ] [1 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [1 +Nj1 ] [1 +Nj2 ], (III.10)

qui peut se réécrire

Nj1
1 +Nj1

Nj2
1 +Nj2

=
Nj3

1 +Nj3

Nj4
1 +Nj4

(III.11)

pour tout quadruplet d’états tel que E1 + E2 = E3 + E4. Faisons là aussi
l’hypothèse que Nj ne dépend que de l’énergie Ej de l’état j et posons

G(E) =
N(E)

1 +N(E)
(III.12)

qui satisfait donc une équation identique à celle trouvée pour la statistique
de Boltzmann

G(E1) G(E2) = G(E3) G(E4) si E1 + E2 = E3 + E4. (III.13)

Les solutions sont G(E) = e(µ−E)/kBT , ce qui conduit à

N(E) =
1

1
G(E) − 1

=
1

e(E−µ)/kBT − 1
. (III.14)

Nous retrouvons donc bien la statistique de Bose–Einstein.

Avant de passer au cas d’un champ classique, il est intéressant de dis-
tinguer deux régimes pour la statistique de Bose–Einstein, selon les valeurs
relatives de E − µ et kBT [cf. figure III.2] :
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(E − µ)/kBT
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)

FIGURE III.2. Ligne continue noire : distribution de Bose-Einstein N(E) =
1/[e(E−µ)/kBT − 1]. Ligne en tirets noirs : distribution de Maxwell-Boltzmann
N(E) = e−(E−µ)/kBT . Ligne en pointillés rouges : distribution pour un champ
classique N(E) = kBT

E−µ .

— Si E − µ� kBT , l’exponentielle domine au dénominateur de N(E) et
on peut négliger le "- 1" devant cette exponentielle. On trouve alors

N(E) ≈ e−(E−µ)/kBT , (III.15)

c’est-à-dire le résultat de Boltzmann. Ce résultat est par construction
valable si et seulement siN(E) < 1, puisqu’on a requis que l’exponen-
tielle soit dominante au dénominateur.

— Dans le cas opposé E − µ � kBT , on peut faire un développement
limité de l’exponentielle, e(E−µ)/kBT ≈ 1 + (E − µ)/kBT , similaire à
celui fait au chapitre précédent dans le cas du gaz parfait, et on trouve

N(E) ≈ kBT

E − µ. (III.16)

Ce résultat est par construction valable seulement si N(E) > 1 .

On dispose donc de deux approximations de la loi de Bose–Einstein, se-
lon que le taux d’occupation d’un état à une particule est petit ou grand

devant 1. Dans le premier cas, on retrouve le résultat de particules clas-
siques à la Boltzmann. Le deuxième cas, comme nous l’avons déjà indiqué,
correspond au domaine de validité de l’approche champ classique.

Statistique de champ classique. Comme le champ classique va jouer un
rôle central dans la suite, il peut être utile de montrer comment l’approxi-
mation (III.16) peut être retrouvé directement à partir de l’équation de bilan
détaillé obtenue pour les bosons

Nj1 Nj2 [1 +Nj3 ] [1 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [1 +Nj1 ] [1 +Nj2 ] (III.17)

quand les Nj sont grands devant 1. Si on néglige tous les "1" dans cette
équation, on obtient le résultat trivial que Nj1 Nj2 Nj3 Nj4 doit être égal à
lui-même. Allons donc à l’ordre suivant, ce qui donne

Nj1 Nj2 [Nj3 +Nj4 ] = Nj3 Nj4 [Nj1 +Nj2 ] (III.18)

ou encore
1

Nj1
+

1

Nj2
=

1

Nj3
+

1

Nj4
si E1 + E2 = E3 + E4. (III.19)

La solution de cette équation est simple : la fonction 1/N(E) doit être une
fonction affine de E et elle peut donc s’écrire

1

N(E)
=
E − µ
kBT

→ N(E) =
kBT

E − µ. (III.20)

Ceci nous redonne bien la limite "haute occupation" de la distribution de
Bose–Einstein trouvée plus haut. Ce comportement N(E) ∝ 1/E pour les
énergies assez grandes sera caractéristique de l’état d’équilibre du champ
classique que nous trouverons dans ce chapitre.

Maintenant que nous avons vérifié que l’approximation de champ clas-
sique décrivait correctement les modes très peuplés, donc de basse énergie,
la pertinence de cette approximation pour le problème traité dans le cours
de cette année apparaît clairement. Nous avons vu dans les chapitres qui
précèdent que la spécificité du cas bi-dimensionnel, avec le théorème de
Mermin–Wagner–Hohenberg, résidait dans le comportement du système
aux grandes longueurs d’onde. Or ces longueurs d’onde sont associées
aux modes de basse énergie, modes qui seront donc bien décrits par un
champ classique. Il en va de même si on cherche à étudier la condensation
de Bose–Einstein dans le cas tri-dimensionnel.
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1-4 Que reste-t-il de quantique?

Comme nous l’avons déjà indiqué, l’approche champ classique revient
à oublier la granularité de la matière en négligeant le commutateur [â, â†],
où â est l’opérateur destruction d’un mode donné. Il reste néanmoins un
aspect quantique dans la description de l’état de l’assemblée d’atomes par
un champ ψ(r), lié à la nature même de ce champ. Pour un gaz à deux
dimensions x, y, le champ complexe ψ(r) est caractérisé par son amplitude
et sa phase : ψ(r) =

√
ρ(r) eiθ(r). À ce champ, on associe une vitesse en

tout point où la phase est définie, c’est-à-dire où la densité est non nulle :

v(r) =
~
m
∇θ. (III.21)

Comme expliqué par SVISTUNOV, BABAEV et al. (2015), cette équation
met en évidence le paramètre pertinent ~/m de l’approche champ clas-
sique. La masse m d’un atome a perdu sa signification physique puisqu’on
a effacé la granularité de la matière. Il en va de même pour ~ pris de ma-
nière individuelle. En revanche, le rapport ~/m joue un rôle central en re-
liant le champ ψ au flux de matière observable.

Une fois établi ce point, l’aspect quantique qui subsiste est clair. Il s’agit
de la quantification de la circulation de la vitesse sur n’importe quel contour
fermé ne passant pas par un point où ρ(r) s’annule (figure III.3) :

∮
v(r) · dr = n

2π~
m

, n ∈ Z. (III.22)

Cette quantification découle directement du fait que la vitesse est propor-
tionnelle au gradient d’une phase. Elle est essentielle pour faire émerger
la notion de défauts topologiques, les vortex, qui seront eux-mêmes les
briques élémentaires du mécanisme BKT.

2 Fonctionnelle de Gross-Pitaevskii

2-1 De l’hamiltonien quantique au champ classique

Nous considérons ici un fluide composé de particules identiques (bo-
sons) avec une interaction binaire décrite par le potentiel U(ri − rj). Ces

j1

j2

j3

j4

q = +1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = 0

FIGURE III.3. Quantification de la circulation de la vitesse v(r) = ~
m∇θ as-

sociée au champ classique ψ(r) =
√
ρ(r) eiθ(r). La valeur de la circulation ne

peut changer que si le contour C passe sur un vortex, c’est-à-dire un point où ρ(r)
s’annule.

particules sont par ailleurs piégées par le potentiel extérieur

V
(3D)
trap (r) = V

(1D)
trap (z) + V

(2D)
trap (x, y) (III.23)

qui est responsable

— du confinement fort le long de l’axe z, qui gèle le mouvement corres-
pondant et rend ainsi le gaz bi-dimensionnel.

— d’un confinement plus faible dans le plan xy, par exemple sous forme
d’un potentiel harmonique ou d’une boîte de taille L × L. Dans ce
chapitre, nous nous placerons dans le cas de la boîte et nous prendrons
des conditions aux limites périodiques dans le plan xy.

L’hamiltonien du gaz s’écrit dans le formalisme de la première quanti-
fication :

1ère quantif. : Ĥ =

N∑

j=1

(
p̂2
j

2m
+ V

(3D)
trap (r̂j)

)
+

1

2

∑

i 6=j
U(r̂i − r̂j). (III.24)

On peut également l’écrire en formalisme de seconde quantification, en
introduisant l’opérateur Ψ̂(r), qui détruit une particule au point r et son
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hermitique conjugué Ψ̂†(r) qui crée une particule en ce point :

2ème quantif. : Ĥ =

∫ (
1

2m
∇Ψ̂†(r) ·∇Ψ̂(r) + Ψ̂†(r)V

(3D)
trap (r)Ψ̂(r)

)
d3r

+
1

2

∫∫
Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′) U(r − r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r) d3r d3r′.

Le traitement exact de cet hamiltonien est compliqué dès que le poten-
tiel d’interaction entre atomes U est non nul. A deux et trois dimensions,
il n’est par exemple pas possible de remplacer simplement ce potentiel par
une interaction de contact U(r) = U0 δ(r) car cela conduit à des incohé-
rences sur le plan mathématique. En revanche, cela ne pose pas de pro-
blème dans le formalisme de champ classique que nous avons décrit au
premier paragraphe et que nous allons maintenant utiliser.

Comme expliqué plus haut, une méthode simple pour aborder le pro-
blème à N corps bosonique (quelle que soit la dimensionnalité) consiste à
prendre pour classe de fonctions possibles l’ansatz de Hartree :

Φ(r1, . . . , rN ) ∝ φ(r1) . . . φ(rN ), (III.25)

la fonction φ étant normée ici par le nombre de particules 2 :

∫
|φ(r)|2 d3r = N. (III.26)

Cet ansatz est bien sûr inspiré du concept de condensation de Bose–
Einstein, puisqu’on place toutes les particules dans le même état. Mais la
fonction φ ne correspond pas ici à l’état d’énergie minimal ; elle fournit sim-
plement un échantillonnage possible du fluide à un instant donné. Dans ce
qui va suivre, cette fonction aura sa dynamique propre, avec notamment
des fluctuations d’amplitude et de phase qui joueront un rôle important.
Par l’intermédiaire de ces fluctuations, on pourra assigner une tempéra-
ture au fluide et mettre en évidence la transition de phase recherchée.

L’énergie E(φ) associée à une fonction φ donnée se calcule à partir de

2. Dans le cours 2015-16, nous avions normalisé φ à l’unité.
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I

C
v(r) · dr = +
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m
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v(r) · dr = 0

z

�0(z) x

y

FIGURE III.4. Fonction d’onde χ0(z) correspondant au gel du mouvement dans
la direction z.

〈Φ|Ĥ|Φ〉 en y injectant l’ansatz de Hartree :

E(φ) =

∫ (
~2

2m
|∇φ|2 + V

(3D)
trap (r)|φ(r)|2

)
d3r (III.27)

+
1

2

∫∫
U(r − r′) |φ(r)|2 |φ(r′)|2 d3r d3r′

où l’on a pris N − 1 ≈ N .

Dans cette approche "champ classique", il n’y a pas de problème pour
modéliser l’interaction entre atomes par une interaction de contact

U(r − r′) = g δ(r − r′) avec g =
4π~2a

m
, (III.28)

où a est la longueur de diffusion associée au potentiel U initial. La fonc-
tionnelle d’énergie (toujours à 3D pour l’instant) s’écrit donc :

E(φ) =

∫ (
~2

2m
|∇φ|2 + V

(3D)
trap (r)|φ(r)|2 +

g

2
|φ(r)|4

)
d3r. (III.29)

2-2 Factorisation du mouvement "gelé"

Il nous reste à prendre en compte le fait que le mouvement selon la
dimension z est gelé par le potentiel fortement confinant le long de cet axe
(figure III.4). Nous allons donc faire un ansatz supplémentaire, qui consiste
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à écrire la fonction φ(r) sous la forme factorisée :

φ(x, y, z) = ψ(x, y) χ0(z) (III.30)

où χ0(z) est l’état fondamental du mouvement à une particule selon z :

− ~2

2m

d2χ0

dz2
+ V

(1D)
trap (z) χ0(z) = ε0 χ0(z), (III.31)

que nous prendrons normalisé à l’unité :
∫
|χ0(z)|2 dz = 1. (III.32)

Cette hypothèse de factorisation est valable si l’énergie associée aux inter-
actions entre particules et l’énergie thermique kBT sont toutes deux petites
devant l’écart entre l’énergie du fondamental de ce mouvement selon z et
celle de son premier état excité.

À une constante additive près sans importance ici, on arrive alors à
l’énergie associée à ψ(x, y) :

E(ψ) =

∫ (
~2

2m
|∇ψ|2 + V

(2D)
trap (r)|ψ(r)|2 +

~2

2m
g̃ |ψ(r)|4

)
d2r, (III.33)

où l’on a introduit le nombre sans dimension g̃ qui caractérise la force des
interactions dans ce problème 2D :

g̃ = 4π a

∫
|χ0(z)|4 dz. (III.34)

Pour un confinement harmonique de pulsation ωz le long de l’axe z,
l’état χ0 s’écrit :

χ0(z) =
1

(πa2
oh)1/4

e−z
2 / (2a2

oh) avec aoh =

√
~

mωz
, (III.35)

ce qui conduit à
g̃ =
√

8π
a

aoh
. (III.36)

On retrouve le paramètre sans dimension caractéristique des interactions à
deux dimensions que nous avions introduit au chapitre précédent.

À ce stade, il est intéressant d’écrire l’équation du mouvement du
champ ψ(r), c’est-à-dire l’équation de Gross–Pitaevskii dépendante du
temps 3 . En prenant un piégeage harmonique isotrope de pulsation ω dans
le plan xy, on arrive à :

i
∂ψ

∂t
= − ~

2m
∇2ψ +

m

2~
ω2r2ψ +

~
m
g̃ |ψ|2ψ (III.39)

Comme annoncé plus haut, on peut vérifier sur cette équation que le para-
mètre pertinent est ~/m, conjointement avec la pulsation du piège ω et le
paramètre d’interaction g̃. Par ailleurs, on peut vérifier explicitement sur
cette équation que le nombre total de particules N(ψ) =

∫
|ψ|2 ainsi que

l’énergie totale E(ψ) sont des quantités conservées.

Pour simplifier, considérons désormais le cas d’un gaz confiné dans une
boîte de taille L×L avec des conditions aux limites périodiques. L’énergie
totale (III.33) est la somme de l’énergie cinétique et de l’énergie d’interac-
tion :

Ecin =
~2

2m

∫
|∇ψ|2 d2r Eint =

~2

2m
g̃

∫
ρ2(r) d2r (III.40)

où l’on a introduit la densité surfacique au point r

ρ(r) = |ψ(r)|2 avec
∫
ρ(r) d2r = N. (III.41)

L’état fondamental du système correspond à la fonction d’onde uniforme :

ψ(r) =
√
ρ avec ρ =

N

L2
, (III.42)

avec uniquement l’énergie d’interaction qui est non nulle :

Eint =
~2

2m
g̃ ρN. (III.43)

3. Cette équation s’obtient par exemple en utilisant l’approche lagrangienne, avec [cf.
cours 2015-16]

L(ψ) =

∫
Ldyn[ψ(r)] d2r − E(ψ) (III.37)

où la partie dynamique du Lagrangien s’écrit, à une dérivée totale par rapport au temps près :

Ldyn[ψ(r)] =
i~
2

(
ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ

)
. (III.38)
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Pour acquérir une intuition de la valeur de g̃ correspondant à une "in-
teraction forte", on peut comparer l’énergie d’interaction du fondamental à
l’énergie cinétique du gaz si on dispose les N particules sur les N premiers
états d’énergie de la boîte, allant de l’énergie E = 0 à l’énergie Emax (un
état "fermionisé" en quelque sorte 4). En utilisant la densité d’états D(E)
(constante) déterminée au chapitre 2, on commence par déterminer la va-
leur de Emax :

N =

∫ Emax

0

D(E) dE avec D(E) =
mL2

2π~2
=⇒ Emax =

2π~2

m
ρ.

(III.44)
On en déduit l’énergie cinétique de ce gaz fermionisé :

Ecin, fermion. =

∫ Emax

0

E D(E) dE =
π~2

m
ρN. (III.45)

Selon ce critère, bien sûr quelque peu arbitraire, on voit qu’une interaction
"forte" correspond à

Eint ∼ Ecin, fermion. −→ g̃ ∼ 2π. (III.46)

Pour une telle valeur de g̃, l’approche champ classique développée ici ne
s’appliquera plus car les corrélations entre particules créées par les inter-
actions sont trop fortes : elles sont en effet susceptibles d’empêcher toute
accumulation de plusieurs particules dans le même état quantique. Dans
les expériences menées avec des atomes froids, la valeur de g̃ est notable-
ment inférieure à 1 ; pour des atomes de rubidium confinés selon z par un
potentiel de fréquence ωz/(2π) = 10 kHz, on trouve ainsi g̃ = 0.24.

2-3 Coupure ultra-violette et longueur de cicatrisation

Comme toute théorie de champ classique, la modélisation du fluide
en terme d’une fonction d’onde ψ(r) souffre d’un problème de diver-
gence ultra-violette. C’est le fameux problème du "corps noir" : Il y a
des modes de vecteur d’onde q arbitrairement élevé, et l’équipartition de
l’énergie appliquée à chacun de ces modes conduit à un divergence des

4. C’est le type d’état qui apparaît dans l’effet Hall quantique (état de Laughlin) ou dans
des problèmes 1D (état de Tonks-Girardeau).

quantités physiques calculées en sommant sur q. En effet, comme nous
l’avons vu en (III.20), la population de ces modes N(E) décroît "mol-
lement" comme 1/Eq , et cette décroissance douce associée à la densité
d’états constante D(E) (pour des particules libres) fait diverger l’intégrale∫
E N(E) D(E) dE. Ce problème ne se résout de manière exacte qu’en

quantifiant le champ, ce qui introduit une coupure effective pour les modes
de fréquence ωq supérieure à kBT/~ [plus précisément en introduisant une
décroissance exponentielle pour N(E), cf. (III.15) ].

En pratique, cette divergence ne sera pas une difficulté majeure pour
nous : nous nous intéressons au comportement à grande distance des fonc-
tions de corrélation de notre fluide, qui sont associées à des petits vecteurs
d’onde. La connaissance précise dans l’ultra-violet des quantités physiques
intéressantes ne sera donc pas nécessaire. Pour éliminer les divergences, il
sera suffisant d’établir une coupure à un nombre d’onde qcoup. donné par

qcoup. ∼
1

λT
↔ ~ωcoup. ≈

~2qcoup.

2m
∼ kBT, (III.47)

au moins dans le régime "habituel" où kBT est plus grande que l’énergie
d’interaction par particule Eint/N .

Une connaissance précise du comportement du fluide sur des échelles
de longueur plus courtes que λT nécessiterait un traitement au-delà de
notre approche classique, mais elle ne sera pas nécessaire pour étudier les
phases macroscopiques (superfluides ou non) susceptibles d’apparaître.
Notons qu’une "méthode semi-classique" ne nécessitant pas l’introduction
d’une coupure UV a été proposée et appliquée au cas du gaz de Bose à
deux dimensions par GIORGETTI, CARUSOTTO et al. (2007). Par ailleurs,
pour obtenir une théorie plus complète au moins dans le régime où les
interactions ne sont pas fortes, on peut raccorder la théorie de champ clas-
sique pour q < qcoup. à la théorie quantique du gaz parfait pour q > qcoup.

[voir par exemple PROKOF’EV & SVISTUNOV (2002)].

La longueur λT n’apparaît donc pas en tant que telle dans le traitement
champ classique, sinon sous la forme d’une coupure « courte distance »
mise à la main. On pouvait s’y attendre a priori puisque λT ∝ ~/

√
m n’est

pas fonction de notre seul paramètre ~/m. L’autre distance caractéristique
d’un gaz quantique est la distance de cicatrisation qui peut quant à elle être
accessible dans cette approche champ classique. Rappelons que la distance
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FIGURE III.5. La longueur de cicatrisation est la distance caractéristique néces-
saire pour que la densité reprenne sa valeur moyenne, quand on impose à la fonc-
tion d’onde de s’annuler en un point donné (ici les deux extrémités du segment).

de cicatrisation est l’échelle de longueur associée à l’énergie d’interaction
par particule :

~2

2mξ2
=

~2

m
g̃ρ → ξ =

1√
2g̃ρ

. (III.48)

Elle donne l’échelle de longueur sur laquelle la densité du fluide reprend sa
valeur normale, si on lui impose de s’annuler en un point (figure III.5). Ce
point peut être l’emplacement d’une bosse de potentiel ou le centre d’un
vortex. Il est intéressant d’évaluer le nombre d’atomes manquants autour
de ce point :

δN ≈ πξ2ρ =
π

2g̃
(III.49)

Plus le paramètre d’interaction g̃ est grand, plus ce nombre manquant est
faible. Pour des interactions assez fortes (g̃ & 1), ce nombre devient infé-
rieur à un atome. On ne peut alors plus détecter ce défaut par une imagerie
in situ du gaz ; c’est simplement un point où une singularité mathématique
se produit.

Comme nous l’avons écrit au paragraphe précédent, le régime habituel
des expériences menées avec des gaz atomiques correspond à une énergie
d’interaction par particule plus faible que l’énergie thermique kBT , ce qui

entraîne 5 :
Eint/N < kBT → ξ > λT , (III.51)

ce qui confirme le fait que ξ peut être calculable à partir de la simulation
de champ classique alors que λT correspond à une distance de coupure,
associée à l’énergie de coupure ∼ kBT .

2-4 La version "optique non linéaire"

Le formalisme de champ classique développé ci-dessus pour dé-
crire une onde de matière macroscopique s’applique de manière quasi-
inchangée à la propagation d’un champ lumineux intense dans un mi-
lieu non-linéaire. Ce problème de base en optique a fait l’objet de re-
cherches expérimentales récentes en lien avec la condensation ou la quasi-
condensation [citons en particulier SUN, JIA et al. (2012), ainsi qu’une com-
munication privée de Robin Kaiser d’avril 2017].

Notons tout de suite qu’il s’agit d’une problématique différente de celle
étudiée à Bonn sur la condensation de photons, et que nous avons abordée
au chapitre précédent (KLAERS, SCHMITT et al. 2010). Dans les expériences
de Bonn, nous avons vu que l’on gèle le degré de liberté selon z grâce à une
cavité Fabry–Perot. Dans ce que nous décrivons ici, le faisceau se propage
librement selon l’axe z, cette propagation jouant le rôle du temps dans une
équation de Schrödinger effective, décrivant la dynamique du champ dans
le plan xy perpendiculaire à l’axe de propagation.

Commençons par l’équation d’onde pour une des composantes u(r, t)
du vecteur champ électrique ou champ magnétique dans un milieu d’in-
dice n0. Partant des équations de Maxwell, on peut écrire cette équation
sous la forme :

∇2u− n2
0

c2
∂2u

∂t2
= 0. (III.52)

Une catégorie bien connue de solutions est formée par les ondes planes,
comme celles se propageant le long de l’axe z, u(r, t) = u0ei(kz−ωt) avec

5. On a plus précisément
ξ2

λ2T
=

1

8π

kBT

Eint/N
. (III.50)
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FIGURE III.6. Principe de la « condensation d’ondes classiques lumineuses » :
on envoie un faisceau laser avec un certain désordre en amplitude et en phase
dans un cristal photo-réfractif. Pour une longueur d’interaction suffisamment
grande, l’évolution non-linéaire du champ lumineux conduit à une distribution
quasi-thermique des modes transverses du faisceau lumineux. Cette distribution
est caractérisée par une décroissance de la population des modes comme 1/k2

⊥.
Figure extraite de SUN, JIA et al. (2012).

la relation de dispersion ω = ck/n0. Intéressons-nous à des solutions dé-
duites de ces ondes planes, écrites sous la forme

u(r, t) = ψ(r) ei(kz−ωt) (III.53)

où ψ(r) est supposée "lentement variable" dans l’espace, c’est-à-dire
∣∣∣∣
∂2ψ

∂z2

∣∣∣∣� k

∣∣∣∣
∂ψ

∂z

∣∣∣∣ . (III.54)

En injectant cette forme pour u(r, t) dans l’équation d’onde (III.52) et en
négligeant les terme faisant intervenir ∂2ψ/∂z2, on arrive à

i
∂ψ

∂z
= − 1

2k
∇2
⊥ψ (III.55)

où le laplacien transverse ∇2
⊥ correspond à l’opérateur ∂2

x+∂2
y . Cette équa-

tion est formellement identique à l’équation de Schrödinger pour une par-
ticule libre à deux dimensions, le temps étant remplacé par la coordonnée

z le long de l’axe de propagation. On peut d’ailleurs passer véritablement
à une coordonnée temporelle en introduisant τ = n0z/c, qui paramètre
le temps de propagation pour une distance z donnée. L’équation (III.55)
s’écrit alors

i
∂ψ

∂τ
= − ~

2mphot
∇2
⊥ψ (III.56)

où l’on a introduit, comme au chapitre précédent, la masse effective des
photons mphot = n2

0 ~ω/c2.

Pour que l’évolution de ψ soit similaire à celle du champ ψ étudiée dans
ce chapitre, on utilise un milieu optiquement non linéaire de sorte que l’in-
dice n0 doit être remplacé par n0 +n2|ψ|2/k2. Notons que ψ a la dimension
de l’inverse d’une longueur pour que

∫
|ψ|2 d2r soit sans dimension, de

sorte que n2 est également sans dimension. En injectant cette expression
pour l’indice dans (III.52) et en nous limitant au premier terme non nul en
n2, nous arrivons à :

i
∂ψ

∂z
= − 1

2k
∇2
⊥ψ −

n2

n0k
|ψ|2ψ (III.57)

qui a exactement la structure de l’équation de Gross–Pitaevskii (III.39) en
l’absence de piège si l’on prend une non-linéarité défocalisante (n2 < 0).

Dans l’expérience de SUN, JIA et al. (2012), on imprime un désordre
contrôlée sur le faisceau lumineux à l’entrée du milieu non-linéaire. Lors
de la propagation, on peut définir deux quantités conservées indépen-
dantes, l’équivalent du nombre de particules N donné par l’intégrale de
|ψ|2 et l’énergie E donnée par la fonctionnelle de Gross–Pitaevskii. Si la
longueur d’interaction le long de l’axe z est suffisante, on réalise l’équi-
valent d’un ensemble microcanonique, la configuration du champ en sortie
étant un échantillonnage de cet ensemble pour le couple (N,E) choisi. Plus
le désordre initial est important, plus cette énergie – et donc la température
– sont grandes.

Nous avons vu au début de ce chapitre que pour un champ classique
en interaction faible, l’équilibre thermodynamique correspond à une po-
pulation des modes de vecteur d’onde k⊥ variant comme T/[E(k⊥) −
µ] avec dans l’approximation paraxiale E(k⊥) ∝ k2

⊥ (CONNAUGHTON,
JOSSERAND et al. 2005 ; PICOZZI, GARNIER et al. 2014). Rappelons que cette
distribution n’est valable que sur un intervalle fini de valeurs de k⊥, en
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raison de la divergence ultra-violette propre à toute théorie de champ clas-
sique. En pratique, cette loi en k−2

⊥ est vérifiée expérimentalement sur plus
d’une décade [figure III.6 tirée de SUN, JIA et al. (2012)]. Par ailleurs, les
effets de taille finie dans cette expérience conduisent à une population ma-
croscopique dans le mode central k⊥ = 0 (d’où la terminologie "condensa-
tion d’ondes lumineuses").

3 Fluctuations de phase et quasi-ordre

À température strictement nulle, un gaz de Bose 2D en interaction rela-
tivement faible a pour énergie la fonctionnelle (III.33) et est donc condensé :
il est décrit par la fonction d’onde uniforme dans l’espace ψ =

√
ρ eiθ, où

ρ = N/L2 et θ sont eux aussi uniformes, θ pouvant être choisie arbitraire-
ment entre 0 et 2π (invariance de jauge). Son énergie cinétique est nulle et
son énergie d’interaction est :

Ecin = 0 Eint =
~2

2m
g̃ L2 ρ2. (III.58)

À température non nulle, ρ(r) et θ(r) seront des fonctions variant dans
l’espace sous l’effet des fluctuations thermiques. La caractérisation de ces
fluctuations en termes de fonctions de corrélations entre deux point r et r′

permet de préciser le type d’ordre présent dans le fluide.

3-1 Suppression des fluctuations de densité

Un point important dans ce qui va suivre, au moins pour la région de
basse température, est la réduction des fluctuations de densité par rapport
au cas du gaz parfait, du fait des interactions répulsives entre particules. Le
lien entre considérations énergétiques et réduction de ces fluctuations est
immédiat si l’on remarque que l’énergie d’interaction (III.40) peut s’écrire

Eint =
~2

2m
g̃ L2 〈ρ2(r)〉 (III.59)

de sorte que le surcoût en énergie d’interaction par rapport au gaz à tem-
pérature nulle est directement proportionnel aux fluctuations de densité

caractérisées par (COHEN-TANNOUDJI & ROBILLIARD 2001)

(∆ρ)
2

= 〈ρ2(r)〉 − ρ2 = [g2(0)− 1] ρ2, (III.60)

où g2(r) = 〈ρ(r)ρ(0)〉/ρ2 est la fonction de corrélation densité-densité.
Pour un gaz décrit par un champ classique ψ(r), la quantité (∆ρ)

2 est
toujours positive, c’est-à-dire g2(0) ≥ 1, du fait de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

L2

∫
ρ2(r) d2r ≥

(∫
ρ(r) d2r

)2

(III.61)

de sorte que l’énergie d’interaction est toujours plus grande en présence de
fluctuations thermiques qu’à température nulle.

Pour un gaz de Bose idéal en l’absence de condensat, ce qui est le cas
à 2D si T 6= 0, on a toujours g2(0) = 2. Ce résultat s’obtient en exprimant
l’opérateur ρ̂(r) en fonction de l’opérateur champ, développé sur la base
des ondes planes à 2D :

ρ̂(r) = Ψ̂†(r)Ψ̂(r) avec Ψ̂(r) =
1

L

∑

p

eip·r/~âp. (III.62)

En choisissant par exemple le point r = 0, on obtient :

〈ρ̂2(0)〉 =
1

L4

∑

p1,p2,p3,p4

〈â†p1
â†p2

âp3
âp4
〉. (III.63)

S’il n’y a pas d’état macroscopiquement peuplé, on peut négliger dans
cette somme la contribution des termes où p1 = p2, p3 = p4. Pour les
autres termes, en utilisant le fait que l’opérateur densité à l’équilibre ther-
mique est diagonal dans la base des p, on remarque qu’un terme du type
〈â†p1

â†p2
âp3

âp4
〉 est non nul si et seulement si

{p1 = p3 et p2 = p4} ou {p1 = p4 et p2 = p3} , (III.64)

chacune des deux options ayant la même contribution. On a donc :

〈ρ̂2(0)〉 ≈ 2
∑

p1,p2

〈â†p1
âp1
〉 〈â†p2

âp2
〉 = 2 (〈ρ̂(0)〉)2

. (III.65)

Pour un gaz en interaction en revanche, l’énergie Eint finit toujours par
dominer si on va à suffisamment basse température. L’énergie d’interaction
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par particule, qui est de l’ordre de ~2

2m g̃ ρ, devient en effet toujours plus
grande que kBT si T est suffisamment faible. Plus précisément :

~2

2m g̃ ρ

kBT
=

g̃

4π
D (III.66)

où l’on a introduit la densité dans l’espace des phases

D = ρλ2
T avec λT =

~
√

2π√
mkBT

. (III.67)

Par conséquent, pour une densité dans l’espace des phases telle que

D � 4π

g̃
, (III.68)

toute modification significative de la densité par rapport à sa valeur
moyenne, conduisant à une valeur de g2(0) notablement supérieure à 1,
aura un coût prohibitif comparé à kBT .

3-2 Hamiltonien effectif à basse énergie

Dans la limite où les fluctuations de densité peuvent être négligées, le
gradient de la fonction d’onde ψ(r) qui intervient dans le terme d’énergie
cinétique s’écrit

∇ψ = ∇
(√

ρ(r) eiθ(r)
)
≈ √ρ (i∇θ) eiθ(r) (III.69)

de sorte que le terme d’énergie cinétique devient

Ecin ≈
~2

2m
ρ

∫
(∇θ)

2
d2r. (III.70)

Cette expression pour l’énergie traduit la rigidité de phase du système : les
excitations pertinentes sont les fluctuations de phase et leur énergie est liée
au prix à payer pour "tordre" cette phase entre deux zones de l’échantillon.

Nous avons montré dans le cours 2015-16 que cette notion de rigidité en
phase peut être utilisée pour définir de manière rigoureuse la densité su-
perfluide dans un gaz homogène. De ce point de vue, l’expression (III.70)

montre qu’implicitement, un système 2D décrit par la fonctionnelle d’éner-
gie de Gross–Pitaevskii est superfluide si on néglige totalement ses fluctua-
tions de densité. De plus, sa densité superfluide ρs – c’est-à-dire le coeffi-
cient devant (∇θ)2 – est égale à la densité totale ρ.

Ce point de vue consistant à utiliser (III.70) et conduisant à ρs = ρ est
certainement valable à très basse température, mais ne rend pas compte
de la diminution observée de la densité superfluide quand la température
augmente. Pour rendre compte de manière rigoureuse de cette diminution,
il faut

— traiter de manière couplée les fluctuations de phase et de densité, ce
que nous ferons par la méthode de Bogoliubov un peu plus loin ;

— prendre en compte les vortex qui, comme nous le verrons dans le cha-
pitre suivant, peuvent exister dans la partie superfluide sous forme de
paires de tourbillons de signes opposés.

Mais on peut également procéder de manière phénoménologique, en
introduisant "à la main" une densité superfluide ρs, qui dépend de la tem-
pérature, et qui conduit à l’énergie

Ecin ≈
~2

2m
ρs(T )

∫
(∇θ)

2
d2r. (III.71)

Cette renormalisation de ρ en ρs est un moyen simple pour absorber toutes
les fluctuations thermiques non essentielles, y compris les fluctuations de
densité sur des courtes distances, pour se concentrer sur la physique à
longue distance et le quasi-ordre à longue portée susceptible d’apparaître.

Il doit être bien clair que l’énergie Ecin donnée en (III.71) ne peut pas
être considérée comme un hamiltonien microscopique, ne serait-ce que
parce qu’elle dépend de la température via ρs. Il s’agit en fait de l’ac-
croissement de l’énergie libre du gaz si on impose le courant superfluide
(~/m) ∇θ [voir par exemple la discussion en appendice de l’article de
BLOCH, DALIBARD et al. 2008].

3-3 Analyse de Fourier des fluctuations de phase

Partant de l’expression phénoménologique (III.71) pour l’énergie asso-
ciée à une fluctuation de phase θ(r), nous voulons évaluer la fonctionG1(r)
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décrivant les corrélations entre deux points du système :

G1(r) = 〈ψ(r) ψ∗(0)〉 = ρ 〈ei[θ(r)−θ(0)]〉. (III.72)

Nous devons donc dans un premier temps déterminer les fluctuations de
θ(r)−θ(0), ce que nous allons faire à partir d’un développement en série de
Fourier de la fonction θ(r) et de l’utilisation du théorème d’équipartition
de l’énergie.

Commençons par écrire la phase θ(r) sous la forme

θ(r) =
∑

q

cq e
iq·r (III.73)

où la réalité de θ entraîne
c∗q = c−q. (III.74)

Notons qu’un tel développement, si naturel qu’il paraisse compte tenu des
conditions aux limites périodiques, n’est pas anodin : il ne rend pas compte
de la périodicité de la fonction eiθ quand θ → θ + 2π. Ce n’est pas un pro-
blème si on se limite à des situations où θ varie de manière douce et ré-
gulière sur l’échantillon, mais il néglige d’emblée les vortex, qui sont des
points autour desquels la phase varie de 0 à π sur des distances arbitraire-
ment courtes.

Injectons le développement (IV.31) dans l’énergie (III.71) :

Ecin = ρsL
2
∑

q

~2q2

2m
|cq|2. (III.75)

Pour tenir compte du fait que les modes q et −q sont liés par (III.74), nous
pouvons restreindre la somme sur q aux qx > 0 et l’écrire :

Ecin =
∑

q,qx>0

εq |cq|2 avec εq = ρsL
2 ~2q2

m
. (III.76)

La probabilité d’occurence d’une configuration correspondant à un tirage
{cq} donné est donnée par la loi de Boltzmann :

P[{cq}] ∝
∏

q

e−εq|cq|
2/kBT . (III.77)

Les cq avec qx > 0 sont donc des variables gaussiennes indépendantes
complexes. En les décomposant en partie réelle et imaginaire,

cq = c′q + ic′′q avec c′q = c′−q et c′′q = −c′′−q (III.78)

on trouve à l’équilibre thermique :

〈(c′q)2〉 = 〈(c′′q)2〉 =
kBT

2εq
. (III.79)

Notons que l’on trouve ici que la population moyenne 〈|cq|2〉 d’un mode
q donné est égale à kBT/εq , comme nous l’avions annoncé en (III.20) en
posant les bases de la théorie de champ classique.

3-4 Corrélations en phase à l’équilibre thermique

Considérons maintenant la différence de phase θ(r)− θ(0) qui apparaît
dans (III.72). On a :

θ(r)− θ(0) =
∑

q

(
c′q + ic′′q

) (
eiq·r − 1

)

= −2
∑

q,qx>0

{
c′q [1− cos(q · r)] + c′′q sin(q · r)

}
(III.80)

ce qui donne quand on prend la moyenne du carré de cette expression à
l’équilibre thermique

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 = 4

∑

q,qx>0

〈(c′q)2〉 [1− cos(q · r)]
2

+ 〈(c′′q)2〉 sin2(q · r)

= 4
∑

q,qx>0

kBT

εq
[1− cos(q · r)]

= 2
∑

q

kBT

εq
[1− cos(q · r)] (III.81)

où l’on relâché la contrainte qx > 0 dans la dernière ligne. En transformant
cette somme discrète en intégrale, on arrive à

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 = 2

L2

4π2

∫
kBT

ε(q)
[1− cos(q · r)] d2q

=
1

π

1

ρsλ2
T

∫
1− cos(q · r)

q2
d2q. (III.82)
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La fonction

f(r) =
1

(2π)2

∫
1− cos(q · r)

q2
d2q (III.83)

peut être estimée en remarquant que son laplacien a une expression
simple :

∇2f(r) =
1

(2π)2

∫
cos(q · r) d2q =

1

(2π)2

∫
eiq·r d2q = δ(r) (III.84)

ce qui s’intègre à deux dimensions 6 en

f(r) =
1

2π
ln(r) + constante. (III.86)

Il n’est toutefois pas immédiat de fixer la valeur pertinente de la constante,
puisque cette fonction n’admet pas de limite finie ni à courte, ni à longue
distance.

Pour ce qui va suivre, il est instructif d’évaluer cette intégrale "à la
main", en coupant – pour une valeur de r donnée – l’espace des vecteurs
d’onde en deux parties comme nous l’avions fait dans le premier chapitre
lors de notre étude d’un cristal :

(2π)2 f(r) =

∫

|q|<π/r

1− cos(q · r)

q2
d2q +

∫

|q|>π/r

1− cos(q · r)

q2
d2q

≈
∫

|q|<π/r

(q · r)2/2

q2
d2q +

∫

|q|>π/r

1

q2
d2q (III.87)

La première partie, dans laquelle on a remplacé le cosinus par son ap-
proximation au voisinage de 0, donne après intégration une contribution
constante, égale à π/4. La seconde partie, dans laquelle on a pris une
moyenne nulle pour le cosinus, diverge du côté des grandes valeurs de
q. Mettons comme expliqué ci-dessus une coupure au niveau du vecteur
d’onde π/λT . On arrive alors à

f(r) ≈ π

16
+

1

2π
ln(r/λT ). (III.88)

6. C’est l’équivalent bi-dimensionnel de

3D : ∇2f(r) = δ(r) ⇒ f(r) =
1

4πr
+ constante. (III.85)

soit, en négligeant le terme constant devant le logarithme, qui est a priori
grand devant 1 si on s’intéresse aux grandes valeurs de r :

f(r) ≈ 1

2π
ln(r/λT ). (III.89)

Nous disposons maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour
évaluer la fonction de corrélation en phase. Nous trouvons tout d’abord :

〈[θ(r)− θ(0)]
2〉 ≈ 2

ρsλ2
T

ln(r/λT ) (III.90)

puis en injectant ce résultat dans la fonction G1 et en utilisant le résultat
〈eiu〉 = e−〈u

2〉/2 pour une variable gaussienne u :

G1(r) = 〈ψ(r) ψ∗(0)〉
≈ ρ 〈ei[θ(r)−θ(0)]〉
≈ ρ e−〈[θ(r)−θ(0)]2〉/2

≈ ρ

(
λT
r

)α
avec α =

1

ρsλ2
T

. (III.91)

Nous trouvons donc une décroissance algébrique pour la fonction
G1(r) quand r → ∞. Cette conclusion est compatible avec le théorème de
Mermin–Wagner–Hohenberg, ce qui est rassurant. Mais on note que cette
décroissance est beaucoup moins rapide que celle trouvée pour le gaz par-
fait au chapitre précédent, qui était de nature exponentielle en e−r/` avec
` = (λT /

√
4π) eρλ

2
T /2. Par ailleurs, nous verrons au chapitre suivant que

la phase superfluide, quand elle existe, vérifie toujours ρsλ2
T > 4, ce qui

signifie que la décroissance (III.91) est toujours plus lente que r−1/4.

Exemple pratique. À ce stade, il est utile d’examiner un exemple réaliste
pour voir combien le cas du gaz en interaction diffère de celui du gaz par-
fait. Prenons pour simplifier ρ = ρs et considérons une densité dans l’es-
pace des phases D = ρλ2

T = 10, correspondant à un gaz assez fortement
dégénéré (figure III.7).

— On trouve pour le gaz parfait une distance caractéristique de décrois-
sance ` ≈ 40λT . Pour un échantillon de taille L = 300λT , la fonction
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FIGURE III.7. Ligne continue noire : variation de G1 pour une densité dans
l’espace des phases D = 10 pour le cas algébrique (en présence d’interactions),
G1(r) ∼ (λT /r)

1/D. Ligne pointillée rouge : cas sans interaction, G1(r) ∼ e−r/`

avec ` = (λT /
√

4π) eD/2 ≈ 40λT .

G1(r) décroît par un facteur > 1000 d’un bord à l’autre de l’échan-
tillon : il n’y a aucune cohérence de phase appréciable à cette distance.

— Passons maintenant à un gaz en interaction, pour lequel la loi de dé-
croissance algébrique (III.91) nous indique que la fonction G1(r) dé-
croit entre r = λT et r = L par le facteur (300)1/10 < 2 : il subsiste une
forte cohérence de phase entre les deux bords de l’échantillon, compa-
rable à ce qu’on attend pour un vrai condensat.

Cet exemple montre combien le changement de type de décroissance, d’ex-
ponentielle à algébrique, modifie radicalement la cohérence de phase de
ce système. Cette cohérence est induite par les interactions répulsives, qui
sont responsables du gel des fluctuations de densité. Dans des systèmes de
taille finie raisonnable, elle est également à l’origine d’une fraction conden-
sée importante. La fraction condensée dans un système de taille L peut en
effet se définir comme la valeur deG1(L) [cf. cours 2015-16] et l’exemple ci-
dessus nous montre que pour les paramètres envisagés, la fraction conden-
sée est supérieure à 50 %, une fois que les interactions répulsives ont joué
leur rôle de « lisseur de densité ».

Plus généralement, ces considérations indiquent combien la notion de
limite thermodynamique pour des systèmes de dimension réduite est déli-

j1

j2

j3

j4

q = +1

I

C
v(r) · dr = +

2⇡~
m

I

C
v(r) · dr = 0

z

�0(z) x

y

FIGURE III.8. Le modèle xy à deux dimensions, qui peut être considéré comme
la version discrétisée du gaz de Bose dont on a gelé les fluctuations de densité.

cate à prendre. Si, en accord avec le théorème de Mermin-Wagner, on défi-
nit cette limite comme un gaz dont la fraction condensée G1(L) ne dépasse
pas 1 % (valeur arbitraire, mais parlante), on voit que la taille L à prendre
est

(
λT
L

)α
= 0.01 → L =

λT
(0.01)1/α

= 1020 λT . (III.92)

On retrouve ici le fameux argument de BRAMWELL & HOLDSWORTH

(1994) qui dans le contexte de la magnétisation de systèmes 2D, montraient
qu’il faudrait des échantillons de la taille de "l’état du Texas" pour atteindre
la limite thermodynamique.

Nous sommes donc dans une situation subtile où le théorème de
Mermin–Wagner interdit l’ordre à longue portée et l’apparition d’un
condensat à la limite thermodynamique, mais où les interactions entre
atomes permettent d’établir un quasi-ordre qui, dans beaucoup de cas réa-
listes de taille finie, "simule" l’existence d’un véritable condensat.
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3-5 Le modèle xy et son implémentation avec des atomes

L’hamiltonien effectif que nous avons étudié dans cette section, Ĥ ∝∫
(∇θ)

2, possède une version discrète qui est un modèle très utilisé en
physique statistique, le modèle xy [voir par exemple KARDAR (2007)]. On
considère un réseau régulier et on dispose en chaque site j du réseau un
vecteur unitaire Sj évoluant dans un espace fictif à deux dimensions (d’où
le nom de modèle xy). Ce vecteur peut être paramétré par l’angle θj (défini
modulo 2π) qu’il fait avec une direction de référence. Dans le problème 2D
qui nous intéresse, le réseau régulier est lui-même de dimension 2 ; ce peut
être un réseau carré comme sur la figure III.8 ou un réseau triangulaire.

Dans la version la plus simple du modèle xy, on se limite à une interac-
tion entre sites voisins que l’on écrit

Ĥ = −J
∑

〈i,j〉
Si · Sj = −J

∑

〈i,j〉
cos (θj − θj) . (III.93)

Le choix J > 0 conduit à un état fondamental où tous les θj sont égaux
entre eux. Les excitations de basse énergie correspondent à des varia-
tions lentes des θj , de sorte qu’un développement limité du cosinus re-
donne bien l’hamiltonien

∫
(∇θ)

2 après passage à la limite continue. Le
modèle xy conduit à un comportement similaire au modèle continu que
nous avons étudié : à basse température, décroissance algébrique de la
fonction de corrélation à un corps comme nous l’avons vu ci-dessus ; au
dessus d’une température critique, transition BKT vers un état complète-
ment désordonné similaire à ce que nous verrons dans le prochain cours.
L’intérêt de ce modèle sur réseau est d’une part de fournir de manière na-
turelle une coupure à haute énergie évitant les divergences ultra-violettes,
et d’autre part de permettre l’utilisation de méthodes de résolution propres
aux modèles périodiques comme les matrices de transfert.

Ce modèle xy a été réalisé expérimentalement avec un gaz d’atomes
froids par SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007). Partant d’un condensat 3D
de forme approximativement sphérique, les chercheurs de Boulder ont uti-
lisé un réseau optique pour découper environ 200 tubes verticaux et for-
mant un réseau triangulaire dans un plan horizontal (figure III.9). Chaque
tube contient environ 7000 atomes ; ce nombre est suffisamment grand
pour que chaque tube constitue un micro-condensat de phase bien défi-
nie, qui joue le rôle de la variable θj du modèle xy. Chaque tube est couplé

FIGURE III.9. Réseau triangulaire de micro-condensats piégés aux nœuds d’un
réseau optique, avec un couplage tunnel entre proches voisins. Chaque site
contient environ 7000 atomes, ce qui assure que la phase d’un micro-condensat
est bien définie. Cette expérience constitue une implémentation pratique du mo-
dèle xy. Figure extraite de SCHWEIKHARD, TUNG et al. (2007).

à ses six voisins par effet tunnel, réalisant ainsi l’équivalent de jonctions Jo-
sephson. L’élément de matrice tunnel joue quant à lui le rôle du couplage
J de l’hamiltonien du modèle xy. Nous n’irons pas plus loin pour l’instant
dans la description de cette expérience ; notons simplement qu’elle a per-
mis, à l’instar de celles menées sur des gaz continus, d’observer le méca-
nisme BKT en détectant au dessus d’une valeur critique du paramètre J/T
la prolifération de vortex lorsque tous les micro-condensats sont fusionnés
entre eux.

4 L’approche de Bogoliubov

Nous allons maintenant chercher à aller au-delà de l’approche "den-
sité gelée" développée au paragraphe précédent, pour acquérir une vision
plus complète de la dynamique du fluide dans le régime de basse tempé-
rature. Nous allons pour cela utiliser le formalisme de Bogoliubov, dans
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une version adaptée 7 au cas des quasi-condensats (MORA & CASTIN 2003 ;
CASTIN 2004). L’idée ne sera pas d’écrire comme à 3D ψ(r) = ψ0 + δψ(r)
avec ψ0 =

√
ρ0 eiθ0 , où δψ serait en tout point petit devant ψ0. En effet, il

n’y a pas de phase homogène θ0 dans notre fluide 2D. Notre approche sera
de faire un développement en puissance des fluctuations de densité, en
laissant à la phase la possibilité de varier de manière important sur l’éten-
due de l’échantillon (tout en restant développable en série de Fourier, ce
qui exclut comme précédemment les vortex).

4-1 Équations du mouvement « amplitude – phase »

Partant de l’expression ψ(r, t) =
√
ρ(r, t) eiθ(r,t), nous allons supposer

que la phase θ varie lentement dans l’espace et peut être développée en
série de Fourier, comme au paragraphe précédent :

θ(r, t) =
∑

q

cq(t) eiq·r (III.94)

Nous supposerons également que les fluctuations relatives de densité sont
faibles. Comme indiqué plus haut [cf. (III.68)], cette hypothèse est valable
pourvu que la densité dans l’espace des phases soit suffisamment grande.
La densité peut donc s’écrire

ρ(r, t) = ρ0 (1 + 2η(r, t)) avec ρ0 =
N

L2
et η � 1. (III.95)

La fonction η peut également être décomposée en série de Fourier :

η(r, t) =
∑

q

dq(t) eiq·r. (III.96)

Les fonctions θ et η sont réelles, ce qui implique c∗q = c−q et d∗q = d−q . La
conservation de la norme entraîne

∫
η d3r = 0 → d0 = 0. (III.97)

7. Le programme de MORA & CASTIN (2003) est en fait plus ambitieux que le nôtre puis-
qu’il s’agit de donner un sens aux opérateurs densité et phase dans le cadre de la théorie
des champs quantiques. Ceci est possible de manière approchée en discrétisant l’espace et en
s’assurant que chaque site du réseau contient en moyenne un grand nombre de particules.

La fonctionnelle d’énergie (III.33)

E[ψ] =
~2

2m

∫ (
|∇ψ|2 + g̃|ψ|4

)
d2r

=
~2

2m

∫ (
ρ(∇θ)2 +

(∇ρ)2

4ρ
+ g̃ρ2

)
d2r (III.98)

s’écrit avec ce paramétrage :

E[ψ] =
~2

2m
g̃ρ0N +

~2

2m
ρ0

∫ [
(∇θ)

2
+ (∇η)

2
+ 4 g̃ρ0 η

2(r)
]

d2r,

=
~2

2m
g̃ρ0N +

~2

2m
N
∑

q

[
q2 |cq|2 +

(
q2 + 4g̃ρ0

)
|dq|2

]
. (III.99)

L’équation de Gross–Pitaevskii dépendante du temps (III.39) conduit
alors aux deux équations couplées 8

(
2m

~

)
∂θ

∂t
= ∇2η − 4 g̃ρ0 η , (III.100)

(
2m

~

)
∂η

∂t
= − ∇2θ. (III.101)

L’évolution des coefficients cq et dq déduite de (III.100–III.101) s’écrit :
(

2m

~

)
ċq = −

(
q2 + 4 g̃ρ0

)
dq ,

(
2m

~

)
ḋq = q2 cq . (III.102)

Pour q = 0, on obtient ċ0 = 0, ce qui traduit le fait que la phase globale du
gaz n’évolue pas puisque l’énergie du fondamental de (III.99) vaut 0.

En éliminant une des deux variables (cq ou dq) au profit de l’autre, on
obtient l’évolution

c̈q + ω2
qcq = 0, d̈q + ω2

qdq = 0, (III.103)

8. Avec les variables adoptées ici, le lagrangien dynamique peut être pris égal à
Ldyn[ψ(r)] = −2~ρ0 θ̇ η.
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FIGURE III.10. Relation de dispersion de Bogoliubov (III.104). La droite poin-
tillée correspond à l’approximation linéaire (III.106) aux petites valeurs de q dé-
terminant le régime de phonons. La courbe parabolique en tirets correspond aux
grandes valeurs de q où l’on retrouve le régime de particule libre (III.108).

avec la fréquence ωq donnée par

ωq =
~

2m

[
q2
(
q2 + 4 g̃ρ0

)]1/2
, (III.104)

ce qui n’est autre que le spectre bien connu de Bogoliubov dont nous allons
rappeler ci-dessous quelques propriétés.

4-2 Spectre de Bogoliubov et ondes sonores

La formule de Bogoliubov fournit la relation de dispersion reliant le
vecteur d’onde q d’une perturbation et sa fréquence ωq . Compte tenu de la
forme (III.104), il est naturel de séparer deux régimes (figure III.10) :

— La partie de petit vecteur d’onde

q2 � 4 g̃ρ0 (III.105)

pour laquelle on trouve un spectre d’ondes sonores (phonons) :

ωq = c0q avec c0 =
~
m

√
g̃ρ0. (III.106)

— La partie de grands vecteurs d’onde :

q2 � 4 g̃ρ0 (III.107)

pour laquelle on retrouve un spectre de particule libre, décalé de
l’énergie d’interaction εint

~ωq =
~2q2

2m
+ εint avec εint =

~2

m
g̃ρ0. (III.108)

La forme du spectre d’excitation de Bogoliubov, démarrant linéaire-
ment à bas vecteur d’onde, est souvent présenté comme une condition suf-
fisante de superfluidité. En effet, en utilisant le critère de Landau, on en dé-
duit qu’une impureté bougeant suffisamment lentement ne peut pas exci-
ter le fluide et n’est donc pas freinée. Toutefois, la définition plus complète
d’un état superfluide passe par la notion de métastabilité de courants et de
rigidité en phase [voir par exemple MA (1985) ainsi que le cours 2015-16].
Nous avons déjà mentionné que le gaz de Bose décrit par la fonctionnelle
d’énergie (III.71) présente cette rigidité et est donc bien superfluide. Nous
aurons l’occasion de revenir sur ce point et le généraliser dans le prochain
cours.

Mise en évidence d’ondes sonores à 2D. L’étude de la propagation
d’ondes sonores dans des gaz atomiques dégénérés a fait l’objet de nom-
breuses études. Ces dernières sont souvent menées dans des pièges har-
moniques, de sorte que la densité varie à la fois dans le plan d’onde et le
long de la direction de propagation. Cette inhomogénéité peut bien sûr être
prise en compte dans la description théorique, mais complique malgré tout
la comparaison avec les résultats expérimentaux. Récemment, l’équipe du
LKB–Collège de France 9 a réalisé une expérience visant à mesurer la pro-
pagation d’ondes sonores dans un gaz 2D uniforme. Ce gaz est piégé dans
une "boîte" rectangulaire dont les parois sont formées par de la lumière. La
densité atomique sur un côté du rectangle est modulée temporellement à
l’aide d’un faisceau lumineux annexe, ce qui génère un paquet d’ondes qui
se propage dans le gaz pendant une assez longue durée (plusieurs dizaines
de millisecondes) en rebondissant sur les parois de la boîte. On peut ainsi

9. Cette expérience a été faite par Monika Aidelsburger, Jérôme Beugnon, Sylvain Nas-
cimbene, Raphaël Saint-Jalm et Jean-Loup Ville.
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FIGURE III.11. Mise en évidence d’ondes sonores dans un gaz 2D d’atomes de
rubidium. Le gaz est confiné dans une boîte rectangulaire et l’onde sonore est gé-
nérée en modulant brièvement la densité atomique sur un côté de la boîte.

effectuer une mesure précise de la vitesse du son dans ce gaz. L’expérience
représentée sur la figure III.11 conduit à c0 = 2.0 mm/s, en bon accord avec
la prédiction faite plus haut (g̃ = 0.15, ρ0 = 50µm−2).

L’étude que nous venons de faire est valable à basse température, où
l’on s’intéresse au mouvement de l’ensemble du fluide. À plus haute tem-
pérature, la situation est plus complexe car il faut considérer les mouve-
ments indépendants de la composante superfluide et de la composante
normale. Le formalisme général est présenté pour le cas bi-dimensionnel
par OZAWA & STRINGARI (2014).

4-3 Fluctuations de phase et fluctuations de densité

Considérons un mode de Bogoliubov caractérisé par les amplitudes c̄q
et d̄q des modulations de phase et de densité. On obtient à partir du sys-
tème (III.102) :

d̄q
c̄q

=
q√

q2 + 4 g̃ρ0

. (III.109)

Pour q petit, plus précisément quand q2 � 4g̃ρ0 c’est-à-dire q � 1
ξ , on

trouve d̄q � c̄q , ce qui signifie que les modes consistent essentiellement
en une oscillation de la phase, la densité n’étant presque pas affectée. Ceci

valide a posteriori l’approche suivie en § 3, où nous nous étions concentrés
sur les fluctuations de phase pour trouver le comportement du fluide à
grande échelle spatiale, c’est-à-dire à petit vecteur d’onde.

Nous avons donc déjà caractérisé l’effet essentiel des fluctuations de
phase, à savoir l’émergence d’un quasi-ordre à longue portée. Intéressons-
nous maintenant aux fluctuations de densité à l’équilibre thermique, ne
serait-ce que pour vérifier que l’hypothèse de linéarisation de ces fluctua-
tions, via la fonction η(r), est bien cohérente avec le résultat final.

Partons de :
∆ρ2

ρ2
0

=
〈ρ2(0)〉
ρ2

0

− 1 = 4
∑

q

〈|dq|2〉 (III.110)

Pour évaluer cette quantité, nous allons utiliser le théorème d’équipartition
de l’énergie pour le champ classique η(r). Comme nous l’avons expliqué
plus haut, pour éviter des divergences de type "corps noir" sans passer
par une quantification de ce champ, nous attribuons une énergie moyenne
kBT/2 à tous les modes d’énergie ~ωq inférieure à kBT , et nous suppose-
rons que les modes d’énergie supérieure sont non peuplés. Ceci conduit à :

~2

m
N
(
q2 + 4g̃ρ0

)
〈|dq|2〉 =





kBT if ~ωq < kBT ,

0 if ~ωq > kBT .

(III.111)

Le calcul des fluctuations de densité peut alors être fait explicitement à
partir de (III.110) :

∆ρ2

ρ2
0

=
2

πρ0λ2
T

∫
1

q2 + 4g̃ρ0
d2q ≈ 2

ρ0λ2
T

log

(
kBT

Eint/N
.

)
(III.112)

Comme nous l’avons écrit plus haut, l’énergie thermique kBT est générale-
ment supérieure à l’énergie d’interaction par particule Eint/N . Le rapport
entre ces deux quantités peut atteindre en pratique une valeur de l’ordre de
quelques dizaines, de sorte que le logarithme est lui-même compris entre
1 et 3. Le dénominateur de l’expression ci-dessus est quant à lui égal à la
densité dans l’espace des phases, qui doit valoir au moins la dizaine pour
que la transition superfluide soit atteinte (cf. chapitre 4) ; il peut monter en
pratique jusqu’à la centaine pour des échantillons froids et denses. On en
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déduit que ∆ρ � ρ0 pour ces échantillons froids, ce qui justifie l’approxi-
mation des faibles fluctuations de densité et leur linéarisation utilisée dans
cette section.
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Chapitre IV

Le point critique de la transition BKT

Nous avons décrit au chapitre précédent le rôle joué par les phonons
dans un gaz de Bose 2D à l’équilibre thermodynamique. Nous avons mon-
tré qu’en accord avec le théorème de Mermin–Wagner–Hohenberg, ces
phonons faisaient disparaître l’ordre à longue portée pour T 6= 0 en le rem-
plaçant par un quasi-ordre : la fonction de corrélation à un corps décroît
algébriquement, G1(r) ∝ r−α, où α = 1/Ds est relié à la densité dans l’es-
pace des phases superfluide, Ds = ρsλ

2
T . Nous avons également retrouvé

via le critère de Landau que ce quasi-ordre était effectivement suffisant
pour maintenir un état superfluide.

Le but de ce chapitre est d’aller au delà du modèle purement phono-
nique et de prendre en compte les vortex. L’influence des vortex peut se
comprendre de manière intuitive (figure IV.1) : supposons que l’on ait –
après avoir pris en compte les phonons – une certaine cohérence de phase
entre deux pointsA etB, caractérisée par la loi de probabilité pour la diffé-
rence de phase φ ; si un vortex avec son enroulement de phase de 2π peut
être aléatoirement inséré sur le segment AB, la différence de phase va bas-
culer entre φ et φ + π. Ce déphasage aléatoire fera perdre toute cohérence
entre A et B, et le quasi-ordre en phase qui pouvait exister entre ces deux
points sera détruit.

Dans ce qui suit, nous allons étudier successivement le rôle d’un vortex
isolé, puis d’une paire de vortex de circulations opposées, avant de nous
intéresser à la thermodynamique d’une assemblée de vortex. Finalement,
nous aborderons le rôle des vortex dans le cadre du groupe de renormali-
sation. Cela nous permettra d’établir un critère clair de superfluidité ; nous

verrons en particulier que Ds est soit nulle, soit supérieure à 4.

1 Seuil d’apparition d’un vortex isolé

1-1 Apparition et disparition des vortex

Dans le contexte de notre gaz d’atomes décrit par une fonction d’onde
classique ψ(r), un vortex est un zéro de cette fonction. Autour de ce zéro,
la phase présente un enroulement 1 qui vaut ±2π. On parle alors de vortex
de charge Q = ±1.

Un moyen mathématique simple pour se représenter l’émergence de
vortex dans ce contexte consiste à considérer les deux fonctions Re[ψ(r)] et
Im[ψ(r)]. Chacune de ces deux fonctions fluctue dans l’espace sous l’effet
des excitations thermiques ; Re[ψ(r)] par exemple prend des valeurs po-
sitives dans certaines régions du plan et négatives dans d’autres régions.
Les frontières entre ces régions sont des lignes le long desquelles Re[ψ(r)]
s’annule. Il en va de même pour Im[ψ(r)]. Il peut donc exister des points

1. On peut considérer d’autres situations, mais elles se ramènent toutes à des superposi-
tions des deux cas±2π. Par exemple, si l’enroulement est nul, on peut voir ce zéro de densité
comme la superposition de vortex de charges topologiques opposées. Si l’enroulement vaut
2nπ, cela correspond à la superposition de n vortex de charge unité.
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FIGURE IV.1. Vortex isolés et cohérence de phase : si un vortex isolé vient s’in-
tercaler entre deux points, la phase relative entre ces deux points passe de la valeur
φ à φ+π. Par conséquent, dans un fluide où les vortex isolés peuvent être répartis
de manière aléatoire, la cohérence de phase ne peut pas excéder une longueur de
l’ordre de la distance moyenne entre vortex.

discrets rj dans le plan où ces lignes se croisent, c’est-à-dire

Re[ψ(rj)] = 0 et Im[ψ(rj)] = 0. (IV.1)

Il est facile de vérifier qu’un zéro simple de ψ correspond effectivement à
un vortex de charge topologique Qj = ±1 (figure IV.2).

L’enroulement de phase d’un vortex constitue une "protection" topolo-
gique. On ne peut pas générer spontanément un vortex de charge Q 6= 0
au sein d’un échantillon, ni l’éliminer. Pour que des vortex apparaissent ou
disparaissent, deux possibilités peuvent être envisagées :

— Le vortex est créé ou annihilé de manière individuelle sur le bord de
l’échantillon, là où la fonction d’onde ψ(r) s’annule ;

— Une paire de vortex de charges opposées apparaît ou disparaît en pas-
sant par l’état intermédiaire d’un zéro double de ψ(r), correspondant
à un enroulement nul de la phase (figure IV.3). Cet état intermédiaire
peut être vu comme la superposition des deux vortex de charges op-
posées.

Re( ) = 0

Re( ) = 0

Im( ) = 0

FIGURE IV.2. Lignes sur lesquelles Re[ψ(r)] = 0 (en rouge) et Im[ψ(r)] = 0 en
vert. Les points d’intersection rj sont (généralement) des zéros simples de ψ(r)
et ils correspondent à un enroulement de phase de ±2π, c’est-à-dire un vortex
de charge topologique Q = ±1. On a indiqué dans chaque zone du plan une
représentation de la phase de ψ sur le cercle trigonométrique, ce qui permet de
déterminer l’enroulement de phase du vortex.

1-2 L’énergie d’un vortex

Les arguments énergétiques et entropiques vont jouer un rôle central
dans ce qui va suivre pour déterminer si un vortex a une probabilité si-
gnificativement non nulle d’être présent dans un fluide quantique. Nous
allons donc commencer par évaluer l’énergie d’un vortex isolé en consi-
dérant la situation la plus simple possible, celle d’un échantillon circulaire
avec un vortex situé au centre de cet échantillon.

Le champ de vitesse créé par le vortex est orthoradial et tel que la cir-
culation le long d’un cercle centré sur l’origine est toujours égale à h/m, ce
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Re( ) = 0

Re( ) = 0

Im( ) = 0

FIGURE IV.3. Emergence d’une paire de vortex du fait de fluctuations thermiques
dans le gaz. Sous l’effet d’une fluctuation, la ligne correspondant à Re[ψ(r)] = 0
(en rouge), initialement disjointe de la ligne Im[ψ(r)] = 0 (en vert) [dessin de
gauche], vient la croiser pour former un zéro double [dessin central], puis en deux
zéros simples d’enroulements opposés [dessin de droite]. On obtient alors une paire
de vortex de charge Q1 = +1 et Q2 = −1. Le processus inverse est également
possible, conduisant à l’annihilation de la paire de vortex.

qui donne (figure IV.4)

v(r) =
~
mr
uϕ avec uϕ = uz ×

r

r
. (IV.2)

La densité s’annule au point r = 0 et reprend sa valeur asymptotique sur
une distance de l’ordre de la longueur de cicatrisation définie au chapitre
précédent :

ξ =
1√
2 g̃ ρ

. (IV.3)

Pour simplifier, nous modéliserons le profil de densité par une fonction en
escalier :

ρ(r) = 0 si r < ξ,

ρ(r) = ρ si r > ξ. (IV.4)

Re( ) = 0

Re( ) = 0

Im( ) = 0
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FIGURE IV.4. Gauche : champ de vitesse créé par un vortex, décroissant comme
1/r. Droite : profil de densité au voisinage du cœur du vortex. La taille du cœur est
de l’ordre de la longueur de cicatrisation ξ = 1/

√
g̃ρ. En pointillé, modélisation

par la fonction en escalier donnée en (IV.4).

L’énergie cinétique du fluide vaut donc :

Ecin =
1

2
m

∫
ρ(r) v2(r) d2r ≈ 1

2
mρ

~2

m2

∫ R

ξ

1

r2
2πr dr

= π
~2ρ

m
ln(R/ξ). (IV.5)

Le point essentiel de ce résultat est que l’énergie d’un seul vortex, c’est-
à-dire un objet "microscopique", tend vers l’infini quand la taille du sys-
tème tend elle même vers l’infini. Bien sûr la divergence n’est que loga-
rithmique, mais cela suffit à rendre la limite thermodynamique singulière
vis à vis des vortex isolés. Notons que dans cette expression, le préfacteur
π~2ρ/m devant le logarithme est "robuste" : il ne dépend pas de la modé-
lisation choisie pour le profil de densité. La forme précise de cette modé-
lisation n’intervient que dans l’argument du logarithme et contribue donc
par l’intermédiaire d’une constante qui vient s’ajouter au terme dominant
en ln(R).

Il y a également une augmentation de l’énergie d’interaction du fluide,
puisqu’on passe d’une densité uniforme N/(πR2) à la densité ρ =
N/[π(R2 − ξ2)]. Partant de l’expression générale pour l’énergie d’interac-
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tion vue au chapitre précédent,

Eint =
~2

2m
g̃

∫
ρ2(r) d2r, (IV.6)

cette augmentation s’écrit :

ε0 =
~2

2m
g̃

{[
N

π(R2 − ξ2)

]2

π(R2 − ξ2)−
[
N

πR2

]2

πR2

}

≈ π

2

~2ρ

m
. (IV.7)

Cette énergie reste constante quand la taille du disque tend vers l’infini,
et elle est donc beaucoup plus petite que l’énergie cinétique qui diverge
comme ln(R). Pour un vortex isolé, cette énergie ε0 peut donc être négli-
gée, mais ce ne sera plus le cas quand on s’intéressera à une paire vortex-
antivortex car l’énergie cinétique sera alors fortement réduite. La valeur
de son préfacteur π/2 n’est qu’indicative, puisque ce dernier dépend de
la modélisation choisie pour décrire l’annulation de la densité au cœur du
vortex.

Densité totale et densité superfluide. Dans ce qui précède, la densité ρ
représente la densité totale de l’échantillon, lui-même supposé à tempé-
rature nulle. Dans ce cas, densité totale ρ et densité superfluide ρs coïn-
cident. Si la température n’est pas nulle, la densité superfluide est réduite,
du fait des fluctuations de densité à courte échelle. Pour évaluer l’énergie
cinétique du vortex, qui fait intervenir le gradient de phase de ψ(r) sur
une grande échelle de longueur, il faut alors faire intervenir uniquement la
densité superfluide, ce qui conduit à

Ecin ≈ π
~2ρs
m

ln(R/ξ) ε0 ∼
~2ρs
m

. (IV.8)

Insistons sur le fait que cette densité superfluide ρs est une quantité dé-
pendant de la température et de l’échelle spatiale a à laquelle on regarde
le système. Les fluctuations densité-phase de longueur d’onde plus courte
que a ainsi que, comme nous le verrons plus loin, les paires de vortex sépa-
rées de moins de a, sont absorbées dans la définition de ρs. Cette remarque
joue un rôle central dans le traitement de la transition par la méthode du
groupe de renormalisation.

Vortex décentré. L’analyse qui précède a fait l’hypothèse d’un vortex cen-
tré sur l’échantillon, ce qui permet de mener les calculs analytiquement.
Dans le cas d’un vortex décentré, un traitement exact est plus délicat, mais
le résultat n’est que peu modifié puisque l’énergie ne dépend du rayon que
via un logarithme.

1-3 L’observation d’un vortex isolé est-elle probable?

Comme indiqué plus haut, un vortex peut a priori apparaître dans
l’échantillon en étant nucléé sur les parois, puis en dérivant vers la région
centrale. L’état d’un gaz avec un vortex est déterminé par la connaissance
de la position de ce vortex. Comme le cœur du vortex a une étendue πξ2,
on peut considérer que l’on a

W ≈ πR2

πξ2
(IV.9)

états indépendants pour un vortex individuel dans le disque de rayon R.

La probabilité pour qu’un état donné se réalise est donnée par la loi de
Boltzmann

p ≈ e−Ecin/kBT , (IV.10)

où l’on a négligé la contribution de l’énergie d’interaction ε0 devant l’éner-
gie cinétique. En introduisant la longueur d’onde thermique λT et la den-
sité dans l’espace des phases Ds associée à la fraction superfluide

λT =
~
√

2π√
mkBT

, Ds = ρsλ
2
T , (IV.11)

cette probabilité s’écrit en utilisant (IV.8)

p ≈ exp

[
−Ds

2
ln

(
R

ξ

)]
=

(
ξ

R

)Ds/2
. (IV.12)

Pour un échantillon "macroscopique" tel que R � ξ, cette probabilité est
petite devant 1 dès que Ds est significativement non nulle.

Intéressons-nous maintenant à la probabilité qu’un vortex soit présent
dans l’échantillon, indépendamment de sa position (figure IV.5). Puisqu’il
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FIGURE IV.5. Un vortex de rayon ≈ ξ dans un disque de rayon R.

y a W états possibles, cette probabilité vaut ≈ Wp, au moins tant que
Wp� 1 :

Wp =
R2

ξ2
p ≈

(
ξ

R

)−2+Ds/2
. (IV.13)

Deux cas de figures sont alors à envisager selon la valeur de l’exposant
−2 +Ds/2 :

— Si cet exposant est positif, c’est-à-dire si la densité superfluide Ds vé-
rifie

Ds > 4, (IV.14)

la probabilité Wp tend vers 0 à la limite thermodynamique. Pour des
échantillons assez grands, il est alors extrêmement improbable d’avoir
un vortex isolé.

— Au contraire si Ds < 4, la quantité Wp diverge à la limite thermody-
namique. Cette quantité ne peut alors plus s’interpréter comme une
probabilité mais le message est clair : il est très probable que le gaz
contiendra un grand nombre de vortex (de charge aléatoire). Comme
nous le verrons un peu plus loin (§ 1-4), cette prolifération de vortex
individuels suffit à supprimer la superfluidité. La cohérence du calcul
nous impose alors de prendre Ds = 0.

La conclusion de cette étude préliminaire est donc que la superfluidité
ne peut exister dans ce système bidimensionnel que si la densité super-

fluide est supérieure à 4, auquel cas aucun vortex isolé n’est présent dans
le système à l’équilibre thermodynamique. D’une manière remarquable,
cette conclusion atteinte à partir de considérations élémentaires et avec une
modélisation très grossière du gaz (un seul vortex !) est quantitativement
exacte : comme nous le verrons en § 4, le point critique de la transition BKT,
correspondant à la transition normal–superfluide, correspond exactement
au point où la densité superfluide est telle que Ds = 4.

Un autre point tout aussi remarquable est que cette conclusion ne dé-
pend pas de la force des interactions caractérisée par le paramètre g̃. Ce
paramètre intervient dans la taille du cœur du vortex, mais pas dans le
champ de vitesse à grande distance qui est l’élément essentiel du raisonne-
ment précédent. Il s’agit donc d’un résultat « universel ».

Approche "énergie libre". Une approche très voisine et conduisant à une
conclusion identique consiste à évaluer l’énergie libre de la configuration
à un vortex (KOSTERLITZ & THOULESS 1973),

F = E − TS, (IV.15)

où E est l’énergie d’un vortex, essentiellement l’énergie cinétique (IV.8), et
S l’entropie associée à cette configuration, c’est-à-dire

S = kB ln(W ) (IV.16)

où W est le nombre d’états indépendant possibles donné en (IV.9). On
trouve alors :

F =

(
π

~2ρs
m
− 2kBT

)
ln(R/ξ) (IV.17)

soit
F

kBT
=

1

2
(Ds − 4) ln(R/ξ). (IV.18)

On retrouve ainsi le résultat de la discussion précédente : si Ds > 4, l’éner-
gie libre est positive et très grande devant kBT à la limite thermodyna-
mique : il est extrêmement improbable qu’un vortex libre apparaisse dans
l’échantillon. En revanche, siDs < 4, l’énergie libre est grande en valeur ab-
solue, mais négative, indiquant que ce processus – et l’apparition d’autres
vortex – est très probable.
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2R

2⇠

FIGURE IV.6. Gauche : quand un anneau de fluide bi-dimensionnel est traversé
par un vortex isolé, le courant (quantifié) dans cet anneau est modifié. On ne peut
donc pas avoir de courant permanent – condition nécessaire de superfluidité –
dès que les vortex isolés ont une probabilité significative de se trouver au sein du
fluide. Droite : la traversée d’une paire liée de deux vortex de charges opposées n’a
en revanche pas d’effet sur le courant permanent.

1-4 Vortex isolés et non-superfluidité

Pour comprendre pourquoi la possibilité d’avoir un vortex isolé au sein
d’un gaz 2D inhibe la superfluidité, le plus simple est de considérer une
géométrie en forme d’anneau, comme celle représentée sur la figure IV.6.
S’il est assez large, cet anneau est un gaz bi-dimensionnel avec des condi-
tions aux limites périodiques selon une direction et des conditions aux li-
mites de Dirichlet selon l’autre.

La superfluidité se manifeste par la possibilité d’avoir un courant per-
manent métastable dans cet anneau, c’est-à-dire un enroulement de phase
de 2πN , où N est un nombre entier. Supposons maintenant que la tempé-
rature soit assez élevée pour qu’un vortex isolé, initialement présent sur
le bord intérieur ou extérieur de l’anneau, puisse migrer dans la zone de
haute densité. Nous avons vu plus haut que ceci peut se produire siDs < 4.
Il peut alors très bien arriver que ce vortex traverse l’anneau et ressorte par
le bord opposé. Quand cela se produit, l’enroulement de phase est modifié :

traversée d’un vortex isolé : N → N ± 1. (IV.19)

Si les vortex isolés ont une probabilité appréciable de traverser l’anneau,
l’intensité du courant va alors effectuer un mouvement brownien et sa va-
leur moyenne va pouvoir relaxer vers 0 : le courant n’est donc pas méta-
stable et la densité superfluide est nulle.

Remarquons que l’argument ci-dessus ne s’applique pas aux paires for-
mées par deux vortex de signes opposés, avec une distance (microsco-
pique) entre les membres de la paires petite devant la taille (macrosco-
pique) de l’anneau. Dans ce cas, aucun changement de l’enroulement de
phase n’accompagne la traversée de la paire :

traversée d’une paire de vortex : N → N, (IV.20)

et la présence de ces paires avec une densité non nulle n’inhibe pas la su-
perfluidité. Elle peut néanmoins réduire la rigidité de phase, donc la frac-
tion superfluide, comme nous le verrons un peu plus loin.

2 Une paire "vortex – antivortex"

L’argument de la section précédente s’étend immédiatement à toute
configuration de vortex "non équilibrée", c’est -à-dire présentant plus de
charges positives que négatives, ou vice-versa. Le champ de vitesse résul-
tant variera à longue distance comme

Qtot
~
mr

avec Qtot =
∑

j

Qj , (IV.21)

ce qui conduira à une divergence logarithmique de l’énergie cinétique avec
la taille de l’échantillon, avec un facteur multiplicatif Q2

tot.

En revanche, les configurations équilibrées avec Qtot = 0 ne présentent
pas cette pathologie. Chacune de ces configurations équilibrées a donc une
probabilité non infinitésimale d’apparaître si la température du gaz n’est
pas strictement nulle. Nous allons nous intéresser ici au cas simple d’une
paire de vortex, l’un de charge positive, l’autre de charge négative que
nous appellerons paire "vortex – antivortex" ; cette dénomination est jus-
tifiée dans la mesure où les deux membres de la paire peuvent s’annihiler
(figure IV.3), comme le ferait un électron et un positron. La section suivante
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FIGURE IV.7. Champ de vitesses créé par une paire de vortex de charges opposées.
Ce champ de vitesses décroît comme 1/r2 à l’infini et l’énergie cinétique associée
est donc bornée quand la taille de l’échantillon tend vers l’infini, contrairement au
cas d’un vortex isolé.

sera consacrée au cas général, où l’on prend une moyenne statistique sur
l’ensemble des configurations.

2-1 Champ de vitesses et énergie d’une paire

Considérons une paire de vortex de charges opposées, séparés par une
distance `, ces deux vortex étant localisés par exemple en x = ±`/2, y = 0
(figure IV.7). Nous allons supposer que le champ de vitesse global est la
somme des champs de vitesse créés par chacun des deux vortex, ce point
étant justifié dans la suite de ce chapitre [voir l’équation (IV.46)] :

v± = ± ~
mr2
±



−y

x± `/2


 avec r± =

[
(x± `/2)2 + y2

]1/2
. (IV.22)

Le calcul de l’énergie cinétique correspondante est présenté par NOZIÈRES

& PINES (1990) et sera repris de manière générale un peu plus loin [cf.

(IV.52)]. Nous donnons donc le résultat sans démonstration :

Ecin(`) ≈ 2π
~2 ρs
m

ln

(
`

ξ

)
. (IV.23)

Ce résultat a une structure apparemment voisine de celui obtenu pour un
vortex isolé, mais il ne diverge plus avec la taille R de l’échantillon. Cette
taille est remplacée ici par la distance ` entre les deux vortex, les contri-
butions des deux champs de vitesses à l’énergie cinétique se compensant
pour des distances à l’origine grandes devant ` (ce champ de vitesse décroît
comme 1/r2 à l’infini).

À cette énergie cinétique, il faut ajouter l’augmentation d’énergie d’in-
teraction liée à la création de deux trous de taille ξ dans le fluide, c’est-à-
dire 2ε0 où l’énergie ε0 ∼ ~2 ρs/m a été évaluée en (IV.8). Pour une sépa-
ration ` entre les deux vortex de quelques ξ, énergie cinétique et énergie
d’interaction sont comparables. Le poids de Boltzmann associé à l’appari-
tion d’une paire de vortex s’écrit donc :

P(`) = exp

{
−2ε0 + Ecin(`)

kBT

}
(IV.24)

ou encore

P(`) ≈ y2
0 e−Ds ln(`/ξ) = y2

0

(
ξ

`

)Ds
, (IV.25)

où l’on a introduit le facteur provenant de l’énergie d’interaction de chaque
vortex, appelé fugacité d’un vortex :

y0 ≡ exp

(
− ε0
kBT

)
. (IV.26)

Pour la modélisation de la densité par une fonction en escalier, le résultat
(IV.7) conduit à y0 ≈ exp(−Ds/4).

Le résultat (IV.25) est non négligeable devant 1, au moins pour des
paires proches (` . quelques ξ) et pour un gaz faiblement ou modérément
dégénéré (densité dans l’espace des phases associée à la fraction super-
fluide Ds pas très grande devant 1).

75



CHAPITRE IV. LE POINT CRITIQUE DE LA TRANSITION BKT § 3. Énergie d’une assemblée de vortex

0 2 4 6 8 10
0

4

8

prolifération de
vortex	isolés

pas	de
vortex	isolés

h`2i
⇠2

Ds

FIGURE IV.8. Variation de l’élongation moyenne d’une paire de vortex en fonc-
tion de la densité dans l’espace des phases associée à la fraction superfluide [cf. eq.
(IV.28)].

2-2 Elongation moyenne d’une paire

Disposant du poids de Boltzmann P(`) pour la distance entre les deux
vortex de la paire, nous pouvons maintenant évaluer plusieurs caractéris-
tiques de la distribution statistique de cette paire. Intéressons-nous dans
ce paragraphe à l’élongation moyenne de la paire, c’est-à-dire la moyenne
〈(ri − rj)2〉 du carré de la distance `.

Partant de

〈`2〉 =

∫ +∞
ξ

`2 P(`) 2π` d`
∫ +∞
ξ
P(`) 2π` d`

(IV.27)

nous trouvons (KOSTERLITZ & THOULESS 1973)

〈`2〉 = ξ2 Ds − 2

Ds − 4
. (IV.28)

Cette quantité tracée sur la figure IV.8 n’est définie que pour Ds > 4 :
nous avons vu à la section précédente que c’est la condition à remplir pour
qu’un vortex libre ne puisse pas apparaître à l’équilibre thermodynamique.
En d’autres termes, c’est à cette condition que les paires ne se dissocient pas
et restent effectivement liées, avec une valeur finie de leur élongation.

Pour une densité dans l’espace des phase Ds notablement supérieure
à 4, l’élongation moyenne est d’ordre ξ, ce qui correspond à une énergie
cinétique de l’ordre de l’énergie d’interaction 2ε0. Quand Ds décroît et se

rapproche de 4, les paires sont de moins en moins liées, l’élongation aug-
mente pour finalement diverger en Ds = 4.

2-3 Densité de paires

Nous pouvons également utiliser le poids de Boltzmann P(`) donné en
(IV.25) pour évaluer la distance moyenne entre deux paires dans le gaz bi-
dimensionnel. Partons d’un échantillon de surface πR2 et définissons la po-
sition du cœur de chaque vortex à πξ2 près, comme nous l’avons fait pour
un vortex unique en § 1. La probabilité pour que l’échantillon contienne
une paire de vortex est

p(R) =

∫∫
P (|ra − rb|)

d2ra
πξ2

d2rb
πξ2

=
πR2

(πξ2)2

∫ R

ξ

P(`) 2π` d`

≈ 2

Ds − 2

R2

ξ2
y2

0 . (IV.29)

Pour estimer la distance moyenne d entre paires, on pose que d = R, où
R est le rayon pour lequel la probabilité de présence p(R) calculée ci-dessus
devient d’ordre 1. Ceci donne

2

Ds − 2

d2

ξ2
y2

0 ∼ 1 −→ d ≈ ξ eε0/kBT
√
Ds. (IV.30)

Pour Ds � 1, les paires – dont on a vu qu’elles avaient une élongation
∼ ξ – sont distantes les unes des autres de la quantité d� ξ ; elles forment
donc un « gaz » très dilué. En revanche, quandDs s’approche de la valeur 4
à laquelle les paires se dissocient, la distance d devient de l’ordre de l’élon-
gation moyenne d’une paire. Cela signifie que les paires se recouvrent, ce
qui rend notre traitement incomplet. L’objet de la section suivante sera de
présenter les outils principaux permettant d’étudier plus précisément le
voisinage du point critique.

3 Énergie d’une assemblée de vortex
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3-1 Champs de vitesses longitudinaux et transverses

Au chapitre précédent, nous sommes partis d’une fonction d’onde
ψ(r) =

√
ρ(r) eiθ(r) à laquelle nous avons associé le champ de vitesse

superfluide ~
m∇θ. Nous avons supposé par ailleurs que la phase pouvait

être développée en série de Fourier,

θ(r) =
∑

q

cq eiq·r → v‖s(r) = i
~
m

∑

q

q cq eiq·r. (IV.31)

Ces relations peuvent aussi s’écrire

θ(r) =
1

2π

∫
θ̂(q) eiq·r d2q, v‖s (r) = i

~
m

∫
q θ̂(q) eiq·r d2q (IV.32)

si l’on préfère traiter q comme une variable continue.

La mention ‖ que nous avons ajoutée à vs provient du fait que le champ
de vitesse ainsi défini est longitudinal, c’est-à-dire qu’il est parallèle à q en
tout point de l’espace de Fourier :

v̂‖s(q) = i
~
m
q θ̂(q). (IV.33)

Il est bien clair que les vortex, avec leur enroulement de phase de ±2π
autour d’un point, échappent à la description précédente : une fonction
θ(r) développable en série de Fourier comme (IV.31) vérifie

∮
∇θ dr = 0

pour tout contour fermé et ne peut donc pas présenter d’enroulement de
phase non nul.

Pour décrire à la fois les fluctuations douces de la phase et les vortex, il
faut se rappeler qu’un champ de vitesse vs(r) quelconque n’est pas néces-
sairement longitudinal. Il s’écrit dans le cas général comme la somme d’un
champ longitudinal et d’un champ transverse :

vs(r) = v‖s(r) + v⊥s (r) v̂s(q) = v̂‖s(q) + v̂⊥s (q), (IV.34)

avec
q × v̂‖s(q) = 0 q · v̂⊥s (q) = 0, (IV.35)

ou encore, en revenant dans l’espace des positions :

∇× v‖s(r) = 0 ∇ · v⊥s (r) = 0. (IV.36)

Les phonons que nous avons étudiés au chapitre précédent sont entière-
ment décrits par la partie longitudinale du champ de vitesses. La prise en
compte des vortex va se faire au contraire par l’intermédiaire de la compo-
sante transverse de ce champ de vitesses. Par exemple, pour un vortex isolé
centré en 0, le champ de vitesses (IV.2) s’écrit en point de vue de Fourier

v̂‖s(q) = 0 v̂⊥s (q) = i
~
mq2

q × uz. (IV.37)

Pour simplifier l’analyse dans le cas général, nous allons faire l’approxi-
mation d’un découplage complet des deux champs de vitesses. Ceci revient
par exemple à négliger l’influence des trous de densité créés par les vortex
sur la propagation des phonons. Dans le paragraphe suivant, partant d’un
jeu de positions {rj} et de charges {Qj} données des vortex, nous allons
déterminer le champ de vitesse associé v⊥s (r) en supposant qu’il n’y a au-
cune excitation phononique du système.

3-2 Champ de vitesse d’une assemblée de vortex

Partons d’une situation où l’on se donne les positions {rj} et les charges
{Qj} des vortex et cherchons le champ de vitesse qui minime la fonction-
nelle d’énergie cinétique

Ecin =
~2ρs
2m

∫
[∇θ(r)]

2
d2r. (IV.38)

Une méthode standard de dérivation fonctionnelle indique que les fonc-
tions θ(r) minimisantes vérifient l’équation de Laplace

∇2θ = 0 (IV.39)

en tout point où la phase est bien définie, c’est-à-dire en dehors des rj . Le
champ de vitesse associé vs = ~

m∇θ vérifie

∇ · vs =
~
m
∇2θ = 0 → q · v̂s(q) = 0. (IV.40)

Il s’agit donc d’un champ de vitesse purement transverse, comme annoncé
précédemment. Nous le noterons à partir de maintenant v⊥s .
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Pour résoudre l’équation de Laplace, remarquons qu’à deux dimen-
sions, le résultat (IV.40) pour v̂⊥s (q) indique qu’il existe une fonction sca-
laire Φ̂(q) telle que

v̂⊥s (q) = i q ×
[
uz Φ̂(q)

]
(IV.41)

ce qui s’écrit dans l’espace réel :

v⊥s (r) = ∇× [uz Φ(r)] = [∇Φ(r)]× uz

=




+∂yΦ

−∂xΦ


 . (IV.42)

Il s’agit maintenant de prendre en compte les contraintes spécifiques à
un champ de vitesse superfluide, pour lequel la circulation de la vitesse
sur un circuit fermé est quantifiée en multiples de 2π~/m, avec une valeur
qui dépend de la charge des vortex à l’intérieur du contour. Utilisons la
formule de Stokes pour expliciter cette contrainte en terme de Φ :

∮
v⊥s (r) · dr =

∮
∇× [uz Φ(r)] · dr

=

∫∫
uz ·∇× {∇× [uz Φ(r)]} d2r

= −
∫∫
∇2Φ d2r. (IV.43)

Il est alors immédiat qu’on obtiendra la quantification recherchée en
prenant

−∇2Φ(r) =
2π~
m

∑

j

Qj δ(r − rj). (IV.44)

Nous avons déjà rencontré au chapitre précédent l’équation∇2Φ ∝ δ(r) et
nous avons indiqué que sa solution s’écrit :

Φ(r) = − ~
m

∑

j

Qj ln |r − rj | (IV.45)

à l’addition d’une fonction de laplacien nul près. Le champ de vitesses
s’obtient alors en prenant le gradient de la fonction Φ [cf. (IV.42)] :

v⊥s (r) =
~
m

∑

j

Qj
|r − rj |2



−y + yj

x− xj


 . (IV.46)

On retrouve simplement la somme des champs de vitesse individuels de
chacun des vortex, ce qui justifie le calcul fait en § 2 pour une paire de
vortex.

Dans la suite , il sera utile de disposer d’une expression de Φ et de v⊥s
en termes de la densité de vortex

ρv(r) =
∑

j

Qj δ(r − rj). (IV.47)

Les expressions (IV.42) et (IV.45) se réécrivent

Φ(r) = − ~
m

∫
ln |r − r′| ρv(r′) d2r′ (IV.48)

et

v⊥s (r) =
~
m
uz ×∇

[∫
ln |r − r′| ρv(r′) d2r′

]
. (IV.49)

3-3 Énergie des vortex

Avant de passer à la thermodynamique du gaz, il nous reste à évaluer
l’énergie cinétique associée au champ de vitesses des vortex. En exprimant
la vitesse en terme de la fonction Φ [cf. (IV.42)], nous obtenons :

Ecin =
1

2
mρs

∫
(v⊥s )2(r) d2r

=
1

2
mρs

∫ [
(∂xΦ)2 + (∂yΦ)2

]
d2r

= −1

2
mρs

∫
Φ(r) ∇2Φ(r) d2r (IV.50)
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Magnétostatique Vortex

courants Ij charges topologiques Qj

champ magnétiqueB(r) champ de vitesse vs(r)

potentiel vecteurA(r) fonction Φ(r)uz

B = ∇×A vs = ∇× [Φuz]

énergie magnétostatique
1

2µ0

∫
B2(r) d2r énergie cinétique

~2ρs
2m

∫
v2
s(r) d2r

TABLE IV.1. Analogie entre le champ magnétique créé par un réseau de fils pa-
rallèles à l’axe z et le champ de vitesse créé par une assemblée de vortex.

où l’intégration par partie de la dernière ligne n’est possible que si Φ tend
vers 0 à l’infini, ce qui impose que la charge topologique totale des vortex
s’annule :

Qtot =
∑

j

Qj = 0. (IV.51)

Nous avions déjà noté en § 1 que cette annulation était une condition né-
cessaire pour avoir un superfluide, cette restriction n’est donc pas un pro-
blème.

En utilisant maintenant que ∇2Φ est une somme de distributions de
Dirac [cf. (IV.44)], le résultat précédent se simplifie en

E ≈ Nvε0 −
2π ~2 ρs
m

∑

i<j

QiQj ln

( |ri − rj |
ξ

)
, (IV.52)

La divergence en ln(R) qui était présente dans l’énergie (IV.8) d’un vor-
tex isolé a disparu du fait de l’hypothèse (IV.51) d’une charge topologique
totale nulle. Le champ de vitesse décroît au moins aussi vite que 1/r2 à
l’infini, de sorte qu’il n’y pas de problème de convergence de l’intégrale
définissant l’énergie cinétique.

Analogie magnétostatique. Les résultats qui précèdent sont formelle-
ment identiques à ceux bien connus en magnétostatique donnant le champ
magnétique créé par des fils parcourus par des courants constants Ij . Plus
précisément, la situation envisagée ici peut être identifiée au cas de fils rec-
tilignes, tous parallèles à l’axe z et croisant le plan xy aux points rj . Nous
détaillons dans la table IV.1 les différents éléments de cette identification.

4 Densité superfluide dans un fluide 2D

La superfluidité est un phénomène qui se caractérise par (au moins)
deux propriétés distinctes :

— Un état superfluide présente une certaine rigidité de phase. Par
exemple si le superfluide est contenu dans un récipient que l’on met
en rotation à vitesse angulaire Ω, le superfluide restera au repos dans
le référentiel du laboratoire – supposé galiléen – au moins pour les
basses vitesses de rotation. Un fluide normal au contraire se met en
rotation quelle que soit Ω et il acquiert un champ de vitesse corres-
pondant à une rotation rigide Ω× r.

— Un courant dans un superfluide peut être métastable. Si le superfluide
est en mouvement à l’intérieur d’un récipient immobile dans le ré-
férentiel du laboratoire, ce mouvement pourra perdurer pendant un
temps très long. Le critère de métastabilité est que le mouvement rela-
tif du superfluide et des rugosités présentes sur les parois du récipient
doit avoir une vitesse inférieure à une certaine vitesse critique.

Nous allons nous intéresser dans ce qui suit au premier critère, et cher-
cher à calculer la rigidité de phase du superfluide bi-dimensionnel quand
on prend en compte la contribution des vortex.

4-1 Rigidité en phase et conditions aux limites distordues

La fraction superfluide dans un gaz quantique se définit à partir du coût
en énergie libre d’une légère distortion des conditions aux limites. Rappe-
lons l’origine physique de cette définition : comme indiqué ci-dessus, la
composante superfluide correspond à la fraction du gaz qui « refuse » de se
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mettre en mouvement quand on met en rotation à la vitesse Ω le récipient
contenant le fluide. Vu depuis le référentiel tournant, le fluide normal est
au repos alors que le superfluide tourne à la vitesse −Ω. Dans ce référen-
tiel, le superfluide possède donc une énergie cinétique supplémentaire par
rapport au cas Ω = 0.

Or le passage dans le référentiel tournant, qui n’est pas galiléen, peut
se faire en considérant que les conditions aux limites périodiques usuelles
sont remplacées par des conditions distordues. Dans le changement x →
x+L, la phase des fonctions d’onde admissibles est augmentée d’une quan-
tité Θ, où Θ dépend linéairement de Ω. La quantité F (Θ)−F (0) correspond
donc à l’énergie cinétique du superfluide dans le référentiel tournant, sa-
chant que ce superfluide est en fait resté au repos dans le référentiel du
laboratoire. Pour un fluide entièrement normal, l’ensemble du gaz est au
repos dans le référentiel tournant et il n’y a donc pas de coût associé à la
distortion des conditions aux limites : ρs = 0.

Plus précisément, nous partons d’un fluide décrit par un champ clas-
sique ψ(r), pour lequel nous supposons connue l’énergie libre F (0) pour
des conditions aux limites périodiques :

ψ(x+ L, y) = ψ(x, y + L) = ψ(x, y). (IV.53)

Nous imposons maintenant aux états accessibles du fluide de satisfaire

ψ(x+ L, y) = eiΘ ψ(x, y), ψ(x, y + L) = ψ(x, y), Θ� 1, (IV.54)

ce qui correspond à une distortion des conditions aux limites selon l’axe
x. Par symétrie, l’énergie libre est une fonction paire de Θ et on suppose
que l’on peut la développer en série au voisinage de Θ = 0. On définit la
densité superfluide ρs par

F (Θ) = F (0) +
~2Θ2

2m
ρs +O(Θ4), soit ρs =

m

~2

∂2F

∂Θ2

∣∣∣∣
Θ=0

. (IV.55)

Pour notre gaz 2D décrit par ψ(r) =
√
ρ
s

eiθ(r) et en présence de condi-
tions aux limites distordues, le champ de vitesse peut se décomposer en
trois parties :

v = v‖s + v⊥s + vΘ. (IV.56)

Les composantes longitudinales et transverses ont déjà été explicitées. La
composante vΘ traduit le fait que la phase de la fonction d’onde est "tor-
due" de Θ sur une distance L ; nous prendrons ici une variation linéaire :

θtordue(x) = Θ
x

L
→ vΘ =

~Θ

mL
ux. (IV.57)

Nous allons maintenant évaluer, à l’ordre le plus bas non nul en Θ, l’éner-
gie cinétique associée à ce champ de vitesses, pour en déduire la valeur
recherchée de ρs. Nous suivrons une démarche voisine de celle décrite par
MINNHAGEN & WARREN (1981) [voir également CHAIKIN & LUBENSKY

(2000) ].

4-2 Densité superfluide et corrélations en vitesse

Partons d’un gaz de densité superfluide ρ
(0)
s ; à température nulle,

ρ
(0)
s est égale à la densité totale ρ ; à température non nulle en revanche,
ρ

(0)
s < ρ. Plus précisément, la définition de la densité superfluide passe

par la donnée d’une échelle de distance minimale a. Toutes les fluctuations
de densité et de phase – y compris les paires de vortex – dont l’échelle de
longueur est inférieure à a sont supposées prises en compte de manière
implicite par la réduction ρ → ρ

(0)
s . Le principe de l’analyse par le groupe

de renormalisation que nous aborderons au paragraphe suivant consiste à
étudier le comportement de ρ(0)

s quand on augmente l’échelle de distance
a pour absorber de plus en plus de fluctuations.

En présence de phonons de grande longueur d’onde et de vortex, et
avec les conditions aux limites distordues, l’énergie cinétique s’écrit :

Ec[Θ,vs] =
mρ

(0)
s

2

∫
(vΘ + vs)

2
d2r (IV.58)

=
mL2ρ

(0)
s

2
v2

Θ +
mρ

(0)
s

2

∫
v2
s d2r +mρ(0)

s vΘ ·
∫
vs d2r.

Le poids de Boltzmann e−Ec/kBT qui intervient dans la fonction de
partition et dans les moyennes à l’équilibre thermodynamique peut donc
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s’écrire

exp

(
−Ec[Θ,vs]

kBT

)
= exp

(
−mL

2ρ
(0)
s

2kBT
v2

Θ

)
× exp

(
−Ec[0,vs]

kBT

)

× exp

(
−mρ

(0)
s

kBT
vΘ ·

∫
vs d2r

)
(IV.59)

Nous allons maintenant injecter ce résultat dans la fonction de partition

Z(Θ) =
∑

{vs}
exp

(
−E[Θ,vs]

kBT

)
, (IV.60)

cette somme devant en fait être comprise comme une intégrale fonction-
nelle. L’énergie figurant dans cette expression est a priori l’énergie totale,
mais la contribution essentielle provient de l’énergie cinétique à laquelle
on ajoutera le moment venu l’énergie de cœur ε0 de chaque vortex, qui
contribuera par l’intermédiaire de la fugacité d’un vortex y0 = e−ε0/kBT .

Une fois connue la fonction de partition, on en déduira l’énergie libre
F (Θ) = −kBT ln[Z(Θ)] et la densité superfluide via :

ρs =
m

~2

∂2F

∂Θ2

∣∣∣∣
Θ=0

=
1

mL2

∂2F

∂v2
Θ

∣∣∣∣
vΘ=0

. (IV.61)

Notons que dans la somme (IV.60) définissant la fonction de partition, le
premier terme du membre de droite de (IV.59) peut être mis en facteur
puisqu’il ne dépend pas du champ de vitesse vs.

Pour évaluer Z(Θ), utilisons le fait que l’on s’intéresse aux valeurs ar-
bitrairement faibles de Θ. On peut donc faire le développement limité :

exp

(
−mρ

(0)
s

kBT
vΘ ·

∫
vs d2r

)
≈ 1− mρ

(0)
s

kBT
vΘ

∫
vs,x d2r (IV.62)

+
1

2

(
mρ

(0)
s

kBT

)2

v2
Θ

∫∫
vs,x(r) vs,x(r′) d2r d2r′

où l’on a pris le vecteur vΘ parallèle à la direction x, comme indiqué en
(IV.57).

À partir de ce résultat, quand on multiplie par le poids
exp(−Ec[0,vs]/kBT ) figurant dans (IV.59) et qu’on intègre sur vs, on
constate que la contribution du terme linéaire en vΘ a par symétrie une
moyenne nulle et il reste donc

Z(Θ) ≈ exp

(
−mL

2ρ
(0)
s

2kBT
v2

Θ

)
×Z(0) (IV.63)

×


1 +

1

2

(
mρ

(0)
s

kBT

)2

v2
Θ

∫∫
〈vs,x(r) vs,x(r′)〉 d2r d2r′


 .(IV.64)

On en déduit l’énergie libre F (Θ) = −kBT ln[Z(Θ)]

F (Θ) ≈ 1

2
mL2ρ(0)

s v2
Θ + F (0)

− 1

2

(mρ
(0)
s )2

kBT
v2

Θ

∫∫
〈vs,x(r) vs,x(r′)〉 d2r d2r′. (IV.65)

Nous avons donc relié l’énergie libre F (Θ) au deuxième ordre inclus en Θ
à la fonction de corrélation de la vitesse calculée en l’absence de torsion
de la phase. Nous avons vu plus haut que le champ de vitesse avait deux
composantes, l’une longitudinale liée au gradient de la phase θ(r) et aux
phonons, l’autre transverse liée aux vortex. La composante longitudinale
ne contribue pas à l’intégrale ci-dessus puisque

∫
v‖(r) d2r = 0 si l’on

impose à la phase d’obéir à des conditions aux limites périodiques (sans
flux de matière) sur les parois de la boîte. On peut donc dans ce qui précède
faire la substitution

〈vs,x(r) vs,x(r′)〉 −→ 〈v⊥s,x(r) v⊥s,x(r′)〉. (IV.66)

Il ne reste plus qu’à prendre la dérivée seconde par rapport à vΘ pour
obtenir la densité superfluide "renormalisée" ρs :

ρs = ρ(0)
s −

m(ρ
(0)
s )2

kBT

1

L2

∫∫
〈v⊥s,x(r) v⊥s,x(r′)〉 d2r d2r′. (IV.67)

Ce résultat important montre que le champ de vitesse dû aux vortex est
susceptible de réduire, voire de supprimer complètement la densité super-
fluide. En revanche, la présence de phonons de grande longueur d’onde,
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responsables du champ v‖ ne change pas la densité superfluide initiale ;
c’est le résultat que nous avions énoncé au chapitre précédent et qui trouve
ici sa justification.

4-3 Densité superfluide et positions des vortex

Pour aller plus loin et mettre en place les équations appropriées pour la
procédure de renormalisation, il est utile d’exprimer la densité superfluide
ρs en termes des positions des vortex plutôt que du champ de vitesses
qu’ils créent. Pour cela, introduisons un facteur de convergence eiqy(y′−y)

dans l’intégrale apparaissant dans (IV.67), en considérant la limite qy → 0 :
∫∫
〈v⊥s,x(r) v⊥s,x(r′)〉 d2r d2r′ = lim

qy→0

∫∫
〈v⊥s,x(r) v⊥s,x(r′)〉 eiqy(y′−y) d2r d2r′

= (2π)2 lim
qy→0
〈v̂⊥s,x(q) v̂⊥s,x(−q)〉 (IV.68)

où on a posé q = (0, qy) et introduit la transformée de Fourier du champ
de vitesse superfluide transverse

v̂⊥s (q) =
1

2π

∫
v⊥s (r) e−iq·r d2r. (IV.69)

Nous avons donné en (IV.37) la transformée de Fourier v̂⊥s (q) du champ
de vitesse créé par un vortex de charge Qj = 1 localisé en rj = 0. On en
déduit le champ de vitesse créé par l’assemblée de vortex :

v̂⊥s (q) = i
~
mq2

q × uz
∑

j

Qj e−iq·rj , (IV.70)

soit pour la composante v̂⊥s,x qui nous intéresse pour (IV.68) et le choix q =
(0, qy) :

v̂⊥s,x(q) = i
~
mqy

∑

j

Qje
−iqy yj . (IV.71)

Nous arrivons donc à

lim
qy→0
〈v̂⊥s,x(q) v̂⊥s,x(−q)〉 =

~2

m2
lim
qy→0


 1

q2
y

∑

i,j

QiQje
iqy (yi−yj)


 . (IV.72)

Pour évaluer la limite qy → 0 de l’expression entre crochets, développons
l’exponentielle eiqy(yi−yj) à l’ordre deux en qy :

eiqy(yi−yj) ≈ 1 + iqy(yi − yj) −
1

2
q2
y(yi − yj)2 + . . . (IV.73)

La contribution des deux premiers termes est nulle car nous nous limitons
à des assemblées de vortex de charge topologique totale nulle,

∑
iQi = 0.

La limite qy → 0 du troisième terme donne

lim
qy→0
〈v̂⊥s,x(q) v̂⊥s,x(−q)〉 = − ~2

2m2

∑

i,j

QiQj (yi − yj)2

= − ~2

4m2

∑

i,j

QiQj (ri − rj)2. (IV.74)

Ce résultat peut s’exprimer en fonction de la densité de vortex ρv(r) =∑
j Qj δ(r − rj)

∑

i,j

QiQj (ri − rj)2 =

∫∫
(r − r′)2 〈ρv(r) ρv(r

′)〉 d2r d2r′

= L2

∫
r2 〈ρv(r) ρv(0)〉 d2r (IV.75)

de sorte qu’on obtient à partir de (IV.67)

ρs = ρ(0)
s +

π2~2

mkBT
(ρ(0)
s )2

∫
r2 〈ρv(r) ρv(0)〉 d2r. (IV.76)

Finalement cette expression peut s’écrire de manière compacte en utilisant
la densité dans l’espace des phases associée à la fraction superfluide Ds =
ρsλ

2
T :

Ds = D(0)
s +

π

2
(D(0)

s )2

∫
r2 〈ρv(r) ρv(0)〉 d2r. (IV.77)

Pour évaluer la fonction de corrélation densité-densité pour les vortex,
limitons-nous au premier terme non nul qui correspond à une paire vortex-
antivortex, avec soit le vortex + en 0 et le vortex − en r, soit l’inverse. Cela
revient à évaluer le premier terme dans un développement en puissances
de la fugacité d’un vortex y0. En utilisant le poids de Boltzmann trouvé
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en (IV.25) pour une telle paire et nous limitant aux paires de séparation
supérieure à a, nous avons

∫
r2 〈ρv(r) ρv(0)〉 d2r ≈ −2 y2

0

a4

∫ +∞

a

r2
(a
r

)D(0)
s

2πr dr, (IV.78)

ce qui conduit à, en passant 2 de la fonction Ds à 1/Ds :

1

Ds
=

1

D(0)
s

+ 2π2y2
0

∫ +∞

a

(a
r

)D(0)
s −3 dr

a
. (IV.81)

Notons que dans cette expression la fugacité y0 d’un vortex est elle-même
une fonction de la longueur de coupure a puisque l’énergie de cœur de
vortex qui contribue dans y0 dépend de la frontière que l’on impose à cette
région de cœur.

4-4 Le principe de la renormalisation

La renormalisation pour le problème BKT consiste à faire croître pro-
gressivement l’échelle de distance a pour absorber de plus en plus d’as-
pects de la physique courte distance, en particulier les paires liées vortex-
antivortex, dans la densité superfluide ρ(0)

s . Toute la question est de savoir
si au terme de ce processus, ρ(0)

s aura convergé vers une valeur nulle ou
non nulle. Une action du groupe de renormalisation peut être vue comme
une succession de deux étapes [KARDAR (2007), chapitres 4 et 8] :

— Partant de la moyenne « à gros grains » effectuée sur l’échelle de dis-
tance a, on augmente légèrement cette échelle a → ã = a(1 + ε). L’in-

2. La relation Ds = D(0)
s + α(D(0)

s )2 avec αD(0)
s � 1 peut en effet s’écrire :

1

Ds
=

1

D(0)
s + α(D(0)

s )2
=

1

D(0)
s

1

1 + αD(0)
s

≈
1

D(0)
s

(
1− αD(0)

s

)
=

1

D(0)
s

− α. (IV.79)

Par ailleurs cette relation est écrite dans de nombreux ouvrages en termes de la quantitéK =
~2ρs/mkBT = Ds/2π, ce qui donne :

1

K
=

1

K0
+ 4π3y20

∫ +∞

a

(a
r

)2πK0−3 dr

a
. (IV.80)

tégrale (IV.81) se récrit :
∫ +∞

a

. . . =

∫ a(1+ε)

a

. . . +

∫ +∞

a(1+ε)

. . . (IV.82)

et la composante entre a et a(1 + ε) est incorporée dans 1/D(0)
s qui

devient 1/D̃(0)
s :

1

D̃(0)
s

=
1

D(0)
s

+ 2π2y2
0

∫ a(1+ε)

a

(a
r

)D(0)
s −3 dr

a
. (IV.83)

L’équation (IV.81) s’écrit alors

1

Ds
=

1

D̃(0)
s

+ 2π2y2
0

∫ +∞

a(1+ε)

(a
r

)D(0)
s −3 dr

a
. (IV.84)

— On fait ensuite une transformation d’échelle sur (IV.84) pour ramener
a(1 + ε) sur a, ce qui vient en particulier modifier y0 : y0 → ỹ0 :

1

Ds
=

1

D̃(0)
s

+ 2π2ỹ2
0

∫ +∞

a

(a
r

)D̃(0)
s −3 dr

a
(IV.85)

avec
ỹ0 = y0 (1 + ε)(4−D(0)

s )/2. (IV.86)

On remarquera aussi que D̃(0)
s a été substitué à D(0)

s dans l’exposant de
l’intégrande de (IV.85), ce qui permet d’assurer l’invariance de l’équation
après action du groupe de renormalisation. Ce point se justifie en allant
regarder les termes d’ordre suivant (ordre 4) dans le développement en
puissances de y0 (CHAIKIN & LUBENSKY 2000).

La limite ε → 0 dans les deux équations (IV.83) et (IV.86) conduit alors
au système différentiel pour le couple de fonctions

[
D(0)
s , y0

]

d[D(0)
s ]−1

dε
= 2π2y2

0 (IV.87)

dy0

dε
=

1

2

(
4−D(0)

s

)
y0 (IV.88)

Nous ne rentrerons pas dans le détail de la résolution de ce système qui,
depuis les articles initiaux de KOSTERLITZ (1974), NELSON & KOSTERLITZ

83



CHAPITRE IV. LE POINT CRITIQUE DE LA TRANSITION BKT § 4. Densité superfluide dans un fluide 2D

2R

2⇠

1/D(0)
s

1/4

Ds ! 0

D(0)
s in

FIGURE IV.9. Trajectoires dans le plan
[
D(0)
s , y0

]
obtenues par action de la pro-

cédure de renormalisation. Figure adaptée de KARDAR (2007).

(1977) et JOSÉ, KADANOFF et al. (1977), est devenu un classique des ou-
vrages sur la théorie statistique des champs. Indiquons simplement ici les
principaux résultats, illustrés sur la figure IV.9 :

— Si on part d’une densité superfluide D(0)
s < 4, alors on finit toujours

avec une densité superfluide nulle.

— Si on part d’une densité superfluide D(0)
s > 4 et une fugacité y0 assez

basse (i.e. , créer un vortex coûte une énergie significative), alors on
termine la procédure de renormalisation toujours avecD(0)

s > 4 et une
fugacité nulle : les vortex ont été « effacés » et le gaz est superfluide.

— Si on part d’une densité superfluide D(0)
s > 4, mais avec une grande

fugacité pour les vortex (i.e. , créer un vortex ne coûte presque rien
en énergie en comparaison à kBT ), on termine dans un état non su-
perfluide. Notons toutefois que la conclusion pour cette situation peut
être relativisée pour des systèmes de taille finie, car la limite de la pro-
cédure de renormalisation n’est pas forcément atteinte.

La transition BKT à laquelle on aboutit quandDs décroît pour atteindre
la valeur critique

Ds, crit. = 4 (IV.89)

est très différente des transitions de phase du premier ou du deuxième
ordre ordinaires :

— Tout d’abord, toutes les fonctions thermodynamiques sont continues
et dérivables au point de transition : nous n’avons pas trouvé la tran-
sition BKT en recherchant des singularités de l’énergie libre et de ses
dérivées par rapport aux variables thermodynamiques usuelles (po-
tentiel chimique et température). Il n’y a donc pas d’exposants cri-
tiques associés à la transition. En revanche la densité superfluide est
discontinue, puisqu’elle passe de la valeur 4 à la valeur 0 en ce point.
Ce saut est souvent qualifié « d’universel » car son amplitude ∆Ds = 4
est indépendante de la force des interactions g̃. Nous avions pressenti
ce résultat quand nous avions analysé la probabilité qu’un vortex libre
apparaisse dans l’échantillon.

— Ce saut de la densité superfluide s’accompagne d’un changement de
comportement de la fonction à un corps. Pour T < Tc, dans la zone
superfluide, la fonction G1(r) décroît algébriquement ; c’est le quasi-
ordre à longue portée que nous avons étudié au cours précédent. Pour
T > Tc, dans la zone normale, la fonction G1 décroît exponentielle-
ment avec la distance. En effet les vortex isolés prolifèrent dans le gaz
et on ne peut pas avoir de cohérence de phase significative entre deux
points si la probabilité d’avoir un vortex entre ces deux points est elle-
même significative.

— On peut montrer que cette transition « d’ordre infini » est caractérisée
par une divergence extrêmement forte de la longueur de corrélation
quand on approche du côté T > Tc. La fonction G1(r) décroît expo-
nentiellement dans cette zone non superfluide, G1(r) ∝ e−r/`, mais la
longueur de décroissance augmente rapidement :

` ∼ λT exp

( √
ζ TBKT√
T − TBKT

)
(IV.90)

où ζ est une constante. La taille de la région critique est donc augmen-
tée par rapport à une transition conventionnelle, ce qui fait jouer aux
effets de taille finie un rôle plus important.

4-5 Premières études expérimentales : films d’hélium

Cinq ans après les articles théoriques de BKT, BISHOP & REPPY (1978)
sont venus apporter une très belle confirmation expérimentale de l’exis-
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FIGURE IV.10. Haut : schéma expérimental utilisé par BISHOP & REPPY (1978).
Une feuille de Mylar de surface∼ 0.4 m2 est recouverte d’un film d’hélium liquide.
L’épaisseur de ce film est de l’ordre de quelques couches atomiques seulement. La
feuille de Mylar est montée sur un pendule de torsion pour mesurer le moment
d’inertie de l’ensemble Mylar+film d’hélium. Bas : Exemple de résultat pour la
période du pendule de torsion en fonction de la température du système. La tran-
sition superfluide se manifeste par une réduction soudaine du moment d’inertie.
Figures extraites de BISHOP & REPPY (1978) et BISHOP, KRUMHANSL et al.
(1980).

tence d’une transition superfluide dans des films d’hélium liquide. Ces ex-
périences, décrites de manière détaillée dans BISHOP, KRUMHANSL et al.
(1980), puis AGNOLET, MCQUEENEY et al. (1989), sont faite en déposant
une très fine couche d’atomes d’hélium (entre 1 et 10 couches atomiques)
sur une feuille de Mylar. Cette feuille d’épaisseur 6µm, est enroulée sur
elle-même et a une surface totale de 0.4 m2 dans les expériences de 1978
[2 m2 pour AGNOLET, MCQUEENEY et al. (1989)].

La superfluidité éventuelle du film d’hélium est testée en mettant la
feuille de Mylar en mouvement et en mesurant si le film d’hélium adsorbé
sur cette surface se met également en mouvement. Si c’est le cas, c’est que
le fluide est normal. Si au contraire une fraction du fluide reste au repos,
on a affaire à un superfluide. Pour effectuer une mesure précise, on relie la
feuille de Mylar à un pendule de torsion de haut facteur de qualité,Q > 105

(expérience d’Andronikashvili). La fréquence d’oscillation de l’ensemble
est aux alentours de 2.6 kHz et on la mesure avec une précision relative
excellente, de l’ordre de 5 10−9. La période d’oscillation, autour de 380µs,
est donc obtenue avec une précision de 2 picosecondes !

Un exemple de variation de cette période avec la température, pour un
film d’épaisseur donnée, est montré sur la figure IV.10. On y voit une pé-
riode constante à "haute" température, T > 1.22 K, puis un saut de cette pé-
riode d’environ 6 ns, correspondant à une réduction du moment d’inertie
du système. Cela s’interprète comme le fait qu’une partie du film d’hélium
est devenue superfluide et que la masse correspondante n’oscille donc pas.
Quand on refroidit davantage le film, la réduction de période s’accroît,
indiquant qu’une fraction de plus en plus grande du film devient super-
fluide.

Dans la mesure où la mesure de la fraction superfluide est faite autour
de la fréquence de 2.6 kHz et non à fréquence nulle, il est nécessaire pour
rendre compte quantitativement de cette expérience de reprendre la théo-
rie BKT pour lui ajouter l’aspect dynamique lié aux mouvements des vor-
tex. Cette extension a été faite par AMBEGAOKAR, HALPERIN et al. (1978)
et l’accord avec les mesures expérimentales est excellent (figure IV.11). Elle
explique en particulier pourquoi on n’observe pas un saut au sens strict de
la densité superfluide correspondant à ∆Ds = 4, mais plutôt une variation
rapide sur une plage de l’ordre de 5 mK. La répétition de ces mesures pour
différentes quantités d’hélium déposées sur la feuille de Mylar est présen-
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FIGURE IV.11. Ajustement des données expérimentales avec la théorie BKT dy-
namique de AMBEGAOKAR, HALPERIN et al. (1978). La courbe en pointillé re-
présente la théorie BKT statique que nous avons étudiée dans ce chapitre. Les don-
nées en symboles ouverts représente l’excès de dissipation Q−1 dû au superfluide
(non discuté dans ce cours). Figure extraite de BISHOP & REPPY (1978).

tée sur la figure IV.12. Chaque épaisseur correspond à un couple "tempéra-
ture critique – saut ∆ρs", et BISHOP & REPPY (1978) ont pu vérifier que la
loi attendue ∆ρs ∝ T était effectivement satisfaite.

Cristaux d’hélium et transition rugueuse. Un autre exemple de transi-
tion de type BKT qui se manifeste dans l’hélium froid est la transition ru-
gueuse. Cette transition se produit à l’interface entre le superfluide 4He et
un cristal d’hélium. En dessous de la température critique, une facette plate
se développe dans la direction de croissance ; au dessus de Tc, la surface
est rugueuse. Les expériences ont confirmé plusieurs des caractéristiques
de la transition BKT, en mesurant par exemple la vitesse de croissance du
cristal en fonction de la température (BALIBAR & CASTAING 1980 ; WOLF,
BALIBAR et al. 1983 ; WOLF, GALLET et al. 1985 ; GALLET, BALIBAR et al.

FIGURE IV.12. Mesure de la transition BKT pour différentes quantités d’hélium
adsorbées sur le Mylar, montrant le déplacement de la température de transition
Tc et le saut de la densité superfluide ρs. La loi ∆ρs ∝ T prédite par la théorie
BKT correspond aux lignes droites en trait plein. Le paramètre phénoménologique
χ appelé obstruction géométrique (geometric hindrance) représente la frac-
tion de superfluide qui n’est pas libre de se déplacer par rapport au Mylar du fait
d’imperfections dans l’enroulement de la feuille ; sa valeur expérimentale, mesu-
rée indépendamment, est de 0.145. Figure extraite de AGNOLET, MCQUEENEY

et al. (1989)

1987).

Films d’hydrogène. Pour terminer, citons l’étude d’un gaz bi-
dimensionnel d’hydrogène adsorbé à la surface d’un bain d’hélium
liquide (SAFONOV, VASILYEV et al. 1998). Les atomes d’hydrogène
« flottent » au dessus du bain à une distance de l’ordre de 8 micromètres.
Ils ne forment pas un gaz stable : dans une collision à trois corps, deux
atomes peuvent se recombiner pour former une molécule H2, le troisième
corps emportant l’énergie libérée. Le taux de processus à trois corps
varie comme 〈ρ3〉 ; dans un gaz « ordinaire », les fluctuations de densité
conduisent à 〈ρ3〉 ≈ 3! (〈ρ〉)3. Pour un gaz où les fluctuations de densité
sont gelées (quasi-condensat), on s’attend à 〈ρ3〉 ≈ (〈ρ〉)3, soit une ré-
duction de 3! = 6. SAFONOV, VASILYEV et al. (1998) ont effectivement
mesuré une réduction du taux de pertes d’environ un ordre de grandeur
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en refroidissant le gaz à une température comparable à celle prévue par la
théorie BKT.
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Chapitre V

La transition BKT explorée avec des gaz d’atomes
ou de polaritons

Aux chapitres précédents, nous avons montré l’existence d’une transi-
tion superfluide dans un gaz de Bose 2D. Le régime superfluide obtenu
à basse température est caractérisé par un quasi-ordre à longue portée :
la fonction G1(r) décroît algébriquement avec r ; à haute température, le
régime normal correspond à une décroissance exponentielle de G1. Nous
avons également établi qu’au point de transition, la densité dans l’espace
des phases Ds associée à la fraction superfluide saute de la valeur 4 à la
valeur 0.

Le but de ce chapitre est de montrer comment les gaz dilués formés
d’atomes ou de particules composites matière–lumière permettent de tes-
ter ces différentes propriétés. Nous commençons par revenir sur le forma-
lisme de champ classique pour déterminer la position du point de transi-
tion en termes des variables thermodynamiques "usuelles", densité totale,
température, potentiel chimique. Nous décrivons ensuite une série d’expé-
riences récentes menées sur des gaz d’atomes bosoniques ou fermioniques
(mais pouvant former des molécules diatomiques qui seront donc des bo-
sons) et qui ont permis de tester à la fois la position du point critique et
les propriétés du gaz de part et d’autre de ce point. Nous terminons par la
description de quelques expériences de même nature menées sur les pola-
ritons de cavité.

Notons que nous nous limiterons dans ce chapitre au cas d’un plan

unique ou de plans indépendants. Nous n’aborderons donc pas la question
(pourtant intéressante !) de la transition entre la situation 2D et la situation
3D, obtenue par exemple quand on introduit un couplage entre des plans
parallèles entre eux (CAZALILLA, IUCCI et al. 2007).

1 Lois d’échelle au point critique

La relation ρsλ
2
T = 4 reliant la densité superfluide et la température

de transition est universelle, dans la mesure où elle ne dépend pas de la
force des interactions, caractérisée par le paramètre g̃ introduit au chapitre
précédent. Néanmoins cette relation est incomplète car elle ne donne pas
la relation entre la densité totale ρ et la température critique. Il s’agit d’une
relation implicite où ρs dépend elle-même de la température et elle doit
donc être écrite

ρs(Tc) λ
2
Tc = 4 avec λ2

T =
2π~2

mkBT
. (V.1)

Pour déterminer la densité totale au point critique, il faut revenir au mo-
dèle microscopique qui régit la dynamique de notre gaz en interaction,
comme cela a été fait initialement par FISHER & HOHENBERG (1988). Nous
décrivons ici l’approche développée par PROKOF’EV, RUEBENACKER et al.

89



CHAPITRE V. LA TRANSITION BKT EXPLORÉE AVEC DES GAZ § 1. Lois d’échelle au point critique

(2001) et PROKOF’EV & SVISTUNOV 2002, qui est basée sur la modélisation
du gaz par un champ classique ψ(r).

1-1 Thermodynamique du champ classique

Nous avons déterminé au chapitre 3 la fonctionnelle d’énergie associée
au champ ψ décrivant le fluide à N particules :

E[ψ] =
~2

2m

∫ [
|∇ψ|2 + g̃ |ψ(r)|4

]
d2r, N =

∫
|ψ(r)|2 d2r, (V.2)

l’intégrale spatiale étant prise sur une surface L × L. Nous avons montré
que les excitations pouvaient se décrire à l’approximation de Bogoliubov
par des ondes planes de vecteur d’onde q et de pulsation ωq :

ωq =
~

2m

[
q2
(
q2 + 4g̃ρ

)]1/2
avec ρ =

N

L2
. (V.3)

L’énergie totale du gaz s’écrit alors comme la somme de l’énergie d’inter-
action du gaz au reposE0 et des énergies εq associées aux différents modes
de Bogoliubov :

E ≈ E0 + EBog avec E0 =
~2

2mL2
g̃N2, EBog =

∑

q

εq. (V.4)

Coupure ultraviolette. Rappelons que cette approche champ classique
nécessite la mise en place d’une coupure ultra-violette pour éviter les di-
vergences de type corps noir. Cette divergence peut être mise à ~ωq,max ∼
kBT , puisque c’est au niveau de ~ω ∼ kBT que l’approche correcte (champ
quantique) vient limiter la contribution des modes par le facteur e−~ω/kBT

(cf. chapitre 3, § 1-2). Dans ce qui suit, nous nous intéresserons à un do-
maine de température tel que kBT � ~2

m g̃ρ. Cela entraîne que la coupure
se situe dans la zone où la relation de Bogoliubov correspond au régime de
particule libre 1, ωq ≈ ~q2/(2m) :

~2q2
max

2m
≡ ζ kBT. (V.5)

1. Cette hypothèse correspond à la plupart des régimes expérimentaux étudiés jusqu’à
maintenant, mais il ne serait pas difficile de se placer dans le régime opposé d’une coupure
située dans la plage du régime de phonons ωq ≈ c0q.

où le nombre sans dimension ζ est d’ordre 1, sans qu’on puisse lui assi-
gner une valeur plus précise. À chaque fois que ζ interviendra ci-dessous
(ce sera à l’intérieur d’un logarithme), il faudra tenir compte de cette im-
précision inévitable de notre approche "champ classique".

Énergie libre et potentiel chimique. Nous cherchons à relier entre elles
différentes variables thermodynamiques, densité, température, potentiel
chimique, pour déterminer la position du point critique en fonction de ces
variables. Nous adoptons pour l’instant le point de vue de l’ensemble ca-
nonique, en travaillant à température et nombre de particule fixés. Le po-
tentiel chimique µ se déduit alors de l’énergie libre F (T,N,L2) :

µ =

(
∂F

∂N

)

T,L2

, (V.6)

l’énergie libre étant elle-même déduite de la fonction de partition Z :

F = −kBT lnZ. (V.7)

Puisque nous avons décrit (de manière approchée) la dynamique du gaz
comme celle d’une somme d’oscillateurs indépendants formés par les
modes de Bogoliubov, commençons par rappeler la fonction de partition
et l’énergie libre d’un oscillateur de pulsation ω et d’énergie ε(x, p) =
p2

2m + 1
2mω

2x2. Du fait de l’approximation de champ classique, valable si
~ω � kBT , on peut se limiter ici à l’expression classique 2 de cette fonction
de partition :

Z =
1

2π~

∫
e−ε(x,p)/kBT dx dp =

kBT

~ω
. (V.8)

dont on déduit l’énergie libre :

F = −kBT lnZ = −kBT ln

(
kBT

~ω

)
. (V.9)

Comme les modes de Bogoliubov sont indépendants, la fonction de par-
tition s’écrit comme le produit des fonctions de partition associées à chaque

2. On peut bien sûr prendre la version quantique de ce calcul, Z =
∑∞
n=0 e−εn/kBT avec

εn = (n+ 1
2

)~ω, qui redonne le résultat (V.8) dans la limite ~ω � kBT .

90



CHAPITRE V. LA TRANSITION BKT EXPLORÉE AVEC DES GAZ § 1. Lois d’échelle au point critique

mode, et l’énergie libre est obtenue en prenant la somme de ces différentes
contributions :

F (T,N,L) = E0 − kBT
∑

q

ln

(
kBT

~ωq

)
. (V.10)

Pour obtenir le potentiel chimique, prenons la dérivée de cette fonction par
rapport à N à température T et surface L2 constantes. Pour cela, on utilise
en particulier

∂E0

∂N

∣∣∣∣
T,L2

=
~2

mL2
g̃N

∂ ln(ωq)

∂N

∣∣∣∣
T,L2

=
2g̃

L2

1

q2 + 4g̃ρ
(V.11)

puis en remplaçant la somme sur q par une intégrale, on arrive à

µ ≈ ~2

m
g̃ρ+

kBT

2π
g̃

∫ qmax

0

2q

q2 + 4g̃ρ
dq

≈ ~2

m
g̃ρ+

kBT

2π
g̃ ln

(
ζ

kBT

2~2g̃ρ/m

)
, (V.12)

où nous avons donc exprimé le potentiel chimique µ en fonction de la den-
sité ρ.

Cette relation peut également s’écrire en terme de la densité dans l’es-
pace des phases D = ρλ2

T :

µ

kBT
≈ g̃

2π

[
D + ln

(
ζ
π

g̃D

)]
avec ζ ∼ 1. (V.13)

Les relations (V.12) ou (V.13) constituent une équation d’état du gaz en in-
teraction, équation qui relie ici la variable thermodynamique µ aux deux
autres variables intensives T et ρ.

Remarquons que la validité de l’approximation de Bogoliubov n’est as-
surée que si le deuxième terme de cette expression est plus petit que le
premier. Nous avions en effet trouvé au chapitre 3 que les fluctuations re-
latives de densité avaient pour expression

∆ρ2

ρ2
≈ 2

D ln

(
ζ

2π

g̃D

)
, (V.14)

ce qui correspond, à un facteur numérique près, au rapport entre les deux
termes de (V.12). Or, il faut que ∆ρ � ρ pour que le développement à la
base de la méthode de Bogoliubov soit justifié.

1-2 Densité totale et densité superfluide

On peut inverser la relation (V.13) pour exprimer la densité en fonction
du potentiel chimique, ce qui correspond au choix de variables du point de
vue grand-canonique. Cette inversion se fait simplement dans la mesure
où le deuxième terme de (V.13) est petit devant le premier :

D ≈ 2π

g̃

µ

kBT
− ln

(
ζ
kBT

2µ

)
. (V.15)

Nous avons vu au chapitre précédent que le point de transition BKT
est repéré par la valeur qu’y prend la densité superfluide. Pour progresser,
nous devons donc évaluer cette densité superfluide en fonction des para-
mètres du modèle de champ classique. Cela peut se faire en première ap-
proximation en utilisant la formule de Landau (PITAEVSKII & STRINGARI

2016), adaptée au cas bi-dimensionnel :

ρs = ρ+
1

(2π)2

~2

2m

∫
dN
dε

q2 d2q, (V.16)

où N (ε) est le nombre d’occupation d’un mode d’excitation ε. Nous consi-
dérons ici les modes de Bogoliubov comme un champ classique à l’équi-
libre thermodynamique et de potentiel chimique nul :

N (ε) =
kBT

ε
→ dN

dε
= −kBT

ε2
= − kBT

(~ωq)2
(V.17)

L’intégrale sur les modes q donne alors

Ds ≈ D − ln

(
ζ
kBT

2µ

)
. (V.18)

1-3 Caractérisation du point critique

Supposons qu’il soit légitime d’étendre les résultats (V.15-V.18) jusqu’au
point critique où Ds = 4. On arrive alors à l’équation reliant le paramètre
d’interaction g̃ au potentiel chimique et à la température :

point critique : D − ln

(
ζ
kBT

2µ

)
≈ 4, (V.19)
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ou encore

point critique :
µ

kBT
≈ g̃

π

[
ln

(
ζ
kBT

2µ

)
+ 2

]

≈ g̃

π
ln

(
ζ ′
kBT

µ

)
, (V.20)

où nous avons introduit une constante sans dimension d’ordre unité, ζ ′ =
ζ e2/2. Comme nous l’avons fait ci-dessus, nous pouvons inverser 3 cette
relation en remplaçant l’argument du logarithme kBT/2µ par π/4g̃, ce qui
conduit à la loi d’échelle au point critique

µ

kBT

∣∣∣∣
crit.

≈ g̃

π
ln

(
Cµ
g̃

)
. (V.22)

avec Cµ = πζ ′.

Nous avons donc obtenu la loi d’échelle pour la valeur du paramètre
µ/kBT au point critique en fonction de la force des interactions. Notons
que la valeur précise de la constanteCµ n’est pas accessible dans le cadre de
notre modèle, car la précision de la coupure ultra-violette que nous avons
mise à la main via le paramètre ζ n’est pas suffisante pour déterminer la
valeur correcte de Cµ (i.e. à mieux qu’un facteur 2 ou 3 près).

On peut ensuite injecter ce résultat dans l’expression (V.15) de la densité
dans l’espace des phases. En utilisant (V.15), on trouve

point critique : D ≈ 2 ln

(
Cµ
g̃

)
− ln

(
ζ
kBT

2µ

)

≈ 2 ln

(
Cµ
g̃

)
− ln

(
π

2g̃

)
, (V.23)

où l’on a négligé un terme en ln[ln(g̃)]. On obtient finalement :

D|crit. ≈ ln

(
CD
g̃

)
, (V.24)

3. Cette inversion se fait de manière rigoureuse en passant par la fonction de Lambert,
w = W (z), oùw est solution de l’équation z = wew , avec ici z = ζ′π/g̃ etw = ln(ζ′ kBT/µ).
Le développement asymptotique aux grands z :

W (z) ∼ ln(z)− ln[ln(z)] +
ln[ln(z)]

ln(z)
+ . . . (V.21)

conduit alors (V.22).

où CD = 2C2
µ/π est une autre constante numérique. Cette loi d’échelle était

absente du résultat du cours précédent, qui ne portait que sur la valeur
de Ds. Comme pour Cµ, l’imprécision amenée par notre coupure ultra-
violette est telle que nous ne pouvons pas faire mieux qu’évaluer l’ordre
de grandeur de cette constante (de l’ordre d’une ou quelques centaines).

Pour déterminer la valeur de ces constantes Cµ et CD, PROKOF’EV,
RUEBENACKER et al. (2001) ont mené des simulations de champ classique
qu’ils ont raccordées de manière précise au résultat quantique asympto-
tique pour une particule libre aux grands ω. Cela leur a permis de caracté-
riser précisément la position du point critique pour une force d’interaction
g̃ donnée :

D|crit. ≈ ln

(
380

g̃

)
(V.25)

µ

kBT

∣∣∣∣
crit.

≈ g̃

π
ln

(
13.2

g̃

)
(V.26)

Le domaine de validité de cette approche de champ classique est limité au
cas de faible interaction g̃ � 1. Une borne supérieure sur les valeurs de g̃
est obtenue en comparant la densité dans l’espace des phases totale donnée
en (V.25) à la densité superfluide au point critique, Ds = 4. Comme il faut
bien évidemment que D > Ds, ceci impose g̃ < 7. On retrouve ici la critère
d’interactions fortes g̃ & 2π donné précédemment. Pour les expériences
d’atomes froids ou de polaritons usuelles, g̃ varie entre 0.01 et 1, de sorte
que la densité dans l’espace des phases au point critique varie entre 10.5 et
6. La densité superfluide Ds = 4 représente donc entre 40 % et 70 % de la
densité totale en ce point.

Le résultat de PROKOF’EV, RUEBENACKER et al. (2001) obtenu à partir
de simulations de champs classiques a ensuite été confirmé (pour g̃ suf-
fisamment petit) par des approches Monte Carlo quantique et par la mé-
thode du groupe de renormalisation non perturbatif (PILATI, GIORGINI et
al. 2008 ; HOLZMANN & KRAUTH 2008 ; RANÇON & DUPUIS 2012).
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2 Le point critique d’un gaz atomique piégé

Jusqu’ici, notre analyse de la transition BKT a été menée pour un gaz
homogène et infini. Or la plupart des expériences sur les gaz atomiques
sont menées dans des pièges harmoniques. Le but de ce paragraphe est
d’étudier la connexion entre les deux problèmes, en utilisant l’approxima-
tion de densité locale. Nous pourrons ainsi faire le lien entre la condensation
de Bose–Einstein trouvée au chapitre 2 pour un gaz parfait confiné dans
un potentiel harmonique et la transition BKT obtenue pour un gaz réel.

2-1 L’approximation de densité locale

Nous avons déjà rencontré l’approximation de densité locale au cha-
pitre 2, lors de notre étude du gaz parfait. Son principe se généralise di-
rectement au cas d’un fluide en interaction. Partons d’une assemblée de
particules confinées dans un potentiel V (r) et à l’équilibre thermodyna-
mique. Cet équilibre est caractérisé (par exemple) par les deux variables T
(température) et µ (potentiel chimique). L’approximation de densité locale
consiste à poser que les quantités physiques définies localement, la densité
spatiale ρ(r) par exemple, s’expriment en fonction du résultat connu pour
le gaz homogène (cf. figure V.1)

ρ(r) = ρhom.(Thom., µhom.) (V.27)

avec
Thom. = T µhom. = µ− V (r). (V.28)

Pour simplifier l’écriture, nous poserons V (0) = 0 dans ce qui suit.

Pour un fluide classique, cette approximation est fondée sur la forme
de la fonction de partition

Z =

∫
exp

{
−E[{rj ,pj}]/kBT

} ∏

j

d2rj d2pj (V.29)

avec pour le système homogène

Ehom[{rj ,pj}] =
∑

j

(
p2
j

2m
− µ

)
+

1

2

∑

i6=j
V(ri − rj) (V.30)
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FIGURE V.1. Principe de l’approximation de densité locale : l’état d’équilibre du
gaz au point r dans un piège V (r) est similaire à celui d’un gaz homogène de
même température et de potentiel chimique µhom. = µ− V (r).

et pour le système confiné dans le potentiel V (r) :

E[{rj ,pj}] =
∑

j

(
p2
j

2m
+ V (rj)− µ

)
+

1

2

∑

i 6=j
V(ri − rj). (V.31)

Cette approximation est valable si la portée du potentiel d’interaction V
et le libre parcours moyen sont petits devant l’échelle spatiale de varia-
tion de la densité dans le potentiel de confinement V (r). Pour un fluide
de particules quantiques, il faut en plus passer par une approximation
semi-classique, pour transformer la somme sur les énergies de la fonction
de partition, en une intégrale sur les positions et les vitesses (GIORGINI,
PITAEVSKII et al. 1997 ; HOLZMANN, CHEVALLIER et al. 2008) .

2-2 Faibles densités et approche de Hartree–Fock

Dans un piège à "bord mou", un piège harmonique par exemple, la den-
sité décroît graduellement quand on s’éloigne du centre. Les régions les
plus lointaines ont un potentiel chimique local µ − V (r) négatif, et grand
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en valeur absolue devant kBT , ce qui correspond à un gaz très dilué. En
première approximation, on peut traiter ce gaz comme un gaz parfait et
utiliser la relation que nous avions obtenue dans le cours 2 :

ρ(r)λ2
T = − ln

(
1− Z e−V (r)/kBT

)
avec Z = eµ/kBT . (V.32)

On peut améliorer cette approximation en ajoutant à l’énergie de pié-
geage V (r) une estimation de l’énergie εint nécessaire pour insérer une
nouvelle particule du fait des interactions. On sait que l’énergie totale d’in-
teraction pour N particules vaut

Eint =
~2g̃

2m

∫
ρ2(r) d2r =

~2g̃

2m
L2 〈ρ2〉. (V.33)

Dans le régime très dilué qui nous intéresse ici, les fluctuations de densité
sont telles que [cf. chapitre 2 et cours 2015-16, chapitre 3] :

régime très dilué : 〈ρ2〉 = 2 (〈ρ〉)2 (V.34)

de sorte que

Eint ≈
~2g̃

mL2
N2 εint =

∂Eint

∂N
= 2

~2g̃

m
ρ. (V.35)

L’ajout de l’énergie d’interaction εint conduit à une équation implicite, où
la densité locale ρ(r) intervient à la fois dans le membre de gauche et le
membre de droite

ρ(r)λ2
T = − ln

(
1− Z e

−
[
V (r)+2 ~2g̃

m ρ(r)
]
/kBT

)
. (V.36)

Cette équation est un exemple d’approche de type Hartree–Fock pour le
problème à N corps. On pourra consulter l’article de revue HADZIBABIC

& DALIBARD (2011) et les références qu’il contient pour avoir plus de dé-
tails sur cette approche, en particulier concernant la prise en compte 4 des
niveaux excités selon la direction fortement confinée z.

4. Cette prise en compte fait apparaître un phénomène intéressant, la condensation trans-
verse. La statistique de Bose conduit à une accumulation de particules dans l’état fondamental
du mouvement selon z, avec un taux d’occupation bien supérieur à ce que l’on attendrait pour
des particules obéissant à la statistique de Boltzmann. Ce phénomène, prédit par DRUTEN &
KETTERLE (1997) a été observé pour un gaz quasi 1D par ARMIJO, JACQMIN et al. (2011), puis
par RUGWAY, MANNING et al. (2013), et pour le cas 2D qui nous intéresse ici par CHOMAZ,
CORMAN et al. (2015).

Cette équation n’admet pas de solution analytique, mais il est aisé de
la résoudre numériquement en tout point r, pour une température T et un
potentiel chimique µ donnés. On peut ensuite trouver le nombre d’atomes
total N(T, µ) dans le piège en intégrant ρ(r).

Le résultat de ce calcul est à première vue très surprenant, car radica-
lement différent du résultat pour un gaz parfait. Dès que g̃ 6= 0, on trouve
dans le cadre de cette approche Hartree–Fock que

— L’équation (V.36) admet une solution quelle que soit la valeur de µ,
alors que pour le gaz parfait, seules les valeurs négatives de µ sont
acceptables.

— À température fixée, le nombre d’atomes N(T, µ) peut devenir arbi-
trairement grand si on augmente le potentiel chimique.

En d’autres termes, le phénomène de saturation que l’on avait trouvé pour
un gaz parfait dans un piège harmonique 2D disparaît dès que l’on prend
en compte des interactions répulsives.

Toutefois, le paradoxe n’est qu’apparent (HOLZMANN, BAYM et al.
2007). Lors de notre étude du gaz idéal, nous avions souligné le caractère
singulier de la condensation dans un piège harmonique 2D : le point de
condensation est atteint quand la densité centrale devient infinie, ce qui
est très différent du cas 3D où il suffit que la densité atteigne une valeur de
l’ordre de λ−3

T . Dès que l’on prend en compte les interactions répulsives,
on ne peut plus atteindre une densité infinie au centre du piège et la possi-
bilité de condensation disparaît, au moins dans le cadre de cette approche
Hartree–Fock qui ne prend pas en compte la transition BKT. Au contraire
dans le cas 3D, la présence d’interactions répulsives n’empêche pas d’at-
teindre une densité ∼ λ3

T au centre du piège ; l’approche Hartree-Fock pré-
dit simplement qu’il faut mettre un peu plus d’atomes dans le piège que
pour le cas sans interaction pour atteindre ce seuil.

Régime présuperfluide. Quand on augmente la densité du fluide, les in-
teractions répulsives prennent une importance croissante et viennent ré-
duire fortement les fluctuations de densité, de sorte qu’on a pour ce régime

régime présuperfluide : 〈ρ2〉 ≈ (〈ρ〉)2. (V.37)
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Ce phénomène de gel des fluctuations de densité se produit avant
même de croiser la transition superfluide. On parle alors de régime
"quasi-condensé" (KAGAN, KASHURNIKOV et al. 2000) ou "présuperfluide"
(TUNG, LAMPORESI et al. 2010), c’est-à-dire un milieu où les fluctuations
de densité sont réduites par rapport au cas du gaz parfait et pour lequel on
peut donc définir, au moins localement, une phase pour la fonction d’onde
macroscopique.

2-3 Le point critique dans un piège harmonique

Nous considérons à partir de maintenant un piégeage harmonique de
pulsation ω dans le plan xy. Commençons par rappeler le résultat trouvé
dans cette situation pour le gaz parfait. Nous avons montré au chapitre 2
que lorsque le nombre d’atomes dans le piège excède la valeur critique :

Nc,ideal =
π2

6

(
kBT

~ω

)2

, (V.38)

alors la population des états excités est saturée : les atomes en excès s’accu-
mulent nécessairement dans l’état fondamental. Ce scénario est similaire à
celui de la condensation de Bose–Einstein 3D, à une différence importante
près : la densité centrale au point critique est infinie lorsqu’on passe à la
limite thermodynamique N → ∞, ω → 0, Nω2 constant. Nous avions
signalé au chapitre 2 que cette valeur infinie était forcément probléma-
tique en présence d’interactions répulsives et que la condensation de Bose–
Einstein serait donc bloquée dans un piège harmonique à 2D.

L’existence de la transition BKT vient enrichir considérablement la si-
tuation, puisqu’elle se produit pour la densité spatiale donnée en (V.25),
ρ = 1

λ2
T

ln(380/g̃). Si l’approximation de densité locale est correcte, elle en-
traîne que le centre du gaz piégé va devenir superfluide quand la densité
en r = 0 atteindra cette valeur critique. En utilisant l’approche "champ
classique" décrite en § 1, HOLZMANN, CHEVALLIER et al. (2010) ont mon-
tré que ce seuil était atteint pour

Nc,BKT

Nc,ideal
≈ 1 +

3 g̃

π3
ln2

(
g̃

16

)
+

3 g̃

8π2

[
15 + ln

(
g̃

16

)]
. (V.39)

Au delà de sa structure mathématique quelque peu compliquée, cette

measurements of the equation of state [22,27], which do not
directly reveal any striking signatures of the infinite-order
BKT transition.
In this Letter, we systematically study the critical point

for the emergence of extended coherence in a harmonically
trapped 2D Bose gas over a wide range of interaction
strengths, 0.05 < ~g < 0.5. We show, without any free
parameters, that Nc generally agrees very well with the
beyond-mean-field calculation ofNBKT

c [38], and converges
onto N0

c of Eq. (1) as ~g → 0. The critical chemical potential
μc, which directly reveals uniform-system conditions for a
phase transition to occur in the trap center, also agrees with
the BKT theory and converges onto the BEC value, μc ¼ 0,
for ~g → 0. Our measurements also reiterate the importance
of the suppression of density fluctuations in the normal
state near the BKT critical point, previously observed in
Refs. [18,19,21–23].
The experiment was carried out using a 39K gas, in the

apparatus described in Ref. [41]. For 2D trapping, the
tight axial (vertical) confinement is provided by two
repulsive “blades” of blue-detuned light, formed by passing
a 532-nm Gaussian beam through a 0-π phase plate [20,42],
while a red-detuned 1064-nm dipole trap provides the
in-plane (horizontal) confinement. The radial and axial
trapping frequencies are ðωr;ωzÞ ≈ 2π × ð38; 4100Þ Hz.
For all of our measurements T ∈ ½140 nK; 190 nK% and
μ=kB < 100 nK, resulting in a small (< 30%) occupation
of the excited axial states. The interaction strength
~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
a=lz [14], where a is the s-wave scattering length

and lz ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏ=ðmωzÞ

p
, is controlled via a Feshbach reso-

nance centered at 402.5 G [41,43].
To characterize long-range coherence of a gas we study

its (in-plane) momentum distribution nðkÞ [19]. A change in
the functional form of g1ðrÞ leads to a dramatic change in its
values at distances much larger than the thermal wavelength
λ ¼ h=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2πmkBT

p
[14], and an increase of coherence over

some large distance L manifests itself in enhanced pop-
ulation of the low-momentum states k≲ 2π=L. Thus, unlike
the in-trap density distribution, which varies very smoothly
through the BKT critical point [18,19,22,23], nðkÞ can
provide a dramatic signature of the phase transition [19].
As illustrated in Fig. 1, to identify the critical point for a

given ~g, we start with a highly coherent 2D gas and measure
nðkÞ after holding the cloud in the trap for a variable time t.
During the hold time, the atom number N slowly decays
through various inelastic processes [44], while the elastic-
collision rate (≈ 0.2N ~g2 s−1) remains sufficiently high to
ensure that the gas is in quasistatic equilibrium. To measure
nðkÞ, we employ the “momentum focusing” technique
[19,29,45,46]. We turn off just the tight z confinement,
so the rapid vertical expansion (predominantly driven by
the zero-point motion along z) removes all the interaction
energy on a time scale 1=ωz ≪ 1=ωr. The subsequent
horizontal ideal-gas evolution in the remaining in-plane
harmonic potential reveals nðkÞ as the spatial distribution

after a quarter of the trap period. We probe this distribution
by absorption imaging along z [see Fig. 1(a)].
Our k-space imaging resolution, Δk ≈ 0.4 μm−1, sets

the largest distance over which we can probe coherence
to L ¼ 2π=Δk ≈ 15 μm, which is much larger than
λ ≈ 0.7 μm. To probe coherence on this length scale, we
simply monitor the peak value of the momentum distribu-
tion, P0, without making any theoretical assumptions about
the exact shape of nðkÞ at low k. To get the corresponding
atom number N we do a simple summation over the image.
Importantly, we eliminate the systematic error due to the
uncertainty in the absorption-imaging cross section by
independently calibrating our imaging system through
measurements of the BEC critical point in a 3D gas [47].
In Fig. 1(b) we show a typical evolution of P0 and N

(here ~g ¼ 0.28). While N decays smoothly, P0 shows two
distinct regimes, which allows us to identify the critical
hold time tc and the corresponding Nc. We note that even
for N significantly below Nc the peak of nðkÞ rises above a
Gaussian fitted to the wings of the distribution, indicating
some coherence on a length scale > λ [18,21]. The smooth
evolution of such non-Gaussian “peakiness” of nðkÞ does
not reveal a phase transition [21], and only P0 corres-
ponding to L ≫ λ shows a clear change in behavior at a
well-defined Nc [51]. Our large L is still small compared
to the thermal diameter of the cloud, 2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
kBT=ðmω2

rÞ
p

≈
50 μm, so the observed Nc is closely linked to the
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FIG. 1 (color online). Determination of the critical point for the
onset of coherence, for ~g ¼ 0.28 and T ≈ 140 nK. (a) Evolution
of the momentum distribution nðkÞ with the hold time t (see text).
Extended coherence is revealed as a sharp peak in nðkÞ. Each
image is an average of three experimental realizations. (b) Evo-
lution of the momentum-distribution peak P0 and the smoothly
decaying total atom number N. We associate the thresholdlike
behavior of P0 with the critical time tc and deduce the
corresponding Nc. The solid line is a heuristic piecewise fit
function used to determine tc [47].
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FIGURE V.2. Méthode utilisée par FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT

et al. (2015) pour mesurer le point critique de la transition BKT dans un piège
harmonique 2D (νxy = 38 Hz). Le gaz est≈ dans le régime 2D car la température
T ∼ 150 nK est telle que kBT < hνz , avec νz = 4.1 kHz.

équation a le grand mérite de connecter directement la transition super-
fluide BKT à la condensation du gaz parfait : cette condensation appa-
raît comme résultant de la limite g̃ → 0, à température fixée. Dans cette
limite, la densité centrale critique pour atteindre la superfluidité, ρ(0) =
1
λ2
T

ln(380/g̃) devient de plus en plus grande, pour finalement diverger en
g̃ = 0, redonnant ainsi le cas du gaz parfait.

L’étude expérimentale de ce point critique pour un gaz de Bose a été
faite par plusieurs groupes au cours des dix dernières années, avec une
précision croissante dans la détermination du point de transition (KRÜGER,
HADZIBABIC et al. 2007 ; CLADÉ, RYU et al. 2009 ; TUNG, LAMPORESI et al.
2010 ; FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et al. 2015). Nous décrirons
ici les résultats de l’expérience de FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT

et al. (2015), menée à Cambridge sur un gaz d’atomes de 39K (bosons). Le
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CHAPITRE V. LA TRANSITION BKT EXPLORÉE AVEC DES GAZ § 2. Le point critique d’un gaz atomique piégé

occurrence of a phase transition in the center of the
trap [47].
For comparisons with theory, we also fit μ and T to each

nðkÞ image. Unlike in three dimensions, in two dimensions
interactions affect nðkÞ appreciably even in the normal
state, and near the critical point it is in general insufficient
to treat them at a mean-field (MF) level. However, beyond-
MF correlations primarily affect the highly populated low-k
states [38]. We restrict our fits to the high-k wings of
the distribution (ℏ2k2 > 2~gmkBT), where we expect the
beyond-MF effects to be small, and still carefully include
the effects of interactions at a MF level [47]. Following
Ref. [37], we also account for the residual thermal
occupation of the axial excited states and the interaction-
induced deformation of the axial eigenstates.
In Fig. 2 we summarize our measurements of the critical

atom number for a wide range of interaction strengths. To
compare our data with the strictly 2D theoretical calcula-
tions, we correct the observed “raw” Nc by subtracting the
calculated population of the excited axial states [47]. We
scale this corrected critical number N̄c to the BEC critical
atom number N0

c of Eq. (1) and plot it versus ~g. Our Δk-
limited value of L imposes a lower bound on ~g for which we
can reliably identify the critical point. In the absence of
any phase transition, in a weakly interacting degenerate gas
g1ðrÞ ∼ expð−r=l0Þ, with l0 ¼ λ expðD=2Þ=

ffiffiffiffiffiffi
4π

p
[14].

We thus do not expect our measurements to reliably identify
Nc if l0 > L for some D < DBKT. This occurs for
~g < 380λ2=ð4πL2Þ ≈ 0.06, indicated by the shaded area
in Fig. 2. Our measurements also stop being reliable for
~g≳ 0.5; in that regime our MF temperature fits are
restricted to very high k values, which are affected by the

anharmonicity of the optical trap. The error bars in Fig. 2 are
statistical, while the systematic uncertainty in N̄c=N0

c is
≲0.2 [47].
Without any free parameters, we find generally excellent

agreement with the prediction of Ref. [38]:

NBKT
c

N0
c

≈ 1þ 3~g
π3

ln2
"

~g
16

#
þ 6~g
16π2

$
15þ ln

"
~g
16

#%
; ð2Þ

which is based on fixing the phase-space density in the trap
center to DBKT and integrating a uniform-system equation
of state over the trap, using the classical-field results
of Ref. [39].
The agreement with Eq. (2) over a very broad range of

interaction strengths and the proximity of our lowest
reliable ~g values to zero allow us to conclude that the
critical atom number, without any free parameters, indeed
smoothly converges onto the BEC result of Eq. (1).
It is instructive to also compare our data with the

approximation NBKT
c =N0

c ¼ 1þ3~gD2
BKT=π

3 [10,12], shown
by the dashed line in Fig. 2. Here, the critical phase-space
density is again set toDBKT, but the suppression of bosonic
fluctuations in the normal state is neglected; i.e., the density
profile is calculated using MF theory with an interaction
potential 2gnðrÞ, where g ¼ ðℏ2=mÞ~g. Our data strongly
exclude this result, confirming the importance of the
suppression of density fluctuations near the critical point
even for our lowest ~g values.
For a more direct comparison with the uniform-system

theory, we also consider the critical chemical potential for
the onset of coherence. Like Nc in Fig. 1, μc is exper-
imentally defined via the critical hold time tc. The classical-
field simulations [7] predict DBKT to be reached for
μBKTc ¼ kBTð~g=πÞ ln ð13.2=~gÞ, which reduces to the BEC
prediction, μc ¼ 0, for ~g ¼ 0.
In Fig. 3 we plot ~μc ¼ μc=ðkBTÞ versus ~g, and again

observe generally good agreement with the classical-field
prediction (solid line), all the way down to ~g ≈ 0.06, i.e.,
very close to the expected BEC limit. The small systematic
difference between the data and the theory is comparable
to our systematic uncertainty in ~μc of ∼0.05 [47].
We also compare our data with two intuitive approx-

imations to ~μc. We consider interaction potentials γgn with
γ ¼ 2, corresponding to a fully fluctuating Bose gas, and
γ ¼ 1, corresponding to a complete suppression of density
fluctuations. In both of these extremes one can analyti-
cally write Dγð ~μÞ ¼ − ln ½1 − exp ð~μ − γgn=ðkBTÞÞ& [14].
Defining ~μγc so that Dγð ~μ

γ
cÞ ¼ DBKT we obtain the dashed

(γ ¼ 2) and dotted (γ ¼ 1) lines in Fig. 3. Generally,
γ ¼ 1 provides a better approximation, highlighting how
strong the suppression of density fluctuations in the normal
state is.
Finally, we note that in previous experiments [22,27], on

the in-trap equation of state, ~μc was deduced by defining it
so as to satisfy the theoretical expectation [7,39] that the

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0
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BEC

N
c/N

0 c

FIG. 2 (color online). Critical atom number as a function of the
interaction strength ~g. All numbers are scaled to the ideal-gas
BEC critical number N0

c, defined in Eq. (1). The solid line is the
classical-field BKT prediction of Eq. (2), without any free
parameters. The dashed line is an approximation that neglects
suppression of density fluctuations in the normal state. The star
ð⋆Þ denotes the critical point for BEC, which only occurs in the
ideal-gas limit. The shaded region, ~g < 0.06, indicates the regime
in which our measurements stop being reliable (see text). The
error bars are statistical.

PRL 114, 255302 (2015) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
26 JUNE 2015

255302-3

FIGURE V.3. Nombre critique d’atomes pour la transition BKT, ramené au
nombre critique d’atomes pour la condensation du gaz parfait, en fonction du para-
mètre d’interaction g̃. Dans la zone colorée, la densité dans l’espace des phases au
point critique D = ln(380/g̃) devient grande. De ce fait, la longueur de cohérence
du gaz ` ∼ λT eD/2 (chapitre 2) est elle aussi très grande avant même d’atteindre
le point critique, ce qui rend la détermination du point critique imprécise [figure
extraite de FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et al. (2015)].

principe est d’effectuer une expansion ballistique 5 du gaz, en coupant sou-
dainement le potentiel harmonique de confinement. Si un superfluide est
présent dans la région centrale du piège, la fonction de corrélationG1(r; r′)
dans cette zone décroît lentement 6 . La distribution en impulsion associée
à cette composante superfluide est donc étroite, ce qui se manifeste par
un pic central dans la distribution spatiale mesurée après temps de vol.
L’intérêt de mener cette expérience sur l’espèce atomique 39K est que l’on
dispose d’une résonance de Feshbach qui permet de varier les interactions
élastique entre atomes. Les chercheurs de Cambridge ont ainsi pu explorer
le régime g̃ allant de 0.05 à 0.5.

5. L’expansion se fait ici à trois dimensions, c’est-à-dire que l’on relâche à la fois le confi-
nement (faible) dans le plan xy et le confinement (fort) le long de l’axe z. Du fait de la relation
de Heisenberg, l’expansion selon z est beaucoup plus rapide que dans le plan xy. La den-
sité atomique chute donc très vite et les interactions ne jouent pas de rôle significatif dans la
dynamique en xy à plus long temps.

6. Rappelons que la décroissance serait algébrique avec un exposant < 1/4 si le gaz était
uniforme.

La méthode utilisée par FLETCHER, ROBERT DE SAINT VINCENT et
al. (2015) est la suivante. On part d’un assez grand nombre d’atomes
(N ≈ 40 000) dans un piège à température T donnée, de l’ordre de 150 nK,
et un paramètre d’interaction donné g̃. Une expansion ballistique initiée à
cette instant montre un pic étroit, signature d’une fraction centrale super-
fluide ; le nombre d’atomes est donc plus grand que Nc,BKT(T, g̃) (figure
V.2). Si on laisse les atomes dans le piège pendant un certain temps avant
d’effectuer l’expansion ballistique, leur nombre va décroître sous l’effet de
divers processus inélastiques (constante de temps de l’ordre de la dizaine
de secondes). En repérant l’instant où le pic étroit de l’expansion ballis-
tique disparaît, on détermine la valeur critique Nc,BKT(T, g̃) du nombre
d’atomes pour la transition superfluide. Cette série d’expériences est en-
suite refaite pour différentes valeurs de g̃ et la variation de Nc,BKT/Nc,ideal

est reproduite sur la figure V.3. Elle montre un excellent accord avec la
prédiction (V.39) et confirme le fait que le cas singulier de la condensation
2D du gaz parfait peut être vu comme la limite de la transition BKT pour
g̃ → 0.

2-4 Le cas d’un potentiel désordonné

Dans ce qui précède, nous nous sommes intéressés au cas d’un gaz dans
un potentiel uniforme ou harmonique. Une troisième catégorie concerne le
cas de potentiels désordonnés. La situation est alors enrichie par le fait
qu’une transition de type localisation d’Anderson peut également se pro-
duire.

L’étude de la dynamique d’un fluide quantique en présence de désordre
déborde largement du thème de ce cours et nous nous contenterons donc
de signaler quelques travaux récents menés sur ce sujet dans le cadre des
gaz atomiques 2D. L’influence du désordre sur le point de transition BKT a
été abordée expérimentalement par le groupe de Thomas Bourdel à Pa-
laiseau (ALLARD, PLISSON et al. 2012) [voir aussi BEELER, REED et al.
(2012) au NIST-Gaithersburg et KRINNER, STADLER et al. (2013) à Zurich].
Le désordre est créé par la figure de tavelure (speckle) d’un faisceau lumi-
neux additionnel, superposé au piège harmonique. Pour le régime de pa-
ramètres étudiés expérimentalement, les résultats obtenus indiquent que
l’addition du désordre résulte toujours en une réduction de la cohérence
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du gaz. Une étude théorique menée par BOURDEL (2012) à partir d’un trai-
tement du potentiel désordonné par l’approximation de densité locale (va-
lable pour un désordre variant lentement à l’échelle des paramètres mi-
croscopiques du gaz) est venue tempérer quelque peu cette conclusion né-
gative ; en effet, son bilan est qu’un désordre faible peut être favorable à
l’apparition d’un superfluide, alors qu’un désordre plus fort le fait dispa-
raître.

CARLEO, BOÉRIS et al. (2013) ont utilisé une méthode de Monte Carlo
quantique pour prouver la robustesse de la transition BKT vis à vis d’un
désordre de type speckle : cette transition survit même en présence de
fortes fluctuations de densités induites par le désordre, et ne disparaît que
lorsque l’amplitude du désordre devient de l’ordre de la valeur du poten-
tiel chimique. CARLEO, BOÉRIS et al. (2013) ont par ailleurs montré que
la disparition de la composante superfluide survient alors même que le
gaz reste connecté avec une densité supérieure à la densité critique (V.25) :
le désordre en ce point n’est pas encore suffisant pour correspondre à la
transition de percolation classique. Mentionnons également qu’au point
critique, la fonctionG1 présente toujours une décroissance algébrique avec
un exposant compatible avec 1/4, ce qui indique que la classe d’univer-
salité de la transition en présence de désordre est la même que celle du
système « propre ».

Signalons pour finir l’analyse de CHERRORET, KARPIUK et al. (2015),
basée sur une analyse en champ classique, qui pointe un autre effet pos-
sible du désordre : en réduisant la densité d’états à une particule au voisi-
nage de l’énergie nulle, ce désordre peut faire apparaître un phénomène de
condensation dans un gaz 2D uniforme, alors qu’on sait que cette conden-
sation est exclue pour un système non désordonné. Il reste toutefois à étu-
dier le type d’ordre qui peut alors émerger pour la fonction G1(r).

3 Le quasi-ordre en phase dans un gaz atomique

3-1 La fonction G1 dans un piège

Une fois le point critique dépassé, soit en baissant la température, soit
en augmentant le nombre d’atomes, un superfluide se forme au centre du

piège. Ce superfluide n’est pas stricto sensu un condensat, puisque sa phase
n’est pas la même en tout point. Si le gaz était uniforme, on sait que la
fonction

G1(r, r′) = 〈ψ̂†(r) ψ̂(r′)〉
∝ 〈ei[θ(r)−θ(r′)]〉 = e−

1
2 〈[θ(r)−θ(r′)]

2〉 (V.40)

décroitrait algébriquement avec la distance |r − r′|, avec l’exposant

η =
1

ρs λ2
T

, (V.41)

la denisté superfluide étant telle que η est toujours inférieur à 1/4. Nous
avons supposé dans la deuxième ligne de (V.40) que les fluctuations de
densité étaient gelées, ce qui est une approximation raisonnable comme
nous l’avons vu dans les chapitres précédents.

L’analyse du comportement de la fonction G1 peut se faire en gé-
néralisant l’approche de Bogoliubov au cas non homogène (PETROV,
HOLZMANN et al. 2000). Puisque les fluctuations de densité sont gelées,
le profil de densité du superfluide ρs(r) reste voisin du profil de Thomas–
Fermi attendu dans le cas d’un "vrai" condensat :

r < RTF : V (r) +
~2g̃

m
ρs(r) = µ, (V.42)

et s’annule au rayon de Thomas-Fermi 7 défini par V (rTF) = µ. Les fluc-
tuations en phase 〈[θ(r)− θ(r′)]2〉 peuvent se caractériser en comparant
la phase centrale et la phase au voisinage du bord du superfluide, et on
trouve (PETROV, HOLZMANN et al. 2000)

∆θ2 ≡ 〈[θ(RTF)− θ(0)]
2〉 ≈

(
g̃

4π

)1/2
T

Tc
ln(N). (V.44)

7. Un calcul simple permet de relierRTF et µ au nombre d’atomesNs dans la composante
superfluide :

RTF = aoh

(
4

π
g̃Ns

)1/4

, µ = ~ω
(

1

π
g̃Ns

)1/2

avec aoh =

(
~
mω

)1/2

, (V.43)

où ω est la pulsation du piégeage harmonique dans le plan xy, et où on a négligé toute inter-
action entre la composante superfluide et la composante normale.
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].

PRL 115, 010401 (2015) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
3 JULY 2015

010401-2

approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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�2

regions of the sample where the density is not uniform.
As pointed out in Refs. [36,37], such extended spatial
coherence in an interacting system is a sufficient condition
for superfluidity in two-dimensional systems.
As the temperature is lowered below a critical value, we

find that the correlation function in an intermediate range
3λT < r < 20λT is well described by a power-law decay,
whereas exponential behavior is clearly disfavored. We
quantify this by extracting the χ2 for both fit functions at
different temperatures and observe a clear transition from
exponential to algebraic decay [see Fig. 1(b)]. This quali-
tative change in g1ðrÞ provides an alternative way to
determine the phase transition temperature Tc from the
kink in χ2ðTÞ [31]. We find that the corresponding Tc
obtained in this manner agrees with the temperature
associated with the onset of pair condensation that was
measured in our previous work [24].
The power-law decay of g1ðrÞ means that the spatial

coherence of the entire sample is characterized by a single
exponent η. Figure 2 shows the experimentally determined
η for all the interaction strengths accessed in this work.
We find ηðTÞ to increase with temperature until it reaches
a maximal value at Tc, indicating a slower falloff of
correlations at lower temperatures. Although such temper-
ature dependence is qualitatively consistent with the BKT
theory, we observe the values of the exponents to be in the
range 0.6–1.4 for the temperatures accessed in the meas-
urement, which is substantially above the expectation of
η ≤ 0.25 for the homogeneous setup.
To confirm the large scaling exponents in the trapped

system, we compute the one-body density matrix on the
bosonic side by using the QMC technique described above.
This allows us to determine both the trap-averaged corre-
lation function g1ðrÞ as well as the central correlation
function G1ðr; 0Þ. The trap-averaged g1ðrÞ shows the
same behavior as in the experimental case, i.e., a transition

from exponential to algebraic decay at low temperatures.
The corresponding QMC transition temperatures also agree
with the measured values of Tc for ~g ¼ 0.60, 1.07, and
2.76. Furthermore, the maximal scaling exponent at Tc
extracted from the QMC g1ðrÞ for ~g ¼ 0.6 is approximately
1.35, which is close to the experimentally determined
ηðTcÞ≃ 1.4. The central correlation function G1ðr; 0Þ
shows a transition to algebraic order as well—with the
same Tc as in the experiment—but with a maximal
exponent of approximately 0.25, as expected for a homo-
geneous system. This finding is also in agreement with the
measurement of G1ðr; 0Þ in the interference experiments
[14] and is explained by the nearly uniform density in the
center of the trap.
Figure 2(a) shows the comparison between the exper-

imental and QMC values of ηðTÞ for ~g ¼ 0.60
[lnðkFa2DÞ≃ −7.3]. Although both show similar depend-
ence on temperature, we find a considerable quantitative
deviation between them. As discussed in Supplemental
Material [31], this discrepancy can mostly be attributed to
the effect of the finite imaging resolution in the measure-
ment of ~nðkÞ, which leads to an apparent broadening at low
momenta and thus overestimates the value of η. We show an
estimate of this temperature-dependent effect on the expo-
nents (open red triangles) in Fig. 2(a). There may be other
effects in the experiment that contribute additionally to
the deviation, such as higher-order corrections to the
determination of ~g from the fermionic scattering parameters
and density-dependent inelastic loss processes.
The experimental and simulated data raise the question

why correlations in the trapped system decay with a larger
scaling exponent than in the homogeneous case. To elucidate
the role of inhomogeneity, we consider the bosonic field
operator given by ϕ̂ðrÞ≃ ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ρðrÞ
p

exp½iφ̂ðrÞ%. In this repre-
sentation, it is clear that one contribution to the decay of
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FIG. 2 (color online). Power-law scaling exponents across the two-dimensional BEC-BCS crossover. The temperature-dependent
scaling exponent ηðTÞ in (a) the bosonic limit and (b) the crossover regime is shown. The relevant temperature scales in these cases are
given by T0

BEC and TF, respectively. The crossover parameter lnðkFa2DÞ is mildly temperature dependent. For reference, we display the
value at the critical temperature. For ~g ¼ 0.60 [lnðkFa2DÞ≃ −7.3], we show the prediction from QMC calculations for a Bose gas (filled
red triangles) and an estimate of the effect of the finite imaging resolution present in the measured data (open red triangles) [31]. We find
an exponent which increases with temperature in agreement with the BKT theory. The power-law decay eventually ceases at Tc, where a
maximal exponent ηc is reached. (c) The value of ηc is approximately constant for all lnðkFa2DÞ where we have previously observed
condensation of pairs [24]. This strongly suggests that the associated phase transitions are within one universality class.
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FIGURE V.4. (a) Interférences entre deux plans atomiques indépendants, de même
température et de même potentiel chimique. La mesure du contraste de l’interfé-
rence observée après expansion selon l’axe z permet d’accéder au module carré de
la fonction de corrélationG1. (b-c) Figures d’interférence obtenues pour deux tem-
pératures différentes, en imageant le nuage d’atomes le long de la direction y. (d)
Exemple de dislocation de la figure d’interférence révélant la présence d’un vor-
tex dans l’un des deux plans. Figures extraites de HADZIBABIC, KRÜGER et al.
(2006).

En prenant N = 105 atomes, T ∼ Tc et un paramètre d’interaction typique
pour des gaz atomiques g̃ = 0.1, on arrive à ∆θ ∼ 1, donc des fluctuations
de phase significatives mais pas considérables. Le régime ∆θ � 1 n’ap-
paraît que pour des nombres d’atomes exponentiellement grands ou alors
pour le régime d’interactions fortes g̃ & 1, ce qui est possible en profitant
d’une résonance de diffusion (MURTHY, BOETTCHER et al. 2015).

3-2 Fluctuations de phase et interférométrie atomique

Une caractéristique importante de l’état superfluide à deux dimensions
réside dans la distribution spatiale de la phase du champ ψ(r) décrivant le
fluide, décrite par la fonction de corrélation G1(r, r′). Lors du cours 2015-
16 (chapitre 2), nous avions passé en revue un certain nombre de méthodes
développées au cours des années pour mesurer G1. Nous allons décrire ici
la mise en œuvre de de certaines d’entre elles dans le contexte des gaz 2D.

La première caractérisation de la transition BKT a été faite par
HADZIBABIC, KRÜGER et al. (2006) en utilisant deux plans d’atomes in-
dépendants, décrits par des champs ψa(x, y) et ψb(x, y), séparés par une

distance dz (figure V.4). En relâchant le confinement selon les trois direc-
tions d’espace, les nuages d’atomes issus des deux plans s’étalent et se
recouvrent, de sorte qu’on observe des interférences d’ondes de matière.
La densité totale est modulée le long d’une ligne parallèle à l’axe z avec la
période Dz = ht/mdz :

ρ(r) ∝ |ψa|2 + |ψb|2 +
(
ψaψ

∗
b ei2πz/Dz + c.c.

)
. (V.45)

Pour simplifier, nous avons négligé ici un facteur d’enveloppe global dé-
crivant la variation de la densité selon z. Par ailleurs, nous avons négligé
l’expansion dans le plan xy, beaucoup plus lente que celle selon selon z.
Une mesure de la densité permet alors d’accéder au contraste complexe de
l’interférence

C(r) = ψa(r) ψ∗b (r). (V.46)

La valeur moyenne de cette quantité est nulle puisque les deux gaz sont in-
dépendants l’un de l’autre. En revanche, la fonction de corrélation obtenue
après moyenne sur de nombreuses réalisations de l’expérience

〈C(r) C∗(r′)〉 = 〈ψa(r) ψ∗b (r) ψ∗a(r′) ψb(r
′) 〉

= 〈ψa(r) ψ∗a(r′) 〉 〈ψ∗b (r) ψb(r
′) 〉 (V.47)

permet d’accéder à la fonction G1 recherchée, ou plus exactement son mo-
dule carré :

〈C(r) C∗(r′)〉 = |G1(r, r′)|2 . (V.48)

L’expérience de HADZIBABIC, KRÜGER et al. (2006) a permis d’observer
une variation rapide du comportement de G1 au voisinage du point de
transition. Elle a également mis en évidence de manière directe les vortex
libres qui apparaissent autour de la transition BKT. Ces vortex se mani-
festent en effet comme des dislocations dans le profil d’interférence. Une
simulation Monte Carlo en terme de champs classiques fluctuants, menée
par FOSTER, BLAKIE et al. (2010), a permis de valider de manière quanti-
tative cette procédure d’interférences entre plans indépendants [voir aussi
BISSET, DAVIS et al. (2009)]. L’observation de vortex thermiquement activés
a également été faite dans le groupe de Séoul, avec une imagerie perpen-
diculaire au plan du gaz (CHOI, SEO et al. 2013) ; les vortex apparaissent
alors comme des trous de densité.

Une méthode voisine consiste à faire interférer le gaz avec lui-même
(CLADÉ, RYU et al. 2009). Partant d’un nuage atomique 2D où tous les

98



CHAPITRE V. LA TRANSITION BKT EXPLORÉE AVEC DES GAZ § 3. Le quasi-ordre en phase dans un gaz atomique

atomes sont dans un état interne |1〉, un processus Raman "absorption -
émission stimulée" fait basculer la moitié des atomes vers un autre état in-
terne |2〉, tout en leur conférant une vitesse v0 de l’ordre de la vitesse de
recul (impulsion π/2). Après ce processus, la partie du nuage encore en |1〉
est globalement au repos, alors que la partie en |2〉 se déplace. Après un
temps t ajustable, un deuxième pulse π/2 mélange de nouveau les ampli-
tudes des deux états internes tout en communiquant la vitesse v0− v1 lors
de la transition 1 → 2. Si on mesure alors la distribution de densité dans
l’état |2〉, on obtient des franges d’interférences entre l’état initial du nuage
et l’état déplacé deR = v0t

ρ(r) ∝ |ψ(r)|2 + |ψ(r−R)|2 +
(
ψ(r) ψ∗(r −R) eimv1·R/~ + c.c.

)
, (V.49)

ce qui permet de remonter à la fonction G1 à partir du contraste complexe
de ces interférences C(r) = ψ(r) ψ∗(r − R). Cette méthode présente un
avantage notable par rapport à la précédente : un seul plan est suffisant
et les interférence sont visibles en imagerie perpendiculaire à ce plan. En
revanche, elle repose sur l’hypothèse que les collisions entre atomes jouent
un rôle négligeable pendant le temps t, qui risque d’être invalidée pour des
gaz avec des paramètres d’interaction g̃ élevés.

La dernière méthode que nous signalerons brièvement consiste à effec-
tuer une courte expansion balistique au cours de laquelle les fluctuations
de phase initiales sont transformées en fluctuations de densité. Cette mé-
thode a initialement été proposée par IMAMBEKOV, MAZETS et al. (2009),
puis mise en œuvre par le groupe de Seoul, CHOI, SEO et al. (2012) et SEO,
CHOI et al. (2014) [voir également DESBUQUOIS (2013) ainsi qu’une analyse
critique des premières expériences de Séoul par MAZETS (2012)]. L’ana-
lyse théorique récente de SINGH & MATHEY (2014) a montré qu’il était
en principe possible, à partir de la fonction de corrélation densité-densité
après temps de vol, 〈ρ(r1) ρ(r2)〉, d’accéder à l’exposant η caractérisant
la décroissance algébrique de G1 dans le régime superfluide. Toutefois, il
semble que le rôle joué par les interactions durant l’expansion ballistique a
empêché le groupe de Seoul d’atteindre ce but (SEO, CHOI et al. 2014).

3-3 La distribution en impulsion d’un gaz piégé

Nous avons déjà eu plusieurs fois l’occasion de rappeler le lien étroit
entre la fonction G1(r, r′) = 〈r|ρ̂1|r′〉 qui nous intéresse ici et la distribu-
tion en impulsion N(p) du fluide. Pour un système homogène, donc inva-
riant par translation, la fonction G1 ne dépend que de la distance r − r′ et,
en posant G1(r) ≡ G1(r, 0), on a la relation 8 en terme de transformée de
Fourier déjà énoncée au chapitre 2

G1(r) =
1

L2

∫
eir·p/~ N(p) d2p. (V.50)

La mesure de la distribution en impulsion dans un gaz 2D uniforme,
comme cela été fait par CHOMAZ, CORMAN et al. (2015), devrait donc
permettre en principe de remonter à la décroissance algébrique de G1(r),
pourvu que la résolution en impulsion soit suffisante.

Pour un gaz confiné dans un piège harmonique, la situation est plus
compliquée. La fonction G1 dépend séparément des deux positions r et r′

et on a la relation
Ḡ1(r) =

∫
eir·p/~ N(p) d2p, (V.51)

où on a posé

Ḡ1(r) =

∫
G1

(
R+

r

2
, R− r

2

)
d2R. (V.52)

Comme nous l’avons vu en § 3-1, il est utile d’aller vers le régime d’in-
teraction forte (g̃ > 1) si l’on souhaite que les fluctuations de phase jouent
un rôle important. MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) ont ainsi considéré
un gaz de fermions (6Li) et se sont placés au voisinage d’une résonance
de Feshbach. Le gaz est donc la zone du cross-over entre la physique de
type BCS (fermions appariés dans l’espace des impulsions, à la Bardeen–
Cooper-Schrieffer) et le régime de condensation de Bose–Einstein, où les
fermions se sont appariés dans l’espace des positions et forment des molé-
cules Li2, qui sont des bosons. Nous n’allons pas étudier la physique très
riche de ce cross-over et nous renvoyons les lecteurs intéressés à l’article de
revue de LEVINSEN, PARISH et al. (2015) qui traite spécifiquement de ses
aspect bi-dimensionnels. Le point qui compte ici est que l’on dispose côté

8. N(p) est supposée normalisée ici selon la relation
∫
N(p) d2p = N .
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].

PRL 115, 010401 (2015) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
3 JULY 2015

010401-2

approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
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quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
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measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our
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function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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regions of the sample where the density is not uniform.
As pointed out in Refs. [36,37], such extended spatial
coherence in an interacting system is a sufficient condition
for superfluidity in two-dimensional systems.
As the temperature is lowered below a critical value, we

find that the correlation function in an intermediate range
3λT < r < 20λT is well described by a power-law decay,
whereas exponential behavior is clearly disfavored. We
quantify this by extracting the χ2 for both fit functions at
different temperatures and observe a clear transition from
exponential to algebraic decay [see Fig. 1(b)]. This quali-
tative change in g1ðrÞ provides an alternative way to
determine the phase transition temperature Tc from the
kink in χ2ðTÞ [31]. We find that the corresponding Tc
obtained in this manner agrees with the temperature
associated with the onset of pair condensation that was
measured in our previous work [24].
The power-law decay of g1ðrÞ means that the spatial

coherence of the entire sample is characterized by a single
exponent η. Figure 2 shows the experimentally determined
η for all the interaction strengths accessed in this work.
We find ηðTÞ to increase with temperature until it reaches
a maximal value at Tc, indicating a slower falloff of
correlations at lower temperatures. Although such temper-
ature dependence is qualitatively consistent with the BKT
theory, we observe the values of the exponents to be in the
range 0.6–1.4 for the temperatures accessed in the meas-
urement, which is substantially above the expectation of
η ≤ 0.25 for the homogeneous setup.
To confirm the large scaling exponents in the trapped

system, we compute the one-body density matrix on the
bosonic side by using the QMC technique described above.
This allows us to determine both the trap-averaged corre-
lation function g1ðrÞ as well as the central correlation
function G1ðr; 0Þ. The trap-averaged g1ðrÞ shows the
same behavior as in the experimental case, i.e., a transition

from exponential to algebraic decay at low temperatures.
The corresponding QMC transition temperatures also agree
with the measured values of Tc for ~g ¼ 0.60, 1.07, and
2.76. Furthermore, the maximal scaling exponent at Tc
extracted from the QMC g1ðrÞ for ~g ¼ 0.6 is approximately
1.35, which is close to the experimentally determined
ηðTcÞ≃ 1.4. The central correlation function G1ðr; 0Þ
shows a transition to algebraic order as well—with the
same Tc as in the experiment—but with a maximal
exponent of approximately 0.25, as expected for a homo-
geneous system. This finding is also in agreement with the
measurement of G1ðr; 0Þ in the interference experiments
[14] and is explained by the nearly uniform density in the
center of the trap.
Figure 2(a) shows the comparison between the exper-

imental and QMC values of ηðTÞ for ~g ¼ 0.60
[lnðkFa2DÞ≃ −7.3]. Although both show similar depend-
ence on temperature, we find a considerable quantitative
deviation between them. As discussed in Supplemental
Material [31], this discrepancy can mostly be attributed to
the effect of the finite imaging resolution in the measure-
ment of ~nðkÞ, which leads to an apparent broadening at low
momenta and thus overestimates the value of η. We show an
estimate of this temperature-dependent effect on the expo-
nents (open red triangles) in Fig. 2(a). There may be other
effects in the experiment that contribute additionally to
the deviation, such as higher-order corrections to the
determination of ~g from the fermionic scattering parameters
and density-dependent inelastic loss processes.
The experimental and simulated data raise the question

why correlations in the trapped system decay with a larger
scaling exponent than in the homogeneous case. To elucidate
the role of inhomogeneity, we consider the bosonic field
operator given by ϕ̂ðrÞ≃ ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ρðrÞ
p

exp½iφ̂ðrÞ%. In this repre-
sentation, it is clear that one contribution to the decay of
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FIG. 2 (color online). Power-law scaling exponents across the two-dimensional BEC-BCS crossover. The temperature-dependent
scaling exponent ηðTÞ in (a) the bosonic limit and (b) the crossover regime is shown. The relevant temperature scales in these cases are
given by T0

BEC and TF, respectively. The crossover parameter lnðkFa2DÞ is mildly temperature dependent. For reference, we display the
value at the critical temperature. For ~g ¼ 0.60 [lnðkFa2DÞ≃ −7.3], we show the prediction from QMC calculations for a Bose gas (filled
red triangles) and an estimate of the effect of the finite imaging resolution present in the measured data (open red triangles) [31]. We find
an exponent which increases with temperature in agreement with the BKT theory. The power-law decay eventually ceases at Tc, where a
maximal exponent ηc is reached. (c) The value of ηc is approximately constant for all lnðkFa2DÞ where we have previously observed
condensation of pairs [24]. This strongly suggests that the associated phase transitions are within one universality class.
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FIGURE V.5. Fonction Ḡ1(r) obtenue par transformée de Fourier de la distri-
bution en impulsion, pour un gaz de molécules bosoniques 6Li2, avec un para-
mètre d’interaction g̃ ≈ 2.76. Les températures sont repérées par rapport à la
température de condensation d’un gaz parfait dans ce piège : t = T/Tc,ideal avec
Tc,ideal = 140 nK. A droite : coefficient χ2 de l’ajustement par une loi algébrique
(α r−η) ou exponentielle (α e−ηr). Figures extraites de MURTHY, BOETTCHER

et al. (2015).

BEC d’un gaz de bosons dont le paramètre d’interaction g̃ peut être arbi-
trairement élevé si on se rapproche de la résonance. MURTHY, BOETTCHER

et al. (2015) ont ainsi étudié des valeurs de g̃ allant de ≈ 0.6 à 2.8 du côté
BEC de la résonance.

Après mesure de la distribution en impulsion et transformation de Fou-
rier inverse, MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) ont analysé la variation de
la fonction Ḡ1(r) dans leur système. Les données obtenues pour g̃ ≈ 2.8
sont reportées sur la figure V.5 pour différentes températures. L’ajustement
des données par une loi algébrique (α r−η) ou exponentielle (α e−ηr) in-
dique clairement deux régimes. Aux basses températures, la variation al-
gébrique de G1(r) est privilégiée, alors que l’ajustement exponentiel de-
vient bien meilleur à plus haute température. La bascule d’un ajustement
à l’autre se fait pour Tc ≈ 0.5Tc,ideal pour les données de la figure V.5. La
densité dans l’espace des phases centrale en ce point est≈ 5, en bon accord
avec la prédiction ln(380/g̃).

Les données de MURTHY, BOETTCHER et al. (2015) révèlent néanmoins
une surprise importante. Alors que selon la théorie BKT, l’exposant η de la
décroissance algébrique ne peut dépasser 0.25 dans un gaz de Bose homo-
gène, les exposants mesurés par l’ajustement de G1(r) en r−η sont consi-

approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].

PRL 115, 010401 (2015) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
3 JULY 2015

010401-2

approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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Ḡ1(r)
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regions of the sample where the density is not uniform.
As pointed out in Refs. [36,37], such extended spatial
coherence in an interacting system is a sufficient condition
for superfluidity in two-dimensional systems.
As the temperature is lowered below a critical value, we

find that the correlation function in an intermediate range
3λT < r < 20λT is well described by a power-law decay,
whereas exponential behavior is clearly disfavored. We
quantify this by extracting the χ2 for both fit functions at
different temperatures and observe a clear transition from
exponential to algebraic decay [see Fig. 1(b)]. This quali-
tative change in g1ðrÞ provides an alternative way to
determine the phase transition temperature Tc from the
kink in χ2ðTÞ [31]. We find that the corresponding Tc
obtained in this manner agrees with the temperature
associated with the onset of pair condensation that was
measured in our previous work [24].
The power-law decay of g1ðrÞ means that the spatial

coherence of the entire sample is characterized by a single
exponent η. Figure 2 shows the experimentally determined
η for all the interaction strengths accessed in this work.
We find ηðTÞ to increase with temperature until it reaches
a maximal value at Tc, indicating a slower falloff of
correlations at lower temperatures. Although such temper-
ature dependence is qualitatively consistent with the BKT
theory, we observe the values of the exponents to be in the
range 0.6–1.4 for the temperatures accessed in the meas-
urement, which is substantially above the expectation of
η ≤ 0.25 for the homogeneous setup.
To confirm the large scaling exponents in the trapped

system, we compute the one-body density matrix on the
bosonic side by using the QMC technique described above.
This allows us to determine both the trap-averaged corre-
lation function g1ðrÞ as well as the central correlation
function G1ðr; 0Þ. The trap-averaged g1ðrÞ shows the
same behavior as in the experimental case, i.e., a transition

from exponential to algebraic decay at low temperatures.
The corresponding QMC transition temperatures also agree
with the measured values of Tc for ~g ¼ 0.60, 1.07, and
2.76. Furthermore, the maximal scaling exponent at Tc
extracted from the QMC g1ðrÞ for ~g ¼ 0.6 is approximately
1.35, which is close to the experimentally determined
ηðTcÞ≃ 1.4. The central correlation function G1ðr; 0Þ
shows a transition to algebraic order as well—with the
same Tc as in the experiment—but with a maximal
exponent of approximately 0.25, as expected for a homo-
geneous system. This finding is also in agreement with the
measurement of G1ðr; 0Þ in the interference experiments
[14] and is explained by the nearly uniform density in the
center of the trap.
Figure 2(a) shows the comparison between the exper-

imental and QMC values of ηðTÞ for ~g ¼ 0.60
[lnðkFa2DÞ≃ −7.3]. Although both show similar depend-
ence on temperature, we find a considerable quantitative
deviation between them. As discussed in Supplemental
Material [31], this discrepancy can mostly be attributed to
the effect of the finite imaging resolution in the measure-
ment of ~nðkÞ, which leads to an apparent broadening at low
momenta and thus overestimates the value of η. We show an
estimate of this temperature-dependent effect on the expo-
nents (open red triangles) in Fig. 2(a). There may be other
effects in the experiment that contribute additionally to
the deviation, such as higher-order corrections to the
determination of ~g from the fermionic scattering parameters
and density-dependent inelastic loss processes.
The experimental and simulated data raise the question

why correlations in the trapped system decay with a larger
scaling exponent than in the homogeneous case. To elucidate
the role of inhomogeneity, we consider the bosonic field
operator given by ϕ̂ðrÞ≃ ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ρðrÞ
p

exp½iφ̂ðrÞ%. In this repre-
sentation, it is clear that one contribution to the decay of
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FIG. 2 (color online). Power-law scaling exponents across the two-dimensional BEC-BCS crossover. The temperature-dependent
scaling exponent ηðTÞ in (a) the bosonic limit and (b) the crossover regime is shown. The relevant temperature scales in these cases are
given by T0

BEC and TF, respectively. The crossover parameter lnðkFa2DÞ is mildly temperature dependent. For reference, we display the
value at the critical temperature. For ~g ¼ 0.60 [lnðkFa2DÞ≃ −7.3], we show the prediction from QMC calculations for a Bose gas (filled
red triangles) and an estimate of the effect of the finite imaging resolution present in the measured data (open red triangles) [31]. We find
an exponent which increases with temperature in agreement with the BKT theory. The power-law decay eventually ceases at Tc, where a
maximal exponent ηc is reached. (c) The value of ηc is approximately constant for all lnðkFa2DÞ where we have previously observed
condensation of pairs [24]. This strongly suggests that the associated phase transitions are within one universality class.
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FIGURE V.6. Cercles : exposant η obtenu par ajustement des données expérimen-
tales avec une loi algébrique α r−η , pour les paramètres d’interaction g̃ = 0.60
(rouge), 1.07 (vert) et 2.76 (bleu). Triangles pleins : résultats d’une simulation
Monte Carlo quantique pour g̃ = 0.60. Triangles évidés : idem avec en plus la
prise en compte de la résolution finie du système d’imagerie. Figure extraite de
MURTHY, BOETTCHER et al. (2015).

dérablement plus grands. Les valeurs reportées sur la figure V.6 montrent
une plage de valeurs qui s’étend jusqu’à η = 1.5, ce qui est 6 fois le maxi-
mum attendu! Ce facteur 6 est obtenu aussi bien pour les interactions
fortes (g̃ = 2.76) que pour des interactions plus faibles (g̃ = 0.60), ce qui
montre que cet effet n’est pas lié à des effets en dehors de la validité de
l’approche "champ classique" de la transition BKT. Par ailleurs, une simu-
lation Monte Carlo quantique similaire à celle menée par HOLZMANN &
KRAUTH (2008), reproduit assez bien ces résultats quand la résolution im-
parfaite du système d’imagerie est prise en compte.

L’explication de ce désaccord apparent concernant l’ordre algébrique
susceptible d’apparaître dans un gaz de Bose 2D a été donnée par
BOETTCHER & HOLZMANN (2016). L’effet le plus important est la contribu-
tion de la composante normale (non superfluide) qui réside dans la partie
périphérique du piège, et qui se mélange à la composante superfluide lors
de l’expansion ballistique. Cette contribution vient augmenter considéra-
blement l’exposant η. Cette modification est artificielle, dans le sens où la
décroissance de fonction de corrélation G1 dans la zone normale n’est pas
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algébrique, mais exponentielle. Par une analyse précise des deux contri-
butions, superfluide et normale, BOETTCHER & HOLZMANN (2016) ont re-
trouvé le facteur 5 à 6 mesuré expérimentalement. Ils ont également mon-
tré que, pour des paramètres typiques des expériences actuelles, la mesure
de la quantité non moyennée G1(r, 0) permettrait de retrouver l’exposant
attendu dans le cas homogène, pourvu qu’on limite la mesure à la zone
centrale r < 0.2RTF. Ils ont par ailleurs proposé une approximation de cor-
rélation locale, qui consiste à remarquer que lorsque les deux points r et r′

sont dans la zone superfluide, la décroissance de G1(r, r′) entre ces deux
points est à peu près algébrique, avec un exposant qui est la moyenne géo-
métrique de deux exposants η(r) et η(r′) que l’on déduirait des densités
aux points r et r′ en utilisant la loi (V.41).

3-4 Mouvement d’une impureté et modes collectifs

Un moyen naturel pour tester la superfluidité est de s’appuyer sur le
critère de Landau : est-ce qu’une impureté ponctuelle bougeant dans le
fluide à une vitesse inférieure à la vitesse du son c0 subit une force de
friction et dissipe de l’énergie (ASTRAKHARCHIK & PITAEVSKII 2004)? Ce
critère a été testé avec succès sur des gaz 3D dès le début du développe-
ment des gaz quantiques d’atomes (RAMAN, KÖHL et al. 1999 ; ONOFRIO,
RAMAN et al. 2000) et il a été transposé récemment aux gaz de Bose à deux
dimensions. En déplaçant un trou microscopique (rayon ∼ 1µm) créé par
un faisceau laser focalisé, DESBUQUOIS, CHOMAZ et al. (2012) ont observé
un comportement superfluide pour une valeur du paramètre µ/kBT en
relativement bon accord avec la prédiction (V.26). Le léger écart a été expli-
qué dans une publication très récente de SINGH, WEITENBERG et al. (2017),
étudiant la dynamique de la thermalisation du gaz d’atomes après le pas-
sage du trou créé par le laser. Toujours avec des bosons, KWON, KIM et
al. (2016) ont observé l’allée de von Karman composée de vortex, dans le
sillage du trou créé par un laser bougeant à une vitesse supersonique.

Ces expériences ont récemment été reprises à Hambourg pour un gaz
quasi-2D de fermions 6Li au voisinage d’une résonance de Feschbach,
pour explorer toute la région de transition entre un condensat de molé-
cules bosoniques 6Li2 (longueur de diffusion 3D positive) et une assem-
blée de paires de Cooper (longueur de diffusion 3D négative) (WEIMER,

FIGURE V.7. Comportement superfluide d’un gaz de fermions (6Li). Haut : va-
riation de la densité centrale (i.e. chauffage) induit par une impureté bougeant à
vitesse v dans la partie superfluide ou la partie normale du gaz. Bas : vitesse cri-
tique (points verts) et vitesse du son (points rouges) en unité de la vitesse de Fermi
vF dans la zone de transition entre le condensat de molécules 6Li2 et le régime de
paires de Cooper. Figure extraite de WEIMER, MORGENER et al. (2015).
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MORGENER et al. 2015). Là encore, une « impureté laser » était en mou-
vement dans le superfluide, mais au contraire des deux expériences que
nous venons de citer, le potentiel créé par le laser était attractif et l’impu-
reté consistait donc en une bosse de densité plutôt qu’un trou. Un exemple
de comportement superfluide est visible sur la figure V.7 (haut) : l’impu-
reté bougeant dans la zone centrale (superfluide) à une vitesse suffisam-
ment basse ne crée aucun chauffage, et la densité centrale du gaz reste
inchangée. Au contraire, si l’impureté bouge dans la région périphérique,
un chauffage se produit quelle que soit la vitesse de l’impureté. Cette expé-
rience a été reproduite pour différentes valeurs de la longueur de diffusion.
La valeur de la vitesse critique est reportée sur la figure V.7 (bas), de même
que la vitesse du son mesurée en excitant un paquet d’ondes central et en
mesurant sa vitesse d’expansion.

Pour terminer cette section, mentionnons une dernière méthode pour
détecter la superfluidité ; elle passe par l’étude de modes collectifs, en par-
ticulier le mode « ciseaux » initialement considéré en physique nucléaire
pour mettre en évidence la superfluidité de noyaux déformés (GUÉRY-
ODELIN & STRINGARI 1999 ; MARAGO, HOPKINS et al. 2000). Les proprié-
tés de ce mode et sa pertinence pour l’étude de la superfluidité de gaz
atomiques ont fait l’objet de cours au Collège de France par C. Cohen-
Tannoudji (2001-02) et nous n’en rappelons ici que les principales caracté-
ristiques. On considère un piège harmonique légèrement anisotrope dans
le plan xy, ωx > ωy , le gaz à l’équilibre étant donc lui aussi anisotrope. On
tourne légèrement les axes propres du nuage par rapport à leur position
d’équilibre et on regarde l’évolution du système, par exemple en regardant
l’évolution de la quantité moyenne 〈xy〉. Si le gaz est superfluide, on ob-
serve un mouvement non amorti à une seule fréquence, (ω2

x +ω2
y)1/2. Pour

un gaz normal, deux fréquences contribuent à l’évolution (|ωx ± ωy| si le
gaz est dans le régime ballistique), avec en plus un amortissement notable.

Il y a toutefois une difficulté qui apparaît immédiatement quand on
cherche à exploiter ce mode : dans le cadre de l’approximation de densité
locale, le centre du gaz est superfluide mais l’extérieur ne l’est pas. Les
deux types d’évolution sont alors mélangés, ce qui rend difficile l’exploi-
tation quantitative de l’évolution du gaz. DE ROSSI, DUBESSY et al. (2016)
ont récemment contourné cette difficulté de manière élégante. En s’intéres-
sant à la valeur moyenne de xy calculée sur un anneau fin, ils ont montré la
transition attendue entre le régime mono-fréquence au centre (superfluide)

FIGURE V.8. Mode « ciseaux » observé sur un gaz 2D de rubidium en utilisant
une analyse de la moyenne locale de la quantité xy, moyenne prise sur un anneau
fin. Selon la position de l’anneau, on sonde (i) la région centrale superfluide, avec
une seule fréquence d’oscillation ; (ii) la région périphérique normale, avec deux
fréquences d’oscillation non nulles. Figure extraite de DE ROSSI, DUBESSY et al.
(2016).

et le régime bi-fréquence à l’extérieur (normal). La position de la zone de
transition est en bon accord avec les prédictions de champ classique pré-
sentées en § 1.

4 Les polaritons de cavité

4-1 L’hybridation lumière–matière

Les polaritons de cavité sont des particules hybrides mi-lumière, mi-
matière que nous avons déjà rencontrées plusieurs fois dans les cours et
les séminaires des années précédentes. Commençons par présenter sépa-
rément les deux blocs permettant de construire ces polaritons. Nous nous
limitons ici aux quelques concepts indispensables et nous renvoyons le lec-
teur aux articles de revue de CARUSOTTO & CIUTI (2013) et de AMO &
BLOCH (2016) pour approfondir les différentes notions.
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systems in the so-called strong light-matter coupling regime
have turned out to be particularly promising in order to obtain
the relatively strong nonlinear interactions that are necessary
for collective behavior. In this strong coupling regime, the
photon is strongly mixed with matter degrees of freedom,
which gives rise to a new mixed quasiparticle, the polariton
(Hopfield, 1958). Pictorially, the polariton can be seen as a
photon dressed by a matter excitation: a reinforced optical
nonlinearity then appears thanks to the relatively strong inter-
actions between matter excitations. This strong coupling re-
gime can be achieved in a number of material systems, from
atomic gases (Berman, 1994; Raimond, Brune, and Haroche,
2001; Fleischhauer, Imamoǧlu, and Marangos, 2005) to semi-
conducting solid-state media both in bulk (Klingshirn, 2007;
Yu and Cardona, 2010) and in cavity (Weisbuch et al., 1992;
Deveaud, 2007) geometries, to circuit-QED systems based on
superconducting Josephson junctions (Schoelkopf and Girvin,
2008; You and Nori, 2011).

To create a stable luminous fluid, it is also crucial to give a
finite effective mass to the photon. A simple strategy for this
purpose involves a spatial confinement of the photon by
metallic and/or dielectric planar mirrors. In a planar geometry
with a dielectric medium of refractive index n0 and thickness
‘z enclosed within a pair of metallic mirrors, the photon
motion along the perpendicular z direction is quantized as
qz ¼ !M=‘z, M being a positive integer. For each longitu-
dinal mode, the frequency dispersion as a function of the
in-plane wave vector k has the form

!cavðkÞ ¼
c

n0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
q2z þ k2

q
’ !o

cav þ
ℏk2

2mcav
; (1)

where the effective mass mcav of the photon and the cutoff
frequency !o

cav ¼ cqz=n0 are related by the relativisticlike
expression

mcav ¼
ℏn0qz
c

¼ ℏ!o
cav

c2=n20
: (2)

Using suitable values of the effective massmcav and the cutoff
frequency !o

cav extracted from microscopic calculations
(Savona, 1999), the generic form (1) of the dispersion can
be extended to the case of dielectric mirrors. In the presence
of a resonant electronic excitation strongly coupled to the
cavity mode, the elementary excitations of the cavity have
a polaritonic character with a peculiar dispersion law that
reflects their hybrid light-matter nature. An example of such
dispersion is shown in the middle panel of Fig. 1: In spite of
the complex light-matter interaction dynamics, the bottom of
the lower polariton branch is still well approximated by a
parabolic dispersion with an effective mass mLP and a cutoff
frequency !o

LP.
Historically, a first elaboration of the concept of photon fluid

dates back to the work of Brambilla et al. (1991) and Staliunas
(1993), where the time evolution of the coherent electromag-
netic field in a laser cavity with large Fresnel number was
reformulated in terms of hydrodynamic equations analogous
to the Gross-Pitaevskii equation for the superfluid order pa-
rameter. The local light intensity corresponds to the photon
density and the spatial gradient of its phase to the local current;
the collective behavior originates from the effective photon-
photon interactions stemming from the nonlinear refractive
index of the medium as well as from gain saturation. In the

FIG. 1 (color online). Upper panel: Sketch of a planar semicon-
ductor microcavity delimited by two Bragg mirrors and embedding
a quantum well (QW). The wave vector in the z direction perpen-
dicular to the cavity plane is quantized, while the in-plane motion is
free. The cavity photon mode is strongly coupled to the excitonic
transition in the QW. A laser beam with incidence angle " and
frequency ! can excite a microcavity mode with in-plane wave
vector kk ¼ ð!=cÞ sin", while the near-field (far-field) secondary

emission from the cavity provides information on the real-space
(k-space) photon density. Middle panel: The energy dispersion of
the polariton modes versus in-plane wave vector, i.e. the incidence
angle. The exciton dispersion is negligible, due to the heavy mass of
the exciton compared to that of the cavity photon. In the polariton
condensation experiments under incoherent pumping reported in
this figure, the system is incoherently excited by a laser beam tuned
at a very high energy. Relaxation of the excess energy (via phonon
emission, exciton-exciton scattering, etc.) leads to a population of
the cavity polariton states and, possibly, Bose-Einstein condensation
into the lowest polariton state. Lower panel: Experimental obser-
vation of polariton Bose-Einstein condensation obtained by increas-
ing the intensity of the incoherent off-resonant optical pump. From
Kasprzak et al., 2006.
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FIGURE V.9. Géométrie utilisée pour les expériences sur les fluides de polaritons
de cavité. La lumière est stockée entre deux miroirs plans de grande réflectivité
formant une cavité Fabry–Perot résonante. Les excitons sont produits dans un
puits quantique. Un polariton est un boson composite, superposition d’un exci-
ton et d’un photon. On sonde les propriétés du fluide de polaritons en analysant
les propriétés de la lumière sortant de la cavité. Figure extraite de KASPRZAK,
RICHARD et al. (2006).

— La partie "lumière" d’un polariton correspond à un photon stocké
entre deux miroirs plans, dans une cavité de type Fabry-Perot d’axe
optique z et de longueur L (figure V.9). Comme nous l’avons vu au
chapitre 2, un photon résonnant avec la cavité a un vecteur d’onde
(k⊥, kz) avec kz multiple entier de π/L. Si on se limite à des photons
faisant un angle faible avec l’axe z, |k⊥| � kz , l’énergie de ces photons
dans un milieu d’indice n0 s’écrit

~ωph(k⊥) =
~c
n0

(
k2
z + k2

⊥
)1/2 ≈ ~ω0, ph +

~2k2
⊥

2mph
(V.53)

où ω0, ph = ckz/n0 et où la masse effective du photon pour le mouve-
ment dans le plan xy vaut :

mph =
~n0kz
c

= n2
0

~ω0

c2
. (V.54)

En pratique, on utilise des miroirs de Bragg 9 formés de quelques di-
zaines de paires de couches GaxAl1−xAs/GayAl1−yAlAs, avec des

9. Contrairement à l’hypothèse qui a conduit à (V.53), les miroirs de Bragg ont une épais-
seur bien supérieure à la longueur d’onde. Toutefois on peut montrer que le résultat (V.53) se
généralise au cas de miroirs épais (Savona, 1999).

facteurs de qualité Q de plusieurs 104. Pour des photons de longueur
d’onde 10 ∼ 800 nm, ceci conduit à une masse de quelques 10−5me, où
me est la masse de l’électron libre. La durée de vie τph d’un photon
dans ces cavités varie d’une dizaine à quelques dizaines de picose-
condes.

— La partie "matière" d’un polariton est un exciton, c’est-à-dire une
paire électron–trou liée par l’interaction coulombienne dans un semi-
conducteur Ga As. Ces excitons sont créés dans une zone active
(BASTARD & SCHULMAN 1992) placée au centre de la cavité optique et
de faible épaisseur 11, inférieure à 10 nm (figure V.9). Dans cette zone
active, le bas de la bande de conduction se situe à une énergie infé-
rieure à celle de l’environnement : le mouvement des excitons selon
z est donc gelé et ces excitons se déplacent seulement dans le plan
xy. Nous n’aborderons pas ici le détail de la structure d’un exciton 12

et nous le considérerons comme une particule bosonique, de masse
mex = me + mh où me et mh sont les masses effectives d’un électron
et d’un trou, avec une énergie :

~ωex(k⊥) = ~ω0, ex +
~2k2

⊥
2mex

(V.55)

Grosso modo, cette approximation reste valable tant que la distance
entre excitons voisins reste grande devant leur rayon de Bohr ; nous
renvoyons le lecteur souhaitant approfondir ce point vers l’article de
COMBESCOT, BETBEDER-MATIBET et al. (2008).

L’interaction matière-lumière conduit à un mélange de ces deux types
d’états. Partant de la zone active vide d’excitons avec un photon présent
dans la cavité, ce photon peut être absorbé par le semi-conducteur : un
exciton est alors créé. Le processus inverse est également possible : si un
exciton est présent dans le semi-conducteur et qu’il n’y a pas encore de
photon dans la cavité, l’exciton peut disparaître (recombinaison particule-
trou) en émettant un photon dans le mode de la cavité. On obtient ainsi
une oscillation de Rabi possible entre ces deux états. Le point important

10. Indice de réfraction ≈ 3.7 pour Ga As.
11. En pratique on peut placer plusieurs zones actives parallèles les unes aux autres au

voisinage du centre de la cavité optique, pour augmenter le signal.
12. Dans les puits quantiques de GaAs utilisés en pratique, le rayon de Bohr de l’exciton

est ∼ 5 nm.
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systems in the so-called strong light-matter coupling regime
have turned out to be particularly promising in order to obtain
the relatively strong nonlinear interactions that are necessary
for collective behavior. In this strong coupling regime, the
photon is strongly mixed with matter degrees of freedom,
which gives rise to a new mixed quasiparticle, the polariton
(Hopfield, 1958). Pictorially, the polariton can be seen as a
photon dressed by a matter excitation: a reinforced optical
nonlinearity then appears thanks to the relatively strong inter-
actions between matter excitations. This strong coupling re-
gime can be achieved in a number of material systems, from
atomic gases (Berman, 1994; Raimond, Brune, and Haroche,
2001; Fleischhauer, Imamoǧlu, and Marangos, 2005) to semi-
conducting solid-state media both in bulk (Klingshirn, 2007;
Yu and Cardona, 2010) and in cavity (Weisbuch et al., 1992;
Deveaud, 2007) geometries, to circuit-QED systems based on
superconducting Josephson junctions (Schoelkopf and Girvin,
2008; You and Nori, 2011).

To create a stable luminous fluid, it is also crucial to give a
finite effective mass to the photon. A simple strategy for this
purpose involves a spatial confinement of the photon by
metallic and/or dielectric planar mirrors. In a planar geometry
with a dielectric medium of refractive index n0 and thickness
‘z enclosed within a pair of metallic mirrors, the photon
motion along the perpendicular z direction is quantized as
qz ¼ !M=‘z, M being a positive integer. For each longitu-
dinal mode, the frequency dispersion as a function of the
in-plane wave vector k has the form

!cavðkÞ ¼
c

n0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
q2z þ k2

q
’ !o

cav þ
ℏk2

2mcav
; (1)

where the effective mass mcav of the photon and the cutoff
frequency !o

cav ¼ cqz=n0 are related by the relativisticlike
expression

mcav ¼
ℏn0qz
c

¼ ℏ!o
cav

c2=n20
: (2)

Using suitable values of the effective massmcav and the cutoff
frequency !o

cav extracted from microscopic calculations
(Savona, 1999), the generic form (1) of the dispersion can
be extended to the case of dielectric mirrors. In the presence
of a resonant electronic excitation strongly coupled to the
cavity mode, the elementary excitations of the cavity have
a polaritonic character with a peculiar dispersion law that
reflects their hybrid light-matter nature. An example of such
dispersion is shown in the middle panel of Fig. 1: In spite of
the complex light-matter interaction dynamics, the bottom of
the lower polariton branch is still well approximated by a
parabolic dispersion with an effective mass mLP and a cutoff
frequency !o

LP.
Historically, a first elaboration of the concept of photon fluid

dates back to the work of Brambilla et al. (1991) and Staliunas
(1993), where the time evolution of the coherent electromag-
netic field in a laser cavity with large Fresnel number was
reformulated in terms of hydrodynamic equations analogous
to the Gross-Pitaevskii equation for the superfluid order pa-
rameter. The local light intensity corresponds to the photon
density and the spatial gradient of its phase to the local current;
the collective behavior originates from the effective photon-
photon interactions stemming from the nonlinear refractive
index of the medium as well as from gain saturation. In the

FIG. 1 (color online). Upper panel: Sketch of a planar semicon-
ductor microcavity delimited by two Bragg mirrors and embedding
a quantum well (QW). The wave vector in the z direction perpen-
dicular to the cavity plane is quantized, while the in-plane motion is
free. The cavity photon mode is strongly coupled to the excitonic
transition in the QW. A laser beam with incidence angle " and
frequency ! can excite a microcavity mode with in-plane wave
vector kk ¼ ð!=cÞ sin", while the near-field (far-field) secondary

emission from the cavity provides information on the real-space
(k-space) photon density. Middle panel: The energy dispersion of
the polariton modes versus in-plane wave vector, i.e. the incidence
angle. The exciton dispersion is negligible, due to the heavy mass of
the exciton compared to that of the cavity photon. In the polariton
condensation experiments under incoherent pumping reported in
this figure, the system is incoherently excited by a laser beam tuned
at a very high energy. Relaxation of the excess energy (via phonon
emission, exciton-exciton scattering, etc.) leads to a population of
the cavity polariton states and, possibly, Bose-Einstein condensation
into the lowest polariton state. Lower panel: Experimental obser-
vation of polariton Bose-Einstein condensation obtained by increas-
ing the intensity of the incoherent off-resonant optical pump. From
Kasprzak et al., 2006.
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FIGURE V.10. Relation de dispersion (k, ~ωex) pour le mouvement d’un pola-
riton dans le plan xy, résultant de l’hybridation entre la relation de dispersion
d’un exciton, quasiment plate à cette échelle, et celle d’un photon, qui acquiert une
masse effective (très faible) du fait de son confinement dans la cavité Fabry–Perot.
Figure extraite de KASPRZAK, RICHARD et al. (2006).

est que l’impulsion dans le plan xy est conservée lors de cette oscillation
de Rabi : le couplage matière lumière se fait à k⊥ constant.

4-2 La relation de dispersion des polaritons de cavité

Les gaz quantiques de polaritons sont obtenus en se plaçant dans le ré-
gime de couplage fort, pour lesquels le couplage cohérent décrit ci-dessus,
caractérisé par une fréquence de Rabi Ω, est beaucoup plus grand que
l’inverse des temps de relaxation du système, en particulier τph. Dans
ce régime, l’excitation hybride appelée polariton correspond aux modes
propres de l’hamiltonien (figure V.10)

Ĥ(k⊥) = ~



ωph(k⊥) Ω

Ω ωex(k⊥)


 (V.56)

couplant les deux branches photoniques et excitoniques, pour une impul-
sion k⊥ donnée. Le régime le plus intéressant en terme de fluide quantique

est obtenu pour ω0, ph ≈ ω0, ex, et il correspond aux deux branches de va-
leur propres E±(k⊥) (cf. figure V.10) :

E± =
~
2

(ωph + ωex)± ~
2

[
(ωph − ωex)

2
+ 4Ω2

]1/2
(V.57)

Plaçons-nous dans le cas où ωph ≈ ωex, pour lequel on a en k⊥ = 0
la relation E± = ~(ωph ± Ω). Les modes de polaritons correspondants ont
alors une amplitude égale pour la partie photonique et la partie excito-
nique, du moins tant que ~2k2

⊥/2mph � Ω. La courbure des deux branches
au voisinage de k⊥ = 0 est dominée par l’aspect photonique, avec une
masse effective meff ≈ 2mph, ce qui est donc très faible devant la masse
d’un exciton. Cette masse effective très faible a une conséquence directe
pour l’obtention du régime de dégénérescence quantique : la densité dans
l’espace des phases D = ρλ2

T fait intervenir le carré de la longueur d’onde
thermique

λ2
T =

2π~2

meffkBT
, (V.58)

ce qui entraîne que pour une densité et une température données, D est
augmentée par 5 ordres de grandeur par rapport à un gaz d’excitons purs !
Un point tout aussi remarquable de cette hybridation est que l’interaction
polariton-polariton est très significative du fait de l’amplitude significative
de la branche excitonique. On arrive ainsi avec ces polaritons à fabriquer
des quasi-particules de très faible masse, de l’ordre de celle des photons
dans la cavité, mais notablement couplées entre elles, ce qui est indispen-
sable pour atteindre un état superfluide. Dans ce qui suit, nous allons nous
concentrer sur la branche inférieure E−, appelée lower polariton sur la fi-
gure V.10.

Les polaritons sont créés grâce à une irradiation laser qui crée des paires
électron-trou. Ces paires ont une énergie nettement plus grande que kBT ,
mais elles refroidissent par l’émission de phonons. Du fait de la durée de
vie finie d’un polariton, on atteint un régime stationnaire avec une densité
spatiale qui est une fonction croissante de l’intensité du laser de pompe.
On est donc en présence d’un système dissipatif ouvert, ce qui est a priori
très différent des gaz d’atomes que nous avons rencontrés jusqu’à mainte-
nant. Toutefois ce gaz de polaritons peut atteindre un régime stationnaire,
et ce régime sera proche d’un état d’équilibre thermique si le temps carac-
téristique de thermalisation est court devant la durée de vie d’un polariton.

104



CHAPITRE V. LA TRANSITION BKT EXPLORÉE AVEC DES GAZ § 4. Les polaritons de cavité

4-3 Quasi-condensat de polaritons

Le premier fluide de polaritons de cavité présentant les signes d’une
condensation de Bose–Einstein a été décrit par KASPRZAK, RICHARD et
al. (2006) [voir aussi BALILI, HARTWELL et al. (2007)]. Le schéma de l’ex-
périence est représenté sur la figure V.11. Le spot illuminé par le laser de
pompe a un diamètre de 35µm et un profil plat pour que la production
de polaritons soit uniforme dans ce disque. L’excitation est faite avec une
énergie ~ω nettement supérieure (de 100 meV) à l’énergie du fondamental.
Le seuil de condensation est atteint en augmentant la puissance de pompe :
au dessus d’un certain seuil, la lumière émise par la cavité provient presque
exclusivement du voisinage de k⊥ = 0 (figure V.11). Une analyse plus pré-
cise montre qu’à partir du seuil, les états excités sont pratiquement saturés
et les polaritons en excès s’accumulent dans l’état k⊥ = 0 ou en son voisi-
nage immédiat. La résolution en énergie de ces mesures n’est toutefois pas
suffisante pour déterminer s’il s’agit d’un vrai condensat (pic de Dirac en
k⊥ = 0) ou du quasi-condensat (quasi-ordre algébrique) attendu à 2D.

La description générale de l’interaction polariton-polariton est com-
plexe. Les excitons peuvent exister dans 4 états de spin, caractérisés par
leur projection le long de l’axe z : σ = ±1,±2. Pour les expériences que
nous décrivons ici, seuls les états σ = ±1 sont pertinents. Dans le cas par-
ticulier où la lumière incidente utilisée pour créer les excitons est polari-
sée circulairement, seule une des deux valeurs possibles de σ est réalisée
et l’interaction entre polaritons peut se décrire comme une interaction de
contact répulsive, avec un coefficient de couplage g̃ constant. Nous nous
limiterons à ce cas pour simplifier la discussion.

Une modélisation en terme de champ classique ψ(r, t) à deux dimen-
sions d’espace conduit alors à une équation du mouvement proche de
l’équation de Gross–Pitaevskii utilisée pour des gaz atomiques :

∂ψ

∂t
= − ~2

2meff
∇2ψ +

~2g̃

meff
|ψ|2ψ − i

γ

2
ψ + Γpump. (V.59)

Le facteur sans dimension g̃ caractérisant la force des interactions se situe
dans la plage 0.01 – 0.05, ce qui est comparable aux gaz atomiques en inter-
action faible. Les deux derniers termes de cette équation décrivent respecti-
vement (i) la décroissance du champ de polariton du fait de la durée de vie
finie des quasi-particules et (ii) l’alimentation de ce champ par le laser de

systems in the so-called strong light-matter coupling regime
have turned out to be particularly promising in order to obtain
the relatively strong nonlinear interactions that are necessary
for collective behavior. In this strong coupling regime, the
photon is strongly mixed with matter degrees of freedom,
which gives rise to a new mixed quasiparticle, the polariton
(Hopfield, 1958). Pictorially, the polariton can be seen as a
photon dressed by a matter excitation: a reinforced optical
nonlinearity then appears thanks to the relatively strong inter-
actions between matter excitations. This strong coupling re-
gime can be achieved in a number of material systems, from
atomic gases (Berman, 1994; Raimond, Brune, and Haroche,
2001; Fleischhauer, Imamoǧlu, and Marangos, 2005) to semi-
conducting solid-state media both in bulk (Klingshirn, 2007;
Yu and Cardona, 2010) and in cavity (Weisbuch et al., 1992;
Deveaud, 2007) geometries, to circuit-QED systems based on
superconducting Josephson junctions (Schoelkopf and Girvin,
2008; You and Nori, 2011).

To create a stable luminous fluid, it is also crucial to give a
finite effective mass to the photon. A simple strategy for this
purpose involves a spatial confinement of the photon by
metallic and/or dielectric planar mirrors. In a planar geometry
with a dielectric medium of refractive index n0 and thickness
‘z enclosed within a pair of metallic mirrors, the photon
motion along the perpendicular z direction is quantized as
qz ¼ !M=‘z, M being a positive integer. For each longitu-
dinal mode, the frequency dispersion as a function of the
in-plane wave vector k has the form

!cavðkÞ ¼
c

n0

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
q2z þ k2

q
’ !o

cav þ
ℏk2

2mcav
; (1)

where the effective mass mcav of the photon and the cutoff
frequency !o

cav ¼ cqz=n0 are related by the relativisticlike
expression

mcav ¼
ℏn0qz
c

¼ ℏ!o
cav

c2=n20
: (2)

Using suitable values of the effective massmcav and the cutoff
frequency !o

cav extracted from microscopic calculations
(Savona, 1999), the generic form (1) of the dispersion can
be extended to the case of dielectric mirrors. In the presence
of a resonant electronic excitation strongly coupled to the
cavity mode, the elementary excitations of the cavity have
a polaritonic character with a peculiar dispersion law that
reflects their hybrid light-matter nature. An example of such
dispersion is shown in the middle panel of Fig. 1: In spite of
the complex light-matter interaction dynamics, the bottom of
the lower polariton branch is still well approximated by a
parabolic dispersion with an effective mass mLP and a cutoff
frequency !o

LP.
Historically, a first elaboration of the concept of photon fluid

dates back to the work of Brambilla et al. (1991) and Staliunas
(1993), where the time evolution of the coherent electromag-
netic field in a laser cavity with large Fresnel number was
reformulated in terms of hydrodynamic equations analogous
to the Gross-Pitaevskii equation for the superfluid order pa-
rameter. The local light intensity corresponds to the photon
density and the spatial gradient of its phase to the local current;
the collective behavior originates from the effective photon-
photon interactions stemming from the nonlinear refractive
index of the medium as well as from gain saturation. In the

FIG. 1 (color online). Upper panel: Sketch of a planar semicon-
ductor microcavity delimited by two Bragg mirrors and embedding
a quantum well (QW). The wave vector in the z direction perpen-
dicular to the cavity plane is quantized, while the in-plane motion is
free. The cavity photon mode is strongly coupled to the excitonic
transition in the QW. A laser beam with incidence angle " and
frequency ! can excite a microcavity mode with in-plane wave
vector kk ¼ ð!=cÞ sin", while the near-field (far-field) secondary

emission from the cavity provides information on the real-space
(k-space) photon density. Middle panel: The energy dispersion of
the polariton modes versus in-plane wave vector, i.e. the incidence
angle. The exciton dispersion is negligible, due to the heavy mass of
the exciton compared to that of the cavity photon. In the polariton
condensation experiments under incoherent pumping reported in
this figure, the system is incoherently excited by a laser beam tuned
at a very high energy. Relaxation of the excess energy (via phonon
emission, exciton-exciton scattering, etc.) leads to a population of
the cavity polariton states and, possibly, Bose-Einstein condensation
into the lowest polariton state. Lower panel: Experimental obser-
vation of polariton Bose-Einstein condensation obtained by increas-
ing the intensity of the incoherent off-resonant optical pump. From
Kasprzak et al., 2006.
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Michelson interferometer to study phase spatial correlations. Exper-
iments discussed in this work were performed for a slightly positive
cavity–exciton detuning (3 to 8meV).

Thermalization and condensation
Under non-resonant and high excitation, the polariton emission in
CdTe-based microcavities becomes highly nonlinear18,27–30. We first
analyse the spectral and angular distribution of the emission as a
function of the excitation power. Figure 2a displays pseudo-3D
images of the angular distribution of the spectrally integrated
emission. Below threshold (left), the emission exhibits a smooth
distribution around vx ¼ v y ¼ 08, that is, around kk ¼ 0. When the
excitation intensity is increased, the emission from the zero momen-
tum state becomes predominant at threshold (centre) and a sharp
peak forms at kk ¼ 0 above threshold (right). Figure 2b shows the
energy and angle-resolved emission intensities. The width of the
momentum distribution shrinks with increasing excitation intensity,
and above threshold, the emission mainly comes from the lowest
energy state at kk ¼ 0. The polariton occupancy has been extracted
from such emission patterns by taking into account the radiative
lifetime of polaritons.
Figure 3a shows the occupancy of the ground state, as well as its

emission energy and linewidth as a function of excitation power.
With increasing excitation power, the occupancy first increases
linearly, then exponentially, with sharp threshold-like behaviour. It
should be noted that the occupancy at threshold is close to unity,
consistent with a polariton relaxation process stimulated by the
ground-state population: a specific feature of bosons. The emission
blue shift was measured to be less than a tenth of the Rabi splitting at
a pumping level ten times above the nonlinear threshold, confirming
that the microcavity is still in the strong coupling regime. We
measured the ordinary lasing excitation threshold and found it to
be 50 times higher than the condensation threshold (not shown).
The linewidth of the kk ¼ 0 emission shows significant narrowing

at the nonlinear threshold29,30, down to half of the polariton line-
width in the linear regime (Fig. 3a). The line broadening observed at
higher excitation is due to decoherence induced by polariton self-
interaction31. We studied the coherence time more directly using a
Michelson interferometer (not shown). This measurement gives a
coherence time of 1.5 ps below the nonlinear threshold, and 6 ps
above threshold, consistent with the spectral narrowing observed at
threshold.
Signatures of polariton coherence in CdTe-based microcavities

have been previously reported28,29. Macroscopic coherence in the
momentum plane was observed above the nonlinear threshold28.
However, the use of a small excitation spot (3 mm diameter) pre-
vented relaxation into the lowest polariton energy states: polariton
stimulation occurred in excited states and was thus only remotely
connected with BEC. An experiment under conditions more favour-
able to BEC (25-mm-diameter spot), in which polaritons could
condense into the lowest energy state, indirectly showed the build-
up of macroscopic coherence in real space above threshold29. How-
ever, that measurement was obtained under pulsed excitation (150-fs
pulses), thus precluding steady state in the system and mixing high
polariton densities at short times and low densities at long times on
the same spectra.
Figure 3b displays the occupancy of polaritons as a function of

their energy. The occupancy is computed by measuring the intensity
of the signal, taking into account the polariton radiative recombina-
tion rate and the efficiency of the collection set-up. The uncertainty
may be estimated to be roughly a factor of two. The estimation has
been performed for different detunings and the threshold is always
observed for occupancies of the order of one, in agreement with all
previous measurements. For the sake of simplicity, we have arbitra-
rily adjusted the ground-state occupancy to be one at threshold. At
very low excitation power, the polariton occupancy is not therma-
lized29,32,33. Close to threshold, the occupancy can be fitted with a
Maxwell–Boltzmann distribution, indicating a polariton gas in

Figure 3 |Polariton occupancymeasured at 5K. a, Occupancy of the kk ¼ 0
ground state (solid black diamonds), its energy blue shift (solid green
circles) and linewidth (open red triangles) versus the excitation power. The
blue shift is plotted in units of the Rabi splitting Q ¼ 26meV. At low
excitation densities, the ground-state occupancy increases linearly with the
excitation and then, immediately after threshold, increases exponentially
before becoming linear again. This sharp transition is accompanied by a
decrease of the linewidth by about a factor of two, corresponding to an
increase of the polariton coherence. Further increase in linewidth is due to
interaction between polaritons in the condensate. The polariton ground
state slightly blue shifts, by less than 7% of the Rabi splitting for densities up
to seven times the threshold density, staying well below the uncoupled
exciton (EX) and photon mode (Eph) energies. This provides clear evidence
of the strong coupling regime. b, Polariton occupancy in ground- and
excited-state levels is plotted in a semi-logarithmic scale for various

excitation powers. For each excitation power, the zero of the energy scale
corresponds to the energy of the kk ¼ 0 ground state. The occupancy is
deduced from far-field emission data (see Fig. 2b), taking into account the
radiative lifetime of polaritons. At the excitation threshold, the polariton gas
is fully thermalized, as indicated by the Boltzmann-like exponential decay of
the distribution function. Above threshold, the ground state becomes
massively occupied, whereas the excited states are saturated, which is typical
of BEC. The polariton thermal cloud is found to be at 19K without
significant changes when increasing the excitation to twice the threshold
power. The low-energy part of the polariton occupancy cannot usually be
properly fitted by a Bose distribution function, as expected for BEC of
interacting particles. The error bars indicate standard deviation for each
point; and the absolute uncertainty in occupation factor and polariton
energy is given as the black scale bars.
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FIGURE V.11. Spectre de la lumière émise par la micro-cavité quand on varie la
puissance de pompe. Au dessus d’un certain seuil, la lumière émise est concen-
trée autour de k⊥ = 0, signalant l’accumulation macroscopique de polaritons au
voisinage de ce point. La population des états de grande énergie est saturée. L’ex-
périence est faite à 5 K. Figure extraite de KASPRZAK, RICHARD et al. (2006).
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FIGURE V.12. Un fluide de polaritons est créé dans un milieu très allongé. En
faisant interférer la lumière issue de deux points séparés d’une distance a, on sonde
la cohérence en phase du fluide. La figure de droite obtenue pour a = 200µm,
c’est-à-dire entre les deux extrémités de l’échantillon, montre que la cohérence en
phase reste très bonne malgré l’éloignement de ces deux points. Figure extraite de
WERTZ, FERRIER et al. (2010).

pompe. Cette alimentation peut prendre des formes différentes selon que
le pompage est cohérent, auquel cas le laser de pompe impose sa phase
au champ de polariton, ou incohérent quand la cohérence de la pompe est
effacée lors de la relaxation des polaritons. Cette deuxième situation est
voisine du cas des gaz d’atomes, la cohérence éventuelle n’étant pas im-
posée de l’extérieur, mais résultant d’une accumulation macroscopique de
polaritons dans des états de basse énergie cinétique, accumulation favori-
sée par la stimulation bosonique.

4-4 Expériences montrant un quasi-ordre en phase

Un avantage majeur des condensats de polaritons par rapport aux
condensats atomiques réside dans le fait que le champ électromagnétique
qui s’échappe de la cavité du fait de la réflexivité imparfaite des miroirs
porte l’information de la phase du champ de polariton ψ. Avec des atomes,
nous avons vu que l’on est obligé de recourir à des techniques relativement
élaborées pour accéder à la fonction de corrélationG1. Avec des polaritons,
il "suffit" de faire l’analyse des corrélations en phase du champ électroma-
gnétique sortant de la cavité.

Un premier exemple de cette analyse des corrélations en phase est

approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].
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approximately 300:1. Our experimental system and method-
ology have been described in detail in Ref. [24]. We perform
in situ imaging of the sample as a function of temperature and
interaction strength. From the central density, we define the
Fermi momentum kF and Fermi temperature TF, which
constitute the relevant scales in the system. As shown in
Ref. [24], for our experimental parameters, all the relevant
energy scales are smaller than the axial confinement energy
ℏωz. Hence, the system is in the quasi-2D regime.
We tune the interparticle interactions by using a Feshbach

resonance located at 832 G. Using the 3D scattering length
a3D [26], the axial oscillator length lz [27], and the Fermi
momentum, we construct the effective 2D scattering
length a2D and crossover parameter lnðkFa2DÞ [25]. For
lnðkFa2DÞ ≪ −1 and lnðkFa2DÞ ≫ 1, we are in the bosonic
and fermionic limit of the crossover, respectively.
In addition to the measurements, we perform path-integral

quantum Monte Carlo (QMC) computations of a Bose gas
[28,29] in a highly anisotropic 3D trap with parameters
similar to those employed in the experiment. In the simu-
lations, the bosons interact via the molecular scattering
length amol ¼ 0.6a3D [30]. The relevant parameters that
describe the system in terms of pointlike bosons are the
effective bosonic coupling strength ~g ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
amol=lz and the

condensation temperature of an ideal 2D Bose gas
T0
BEC ¼

ffiffiffiffiffiffiffi
6N

p
ðℏωr=πkBÞ ≈ 140 nK, where N is the number

of particles. We use these bosonic parameters to compare our
measurements to QMC calculations at the lowest magnetic
field values, where we have ~g ¼ 0.6; 1.07; 2.76; 7.75 [31].
From the QMC computations, we obtain the local density
profile and the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ ¼
hϕ̂†ðxÞϕ̂ðx0Þi for different interaction strengths and temper-
atures, where ϕ̂ðxÞ is the bosonic field operator.
The global off-diagonal correlations in the system are

encoded in the momentum distribution of particles. To
reliably measure the in-plane momentum distribution ~nðkÞ
of our sample, we employ the matter-wave focusing
technique described in Refs. [16,32,33], where the gas
expands freely in the axial direction while being focused by
a harmonic potential in the radial plane. After expansion for
a quarter of the period of the focusing potential, the initial
momentum distribution is mapped to the spatial density
profile, which we then image. We combine this focusing
method with a rapid magnetic field ramp into the weakly
interacting regime. This rapid ramp technique—along with
the fast axial expansion due to the large anisotropy of the
trap—ensures that interparticle collisions during the focus-
ing do not cause significant distortions to the measured
momentum distribution. From ~nðkÞ, we extract the abso-
lute temperature T by means of a Boltzmann fit to the high-
k thermal region [34].
To quantitatively investigate the spatial coherence in our

system, we determine the first-order correlation function
g1ðrÞ by means of a 2D Fourier transform of the measured
~nðkÞ. It is related to the one-body density matrix ρ1ðx;x0Þ
by means of

g1ðrÞ ¼
Z

d2k ~nðkÞeik·r

¼
Z

d2Rρ1ðR − r=2;Rþ r=2Þ: ð1Þ

A derivation of these relations is given in Supplemental
Material [31]. The function g1ðrÞ is a trap-averaged
function, which captures the off-diagonal correlations of
all particles in the system. Similarly, one can also define the
central correlation function G1ðr; 0Þ ¼ hϕ̂†ðrÞϕ̂ð0Þi, mea-
sured in the interference experiments [14,35], which
characterizes the correlations only in the central region
of the trap, where the density is approximately uniform.
In general, the two functions do not contain the same
information and are equivalent only in a translation
invariant system [31]. Note that, due to the radial symmetry
of the trapping and focusing potentials, the correlations
depend only on distance, and therefore it suffices to
consider the azimuthally averaged function g1ðrÞ.
Figure 1 shows the experimentally determined g1ðrÞ for

different temperatures in the strongly interacting crossover
regime. The correlation functions are normalized such that
g1ð0Þ ¼ 1. As expected, at high temperatures, g1ðrÞ decays
exponentially with correlation lengths on the order of the
thermal wavelength (λT ∼ 1.5 μm). As we lower the tem-
perature, we eventually observe the onset of coherence over
an extended spatial range that corresponds to several radial
oscillator lengths lr, with lr ≈ 6.8 μm. This shows that
phase fluctuations in the system are nonlocal and span
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FIG. 1 (color online). First-order correlation function g1ðrÞ for
different temperatures at lnðkFa2DÞ≃ −0.5 (upper left panel) and
lnðkFa2DÞ≃ 0.5 (lower left panel). The temperature scale used here
is t ¼ T=T0

BEC. (a) At high temperatures, correlations decay
exponentially as expected for a gas in the normal phase. At low
temperatures, we observe algebraic correlations [g1ðrÞ ∝ r−ηðTÞ]
with a temperature-dependent scaling exponent ηðTÞ. (b) This
qualitative change of behavior is clearly visible in the χ2 for both
exponential and algebraic fits (right panel), where a small value
signals a good fit. In particular, this allows for an accurate
determination of the transition temperature Tc (vertical dashed
lines) [31].

PRL 115, 010401 (2015) P HY S I CA L R EV I EW LE T T ER S
week ending
3 JULY 2015

010401-2
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regions of the sample where the density is not uniform.
As pointed out in Refs. [36,37], such extended spatial
coherence in an interacting system is a sufficient condition
for superfluidity in two-dimensional systems.
As the temperature is lowered below a critical value, we

find that the correlation function in an intermediate range
3λT < r < 20λT is well described by a power-law decay,
whereas exponential behavior is clearly disfavored. We
quantify this by extracting the χ2 for both fit functions at
different temperatures and observe a clear transition from
exponential to algebraic decay [see Fig. 1(b)]. This quali-
tative change in g1ðrÞ provides an alternative way to
determine the phase transition temperature Tc from the
kink in χ2ðTÞ [31]. We find that the corresponding Tc
obtained in this manner agrees with the temperature
associated with the onset of pair condensation that was
measured in our previous work [24].
The power-law decay of g1ðrÞ means that the spatial

coherence of the entire sample is characterized by a single
exponent η. Figure 2 shows the experimentally determined
η for all the interaction strengths accessed in this work.
We find ηðTÞ to increase with temperature until it reaches
a maximal value at Tc, indicating a slower falloff of
correlations at lower temperatures. Although such temper-
ature dependence is qualitatively consistent with the BKT
theory, we observe the values of the exponents to be in the
range 0.6–1.4 for the temperatures accessed in the meas-
urement, which is substantially above the expectation of
η ≤ 0.25 for the homogeneous setup.
To confirm the large scaling exponents in the trapped

system, we compute the one-body density matrix on the
bosonic side by using the QMC technique described above.
This allows us to determine both the trap-averaged corre-
lation function g1ðrÞ as well as the central correlation
function G1ðr; 0Þ. The trap-averaged g1ðrÞ shows the
same behavior as in the experimental case, i.e., a transition

from exponential to algebraic decay at low temperatures.
The corresponding QMC transition temperatures also agree
with the measured values of Tc for ~g ¼ 0.60, 1.07, and
2.76. Furthermore, the maximal scaling exponent at Tc
extracted from the QMC g1ðrÞ for ~g ¼ 0.6 is approximately
1.35, which is close to the experimentally determined
ηðTcÞ≃ 1.4. The central correlation function G1ðr; 0Þ
shows a transition to algebraic order as well—with the
same Tc as in the experiment—but with a maximal
exponent of approximately 0.25, as expected for a homo-
geneous system. This finding is also in agreement with the
measurement of G1ðr; 0Þ in the interference experiments
[14] and is explained by the nearly uniform density in the
center of the trap.
Figure 2(a) shows the comparison between the exper-

imental and QMC values of ηðTÞ for ~g ¼ 0.60
[lnðkFa2DÞ≃ −7.3]. Although both show similar depend-
ence on temperature, we find a considerable quantitative
deviation between them. As discussed in Supplemental
Material [31], this discrepancy can mostly be attributed to
the effect of the finite imaging resolution in the measure-
ment of ~nðkÞ, which leads to an apparent broadening at low
momenta and thus overestimates the value of η. We show an
estimate of this temperature-dependent effect on the expo-
nents (open red triangles) in Fig. 2(a). There may be other
effects in the experiment that contribute additionally to
the deviation, such as higher-order corrections to the
determination of ~g from the fermionic scattering parameters
and density-dependent inelastic loss processes.
The experimental and simulated data raise the question

why correlations in the trapped system decay with a larger
scaling exponent than in the homogeneous case. To elucidate
the role of inhomogeneity, we consider the bosonic field
operator given by ϕ̂ðrÞ≃ ffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ρðrÞ
p

exp½iφ̂ðrÞ%. In this repre-
sentation, it is clear that one contribution to the decay of
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an exponent which increases with temperature in agreement with the BKT theory. The power-law decay eventually ceases at Tc, where a
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and a band-pass interference filter, which reject scattered laser
light without distorting the LP spectrum.

We confirmed that the sample disorder potential is weak in two
ways (see SI Appendix). First, the lineshape of the luminescence
at low excitation power is Lorentzian, which is characteristic of a
homogeneously broadened line. Second, we measured a 2D map
of the disorder potential with resolution approximately 1 μm and
found that its spatial fluctuations are indeed weaker than the
homogeneous broadening and also much weaker than the energy
shift due to polariton–polariton interactions. Therefore, we can
ignore the sample disorder in our experiment. The condensate is
still localized in space, though, following the shape of the laser
excitation spot.

The first order spatial correlation function is defined as

gð1Þðr1; t1; r2; t2Þ ¼
hψ †

1ψ2iffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
hψ †

1ψ1ihψ †
2ψ2i

q [1]

where ψ †
i and ψ i are the creation and annihilation field operators

at space-time point ðri; tiÞ. To measure this function, we built a
Michelson interferometer setup. A schematic is shown in Fig. 1A.
It includes a mirror in one arm, and a right angle prism in the
other. We overlap the condensate real-space image with its
reflected version, so that fringes similar to that of Fig. 1B are
observed on the camera. By changing the length of one interfe-
rometer arm, as shown in Fig. 1A, the relative phase of the two
beams is shifted. As a result, the intensity measured at one pixel
point shows a sinusoidal modulation (Fig. 1C). From the data of
Fig. 1C, we extract the phase difference of the two images at a

particular pixel point, as well as the fringe visibility. The latter is
proportional to the first order correlation function, which is the
physical quantity we are interested in in this experiment.

The prismM2 in Fig. 1A forms the reflection of the condensate
image along the prism axis. Therefore, point ðx; yÞ overlaps with
either ð−x; yÞ, or ðx; −yÞ on the camera, depending on the orien-
tation of the prism. This allows us to measure

gð1Þðx; −x; τÞ ≡ hgð1Þðx; y; tþ τ;−x; y; tÞit; [2]

or

gð1Þðy; −y; τÞ ≡ hgð1Þðx; y; tþ τ; x; −y; tÞit; [3]

where hit denotes time average. In this experiment, we are mainly
interested in interference at τ ¼ 0, so when the time argument is
not mentioned explicitly, we imply τ ¼ 0.

We repeat the procedure explained in Fig. 1 for every pixel, so
that we measure the phase difference between the two interfering
images in addition to the correlation function across the whole
spot. Representative data are shown in Fig. 2. Recording both
these quantities allows us to identify useful signal from systematic
or random noise. Because the prism displaces the beam that is
incident on it, the images from the mirror and the prism are
focused on the camera from different angles, so the two phase
fronts are tilted with respect to each other. As a consequence, we
expect to measure a constant phase tilt. This is the case in Fig. 2B,
in which the laser power is above threshold and a condensate has
formed. We conclude that our measurement of the correlation
function in Fig. 2D is reliable over this whole area. On the other
hand, at a pump rate below threshold, only short-range correla-
tions exist. Fig. 2A shows that in this case the phase difference is
measured correctly only over a small area around the center,
(jxj ≤ 1 μm). So the measured values of gð1Þðx; −xÞ outside this
area are not reliable and give an estimate of our measurement
uncertainties. As is clear from Fig. 2C, the experimental error
can be suppressed down to 0.01.

Phase maps such as those in Fig. 2 have been used to identify
localized phase defects—namely, quantum vortices (19). The
data of Fig. 2B show that such localized defects are not present
in our sample. At points with large fringe visibility (near
x ¼ 0 μm), fringes are perfectly parallel, whereas defects that ap-
pear for large jxj could be due to a numerical uncertainty in the
measurement of the local phase due to the small fringe visibility.
In any case, localized stationary phase defects cannot influence
gð1ÞðrÞ, because it is their motion that destroys spatial correlations
and not their mere presence. It has been found that vortices
appear in large disorder samples (19), when a direct external
perturbation is introduced (20), before the condensate reaches
its steady state (21), or when the condensate moves against an
obstacle (22, 23). None of these conditions is satisfied in our ex-
periment. On the other hand, we have found that, under the same
conditions as the current experiment, mobile bound vortex pairs
appear spontaneously due to the special form of the pumping
spot and the pumping and decay noise (18). In ref. 18), we found
that a single mobile bound vortex–antivortex pair is visible in a
small condensate. In the current experiment, we probe larger
condensate sizes, so it is likely that several vortex pairs are pre-
sent at the same time. Mobile bound vortex pairs are in general
invisible in time-integrated phase maps, like the one in Fig. 2B,
and they are consistent with a power-law decay of gð1ÞðrÞ.

Fig. 3A shows the short-distance dependence of gð1Þðx; −xÞ for
the same pumping power as in Fig. 2A andC. Every dot in Fig. 3A
corresponds to one pixel on the camera, and the x axis is its
distance from the axis of reflection (slightly tilted with respect to
the columns of the charge-coupled device array). Data at dis-
tances jxj > 1 μm is noise, because the measured phase in this
area is random (Fig. 2A). At shorter distances, we can measure
gð1Þðx; −xÞ reliably, and we find that the correlation function has a
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Fig. 1. Michelson interferometer. (A) Schematic of the setup for measure-
ment of the correlation function. The laser is linearly polarized, and we re-
cord luminescence of the orthogonal linear polarization through a polarizing
beamsplitter (PBS). We then employ a 50-50 nonpolarizing beamsplitter
(NPBS), a mirror (M1) and a right-angle prism (M2). The latter creates the re-
flection of the original image along one axis, depending on the prism orien-
tation. A two-lens microscope setup overlaps the two real space images of
the polariton condensate on the camera. (B) Typical interference pattern ob-
served above the polariton condensation threshold along with a schematic
showing the orientation of the two overlapping images. (C) Blue circles: mea-
sured intensity on one pixel of the camera as a function of the prism (M2)
position in normalized units. Red line: fitting to a sine function.
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gaussian form. This is the same functional dependence as for a
thermalized Bose gas when the temperature is sufficiently high or
the density sufficiently small (2, 4). In that equilibrium case,
the width of the gaussian decay is proportional to the thermal
de Broglie wavelength. Although our nonequilibrium system is
quite different than the thermalized Bose gas, we will use this
analogy to define a thermal de Broglie wavelength and therefore
also a temperature. We note that the temperature measured from
the short-distance behavior of gð1Þðx; −xÞ is a measure of the
occupation of the higher energy part of the spectrum (i.e., the
particle-like part of the spectrum). For an insufficiently therma-
lized system, it is quite possible that excitations in different energy
ranges have different effective temperatures. Therefore, the tem-
perature measured this way will not necessarily agree with other
measures of temperature.

In Fig. 3B we plot the effective wavelength λeff as a function of
pumping power. If σ is the standard deviation of the gaussian fit
for gð1Þðx; −xÞ, λeff ¼ 2

ffiffiffiffiffiffi
2π

p
σ in analogy to the thermal de Broglie

wavelength. λeff shows a smooth increase for increasing pumping

power with no obvious threshold, analogous to the theory of
equilibrium noninteracting 2D Bose gas as the particle density is
increased (4). We performed the same experiment for two ortho-
gonal prism orientations as shown in the legend of Fig. 3B. In
one case we measured gð1Þðx; −xÞ, whereas in the other case we
measured gð1Þðy; −yÞ. We found that λeff is shorter along the y axis
and attribute this difference to a small asymmetry of the laser
pumping spot. The occupation of excited states (which deter-
mines λeff) depends on their spatial overlap with the laser pump-
ing spot, so states of equal energy are not always equally
populated. This asymmetry shows that λeff is not simply related
to the cryostat temperature and depends on the spatial and
energy profiles of the high-energy states involved in producing
this correlation length. We also note that the resolution limit of
our imaging setup is approximately 1 μm, hence the measure-
ment of λeff at small pumping power is resolution-limited.

It is known that an ideal autocorrelation measurement with a
Michelson interferometer provides the same information as an
ideal measurement of the spectrum. In particular, gð1Þðx; −x; tÞ
is the Fourier transform of the power spectrum in momentum
space Sðk; ωÞ (24). However, systematic noise in measurement of
Sðk; ωÞ currently makes the direct measurement of gð1Þðx; −x; tÞ
the only way to reliably extract λeff of Fig. 3B as well as the power-
law decay at long distances to be explained later. The Fourier-
transform relationship between gð1Þðx; −x; tÞ and Sðk; ωÞ is illu-
strated in Fig. 4. The measured gð1Þðx; −x; tÞ at very low pumping
power is shown in Fig. 4A. At time delay t ¼ 0, it has a gaussian
form as a function of x, but for increasing t it broadens and
acquires a multipeak structure. This unusual space-time depen-
dence is reproduced by the numerical Fourier transform (Fig. 4C)
of measured Sðk; ωÞ (Fig. 4B). As explained in SI Appendix,
measurement of the time dependence of gð1Þðx; −x; tÞ is limited by
inhomogeneous broadening due to time-integrated data, so it
cannot provide an estimate of the homogeneous dephasing time.

At long distances, the behavior of the correlation function at
zero time delay t ¼ 0 is no longer gaussian. We found that it is
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influenced by the edge of the condensate. In Fig. 5, we plot the
measured gð1ÞðΔxÞ ¼ gð1Þðj2xjÞ ≡ gð1Þðx; −xÞ at pumping power
P ∼ 3 × Pth for increasing pumping spot radius. The measured
gð1ÞðΔxÞ at long distances decreases as the spot size is increased
and eventually converges to a power-law decay for large con-
densates.

We note that the condensate size is slightly smaller than the
pump laser spot radius (3–4 μm smaller from each side for a large
spot). Because of the repulsive interaction between polaritons,
and between polaritons and reservoir excitons, the large density
of the condensate and reservoir creates an antitrapping potential
that pushes LPs away from the center. This effect is stronger for a
gaussian or a very small pumping spot and in long-lifetime sam-
ples (16, 25), whereas in the present experiment it only influences
LPs that are close to the edge.

In the case of a large condensate, we should recover the limit
of (infinitely large) homogeneous polariton gas. Therefore, we
consider a pumping spot radius R0 ¼ 19 μm. In Fig. 6A, we plot
the correlation function gð1ÞðΔxÞ versus Δx as the pumping power
is increased. Only short-range correlations exist for small pump-

ing power, whereas above the condensation threshold of approxi-
mately 55 mW (4.8 kW∕cm2), substantial phase coherence
appears across the whole spot. The functional form of the long-
distance decay is measured to be a power law over about one
decade, as can be seen in Fig. 6B, in which we plot the data at
one specific laser power. We fit the data to a function gð1ÞðΔxÞ ¼
ðλp∕ΔxÞap and plot the exponent ap as a function of pumping
power in Fig. 6C. It is found to be in the range 0.9–1.2. λp is
a parameter with units of length and is not related to λeff , which
is plotted in Fig. 3B*.

It has been claimed that a criterion for polariton condensation
is the appearance of a second threshold as the pumping power is
increased (26, 27). The state after the first threshold was called a
“polariton BEC,” “polariton laser,” or “polariton condensate,”
whereas the state after the second threshold has not been fully
understood yet. It might be a Bardeen–Cooper–Schrieffer (BCS)
crossover (28, 29), photon BEC (30), or photon laser (26). This
double threshold behavior has been observed in micropillar struc-
tures (26), and using a stress trap (27). In the supplementary
information of ref. 18, we also reported the observation of double
threshold using the same sample and excitation conditions as in
the present experiment. We found that in our sample the window
of intensities between the two thresholds is not very wide, and
can only be witnessed using a flat laser excitation spot. This spot
creates a uniform polariton density over a large area, as opposed
to the more common gaussian spot, where the density changes a
lot across the pumping spot.

Finally, we repeated the same measurement of gð1Þðx; −xÞ
using an identical sample at a temperature of 200 K. Because
of the small binding energy, the GaAs excitonic effect is weak
at this temperature. Also, the lasing energy was well above the
bandgap. Therefore, only standard photon lasing was possible.
In this case, we only found exponential decay of the correlation
function and no power law. The details of this measurement are
reported in SI Appendix. This suggests that the interactions of
the strongly coupled exciton-polaritons are essential in the obser-
vation of the reported phenomena
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influenced by the edge of the condensate. In Fig. 5, we plot the
measured gð1ÞðΔxÞ ¼ gð1Þðj2xjÞ ≡ gð1Þðx; −xÞ at pumping power
P ∼ 3 × Pth for increasing pumping spot radius. The measured
gð1ÞðΔxÞ at long distances decreases as the spot size is increased
and eventually converges to a power-law decay for large con-
densates.

We note that the condensate size is slightly smaller than the
pump laser spot radius (3–4 μm smaller from each side for a large
spot). Because of the repulsive interaction between polaritons,
and between polaritons and reservoir excitons, the large density
of the condensate and reservoir creates an antitrapping potential
that pushes LPs away from the center. This effect is stronger for a
gaussian or a very small pumping spot and in long-lifetime sam-
ples (16, 25), whereas in the present experiment it only influences
LPs that are close to the edge.

In the case of a large condensate, we should recover the limit
of (infinitely large) homogeneous polariton gas. Therefore, we
consider a pumping spot radius R0 ¼ 19 μm. In Fig. 6A, we plot
the correlation function gð1ÞðΔxÞ versus Δx as the pumping power
is increased. Only short-range correlations exist for small pump-

ing power, whereas above the condensation threshold of approxi-
mately 55 mW (4.8 kW∕cm2), substantial phase coherence
appears across the whole spot. The functional form of the long-
distance decay is measured to be a power law over about one
decade, as can be seen in Fig. 6B, in which we plot the data at
one specific laser power. We fit the data to a function gð1ÞðΔxÞ ¼
ðλp∕ΔxÞap and plot the exponent ap as a function of pumping
power in Fig. 6C. It is found to be in the range 0.9–1.2. λp is
a parameter with units of length and is not related to λeff , which
is plotted in Fig. 3B*.

It has been claimed that a criterion for polariton condensation
is the appearance of a second threshold as the pumping power is
increased (26, 27). The state after the first threshold was called a
“polariton BEC,” “polariton laser,” or “polariton condensate,”
whereas the state after the second threshold has not been fully
understood yet. It might be a Bardeen–Cooper–Schrieffer (BCS)
crossover (28, 29), photon BEC (30), or photon laser (26). This
double threshold behavior has been observed in micropillar struc-
tures (26), and using a stress trap (27). In the supplementary
information of ref. 18, we also reported the observation of double
threshold using the same sample and excitation conditions as in
the present experiment. We found that in our sample the window
of intensities between the two thresholds is not very wide, and
can only be witnessed using a flat laser excitation spot. This spot
creates a uniform polariton density over a large area, as opposed
to the more common gaussian spot, where the density changes a
lot across the pumping spot.

Finally, we repeated the same measurement of gð1Þðx; −xÞ
using an identical sample at a temperature of 200 K. Because
of the small binding energy, the GaAs excitonic effect is weak
at this temperature. Also, the lasing energy was well above the
bandgap. Therefore, only standard photon lasing was possible.
In this case, we only found exponential decay of the correlation
function and no power law. The details of this measurement are
reported in SI Appendix. This suggests that the interactions of
the strongly coupled exciton-polaritons are essential in the obser-
vation of the reported phenomena
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FIGURE V.13. Pour sonder la cohérence en phase d’n fluide de polaritons bi-
dimensionnel, on fait interférer la lumière émise avec son image miroir, ce qui
permet de reconstruire la fonction de corrélation G1(r,−r). Figure extraite de
ROUMPOS, LOHSE et al. (2012).

présenté sur la figure V.12, tirée de l’article de WERTZ, FERRIER et al.
(2010). Les polaritons peuvent évoluer dans ce cas dans un milieu quasi-
unidimensionnel, de largeur Lx entre 2 et 4µm et de longueur Ly de
200µm. Ils sont produits par un faisceau pompe de très faible diamètre,
de 2 µm environ, et se propagent ensuite dans l’échantillon. Un disposi-
tif de fentes d’Young permet de faire interférer la lumière émise par des
points distants (jusqu’à Ly) et de vérifier qu’un degré de cohérence élevé
existe entre ces points si la puissance de pompe est au dessus d’un certain
seuil. Comme attendu dans un gaz de Bose 1D dégénéré, la longueur de
cohérence est donc beaucoup plus grande que λT ∼ 4µm.

Des expériences portant sur la géométrie 2D ont été faites par
ROUMPOS, LOHSE et al. (2012), puis par NITSCHE, KIM et al. (2014) (il
s’agit dans les deux cas du groupe dirigé par Y. Yamamoto). Nous avons
représenté sur la figure V.13 l’interféromètre de Michelson utilisé par cette
équipe. Il permet de faire interférer le champ issu de la cavité avec son
image miroir, ce qui donne accès à la fonction de corrélation G1(r,−r).
L’expérience de ROUMPOS, LOHSE et al. (2012) a été menée avec un pom-
page incohérent et uniforme 13 d’un disque relativement étendu, de dia-

13. Profil d’intensité en forme de "chapeau haut de forme" (top hat).
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mètre∼ 40µm, alors que celle de NITSCHE, KIM et al. (2014) a été faite avec
un faisceau de pompe gaussien de largeur totale à mi-hauteur de 15µm.

Dans les deux expériences, on trouve que G1 décroît algébriquement
avec la distance quand la puissance de pompage est au dessus d’un cer-
tain seuil. Cette décroissance algébrique est bien sûr en accord avec ce
qui est attendu pour le régime superfluide 2D. Toutefois, pour l’expérience
de ROUMPOS, LOHSE et al. (2012), l’exposant mesuré était nettement trop
élevé par rapport aux prédictions théoriques puisqu’il atteignait 1.2, c’est-
à-dire une valeur qui dépassait par un facteur 5 la borne supérieure pré-
dite (η = 1/Ds ≤ 1/4). La raison mise en avant par ROUMPOS, LOHSE et al.
(2012) était le caractère hors d’équilibre du gaz de polaritons [voir aussi
l’article de revue de ROUMPOS & YAMAMOTO (2012)].

Cette explication a été modifiée dans l’article de NITSCHE, KIM et al.
(2014), qui montre quant à lui des valeurs compatibles avec la borne supé-
rieure η = 0.25 (figure V.14). Selon NITSCHE, KIM et al. (2014), la valeur
élevée de l’exposant mesuré dans les expériences de 2012 serait due à la
forme particulière du faisceau pompe, qui aurait favorisé une fragmenta-
tion du quasi-condensat. La leçon à retenir de ces deux mesures ainsi que
de la recherche équivalente sur les gaz d’atomes (MURTHY, BOETTCHER et
al. 2015) est la difficulté à mesurer des lois algébriques avec des exposants
aussi petits que 0.25. Toute imperfection expérimentale conduisant à une
mauvaise homogénéité du gaz risque d’augmenter la vitesse de décrois-
sance de G1 et de montrer une violation apparente de la borne supérieure
de 1/4 prédite dans le cadre de la théorie BKT.

Quelle limite thermodynamique? L’article théorique récent de
ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) est venu montrer que la situation
des systèmes ouverts comme les gaz de polaritons de cavité était en fait
fondamentalement différente de celle des systèmes fermés, comme les gaz
d’atomes. La conclusion de ce travail est qu’à grande échelle, le quasi-
ordre à longue portée ne peut pas exister dans un gaz de polaritons : la
fonction G1(r) doit toujours décroître exponentiellement avec la distance
r.

Le point de départ de ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) est l’équation
d’évolution de la phase θ(r, t) du champ ψ(r, t). Moyennant des approxi-

WOLFGANG H. NITSCHE et al. PHYSICAL REVIEW B 90, 205430 (2014)

IV. MEASURED COHERENCE AND ITS
INTERPRETATION

A typical result [Fig. 4(a)–4(c)] for the measured phase and
fringe visibility shows three distinct regions: The visibility
over short distances (region I) decays according to a Gaussian
law. This is similar to the correlation function decay of a Bose
gas in thermal equilibrium [25], where the width of the Gaus-
sian is proportional to the de Broglie wavelength. However,
in our system, the population of energetically higher modes
depends primarily on their overlap with the Gaussian pump
profile; therefore, we cannot deduce an accurate temperature
from this Gaussian width [24].

In the region of intermediate distances (region II), the decay
of the visibility follows a power law as theoretically predicted
for the BKT state. From this, we determine the exponent ap
by fitting a power law proportional to |x|−ap to the measured
fringe visibility in this region. For even larger distances (region
III), the visibility starts to decay faster, which we attribute to
the decrease of the superfluid fraction towards the edge of
the condensate. The intensity of the Gaussian pump decreases
towards the edge, which is expected to lead to a decrease
of the superfluid fraction ns/n. According to Eq. (2) (and as
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FIG. 8. (Color online) Pump-power dependence. Upper row:
Pump-power dependence of the exponent ap for two detuning values.
The symbols show the measured exponents as determined by a
power-law fit as shown in Fig. 4(c). The gray horizontal line at
0.25 shows the theoretically predicted exponent at the threshold.
The black continuous line shows the estimated inverse superfluid
phase-space density 1/(nsλ

2
T ), and as predicted by the theory, it

matches the measured exponents ap. Filled symbols correspond to the
x < 0 region. Lower row: Pump-power-dependent peak intensity, as
determined by an energy and momentum resolved measurement. The
threshold pump powers defined by the critical exponent ap = 0.25
(upper traces) are indicated by the black arrows.

shown in Fig. 5), this picture can explain the fast drop of
g(1). To demonstrate this, we simulated the visibility (Fig. 5)
by assuming a condensate with a radius of 15 µm, where
the superfluid fraction is constant for r < 10 µm and slowly
decreases to a small value at r = 15 µm, where it jumps to
0%. In Fig. 4(c), we see that the power law (region II) ends
at a “cutoff” length beyond which a faster decay (region III)
is observed. These data have been extracted close to y = 0 in
Fig. 4(b). By performing the same evaluation for different y
values, we see that the cutoff points seem to lie on a circle
(Fig. 6), which confirms our interpretation that the fast decay
of the visibility is caused by a decrease of the condensation
fraction towards the edge of the condensate.

In Fig. 7, three decay functions are tested against the
measured visibility. The power-law decay function gives the
best match after the individual minimization of the root-mean-
square (RMS) deviation, which strongly indicates that the
coherence decays with a power law, as theoretically predicted.
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FIG. 9. (Color online) Phase-space density, visibility, and power-
law exponent. As in Fig. 8, filled symbols correspond to the x < 0
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ings. (a) The visibility at x = ±2 µm versus the inverse phase-space
density 1/(nλ2

T ). The threshold is upper bounded by 1/(nsλ
2
T ) = 1/4

and lower bounded [34] by 1/ln[380!2/(meffginteraction)] = 1/10, which
are shown by the shaded area. (b) Measured exponents ap as a function
of estimated inverse superfluid phase-space density 1/(nsλ

2
T ). The

black line shows the predicted acalculated
p = 1/(nsλ

2
T ), and the region

above the expected threshold of 0.25 is shaded in gray. Although
we did not change the temperature during the measurement, the
abscissa can be interpreted as the dimensionless temperature (in
units of 2πm−1

eff k
−1
B ns!2), and the BKT phase transition occurs at

the dimensionless temperature of 0.25 in these units.

205430-6

FIGURE V.14. Variation avec la puissance de pompe de l’exposant ap de la loi al-
gébriqueG1(r) ∝ r−ap . L’exposant mesuré au seuil de la transition est compatible
avec la borne supérieure 0.25. Figure extraite de NITSCHE, KIM et al. (2014).

mations raisonnables, cette équation s’écrit pour un système ouvert

∂θ

∂t
= D∇2θ +

λ

2
(∇θ)

2
+ ζ(r, t), (V.60)

qui a la structure de l’équation KPZ (Kardar–Parisi–Zhang). Le terme D
représente un coefficient de diffusion, λ caractérise la force du couplage
non-linéaire et ζ représente un bruit blanc. À partir d’une analyse par le
groupe de renormalisation, ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) ont montré
que le terme non-linéaire finit toujours par devenir dominant, ce qui si-
gnifie que la fonction θ(r, t) devient de plus en plus "rugueuse". Le quasi-
condensat est donc toujours détruit à l’issue de cette étape de renormalisa-
tion, d’où la décroissance exponentielle de G1.

Toutefois ALTMAN, SIEBERER et al. (2015) expliquent également que la
distance caractéristique ` de cette décroissance exponentielle de G1 peut
être très grande. La situation réalisée expérimentalement sonde donc une
échelle de longueur intermédiaire � ` sur laquelle on peut linéariser
l’équation KPZ. On retrouve alors la décroissance en loi de puissance pour
G1, ainsi que la transition BKT pilotée par la dissociation des paires de
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FIGURE V.15. Écoulement d’un fluide de polaritons de vitesse ∼ 6 105 m/s au-
tour d’un obstacle statique. À basse densité (image de gauche), une trainée claire
apparaît dans le sillage de l’objet. À haute densité, ce sillage disparaît, indication
d’un écoulement superfluide. La vitesse du son pour l’image de droite est de l’ordre
de 2 106m/s. Figure extraite de AMO, LEFRÈRE et al. (2009).

vortex [voir par exemple CHIOCCHETTA & CARUSOTTO (2013)].

4-5 Polaritons autour d’un obstacle

La mise en évidence directe de la superfluidité d’un fluide de polari-
tons de cavité a été faite par AMO, LEFRÈRE et al. (2009). Dans cette expé-
rience, on produit les polaritons avec une énergie donnée au moyen d’un
pompage cohérent et résonant. En choisissant un angle d’incidence non
nul (entre 2 et 4 degrés) pour le laser de pompe, on crée les polaritons
avec une vitesse vp non nulle, en l’occurence de l’ordre de 6 105 m/s. On
peut en particulier les produire au voisinage d’un défaut du matériau 14.
L’écoulement du fluide polaritonique autour du défaut renseigne sur son
caractère superfluide. À basse densité du fluide, ∼ 1µm−2, la vitesse du
son c0 = ~

m

√
g̃ρ est inférieure à vp et on voit clairement une trainée lors du

passage du fluide sur l’objet. À plus haute densité, 40µm−2 pour l’image

14. Ces défauts apparaissent naturellement dans le processus de croissance des échantillons
et on s’intéresse ici à un défaut de petite taille, que l’on peut considérer comme un objet
ponctuel.

de droite de la figure V.15, cette trainée disparaît, signe d’un écoulement
superfluide. Pour ces expériences, le paramètre g̃ est de l’ordre de 10−3,
correspondant à une vitesse du son cs = 2 106m/s pour l’expérience à
haute densité. Le caractère superfluide de l’écoulement est confirmé la me-
sure de la distribution en impulsion, qui n’est pas affectée par la présence
de l’obstacle dans le régime de haute densité.
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Chapitre VI

Invariance d’échelle classique, anomalies quantiques

L’invariance d’échelle est un concept que l’on rencontre dans de nom-
breuses branches de la physique, depuis le comportement d’un système
au voisinage d’une transition de phase jusqu’à la physique des hautes
énergies. Nous l’aborderons dans ce chapitre sous l’angle de la théorie de
champ classique utilisée jusqu’ici pour décrire un gaz de Bose à deux di-
mensions. L’invariance d’échelle consiste à tirer parti du fait que les dif-
férentes contributions à l’énergie du fluide se comportent de manière très
simple quand on multiplie une ou plusieurs variables thermodynamiques
par un facteur d’échelle λ. L’invariance d’échelle permet alors de simpli-
fier considérablement l’équation d’état qui ne dépend plus que du seul
paramètre µ/kBT , au lieu de faire intervenir de manière indépendante le
potentiel chimique µ et la température T comme c’est le cas pour un fluide
« ordinaire », à 3D par exemple.

Cette invariance d’échelle a également des conséquences sur les pro-
priétés dynamiques du système. Nous en donnerons un exemple à propos
du mode de respiration, ou mode monopolaire d’un gaz confiné dans un piège
harmonique isotrope (PITAEVSKII & ROSCH 1997). On trouve que ce mode
oscille toujours à la fréquence double de celle du piège, quelle que soit la
force des interactions et quel que soit le degré d’excitation du mouvement
de respiration.

Les résultats que nous venons de mentionner portent sur un fluide dé-
crit par un champ classique, dans lequel les interactions sont prises en
compte par le paramètre sans dimension g̃. Décrire les interactions de cette
façon revient à supposer que le potentiel entre atomes est proportionnel à

une distribution de Dirac à deux dimensions, U(ri − rj) = ~2

m g̃ δ(ri − rj).
Le caractère sans dimension de g̃ joue ici un rôle essentiel : c’est parce qu’il
n’y a aucune échelle de longueur, ni d’énergie associée aux interactions
que température et potentiel chimique ne peuvent intervenir que sous la
forme du rapport µ/kBT . Toutefois, l’interaction de contact est singulière
sur le plan quantique, ne serait-ce que si l’on souhaite étudier la collision
entre deux particules. Pour traiter correctement le problème quantique, il
est nécessaire de régulariser la distribution de Dirac.

On se retrouve alors face à un phénomène connu sous le nom « d’ano-
malie quantique » (HOLSTEIN 1993 ; CABO, LUCIO et al. 1998) : on part d’un
problème qui présente une symétrie exacte au niveau classique, en l’occur-
rence l’invariance d’échelle. Mais la quantification du problème nécessite
une régularisation pour éliminer certaines divergences. L’anomalie réside
alors dans le fait que la version régularisée amène obligatoirement une bri-
sure de la symétrie initiale. Dans le cas du gaz 2D, la régularisation du
potentiel de contact introduit nécessairement une échelle d’énergie ε, de
sorte que température et potentiel chimique peuvent reprendre comme à
3D des rôles indépendants, les quantités sans dimension du problème s’ex-
primant désormais en fonction des deux variables µ/ε et kBT/ε. Arès avoir
décrit en détail cette procédure de régularisation, nous terminerons ce cha-
pitre en examinant les conséquences de la brisure de l’invariance d’échelle
sur le mode monopolaire.
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FIGURE VI.1. Gauche, ensemble micro-canonique : système isolé décrit par trois
variables extensives : l’énergie E, le nombre de particules N et le volume V .
Droite, ensemble canonique : système pouvant échanger de l’énergie avec un ré-
servoir qui impose ainsi sa température T (variable intensive). Le volume et le
nombre de particules du système restent fixés.

1 Invariance d’échelle à l’équilibre

Nous commençons ce chapitre par un bref rappel de quelques choix
possibles pour paramétrer et caractériser un fluide à l’équilibre thermody-
namique. Nous nous placerons ensuite dans le cadre de l’ensemble grand-
canonique avec les variables naturelles T, µ, V , qui sont les plus appro-
priées pour caractériser l’invariance d’échelle recherchée.

1-1 Variables et potentiels thermodynamiques

Un fluide homogène de particules de masse m sans spin (ou polari-
sées) est caractérisé par trois variables thermodynamiques. Selon le point
de vue choisi, c’est-à-dire l’ensemble statistique adopté pour le calcul, ces
variables diffèrent mais les conséquences physiques sont bien entendues
les mêmes. On peut considérer entre autres :

— l’ensemble microcanonique décrivant un système complètement isolé (fi-
gure VI.1, gauche), les variables choisies pertinentes étant le nombre
de particules, l’énergie et le volume (ou la surface à 2D) :

micro-canonique : E, N, V (VI.1)

Réservoir	à		
température	T

échange	d’énergie

Réservoir	de	
température	T et	

de	poten2el	chimique	µ

échange	d’énergie	et	de	par/cules

E,N,V N,V

V

FIGURE VI.2. Ensemble grand-canonique : le système peut échanger de l’énergie
et des particules avec un réservoir, qui impose sa température T et son potentiel
chimique µ (variables intensives). Le volume du système reste fixé.

et toutes les autres quantités, entropie et pression par exemple, dépen-
dront de ces variables.

— L’ensemble canonique, où le système peut échanger de l’énergie avec un
réservoir qui impose sa température T , mais où on maintient fixés le
nombre de particules N et le volume V (figure VI.1, droite)

canonique : T, N, V. (VI.2)

— l’ensemble grand-canonique, où le système peut échanger de l’énergie et
des particules avec un réservoir qui impose sa température T et son
potentiel chimique µ (figure VI.2), les variables étant alors :

grand-canonique : T, µ, V. (VI.3)

Une fois ces variables thermodynamiques identifiées, on caractérise
l’état du fluide par son potentiel thermodynamique. Pour l’ensemble micro-
canonique, un choix naturel est l’entropie S(E,N, V ), dont une variation
infinitésimale s’écrit :

dS =
1

T
dE − µ

T
dN +

P

T
dV. (VI.4)

On définit ainsi la version micro-canonique de la température T , du poten-
tiel chimique µ et de la pression P , avec par exemple :

1

T
=

(
∂S

∂E

)

N,V

. (VI.5)
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Pour l’ensemble canonique, le potentiel thermodynamique naturel est
l’énergie libre de Helmoltz F (T,N, V ) qui se déduit de l’entropie par une
transformation de Legendre :

F = E − TS (VI.6)

dont la différentielle s’écrit

dF = −S dT + µdN − P dV, (VI.7)

avec par exemple la définition de la pression :

P = −
(
∂F

∂V

)

T,N

. (VI.8)

Dans le cadre de l’ensemble grand-canonique, on utilise le grand po-
tentiel, encore appelé énergie libre de Landau et noté Ω(T, µ, V ). Il se déduit
lui aussi de l’entropie S(E,N, V ) par une transformation de Legendre :

Ω = E − TS − µN (VI.9)

dont la différentielle s’écrit :

dΩ = −S dT −N dµ− P dV, (VI.10)

avec la définition de la pression pour ces variables :

P = −
(
∂Ω

∂V

)

T,µ

. (VI.11)

On caractérise le fluide par une équation d’état qui exprime une grandeur
thermodynamique, la pression par exemple, en fonction des variables choi-
sies. Ainsi, dans le cadre de l’ensemble grand-canonique, la connaissance
de P (T, µ, V ) permet ensuite de calculer – à une constante d’intégration
près – les autres quantités physiques en utilisant les dérivées croisées (re-
lations de Maxwell) :

∂2Ω

∂T∂V
=

∂2Ω

∂V ∂T

(
∂P

∂T

)

µ,V

=

(
∂S

∂V

)

T,µ

(VI.12)

Exemple : le gaz parfait classique. Son équation d’état est traditionnel-
lement écrite sous la forme

P =
NkBT

V
, (VI.13)

ce qui correspond aux choix de variables (T,N, V ) de l’ensemble canonique.

Loi d’échelle "homogène". Une première invariance d’échelle apparaît
pour tout fluide homogène avec des interactions à relativement courte por-
tée 1. Dans ce cas, si on multiplie la taille du système par un facteur λ tout
en gardant constantes les deux variables intensives T et µ, alors les quan-
tités physiques extensives comme l’énergie interne E, le nombre de parti-
cules N ou encore le grand potentiel Ω sont elles aussi multipliées par le
facteur d’échelle λ :

Ω(T, µ, λV ) = λΩ(T, µ, V ). (VI.14)

En d’autres termes, une fois connue la variation du grand potentiel Ω par
rapport aux deux variables intensives T et µ, sa variation vis à vis de la troi-
sième variable (extensive) V est une simple loi linéaire avec le coefficient
de proportionnalité ∂Ω

∂V = −P . On en déduit la relation :

Ω(T, µ, V ) = −V P (T, µ). (VI.15)

Pour un fluide avec des interactions à suffisamment courte portée, l’équa-
tion d’état est donc une fonction à deux variables intensives seulement, T
et µ par exemple, ou encore T et ρ = N/V pour l’équation d’état du gaz
parfait (VI.13) en point de vue canonique : P = kBT ρ.

1-2 Changements d’échelle de longueur et de temps

L’invariance d’échelle que nous venons de rencontrer est très simple et
porte uniquement sur "l’additivité" de deux sous-systèmes caractérisés par
les même variables intensives. Une invariance d’échelle plus subtile que

1. Ce qui suit ne serait pas vrai pour un potentiel d’interaction en 1/|ri − rj |, que l’on
trouve dans un plasma chargé ou pour un ensemble de masses en interaction gravitationnelle.
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FIGURE VI.3. Dilatation des longueurs par un facteur λ dans le cas classique (en
haut) et quantique (en bas).

la précédente apparaît quand l’énergie du système possède un comporte-
ment particulier lors d’une dilatation de toutes les longueurs du système
(figure VI.3). Plus précisément, l’invariance d’échelle se produit si

Longueurs : `→ λ`

Temps : t→ λ2t





⇒ Énergie : E → 1

λ2
E. (VI.16)

Quand cette propriété est vérifiée, on peut écrire une équation d’état pour
le fluide qui est une fonction de la seule variable µ/T et non plus de T et µ
séparément. Il s’agit donc d’une simplification importante, puisqu’il suffit
de connaître une fonction à une variable pour caractériser entièrement le
comportement de ce fluide.

Dans ce paragraphe, nous allons expliquer comment prendre en compte
cette dilatation des temps et des longueurs dans les deux formalismes clas-
siques et quantiques. Nous allons en particulier montrer pourquoi le fac-
teur d’échelle sur l’énergie doit être 1/λ2.

L’énergie du fluide homogène est la somme de l’énergie cinétique et de

l’énergie d’interaction, qui s’écrivent en termes classiques

E =

N∑

j=1

p2
j

2m
+

1

2

∑

i 6=j
V (ri − rj) (VI.17)

ou quantiques

Ĥ =
~2

2m

∫
∇Ψ̂†(r) ·∇Ψ̂(r) ddr

+
1

2

∫∫
V (r − r′) Ψ̂†(r) Ψ̂†(r′) Ψ̂(r′) Ψ̂(r) ddr ddr′. (VI.18)

Dans cette dernière expression, la variable d représente la dimension d’es-
pace et Ψ̂(r) est l’opérateur destruction d’une particule au point r :

Ψ̂(r) =
∑

α

ψα(r) âα, (VI.19)

avec ψα(r) une base orthonormée et âα l’opérateur destruction d’une par-
ticule dans l’état ψα. Par exemple, pour un mouvement quantique 1D dans
une boîte entre x = 0 et x = L (figure VI.3), l’indice α est un entier n > 0 et

ψn(x) =

√
2

L
sin
(nπx
L

)
. (VI.20)

Pour le terme d’énergie cinétiqueEcin, on vérifie immédiatement que le
facteur d’échelle 1/λ2 est bien présent. En point de vue classique, on a en
effet

Longueurs : `→ λ`

Temps : t→ λ2t





⇒ v → 1

λ
v Ecin →

1

λ2
Ecin (VI.21)

En point de vue quantique, la dilatation des longueurs ` → λ` conduit au
changement de base orthonormée de l’espace de Hilbert 2

ψα(r)→ ψ̃α(r) =
1

λd/2
ψα

(r
λ

)
. (VI.23)

2. Pour les fonctions de base du puits carré 1D données en (VI.20) et représentées en figure
VI.3, on a ainsi :

L→ λL : ψ̃n(x) =

√
2

λL
sin
(nπx
λL

)
=

1
√
λ
ψn(x/λ). (VI.22)
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On vérifie alors que l’opérateur énergie cinétique

Ĥcin =
~2

2m

∑

α,β

â†αâβ

∫
∇ψ∗α(r) ·∇ψβ(r) ddr (VI.24)

est bien modifié comme
Ĥcin →

1

λ2
Ĥcin. (VI.25)

L’invariance d’échelle recherchée en (VI.16) se produira donc si l’éner-
gie d’interaction vérifie elle aussi

classique : Einter. →
1

λ2
Einter. (VI.26)

quantique : Ĥinter. →
1

λ2
Ĥinter. (VI.27)

1-3 Conséquences d’une loi d’échelle pour l’énergie

À la section suivante (§ 1-4), nous passerons en revue quelques
exemples de fluides vérifiant la loi d’échelle sur l’énergie donnée en
(VI.16). Auparavant, nous allons examiner les conséquences sur l’équation
d’état du fluide de cette loi d’échelle, quand elle existe.

Supposons donc que la relation (VI.16) est vérifiée et plaçons-nous pour
commencer dans le cadre de la physique classique. Le poids d’une configu-
ration donnée de positions et de vitesses avec N particules fait intervenir

P(N ; {rj ,pj}) ∝ exp

[
−E(N ; {rj ,pj})− µN

kBT

]
. (VI.28)

Les quantités physiques à l’équilibre thermodynamique sont évaluées en
calculant leur valeur moyenne avec cette distribution de probabilité.

Considérons une quantité physique F(N ; {rj ,pj}) intervenant dans
l’équation d’état du fluide. Ce peut être par exemple l’énergie ou la densité.
Calculons la moyenne F̄(T, µ) à l’équilibre thermodynamique :

F̄(T, µ) =
∑

N

∫
P(N ; {rj ,pj}) F(N ; {rj ,pj})

N∏

j=1

ddrj ddpj . (VI.29)

Supposons de plus que la quantité physique F(N ; {rj ,pj}) possède elle-
même une loi d’échelle caractérisée par l’exposant ν dans l’opération de
dilatation des longueurs et des temps :

F(N ; {λrj ,
1

λ
pj}) =

1

λ2ν
F(N ; {rj ,pj}). (VI.30)

Par exemple, on a ν = d/2 si on prend pour F la densité spatiale à d di-
mensions

ρ(d)(r) =

N∑

j=1

δ(r − rj). (VI.31)

puisque δ(λx) = 1
λδ(x) pour chaque dimension d’espace.

Si on fait sur T et µ la transformation d’échelle

T → 1

λ2
T, µ→ 1

λ2
µ, (VI.32)

on peut alors vérifier qu’une loi d’échelle s’applique également à F̄(T, µ).
Il suffit pour cela de faire le changement de variables

r′j =
1

λ
rj , p′j = λpj (VI.33)

dans l’intégrale (VI.29) définissant F(T, µ) et d’utiliser

E(N ; {λr′j ,
1

λ
p′j}) =

1

λ2
E(N ; {r′j ,p′j}). (VI.34)

Le poids de BoltzmannP défini en (VI.28) reste alors inchangé et on obtient
pour la quantité thermodynamique F̄

F̄
(

1

λ2
T,

1

λ2
µ

)
=

1

λ2ν
F̄(T, µ). (VI.35)

En choisissant λ2 = T , on en déduit immédiatement que F̄ peut s’écrire
sous la forme :

F̄(T, µ) = (kBT )ν f

(
µ

kBT

)
. (VI.36)

Cette preuve s’étend au niveau quantique, une démonstration possible –
calquée sur la démonstration classique – consistant à passer par le forma-
lisme de l’intégrale de chemin avec l’action S =

∫
t

∫
r
L et la densité de

lagrangien L = i~ψ∗∂tψ + ~2

2m |∇ψ|2 + Linter..
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Exemple : densité dans l’espace des phases. Cette quantité sans dimen-
sion est définie comme

D = ρ(d)λdT avec λT ∝ T−1/2. (VI.37)

Nous avons vu en (VI.31) que l’exposant ν est égal à d/2 pour la densité
spatiale ρ(d) ; on en déduit que

D = G
(

µ

kBT

)
, (VI.38)

ce qui est l’invariance d’échelle recherchée pour cette équation d’état.

1-4 Fluides invariants d’échelle

Le gaz parfait. Parmi les fluides invariants d’échelle, c’est-à-dire présen-
tant la loi d’échelle (VI.16), le plus simple est sans doute le gaz parfait.
Puisque l’énergie d’interaction est nulle dans ce cas et que l’énergie ciné-
tique vérifie (VI.21-VI.25), on est certain que l’équation d’état de ce gaz
donnant la densité dans l’espace des phases ne sera une fonction que de
la seule variable µ/kBT . Cette invariance d’échelle était bien présente dans
les résultats que nous avions trouvés au chapitre 2, puisque nous avions
obtenu la relation

D = Lid/2
(

eµ/kBT
)
. (VI.39)

Fluide avec des interactions en 1/r2. Il est immédiat de vérifier que si
le potentiel V (r) décrivant les interactions binaires s’écrit [LANDAU &
LIFSHITZ (1987), § 35] :

V (ri − rj) =
V0

|ri − rj |2
, (VI.40)

alors la contrainte (VI.26) sur l’énergie d’interaction est satisfaite. Nous
n’étudierons pas ici ce type d’interactions, signalons simplement qu’elles
sont à la base de nombreuses études de physique mathématique et de théo-
rie statistique des champs, avec les modèles de Calogero–Sutherland – Mo-
ser.

Le gaz de Fermi unitaire à trois dimensions. Considérons un gaz de
Fermi à deux composantes ↑ et ↓, à température suffisamment basse pour
que les interactions entre particules de même spin ↑↑ ou ↓↓, qui ne se pro-
duisent que pour des ondes partielles de moment cinétique supérieur à
1, soient négligeables. Les seules interactions présentes se produisent dans
l’onde s (moment cinétique nul) entre les deux composantes ↑↓. Elles se dé-
crivent par l’amplitude de diffusion dépendant du moment relatif k entre
les deux atomes entrant en collision,

f(k) =
−a

1 + ika
, (VI.41)

où a est la longueur de diffusion associée à cette interaction.

Dans la situation « normale » où a prend une valeur finie et non nulle,
les interactions dans un gaz ultra-froid sont bien décrites par la limite k →
0 de (VI.41), c’est-à-dire f(k) ≈ −a. La longueur de diffusion introduit
alors une échelle d’énergie naturelle dans le problème,

ε =
~2

ma2
, (VI.42)

de sorte que l’équation d’état peut s’écrire, en absence d’autre échelle de
longueur pertinente

D = F
(
kBT

ε
,
µ

ε

)
. (VI.43)

Dans cette écriture, on a tiré parti du fait que D étant sans dimension, on
doit pouvoir l’écrire en terme de deux combinaisons possibles également
sans dimension, obtenues à partir des trois énergies intervenant dans le
problème kBT , µ et ε.

Grâce à des résonances de diffusion (résonances de Fano–Feshbach), on
peut faire varier la longueur de diffusion a et la rendre infinie, auquel cas
l’amplitude de diffusion prend sa valeur maximale :

f(k) =
i

k
(VI.44)

correspondant au régime unitaire [pour une revue, voir par exemple
INGUSCIO, KETTERLE et al. (2008) et ZWERGER (2011)]. Dans ce régime,
il n’y a plus d’échelle de longueur a associée aux interactions, donc plus
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d’échelle d’énergie ε. Le seul moyen d’exprimer la grandeur sans dimen-
sion D en fonction des deux énergies kBT et µ est donc de ne faire interve-
nir que le rapport de ces deux quantités, ce qui conduit de nouveau à une
équation d’état invariante d’échelle du type écrit en (VI.38).

Notons que le caractère fermionique des particules est essentiel pour ce
raisonnement. Pour des bosons, l’étude du problème à trois corps montre
que des états liés du type de ceux prédits par EFIMOV (1971) apparaissent.
L’émergence de ces états vient introduire une nouvelle échelle de longueur
et d’énergie dans le problème, ce qui empêche l’obtention de l’invariance
d’échelle. Cette brisure de l’invariance d’échelle peut d’ailleurs être vue
comme une « anomalie quantique », semblable à celle que nous allons ren-
contrer un peu plus loin quand nous aurons à régulariser le potentiel de
contact. Pour les fermions en revanche, WERNER & CASTIN (2006b) ont
montré rigoureusement que le processus d’Efimov est absent, au moins si
ces fermions sont de masse égale.

Le gaz de Bose à 2D en interaction faible (g̃ . 1). Dans ce cours, nous
avons traité les interactions entre particules par une interaction de contact

V (ri − rj) =
~2

m
g̃ δ(2)(ri − rj). (VI.45)

C’est ce qui nous a permis, dans le cadre de la description de l’état du gaz
par un champ classique ψ(r), de simplifier le terme d’interaction :

1

2

∫∫
V (r − r′) ψ∗(r)ψ∗(r′)ψ(r′)ψ(r) d2r d2r′

→ ~2

2m
g̃

∫
|ψ(r)|4 d2r. (VI.46)

Or la relation déjà mentionnée δ(λx) = 1
λδ(x) pour chaque dimension d’es-

pace entraîne qu’à deux dimensions, le potentiel de contact vérifie la loi
d’échelle recherchée :

Einter. →
1

λ2
Einter. (VI.47)

On s’attend donc là aussi à ce que la densité dans l’espace des phases soit
une fonction de la seule variable sans dimension µ/kBT , comme indiqué en
(VI.38). Dans la section qui suit, nous allons montrer que cette invariance

d’échelle est effectivement bien vérifiée expérimentalement dans la zone
de validité de l’approche "champ classique". Nous étudierons ensuite dans
les sections 3 et 4 la brisure possible de cette invariance, liée au fait que le
potentiel de contact à deux dimensions (VI.45) est singulier et qu’il faut le
régulariser pour décrire correctement l’interaction quantique entre atomes.

2 Mesures de l’équation d’état d’un gaz 2D

2-1 Approximation de densité locale

Les premières mesures précises de l’équation d’état d’un gaz atomique
à deux dimensions ont été faites en 2011 par les groupes de Chicago et
de l’ENS (HUNG, ZHANG et al. 2011 ; HA, HUNG et al. 2013 ; YEFSAH,
DESBUQUOIS et al. 2011). Ces expériences ont été menées dans un piège
harmonique dans le plan xy créant le potentiel isotrope

Vtrap(r) =
1

2
mω2r2, r = (x, y). (VI.48)

On varie le nombre d’atomes N et la température T du nuage, et on me-
sure la densité spatiale ρ(r) par une technique standard d’absorption d’un
faisceau sonde résonant.

Le lien avec l’équation d’état d’un gaz uniforme repose sur l’approxi-
mation de densité locale, que nous avons déjà eu l’occasion de présenter.
Pourvu que la densité ρ(r) varie lentement à l’échelle des paramètres mi-
croscopiques du gaz (longueur d’onde thermique, libre parcours moyen,
longueur de cicatrisation), l’état du gaz au voisinage d’un point r est le
même que celui d’un gaz uniforme de même température et de potentiel
chimique

µloc(r) = µ− V (r), (VI.49)

où µ est le potentiel chimique du nuage piégé.

Pour déterminer la température T et le potentiel chimique µ du nuage,
on fait un ajustement de la distribution de densité dans les ailes du nuage
par la loi connue pour un gaz très dilué. Si on néglige complètement les
interactions, cette loi est celle du gaz de Bose idéal à deux dimensions (cf.
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FIGURE VI.4. Vérification de l’invariance d’échelle pour un gaz 2D de 87Rb en
interaction relativement faible, g̃ = 0.1. Les profils de densité ρ(r) mesurés dans
un potentiel V (r) se regroupent sur une courbe unique si on trace la densité dans
l’espace des phases D(r) = ρ(r)λ2

T en fonction de µloc(r)/kBT . Les deux régimes
Hartree–Fock (HF) et Thomas–Fermi (TF) correspondent respectivement au cas
faiblement et fortement dégénérés. Figure extraite de la thèse de Tarik YEFSAH

(2011).

chapitre 2) :

ρ(r) = −λ−2
T ln

(
1− e−µloc(r)/kBT

)
avec λ−2

T ∝ T, (VI.50)

l’ajustement se faisant simultanément sur les deux paramètres T et µ. On
peut raffiner cet ajustement en incluant les interactions entre atomes dé-
crites à l’approximation de Hartree–Fock [chapitre 5, § 2.2 et HADZIBABIC

& DALIBARD (2011)].

Une fois T et µ déterminés, la vérification de l’invariance d’échelle et
l’équation d’état du fluide sont obtenues en reportant sur une même fi-
gure tous les profils de densité dans l’espace des phases D(r) = ρ(r)λ2

T .
Plus précisément, on trace les courbes D(r) obtenues pour différents
couples (µ, T ) en fonction du même paramètre µloc(r)/kBT . Si l’invariance
d’échelle est vérifiée, on s’attend à ce que tous ces profils se regroupent sur
une seule courbe, correspondant à un paramètre d’interaction g̃ donné.

FIGURE VI.5. Symboles fermés : équations d’état mesurées pour un gaz de mo-
lécules 6Li2 avec un paramètre d’interaction g̃ = 0.60 (carrés), 1.07 (cercles), 2.75
(triangles). Les lignes pointillées donnent la prédiction obtenue par simulation
de champ classique (PROKOF’EV & SVISTUNOV 2002). Les symboles ouverts
donnent le résultat d’une simulation de Monte Carlo quantique. Figure extraite
de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016).

C’est ce que l’on vérifie sur la figure VI.4, obtenue avec un gaz 2D
d’atomes de rubidium. On a tracé également la prédiction obtenue à partir
de simulations de champs classiques faite par PROKOF’EV & SVISTUNOV

(2002). On constate un excellent accord sur toute la gamme des valeurs
µ/kBT , s’étendant depuis la région non-dégénérée, quasi-classique (ré-
gime Hartree-Fock), jusqu’au régime fortement dégénéré (Thomas–Fermi)
où les excitations thermiques sont très faibles et où l’équation d’état s’écrit
simplement 3

µ =
~2

m
g̃ ρ → D =

2π

g̃

µ

kBT
. (VI.51)

3. La réduction des fluctuations de densité est implicitement prise en compte dans cette
expression. Si ces fluctuations de densité étaient présentes et telles que 〈ρ2〉 = 2 (〈ρ〉)2 (cha-

pitre 3, § 3.1), on aurait µ = 2 ~2

m
g̃ρ ou encore D = π

g̃
µ

kBT
, ce qui correspond à la courbe

tiretée (régime Hartree–Fock) de la figure VI.4 .
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Ce type d’expérience a été repris récemment par le groupe d’Heidel-
berg pour un gaz de molécules 6Li2 au voisinage d’une résonance de Fe-
shbach (BOETTCHER, BAYHA et al. 2016) [voir aussi des résultats de même
nature par le groupe de Chicago (HA, HUNG et al. 2013) et par le groupe
de Melbourne (FENECH, DYKE et al. 2016)]. Cela permet d’atteindre des
paramètres d’interaction g̃ nettement supérieurs et de rechercher des dé-
viations par rapport à la prédiction obtenue avec des champs classiques.
Les résultats de BOETTCHER, BAYHA et al. (2016) sont reportés sur la figure
VI.5. L’accord avec les prédictions de champ classique est relativement sa-
tisfaisant pour g̃ = 0.60 et il se dégrade (en valeur relative) pour g̃ = 1.07.
Le paramètre en abscisse de cette figure est µ/kBT , mais ces courbes ont
été obtenues pour une seule température, de l’ordre de 60 nK. L’invariance
d’échelle n’est donc pas testée de manière directe dans cette expérience.

2-2 Liens entre quantités thermodynamiques

L’invariance d’échelle d’un fluide amène avec elle toute une série de re-
lations entre quantités thermodynamiques qui auraient autrement été in-
dépendantes. Ce point a été exploré initialement par HO (2004) dans le
cadre du gaz de Fermi unitaire à trois dimensions. Dans ce paragraphe,
nous allons nous concentrer plutôt sur le gaz de Bose bi-dimensionnel.

Notre point de départ sera deux relations de Maxwell déduites de la
différentielle du grand potentiel dΩ = −S dT −N dµ− P dV :

(
∂P

∂µ

)

T,V

=

(
∂N

∂V

)

T,µ

(
∂P

∂T

)

µ,V

=

(
∂S

∂V

)

T,µ

. (VI.52)

Notons que nous continuons à utiliser la notation V pour désigner la taille
du système, alors qu’il ne s’agit pas à proprement parler d’un volume mais
d’une aire. De même, nous utilisons la dénomination "pression" pour la
variable P , qui en toute rigueur a la dimension d’une tension superficielle.

Considérons d’abord la première de ces relations et utilisons la loi
d’échelle homogène vue en § 1-1, valable pour des interactions à courte
portée : (

∂N

∂V

)

T,µ

=
N

V
= ρ. (VI.53)

Du fait de l’invariance d’échelle, nous savons que la densité dans l’espace
des phases ρλ2

T est une fonction de µ/kBT , et donc que la densité spatiale
ρ peut s’écrire comme kBT fois une fonction de µ/T :

ρ(µ, T ) = kBT g
′
(

µ

kBT

)
. (VI.54)

Ici, g′ représente la dérivée d’une fonction g, la raison d’être de cette écri-
ture apparaîtra dans la ligne qui suit.

L’intégration de (
∂P

∂µ

)

T,V

= ρ(µ, T ) (VI.55)

nous indique que la pression s’écrit

P (µ, T ) = (kBT )2 g

(
µ

kBT

)
. (VI.56)

Passons maintenant à la seconde relation de Maxwell écrite en (VI.52).
Comme nous l’avons fait pour le nombre de particules en (VI.53), nous
pouvons simplifier le membre de droite pour un système avec des interac-
tions à courte portée en introduisant l’entropie par unité de surface S/V :

(
∂S

∂V

)

T,µ

=
S

V
. (VI.57)

En injectant l’expression (VI.56) pour la pression, nous en déduisons

S

V
=

2P − µρ
T

. (VI.58)

Cette relation a été utilisée par YEFSAH, DESBUQUOIS et al. (2011) pour
déterminer l’entropie du gaz sur une grande plage de valeurs de µ/kBT ,
avec des valeurs aussi basses que 0.06 kB par particule pour les échantillons
les plus froids.

Une dernière relation utile consiste à relier pression et énergie par unité
de surface E/V . En utilisant le fait que le grand potentiel

Ω = E − TS − µN (VI.59)
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est égal (toujours pour des interactions à suffisamment courte portée) à
−PV , on trouve en injectant le résultat (VI.58) :

E = PV. (VI.60)

Un résultat similaire (avec un coefficient numérique différent du fait du
changement de dimensionnalité) avait été obtenu par HO (2004) pour un
fluide 3D.

2-3 Les méthodes "sans ajustement"

L’existence de l’invariance d’échelle offre une voie alternative à l’ana-
lyse des profils de densité dans un piège et l’obtention de l’équation d’état
du fluide. Cette méthode a été mise au point par le groupe du MIT pour
un gaz tri-dimensionnel de fermions à la limite unitaire KU, SOMMER et al.
(2012). Elle a ensuite été adaptée au cas bi-dimensionnel par le groupe de
l’ENS (DESBUQUOIS, YEFSAH et al. 2014).

Nous ne rentrerons pas dans les détails de cette méthode qui tire parti
de l’approximation de densité locale et nous renvoyons le lecteur à la thèse
de DESBUQUOIS (2013) dans laquelle elle est détaillée. Elle permet d’évi-
ter la détermination de la température et du potentiel chimique de chaque
réalisation de l’expérience, ce qui élimine une source importante d’erreurs
systématiques. Cette méthode repose sur le choix judicieux de deux va-
riables thermodynamiques sans dimension, qui ne nécessitent pas d’as-
signer une température et un potentiel chimique à chaque image, ni de
connaître la détectivité du système experimental. Ces données sont déter-
minées a posteriori, en utilisant un point de référence pour lequel l’état du
gaz est bien connu.

Comme expliqué par DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014), il y en prin-
cipe une infinité de couples de variables sans dimension qui peuvent être
choisies. En pratique, comme ces variables passent la prise de dérivée de
grandeurs expérimentales, le choix est restreint ; KU, SOMMER et al. (2012)
et DESBUQUOIS, YEFSAH et al. (2014) introduisent une compressibilité ré-
duite et une pression réduite :

κ̃ = −~2

m

dρ

dVtrap
P̃ =

m

~2ρ2

∫ +∞

Vtrap

ρ(Vtrap) dVtrap. (VI.61)

qui se calculent pour chaque image du gaz donnant ρ(r), connaissant le
potentiel de piégeage Vtrap(r). En reprenant les notations de la section pré-
cédente, on constate que κ̃ et P̃ sont proportionnels respectivement aux
fonctions g′′ et g/(g′)2.

L’intérêt de paramétrer la densité spatiale par le potentiel du piège Vtrap

réside dans l’approximation de densité locale : cela revient à paramétrer
par le potentiel chimique µloc en utilisant µloc(r) = µ−Vtrap(r). On obtient
ainsi une courbe paramétrée dans le plan (κ̃, P̃ )

κ̃(Vtrap), P̃ (Vtrap) (VI.62)

sur laquelle tous les points de mesure doivent s’accumuler et qui constitue
en elle-même une version de l’équation d’état. Le retour vers une équa-
tion d’état plus "traditionnelle", par exemple la densité dans l’espace des
phases D en fonction de µ/kBT , se fait en manipulant les relations thermo-
dynamiques vues au paragraphe précédent.

2-4 Comportement universel autour de Tc

L’invariance d’échelle (approchée) que nous avons étudiée jusqu’ici
portait sur l’ensemble du régime du fluide dimensionnel, depuis la région
faiblement dégénérée où µ/kBT est grand en valeur absolue et négatif jus-
qu’à la région fortement dégénérée où µ/kBT est positif et grand devant 1,
en passant par la zone critique. Pour chaque valeur du paramètre d’inter-
action g̃, nous obtenons une fonction G(µ/kBT ) qui permet de déterminer
l’ensemble des grandeurs thermodynamiques du fluide.

En revanche, nous n’avons pas cherché à connecter deux fonctions G
différentes obtenues pour deux valeurs de g̃. Une telle connexion n’est
d’ailleurs a priori pas possible, sauf si on se limite au voisinage du
point critique. Dans cette région, une universalité supplémentaire apparaît
(PROKOF’EV & SVISTUNOV 2002). Elle indique que l’écart d’une quantité
physique à sa valeur critique, par exemple D − Dc pour la densité dans
l’espace des phases, doit s’exprimer comme une fonction de la seule va-
riable

1

g̃

[
µ

kBT
−
(

µ

kBT

)

c

]
. (VI.63)
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kBT
�
✓

µ

kBT

◆

c

�

FIGURE VI.6. Ecart entre la densité dans l’espace des phases D et sa valeur cri-
tique Dc, en fonction du paramètre "universel" défini en (VI.63). Le paramètre g̃
vaut 0.05 (triangles verts), 0.13 (losanges bleus), 0.19 (cercles rouges) and 0.26
(carrés magenta). L’insert représente la variation de D en fonction de µ/kBT . Ces
mesures sont faites sur un gaz de césium au voisinage d’une résonance de Fesh-
bach. Figure extraite de HUNG, ZHANG et al. (2011).

Cette prédiction a été testée avec succès par le groupe de Chicago. HUNG,
ZHANG et al. (2011) ont étudié le voisinage du point critique pour des para-
mètres d’interaction variant de 0.05 à 0.26 (figure VI.6). Ils ont montré que
les variations de la quantité D − Dc peuvent effectivement se superposer
quand on les trace en fonction de la variable (VI.63).

3 Le potentiel delta à 2D

L’invariance d’échelle que nous venons d’étudier est une propriété re-
marquable des gaz 2D; elle est directement liée à la possibilité de modéliser
le potentiel d’interaction entre deux atomes U(r1 − r2) par une distribu-
tion de Dirac, avec δ(2D)(λ r) = 1

λ2 δ
(2D)(r). Cette modélisation ne pose pas

de problème particulier au niveau de la description en champ classique.
En revanche, elle n’est pas tenable si on veut prendre en compte le carac-
tère quantique du mouvement des atomes. Nous avons vu au chapitre 2
que le traitement quantique de la collision entre deux particules introduit
une échelle de longueur, la longueur de diffusion à deux dimensions a2.
Or l’existence de cette longueur a pour effet immédiat de briser l’inva-
riance d’échelle. Dans cette partie, nous allons brièvement revenir sur le
problème de collision à deux dimensions, pour expliciter le problème lié à
une interaction de contact. Nous allons adopter ici la procédure détaillée
par HOLSTEIN (1993), qui consiste à partir d’une distribution de Dirac et à
la régulariser 4 en mettant une coupure dans l’espace des impulsions à une
valeur maximale Q.

3-1 État stationnaire de diffusion

Nous considérons ici une collision entre deux particules identiques
de masse m en nous plaçant dans le référentiel de leur centre de masse.
Comme expliqué au chapitre 2, cela revient à étudier le problème de la dif-
fusion d’une particule de masse réduite mr = m/2 par le potentiel U(r).
Considérons un état de diffusion ψ(r) d’énergie positive

E ≡ ~2k2

2mr
(VI.64)

et écrivons U(r) comme une distribution de Dirac d’amplitude ~2g̃/m
comme nous l’avons fait dans les chapitres précédents :

U(r) =
~2

m
g̃ δ(2D)(r). (VI.65)

L’équation de Schrödinger indépendante du temps permet de déterminer
la forme des états stationnaires de diffusion d’énergie E. Cette équation

4. La discussion d’autres méthodes de régularisation est présentée par exemple dans
MEAD & GODINES (1991), CABO, LUCIO et al. (1998) et NYEO (2000). Il est par ailleurs possible
d’implémenter une version spatialement discrétisée du problème qui permet d’éviter toute
divergence, comme montré par MORA & CASTIN (2003) et CASTIN (2004). On peut enfin utili-
ser une famille de potentiels plus élaborés, les Λ potentiels, comme expliqué dans OLSHANII
& PRICOUPENKO (2002), PRICOUPENKO (2004) et PRICOUPENKO & OLSHANII (2007) (voir
aussi TAN (2005)).
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s’écrit (
∇2 + k2

)
ψ(r) = g̃ δ(r)ψ(r). (VI.66)

Nous souhaitons déterminer la forme des états stationnaires de diffusion
ψ(r) et montrer pourquoi l’amplitude de diffusion contient un terme sus-
ceptible de briser l’invariance d’échelle.

Passons cette équation en point de vue de Fourier en introduisant la
transformée φ(q) de ψ(r) :

φ(q) =

∫
e−iq·r ψ(r) d2r ψ(r) =

1

(2π)2

∫
eiq·r φ(q) d2q (VI.67)

ce qui donne
(q2 − k2)φ(q) = −g̃ ψ(0). (VI.68)

Puisqu’on s’intéresse à un problème de diffusion, la solution de cette équa-
tion s’obtient en ajoutant l’onde plane incidente eik·r à la solution particu-
lière proportionnelle à g̃ :

φ(q) = (2π)2 δ(q − k) − g̃ ψ(0)

q2 − k2 − iε
. (VI.69)

Notons que nous avons ajouté le facteur de convergence iε à l’énergie ∝
k2 de l’état recherché, car nous recherchons l’état stationnaire de diffusion
avec une onde cylindrique sortante.

Supposons pour l’instant connue la valeur de g̃ψ(0). La transformée de
Fourier 2D inverse de la fonction 1/(q2 − k2 − iε) est proportionnelle à la
fonction de Hankel de première espèce :

H
(1)
0 (kr) = − i

π2

∫
eiq·r

q2 − k2 − iε
d2q, (VI.70)

cette fonction étant elle-même directement reliée aux fonctions de Bessel
de première et deuxième espèce, J0 et H0, rencontrées au chapitre 2 :

H
(1)
0 (x) = J0(x) + iY0(x). (VI.71)

Le comportement asymptotique de H(1)
0 (kr) aux grands r est

H
(1)
0 (kr) ∼

√
2

πkr
ei(kr−π/4) (VI.72)

qui est bien celui d’une onde cylindrique sortante. L’état stationnaire de
diffusion (VI.69) s’écrit donc dans l’espace des positions

ψ(r) = eik·r − i

4
g̃ψ(0) H

(1)
0 (kr). (VI.73)

On retrouve donc un problème de diffusion similaire à celui traité au
chapitre 2 avec l’amplitude de diffusion

f(k) = g̃ψ(0). (VI.74)

3-2 Nécessité d’une coupure

Pour caractériser entièrement la diffusion par le potentiel g̃δ(r), il nous
reste à évaluer g̃ψ(0). Pour cela, repartons de (VI.69) et remarquons que
l’auto-cohérence du modèle nécessite d’imposer

ψ(0) =
1

(2π)2

∫
φ(q) d2q = 1 − g̃ ψ(0)

(2π)2

∫
1

q2 − k2 − iε
d2q. (VI.75)

La nécessité d’imposer une coupure dans l’espace des impulsions apparaît
alors immédiatement, puisque l’intégrale qui précède diverge à 2D (alors
qu’elle ne pose pas de problème à 1D). Avec la coupure, l’intégrale se cal-
cule en utilisant 5 :

∫ Q

0

2q

q2 − k2 − iε
dq = 2 ln(Q/k) + iπ (VI.77)

où nous avons négligé une contribution en 1/Q2. Nous obtenons donc

g̃ψ(0) = f(k) =
1

1

g̃
+

1

2π
ln(Q/k) +

i

4

, (VI.78)

5. On rappelle que

1

x− x0 − iε
= PP

(
1

x− x0

)
+ iπδ(x− x0). (VI.76)
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ce qui correspond à la structure trouvée au chapitre 2 pour l’amplitude de
diffusion 6

f(k) =
1

1

2π
ln(1/ka2) +

i

4

, (VI.79)

avec la longueur de diffusion

a2 =
e−2π/g̃

Q
, (VI.80)

qui dépend à la fois du paramètre sans dimension g̃ et de la coupure Q.

Dans le problème du gaz 2D traité par champ classique, nous avons
utilisé le fait qu’un potentiel de contact g̃δ(r) pouvait se décrire par une
amplitude de diffusion f(k) constante

champ classique :
1

f(k)
≈ 1

g̃
. (VI.81)

Quand on prend en compte le caractère quantique du mouvement des par-
ticules, on voit qu’au niveau du problème à deux corps, cette approxima-
tion n’est pas possible stricto sensu. En particulier, contrairement à ce qui
se produit pour le cas 3D [cf. eq. (VI.41)], l’amplitude f(k) n’admet pas de
limite finie quand k → 0 dans le cas bi-dimensionnel.

En résumé, nous trouvons pour le potentiel de contact ~2

m g̃δ(r) :

— qu’il est nécessaire d’introduire une coupure Q dans l’espace des im-
pulsions ;

— que cette coupure modifie l’amplitude de diffusion f(k) :

1

f(k)
≈ 1

g̃
−→ 1

f(k)
≈ 1

g̃
+

1

2π
ln

(
Q

k

)
(VI.82)

où l’on a gardé ici uniquement les termes réels (dominants) dans
1/f(k) ;

6. Pour simplifier l’écriture, nous négligeons ici certaines corrections logarithmiques
d’ordre unité, comme le coefficient η = 0.89 qui apparaissait dans l’équation (106) du chapitre
2.

— que cette coupure fait émerger une longueur de diffusion à deux di-
mensions a2, la modification de l’amplitude de diffusion s’écrivant
alors :

1

f(k)
≈ 1

g̃
−→ 1

f(k)
≈ 1

2π
ln

(
1

ka2

)
, (VI.83)

où a2 = 1
Qe−2π/g̃ .

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la présence de cette échelle de
longueur vient briser l’invariance d’échelle que nous avions trouvé dans
le formalisme du champ classique : les interactions quantiques à deux di-
mensions ne peuvent pas se décrire avec un nombre sans dimension g̃ in-
dépendant des échelles d’énergie en jeu. En particulier, l’équation d’état
du gaz prend désormais la forme générique suivante (RANÇON & DUPUIS

2012) :

ρλ2
T = F

[
µ

kBT
, g̃(µ)

]
. (VI.84)

Nous allons maintenant examiner sur le cas simple T = 0 la structure de
cette équation d’état.

3-3 Equation d’état à température nulle

Dans ce paragraphe, nous discutons brièvement une première manifes-
tation de la brisure de l’invariance d’échelle, qui se manifeste sur l’équation
d’état du gaz de Bose 2D à T = 0. L’écriture de cette équation d’état a fait
l’objet de nombreuses publications depuis les travaux initiaux de SCHICK

(1971) et POPOV (1972). Notons que dans ce cas, le théorème de Mermin–
Wagner ne s’applique plus et le gaz peut présenter un véritable ordre à
longue portée avec une fraction condensée importante.

Dans le cadre de la théorie de champ classique, l’équation d’état du gaz
2D à T = 0 est simplement (cf. chapitre 5, équation 12) :

µ =
~2

m
g̃ ρ ←→ ρ =

mµ

~2

1

g̃
. (VI.85)

Cette relation linéaire entre densité spatiale ρ et potentiel chimique µ est
inévitable dans le cadre d’une équation d’état invariante d’échelle, dans la
limite T → 0. En effet, nous avons vu que l’invariance d’échelle entraîne
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que la densité dans l’espace des phases est de manière générale une fonc-
tion de µ/kBT seulement, dont on déduit :

D = G
(

µ

kBT

)
−→ ρ ∝ T G

(
µ

kBT

)
. (VI.86)

Pour qu’une limite T → 0 existe pour la densité spatiale ρ dans cette der-
nière relation, il faut que le terme dominant de G(x) quand x → ∞ soit
linéaire en x et on en déduit alors immédiatement ρ ∝ µ.

La brisure de l’invariance d’échelle par les effets quantiques vus plus
haut va venir modifier ce résultat très simple. On peut montrer de manière
générale que la relation entre ρ et µ fait intervenir l’amplitude de diffu-
sion f(k) pour des collisions de très bas vecteur d’onde, qui sont les seules
pertinentes dans ce régime (POPOV 1972). La substitution de l’amplitude
de diffusion "classique" g̃ par l’amplitude de diffusion "quantique" (VI.83)
conduit alors à une expression du type

ρ =
mµ

2π~2
ln

(
1

k∗a2

)
, (VI.87)

où nous avons introduit une échelle "naturelle" de vecteur d’onde k∗ qu’il
s’agit maintenant d’expliciter. Nous allons pour cela nous appuyer sur la
synthèse faite par MORA & CASTIN (2009), dont nous allons énoncer les
principaux résultats [voir aussi ASTRAKHARCHIK, BORONAT et al. (2009)].
On pourra consulter également les articles plus récents de MASHAYEKHI,
BERNIER et al. (2013) et SALASNICH (2017) où des corrections supplémen-
taires sont prises en compte.

Partant d’interactions caractérisées par la longueur de diffusion a2, on
cherche à faire un développement de l’expression des différentes quantités
physiques du gaz à température nulle en puissances du paramètre

ε =
1

ln(E2/µ)
avec E2 =

~2

ma2
2

. (VI.88)

Ce paramètre est effectivement petit devant 1 si on prend une limite basse
densité pour laquelle 0 < µ � E2. MORA & CASTIN (2009) calculent en
particulier le grand potentiel qu’ils écrivent sous la forme :

Ω(µ)

L2
= −mµ

2

8π~2

[
1

ε
+ α0 + α1ε+ . . .

]
. (VI.89)

et pour lequel ils calculent explicitement les premiers coefficients du déve-
loppement α0 et α1.

On déduit de cette expression la densité spatiale :

ρ =
N

L2
= − 1

L2

(
∂Ω

∂µ

)

T,L2

(VI.90)

ce qui donne à l’ordre le plus bas en ε

ρ =
mµ

4π~2
ln

(
E2

µ

)
. (VI.91)

Il s’agit bien de la forme annoncée en (VI.87), en posant

~2k2
∗

m
= µ. (VI.92)

C’est donc la valeur du potentiel chimique qui vient donner l’échelle perti-
nente de vecteur d’onde k∗ à insérer dans l’amplitude de diffusion et dans
l’équation d’état.

3-4 Le cas pratique d’une expérience d’atomes froids

Considérons maintenant le cas pratique d’un gaz bi-dimensionnel ob-
tenu en appliquant un fort potentiel de confinement dans la direction z.
Nous supposons comme d’habitude que ce potentiel est harmonique de
pulsation ωz . Nous avons donné au chapitre 2 l’expression de la longueur
de diffusion à 2D 7 :

a2 ≈ aoh e−2π/g̃. (VI.93)

Dans cette expression, aoh = (~/mωz)1/2 représente l’extension de l’état
fondamental du mouvement selon la direction z. On trouve alors en utili-
sant (VI.91)

ρ ≈ mµ

~2

[
1

g̃
+

1

4π
ln

(
µ

~ωz

)]
. (VI.94)

7. Comme plus haut dans ce chapitre et pour simplifier la discussion, nous négligeons
ici un coefficient multiplicatif d’ordre unité, présent dans l’équation (110) du chapitre 2 mais
sans importance pour la discussion présente.

122



CHAPITRE VI. INVARIANCE D’ÉCHELLE CLASSIQUE, ANOMALIES QUANTIQUES § 4. Le mode de respiration d’un gaz piégé

FIGURE VI.7. Paramètre G = m/(~2κ), caractérisant le lien entre densité ρ et
potentiel chimique µ à très basse température pour un gaz 2D d’atomes de cé-
sium. La théorie de champ classique prédit G = g̃ (ligne droite rouge). La ligne
noire continue représente une prédiction basée sur la théorie de Ginzburg–Landau
(SACHDEV & DEMLER 2004). Les symboles ouverts ont été obtenus pour un gaz
évoluant dans un réseau optique opérant dans un régime où son effet est essen-
tiellement une renormalisation de la masse et de la force des interactions. Figure
extraite de HA, HUNG et al. (2013).

Dans la plupart des expériences d’atomes froids, potentiel chimique µ et
énergie de confinement ~ωz ne diffèrent pas par plusieurs ordres de gran-
deurs, de sorte que le deuxième terme du crochet figurant ci-dessus est
généralement notablement plus petit que 1. Si le paramètre d’interaction g̃
est lui-même plus petit que 1, le terme dominant dans (VI.94) est 1/g̃, et la
théorie de champ classique s’applique.

L’expérience menée à Chicago par HA, HUNG et al. (2013) sur des
atomes de césium dans un réseau optique a toutefois permis de sonder
le régime T ≈ 0 en présence de fortes interactions, avec le paramètre g̃
dépassant 2. À partir de la compressibilité κ = ∂ρ

∂µ du gaz superfluide
à température très basse, HA, HUNG et al. (2013) définisse le paramètre
G = m/(~2κ). Les valeurs mesurées pour ce paramètre sont représentées
sur la figure VI.7. Elles montrent une déviation notable par rapport à la pré-

diction de la théorie de champ classique G = g̃ pour les grandes valeurs
de g̃.

4 Le mode de respiration d’un gaz piégé

Pour mettre en évidence l’éventuelle invariance d’échelle d’un gaz bi-
dimensionnel, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont proposé d’étudier le mode
de respiration de ce gaz quand on le confine dans un piège harmonique
isotrope, V (r) = 1

2mω
2r2 avec r2 = x2 +y2. Ce mode de respiration, encore

appelé mode monopolaire, consiste en une dilatation puis une contraction
isotrope du gaz. En présence de l’invariance d’échelle, il doit présenter les
propriétés suivantes :

— Il se fait à la fréquence 2ω, sans aucune modification liée aux interac-
tions.

— Il ne présente pas d’amortissement.

— Ces propriétés sont valables quelle que soit l’amplitude d’excitation
du mode (pas nécessairement faible).

Un ensemble de propriétés aussi simples en font évidemment un can-
didat de choix pour étudier précisément l’invariance d’échelle et son éven-
tuelle brisure du fait de la régularisation du potentiel en δ(r). Signalons
par ailleurs que ces propriétés ont été étendues à un autre fluide invariant
d’échelle, le gaz de Fermi unitaire 3D, par WERNER & CASTIN (2006a).

Dans cette section, nous allons d’abord expliquer l’origine des proprié-
tés que nous venons de mentionner en prenant successivement deux points
de vue. Le premier, très concret, consistera à étudier l’évolution dans le
temps du champ classique ψ(r, t). Le second, plus formel, sera basé sur
une algèbre d’opérateurs. Nous aborderons ensuite l’anomalie quantique
concernant ce mode, c’est-à-dire la perte de la symétrie qui lui est associée
lors du passage vers une description quantique de l’oscillation.

4-1 Point de vue ondulatoire

Considérons un champ classique ψ(r, t) décrivant un fluide 2D évo-
luant dans un piège harmonique isotrope, avec l’interaction de contact dé-
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crite par le paramètre g̃. L’équation d’évolution déduite de la fonctionnelle
d’énergie de Gross–Pitaevskii s’écrit 8

i~ψ̇(r, t) = − ~2

2m
∇2ψ +

1

2
mω2r2 ψ(r, t) +

~2

m
g̃ |ψ(r, t)|2 ψ(r, t). (VI.95)

Partons d’une solution stationnaire ψ0(r) associée au potentiel chimique
µ :

µψ0(r) = − ~2

2m
∇2ψ0 +

1

2
mω2r2 ψ0(r) +

~2

m
g̃ |ψ0(r)|2 ψ0(r). (VI.96)

On peut alors vérifier explicitement que l’on peut fabriquer toute une
classe de fonctions solutions de l’équation dépendant du temps (VI.95) en
posant :

ψ(r, t) =
eiα(t)

λ(t)
eiβ(t) r2

ψ0

(
r

λ(t)

)
(VI.97)

où les fonctions α(t) et β(t) s’expriment en fonction de la troisième fonction
λ(t)

α(t) = −µ
~

∫ t

0

dt′

λ2(t′)
, β(t) =

m

2~
λ̇(t)

λ(t)
, (VI.98)

et où cette troisième fonction λ(t) vérifie l’équation différentielle

λ̈(t) = ω2

[
1

λ3(t)
− λ(t)

]
. (VI.99)

Les solutions de cette dernière équation sont

λ(t) = [sinh(η) cos(2ωt+ ϕ) + cosh(η)]
1/2 (VI.100)

où l’amplitude η et la phase ϕ sont arbitraires. Ces fonctions λ(t) sont pé-
riodiques en temps de période π/ω ; chacune correspond à un mode de res-
piration avec le facteur d’échelle λ(t) puisque la densité spatiale déduite de
(VI.97) vérifie

ρ(r, t) =
1

λ2(t)
ρ0

(
r

λ(t)

)
. (VI.101)

8. Le ˙ signifie ici et dans ce qui suit une dérivée par rapport au temps.

Comparaison avec le cas 3D. L’existence d’une loi d’échelle dans l’évo-
lution d’un gaz quantique a également été montrée dans le cas 3D par
CASTIN & DUM (1996) et KAGAN, SURKOV et al. (1996). Les relations que
l’on déduit dans ce cas sont notamment très commodes pour déterminer le
comportement d’un condensat de Bose–Einstein quand on coupe le piège
qui le confine. Toutefois, il s’agit dans le cas 3D de relations approchées,
obtenues en supposant que l’énergie cinétique est petite devant les autres
énergies en jeu, interaction et piégeage. Dans le cas 2D au contraire, le fait
que la loi d’échelle soit la même pour l’énergie cinétique et pour l’énergie
d’interaction entraîne que la fonction ψ(r, t) écrite en (VI.97) est une solu-
tion exacte de l’équation de Gross–Pitaevskii, quelle que soit l’importance
relative des différentes contributions à l’énergie du système.

4-2 Point de vue algébrique

La méthode ondulatoire décrite plus haut permet de déterminer expli-
citement la classe de fonctions correspondant au mode de respiration 2D,
mais elle ne révèle pas la symétrie cachée derrière la dégénérescence cor-
respondant à toutes ces fonctions oscillant à la même fréquence 2ω. Pour
mettre en évidence cette symétrie, PITAEVSKII & ROSCH (1997) ont intro-
duit trois opérateurs appropriés au problème et ils ont montré que ces opé-
rateurs formaient une algèbre fermée. La dégénérescence recherchée s’en
déduit alors simplement.

Partant des trois contributions à l’hamiltonien du système

Ĥcin =
∑

j

p̂2
j

2m
Ĥint =

∑

i<j

U (r̂i − r̂j) Ĥtrap =
∑

j

1

2
mω2r̂2

j

(VI.102)
les trois opérateurs utiles sont :

L̂1 =
1

2ω

(
Ĥcin + Ĥint − Ĥtrap

)
, (VI.103)

L̂2 =
1

4

∑

j

(r̂j · p̂j + p̂j · r̂j) , (VI.104)

L̂3 =
1

2ω

(
Ĥcin + Ĥint + Ĥtrap

)
. (VI.105)
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On remarquera que L̂3 n’est autre que l’hamiltonien total Ĥ du système,
au facteur 1/2ω près.

Si le potentiel d’interaction U(r) satisfait la loi d’échelle U(λr) =
1
λ2U(r), alors on peut vérifier 9 que l’on a les trois relations de commu-
tation

[L̂1, L̂2] = −i~L̂3, [L̂2, L̂3] = i~L̂1, [L̂3, L̂1] = i~L̂2. (VI.106)

S’il n’y avait pas le signe − dans la première relation, on reconnaîtrait les
équations caractérisant l’opérateur moment cinétique dans l’espace à trois
dimensions et on serait donc en présence de l’algèbre de Lie du groupe
des rotation SO(3). Avec ce signe −, l’algèbre de Lie décrite ici est celle du
groupe de Lorentz en 2+1 dimensions, correspondant au groupe SO(2,1).

Cette algèbre fermée à trois opérateurs permet de déduire une série
de propriétés importantes concernant les états propres du fluide. Comme
pour l’algèbre du moment cinétique, introduisons les deux opérateurs

L̂± = L̂1 ± iL̂2. (VI.107)

On vérifie immédiatement les relations de commutation

[L̂3, L̂±] = ±~ L̂± (VI.108)

dont on déduit que si l’on se donne un état propre |ψ〉 de L̂3 (donc de Ĥ),
on peut engendrer une série d’autres états propres en faisant agir L̂± sur
|ψ〉. En particulier, si E est la valeur propre associée à |ψ〉 pour Ĥ , alors
E + 2~ω sera associée à L̂+|ψ〉. La "tour" d’états d’énergie E + n 2~ω avec
n ∈ N correspond au mode monopolaire d’amplitude (liée au nombre de
quanta n) quelconque que nous avons trouvé au paragraphe précédent.

4-3 Brisure de l’invariance d’échelle

Le raisonnement algébrique qui précède utilise de manière explicite la
loi d’échelle du potentiel d’interaction U(λr) = 1

λ2U(r). Dans la mesure où
cette loi d’échelle cesse d’être vérifiée quand on régularise le potentiel de
contact à 2D, on s’attend à ce que les propriétés trouvées par PITAEVSKII &

9. On utilise notamment la propriété (r ·∇)U = −2U .

ROSCH (1997) soient également invalidées par cette procédure de régulari-
sation.

Les conséquences de la brisure d’invariance d’échelle ont été étudiées
en détail par OLSHANII, PERRIN et al. (2010) et HU & LIANG (2011) pour
des bosons et par HOFMANN (2012) pour des fermions. Nous n’allons pas
reprendre ici le détail de ces articles et nous indiquons simplement les ré-
sultats principaux. Le point essentiel est que l’algèbre des trois opérateurs
cesse d’être fermée et les commutateurs (VI.106) font maintenant intervenir
le terme supplémentaire proportionnel à

a2
∂Ĥ

∂a2
(VI.109)

qui ne s’exprime pas en termes des trois opérateurs L̂j . Pour le cas d’un gaz
de Bose 2D fortement confiné dans la troisième direction par un potentiel
harmonique, OLSHANII, PERRIN et al. (2010) ont montré qu’un traitement
perturbatif du terme "anormal" (VI.109) conduisait pour un mouvement de
faible amplitude à un déplacement en fréquence du mode monopolaire

δωmonop.

2ω
=

1

4
√
π

a

aoh
. (VI.110)

Comme le rapport entre la longueur de diffusion à trois dimensions a
et l’extension de l’état fondamental de l’oscillateur harmonique aoh est
en général petit devant 1, ce déplacement est très faible et n’a –à notre
connaissance– pas encore été mesuré. L’utilisation d’une résonance de Fe-
shbach pourrait permettre d’augmenter a , donc l’importance de cette cor-
rection. Pour un gaz de fermions dans le régime du cross-over BEC–BCS, un
résultat similaire a été obtenu par HOFMANN (2012), qui relie par ailleurs
son résultat aux propriétés du contact de Tan.

4-4 Études expérimentales

Sur des bosons (87Rb), la première étude en relation avec le mode mo-
nopolaire de PITAEVSKII & ROSCH (1997) a été faite CHEVY, BRETIN et al.
(2001) à ParisVI.8. Il ne s’agissait pas à strictement parler d’un gaz 2D, mais
plutôt d’un gaz en forme de cigare très allongé. Cette étude est néanmoins
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FIG. 1. Variation of A!t" ! R2
x!t" 1 R2

y!t", after a strong exci-
tation of the transverse breathing mode. The line is a sinusoidal
fit of the data (v 0

!#2p ! 250 Hz, t ! 800 ms).

Within the Thomas-Fermi approximation, the evolu-
tion of the trapped condensate after the excitation of the
transverse breathing mode is well described by a time-
dependent scaling transformation [24,28,29]. The spatial
density r!r, t" at time t is deduced from the spatial den-
sity at time 0 (i.e., just after the transverse frequency is set
back to its value v!) by

r!x, y, z, t" !
1

l2
!lz

r

µ

x
l!

,
y

l!
,

z
lz

, 0
∂

.

The evolution of the scaling parameters l! and lz is given
by [28,29]:

l̈! !
v2

!

l3
!lz

2 v2
!l! l̈z !

v2
z

l2
!l2

z
2 v2

z lz . (1)

We start our analysis with the evolution for relatively
short times t ø 2p#vz . In this case one can neglect the
variation of lz and integrate the equation for l! as follows:

l!!t" ! $cosh!a" 1 sinh!a" sin!2v!t 2 b"%1#2,

where the parameters a and b depend on the initial con-
ditions. One remarkable consequence of this solution is
that the quantity A!t" ! R2

x!t" 1 R2
y !t" ! l2

!!t"A!0" al-
ways undergoes a sinusoidal oscillation at frequency 2v!,
irrespective of the strength of the excitation [30]. This is
confirmed by the results of Fig. 1, where we observe a si-
nusoidal oscillation of A!t" with a factor of 3 between the
maxima and the minima. The frequency of the oscillation
is indeed found to be equal to 2v!, within our experimen-
tal uncertainty (60.5%).

At longer times one has, in principle, to take into ac-
count the variation of lz . We restrict our analysis to
small amplitude oscillations and write li ! 1 1 ei, where
e!, ez ø 1. The linearized equations of motion

ë! 1 v2
!!4e! 1 ez" ! 0, ëz 1 v2

z !2e! 1 3ez" ! 0

give rise to two modes [2,4,31]. One is a fast mode of fre-
quency &2v! corresponding to e!#ez ! v!#vz. The
other one is a slow mode of frequency

p

5#2 vz with
e!#ez ! 21#4. Our excitation scheme corresponds to
"e! fi 0 at time 0 while the three other quantities e!, ez ,
and "ez are approximately zero at initial time. Under these
conditions, we mainly excite the fast mode 2v! since
the relative weight of the slow mode in the evolution of
l! is only vz#!

p
40 v!" , 0.01. For this fast mode, the

condensate dynamics consists essentially in a transverse
monopole oscillation since ez ø e!.

We investigate the oscillation and the damping of this
mode on a long time scale (up to 0.7 s). An example is
given in Fig. 2 for T ! 40 !620" nK (note that for such
cold clouds, corresponding to a quasipure condensate, the
temperature can be inferred only from the final rf used
for the evaporation). The evolution of A!t" is well fitted
by a damped sinusoidal function, A0 1 dA0 cos!v0t 1
f"e2g0t , with dA0#A0 ! 0.063 !4", v0#2p !
366.3 !5" Hz, and g0 ! 1.2 !2" s21. This corresponds to
a quality factor Q ! v0#g0 & 2000 much larger than any
previously reported for other eigenmodes of a BEC. For
instance, measurements performed with a time-averaged
orbiting potential trap (vz ! 2

p
2 v!) gave Q & 200

for the lowest m ! 0 mode [7]. For a cigar shaped trap,
measurements of the low frequency mode discussed above
(v !

p

5#2 vz) led to Q ' 80 [8]. A smaller value
(Q & 25) was measured for the scissors mode [9]. The
present quality factor is also 1 order of magnitude larger
than what we find for the transverse quadrupole mode
under the same experimental conditions [32].

We measure the oscillation frequency and the damping
rate over a large temperature range compatible with the
detection of a condensate. The results are given in Fig. 3,
together with the total number of atoms N . The mea-
surement of g0 is made from the decay of the oscillation

FIG. 2. Time evolution of A!t"#Ā at low temperature (40 nK), where Ā is the average of A!t" over each time interval [0,9 ms],
$200 ms, 209 ms% . . . . The oscillation is well fitted by a damped sinusoid. Here v 0

!#2p ! 230 Hz and t ! 75 ms.

250402-2 250402-2

FIGURE VI.8. Oscillation temporelle de l’aire transverse d’un gaz 3D de rubi-
dium confiné dans un piège « cigare ». L’oscillation se fait à une fréquence égale
(à la précision de mesure près) au double de la fréquence transverse du piège. Ce
mode d’oscillation n’est que très faiblement amorti (facteur de qualité > 2000).
Figure extraite de CHEVY, BRETIN et al. (2001).

pertinente du fait du découplage effectif entre les degrés de liberté trans-
verses du cigare (ceux affectés par le mode monopolaire) et le degré de li-
berté longitudinal. CHEVY, BRETIN et al. (2001) ont effectivement observé
un mode monopolaire de très longue durée de vie, de fréquence égale à 2ω
à la précision de mesure près (3 10−3 en valeur relative).

Une expérience plus récente a été menée à Cambridge sur des fermions
(40K) dans une géométrie 2D par VOGT, FELD et al. (2012). Là aussi, le
mode monopolaire a été observé avec une fréquence compatible avec la
prédiction 2ω de champ classique (figure VI.9) et avec un très faible amor-
tissement (Γ/ω ∼ 0.05). Ce résultat est plus surprenant que celui de Paris,
car les chercheurs de Cambridge s’étaient placés au voisinage d’une réso-
nance de Feshbach. On aurait donc pu s’attendre à ce que la régularisation
du potentiel δ(r) joue un rôle important. Ce résultat « négatif » a été ex-
pliqué par TAYLOR & RANDERIA (2012) par le fait que le déplacement de
la fréquence du mode monopolaire fait intervenir la quantité 2P − ρ∂P∂ρ ,
quantité qui se trouve être presque nulle du fait de la compensation entre
ses deux termes. L’approche de TAYLOR & RANDERIA (2012) permet d’ex-
pliquer également le très faible amortissement observé à Cambridge.

Signalons pour finir que les corrections logarithmiques liées à la régu-
larisation du potentiel de contact ont été vues dans des gaz de Fermi à 2D
sur d’autres quantités, comme la mesure par spectroscopie radiofréquence
de la position des états liés. Ces mesures faites au MIT par SOMMER,
CHEUK et al. (2012) ont été analysées en termes d’anomalie quantique par

!monop.

!

ln(kF a2)

FIGURE VI.9. Fréquence du mode monopolaire d’un gaz 2D de fermions (40K) au
voisinage d’une résonance de Feshbach. La longueur de diffusion a2 est mesurée ici
en unités du vecteur d’onde de Fermi kF (EF = ~2k2

F /2m ≈ 5 à 8 kHz×h). On
trouve que la fréquence du mode monopolaire reste très proche de la valeur prédite
dans le cadre de l’invariance d’échelle, même quand la longueur de diffusion a2

devient grande. Figure extraite de VOGT, FELD et al. (2012).

LANGMACK, BARTH et al. (2012) et ZWERGER (2016).
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