Chapitre 2

Topologie a une dimension :

du modeéle SSH aux modes de Majorana
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Aprés la mise en place au cours précédent du formalisme nécessaire
pour aborder I'étude de phases topologiques de la matiere, nous passons
maintenant a la recherche de manifestations concretes de cette topologie.
Le point central que nous voulons établir porte sur 1'existence d’états de
bord robustes apparaissant a l'interface entre deux phases de topologies
différentes.

Nous allons dans un premier temps nous concentrer sur le modele SSH
introduit par SU, SCHRIEFFER et al. (1979) pour décrire une chaine molé-
culaire de polyacétylene. Nous allons approfondir la caractérisation de la
topologie d"une bande que nous avons déja esquissée dans le chapitre 1 en
terme d’enroulement autour de la sphere de Bloch. Nous montrerons sur
ce modele I'existence possible d’états de bord robustes, pour un segment
fini de la chaine ou dans un géométrie semi-infinie.

Nous aborderons ensuite la description d"une expérience récente menée
avec de la lumiere qui a mis en évidence ces caractéristiques topologiques,
et tiré parti des états de bords pour réaliser un laser topologique (ST-JEAN,
GOBLOT et al.2017).

Dans la derniere partie, nous allons comparer cette chaine SSH avec
un autre systéme modele remarquable, introduit par KITAEV (2001) pour
décrire un supraconducteur topologique a une dimension. Nous verrons
que les états de bord ont alors des propriétés tres particuliéres, décrites par
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des modes de quasi-particules pour lesquelles opérateurs de création et
de destruction coincident. Ces modes sont baptisés modes de Majorana, par
analogie avec le formalisme présenté par MAJORANA (1937) pour analyser
I"équation de Dirac.

L’étude de ces deux modeles va nous donner 1’occasion d’aborder I'im-
portance des symétries dans la stabilité des phases topologiques (voir aussi
l'appendice 2 de ce chapitre). Il s’agira de la symétrie de sous-réseau pour
le modele SSH, et de la symétrie particule-trou pour le modele de Kitaev.
Tans que le systeme possede cette symétrie, les phases topologiques que
nous allons trouver seront robustes : elles ne pourront se transformer en
une phase normale qu’en fermant un gap entre deux bandes d’énergie, ce
qui impose une modification importante des parametres de ’hamiltonien.
En revanche, comme nous le verrons au cours 3, la robustesse topologique
peut disparaitre sans avoir a fermer de gap si on perd cette symétrie.

1 Etats de bord dans le modéle SSH

1-1 Retour sur I’hamiltonien SSH

Comme nous l'avons vu au chapitre 1, le modele SSH vise a décrire
une longue chaine de polymeére comme le polyacétylene (figure(l|a). Cette
chaine est unidimensionnelle et comporte deux types de liaisons, simple ou
double, entre atomes de carbone adjacents. On la modélise en décrivant le
mouvement d'un électron sur cette chaine par un traitement a la Hubbard,
avec une ligne de sites A et B alternés, la particule pouvant sauter d"un site
aux deux sites voisins avec des coefficients tunnel J et J' (figure[1|b).

Un point essentiel du modéle SSH est de supposer que les deux sites A
et B ont la méme énergie, que I'on prend nulle par convention. L’hamilto-
nien d"un électron sur la chaine s’écrit donc :

H ==Y 1B) A = T3 1Ba) (4] + he.

J J

(1)

La chaine infinie constitue un systéme spatialement périodique que I'on
peut traiter avec le formalisme des ondes de Bloch. On cherche les états
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FIGURE 1. (a) Molécule de polyacétyléne. (b) Modélisation dans le cadre d’un
modele de liaisons fortes.

propres de I'hamiltonien sous la forme
ea) = > 71" (aql4s) + Bl By)) @)

J

ol ¢ est le quasi-moment de Bloch, dont la valeur est restreinte a la zone
de Brillouin —7/a < ¢ < 7/a avec identification des deux extrémités ¢ =
+m/a. Les coefficients o et 3, sont déterminés en écrivant que [1),) est état
propre de ’hamiltonien de la chaine, ce qui donne :

7 « o
Hy (1) =E;( ! 3
(i) == () o
ott 'hamiltonien périodique H, est la matrice 2 x 2 :
5 0 J + Je e
HQ(J/+Jeiqa 0 > (4)
Ses valeurs propres sont
1/2
E) =+ [J? + J? +2JJ cos(qa)] 2 (5)
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FIGURE 2. Bandes d’énergie pour une chaine infinie du modéle SSH dans le cas
J' =(3/2)J.

ce qui conduit aux deux bandes d’énergie :
BH)
B

J—J| < E<J+J

—(J+J) < E<—|J+J| 6)

Un exemple de la variation de Eéi) en fonction de ¢ est tracé en figure
pour J' = (3/2) J. Ces deux bandes sont disjointes sauf si J = J' (cf. figure

3).

Rappelons la notation compacte introduite au chapitre 1 pour un ha-
miltonien représenté par une matrice 2 x 2. En utilisant les trois matrices

de Pauli
. (01 . (0 —i . (1 0
=1 0) a=( ) w=( L) o
nous pouvons écrire toute matrice hermitienne sous la forme
Hy=Eo(g) 1 = h(q) -6, (®)
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FIGURE 3. Bandes d’énergie pour une chaine infinie du modele SSH en fonction
du rapport J'/J. On obtient deux bandes disjointes sauf pour J' = J.

ot les fonctions h(q), & = x,y, z sont réelles. Dans le cas du modele SSH,
on a pris la référence d’énergie Fy = 0 et

he(q) +ihy(q) = J' + Je'%  h, =0. ©)
La forme (8) obtenue pour H, pour chaque valeur de ¢ peut étre vue
comme ’hamiltonien d’une particule de spin 1/2 dans un champ magné-

tique h(q). Les deux états propres s’écrivent

_ 1 1 n 1 1
) = = (ei¢q> = (ei%) (10)
ol I'on a introduit le nombre de module 1
; J' 4 Jelte
igg — < T
- |J" + J elaa|’ (1)

définition qui est valable tant que le dénominateur ne s’annule pas, donc
tant que J' # J.
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FIGURE 4. Représentation des deux états propres |uéi)> sur la sphere de Bloch de
rayon 1. Pour le modele SSH, ces deux états propres sont toujours localisés sur
I'équateur.

Dans ce qui va suivre, nous utiliserons la représentation de 1'état quan-
tique |u) d'un systéme a deux niveaux sur la sphere de Bloch, également
introduite au chapitre 1. Cette représentation tire parti du fait que cet état
peut s’écrire de maniere unique (a une phase globale pres) :

u) = (eiiossﬁ/f/)m)

oi1§ € [0, 7] et ¢ €] —m, 7]. La représentation sur la sphere de Bloch consiste
alors a voir cet état comme le point d’angle polaire ¢ et d’angle azimutal

(12)

¢. Dans cette représentation, les deux états propres |u((1i)) du modele SSH
sont situés sur 1’équateur de la sphere de Bloch, d’azimut ¢, pour |u,(;)> et
¢q £ ™ pour |u§+)>.

Rappelons enfin que la topologie des deux bandes d’énergie du mo-

dele SSH est directement liée au nombre d’enroulement de la phase ¢, du
nombre complexe J' + Jeld? :

Lo[ds,

= — . 1
o 4 % (13)

—m/a

Comme ¢4 n’est autre que 1’angle azimutal de |u,(f) ), ce nombre d’enroule-
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FIGURE 5. Trajectoire suivie par |u((1_)> dans le modele SSH quand le quasi-
moment q parcourt la zone de Brillouin | — 7/a,w/a]. Les cas (a) et (b) corres-
pondent respectivement a J' > J (non topologique) et J' < J (topologique).

ment s’interprete géométriquement a partir de la trajectoire de cet état (ou
de son partenaire |u¢(1+)>) quand ¢ décrit la zone de Brillouin [—7/a, 7/a] :

— Si h effectue un aller-retour le long de I'équateur, ¢, = 0 pour ga = £
et /' = 0. Cela correspond au cas J' > J (figure[Ph). Nous qualifierons
cette configuration de normale ou non topologique.

— Si h effectue un tour complet le long de I'équateur, ¢, = +m pour
ga = £ et N = 1. Cela correspond au cas J' < J (figure [Bp). Nous
qualifierons cette configuration de topologique.

Puisque les états |u((1i)> sont contraints de rester sur 1'équateur, on ne
peut pas déformer continument un type de trajectoire en l'autre; c’est
l'origine de la protection topologique du nombre d’enroulement (ou de

la phase de Zak ®}_) = —7\).

1-2 Le cas d’une chaine finie

Commengons notre analyse des états de bord en considérant une chaine
finie, comportant un nombre donné de paires AB (figure [6). Puisque le
systéme n’est plus invariant par translation, le théoréme de Bloch ne s’ap-
plique plus et il n’est pas possible de procéder a un traitement analytique.
Nous donnons en figure [7]le résultat d'une diagonalisation numérique de
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B—B—a—B—na—®

FIGURE 6. Chatne SSH de taille finie (avec ici 6 sites, donc 3 paires AB).
T T T T T T T T T

| | |
0 02 04 06 08 1
J')J

| | |
1.2 14 16 18 2

FIGURE 7. Energies propres d'une chaine SSH a 20 sites, donc 10 paires AB.
Pour J' < J, deux états de bords d’énergie quasi-nulle sont présents. Ces états
disparaissent graduellement quand on passe dans la région J' > J. La zone grisée
correspond aux bandes d’énergies de la chaine infinie, déja tracées en ﬁgure@

I’'hamiltonien pour une chaine de 10 paires.

Plusieurs points remarquables apparaissent sur cette figure :

— La majeure partie des énergies trouvées par diagonalisation se
trouvent a l'intérieur des bandes permises trouvées analytiquement
pour une chaine infinie, et ces énergies remplissent la zone ainsi déli-
mitée : dans la limite ot la longueur de la chalne devient trés grande,
on va retrouver toutes les énergies I, obtenues plus haut.

— Le spectre en énergie est symétrique par rapport a I'énergie nulle.

— Pour J’ < J, c’est-a-dire dans la région "topologique", on trouve deux
états d’énergie quasi-nulle, a 'extérieur de la zone grisée correspon-
dant aux bandes d’énergie permises.
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FIGURE 8. Chaine SSH finie a 20 sites, donc 10 cellules unité, pour J' = J/2.
On a représenté les amplitudes de probabilité a,, b1, az, b, . .. pour les deux états
situés a l'intérieur du gap. Les distributions de probabilité pour ces deux états sont
symétriques, du fait de la symétrie de la chaine elle-méme.

Ces états situés a l'intérieur du gap interdit sont les états de bord que
nous souhaitons discuter. Nous avons représenté sur la figure (8| les am-
plitudes de probabilité (a;,b;) pour ces deux états dans le cas particulier
J' = J/2. On trouve que ces deux états sont effectivement localisés aux
extrémités de la chaine, avec une probabilité supérieure a 3/4 de trouver
la particule sur 1'un des sites extrémes, A; ou Bjo. La chaine étant symé-
trique, les distributions de probabilité associées a ces deux états sont elles
aussi symétriques. Toutefois, cette symétrie spatiale est facilement brisée. Il
suffit de modifier I"énergie sur site d'une des extrémités (A; par exemple)
d’une faible quantité pour qu'un des états de bord se localise presque en-
tierement sur A; et I'autre sur B;(. Pour illustrer ce point, on a représenté
sur la figure | le résultat obtenu quand I’énergie du site A; passe de 0 a
—J/100. Cette sensibilité est & contraster avec celle des modes de Majorana
que nous rencontrerons un peu plus loin.

DELPLACE, ULLMO et al. (2011) ont proposé une méthode simple et ef-
ficace pour établir de maniére quantitative la correspondance cceur—bord
(bulk—edge) pour la chaine SSH, c’est-a-dire le lien direct entre I'enroule-
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FIGURE 9. Chatne SSH finie a 20 sites, donc 10 cellules unité, pour J' = J/2
avec un léger décalage de —J/100 du site Ay. On a représenté les amplitudes
de probabilité a1, by, a2, ba, . .. pour les deux états situés a l'intérieur du gap. Le
décalage en énergie du site A, entraine une localisation presque complete des états
de bord d'un coté ou I'autre de la chaine.

ment de la phase ¢, et I'existence d’états d’énergie en dehors du gap pour
une chaine finie. L'idée est de compter le nombre d’états que 1'on peut for-
mer a partir des fonctions de Bloch de cceur, et voir si on en obtient 2V,
comme attendu d’apreés la taille de 1’'espace de Hilbert. Si ce n’est pas le
cas, cela signifie que des états supplémentaires sont nécessaires pour obte-
nir une base : ce sont précisément les états de bord que nous avons trouvés
numériquement.

Les états que nous pouvons former a partir des états de cceur sont des
ondes stationnaires, obtenues en superposant deux ondes de Bloch de mo-
ment g et —g avec des poids égaux et un facteur de phase o indéterminé a
ce stade :

onde stationnaire : el \1/45”) + el |w(__q)). (14)
Nous avons choisi ici ¢ > 0 par convention et nous nous sommes limités
pour l'instant a la bande inférieure. Le fait que 'on ait une chaine finie

impose de prendre en compte des conditions aux limites "ouvertes". Si la
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FIGURE 10. Solution graphique de I'équation permettant de déterminer les
états propres de la chaine SSH ouverte, fabriqués a partir d’états de Bloch de cceur.
Dans le cas normal, en rouge, on trouve N solutions physiquement acceptables
pour chacune de deux bandes d’énergie : ceci permet de former une base. Dans le
cas topologique, en bleu, on ne trouve que N — 1 états par bande. Les deux états
manquants sont les états de bord, situés a l'intérieur du gap de la chaine infinie.

chaine est constituée des sites 1, 2, ..., N, nous devons imposer une ampli-
tude nulle sur les sites "fictifs" | By) et |[An+1), ce qui conduit &

cos(a + ¢4) = 0, cosla+ (N + 1)qa] =0, (15)

ol nous avons utilisé ¢_, = —¢,. En éliminant o de ces deux équations,
nous arrivons a la condition sur le moment ¢ :

F(¢g) = (N +1)ga — ¢4 =0 modulo« (16)

qui se préte bien a une résolution graphique (figure [10).

Pour un nombre de sites N assez grand, la fonction F'(g) est strictement
croissante entre ¢ = 0 et ¢ = 7w/a [rappelons que g est supposé positif pour
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éviter le double comptage des ondes stationnaires (I4)]. Elle vaut toujours
0 en ¢ = 0 et sa valeur en ¢ = 7/a dépend de la topologie de la bande :

— Dans le cas normal, ¢, = 0 pour ga = 7 et F'(¢) vaut donc (N +
1)m en ce point. Il y a donc N solutions physiquement acceptables &
I'équation (I6), sachant que les points ¢ = 0 et ga = 7 conduisent a
une onde stationnaire identiquement nulle.

— Dans le cas topologique, ¢, = 7 pour ga = 7 du fait de 'enroulement
autour de la sphére de Bloch et F'(q) vaut donc N en ce point. Iln'y a
alors que N — 1 solutions physiquement acceptables a I'équation (16).

Un raisonnement identique peut étre fait pour les états de la bandes su-
périeure et on arrive ainsi au nombre d’états de cceur que I'on peut for-
mer : 2N dans le cas normal, ce qui permet d’obtenir une base complete,
et 2N — 2 dans le cas topologique, ce qui entraine I’existence de deux états
en dehors du cceur : ce sont les états de bord proches de I’énergie nulle qui
apparaissent sur la figure

1-3 La symétrie de sous-réseau

Nous allons maintenant expliquer la symétrie du spectre en énergie
de la chaine SSH, qu’elle soit finie ou infinie. Une caractéristique im-
portante de 'hamiltonien H, = —h(q) - & est que le vecteur unitaire
n(q) = h(q)/|h(q)| reste en permanence sur I'équateur de la sphere de
Bloch, ce qui permet de classer les bandes d’énergie par le nombre d’en-
roulement autour de la sphere de Bloch. La protection topologique de I'ha-
miltonien SSH est donc assurée par la symétrie entre les deux sous-réseaux
A et B, assurant que h, = 0.

Cette symétrie de sous-réseau, présente également dans des modeles
beaucoup plus élaborés que le modéle SSH, est souvent appelée symétrie
chirale pour des raisons liées a la théorie des champs. Sa transcription ma-
thématique est trés simple dans le cas présent. Introduisons les projecteurs
P4 et Pg sur chacun des deux sous-réseaux. L'opérateur (unitaire)

S=P,y— Pg (17)

anti-commute avec ’hamiltonien SSH :

“
|

)
=

(18)

Soulignons la structure particuliére de la manifestation de cette symétrie.
Pour les symétries traduisant une invariance géométrique (translation, ro-
tation), on est plutot habitué a disposer d’un opérateur O qui commute avec
I'hamiltonien : c’est ce qui permet de chercher une base propre commune
a H et O et de trouver ainsi des états de Bloch pour I'invariance par trans-
lation, ou des états d’énergie et de moment cinétique bien définis pour
lI'invariance par rotation.

Explicitons les conséquence de la relation d’anti-commutation (I8). En
la multipliant a gauche et a droite par P, et en utilisant le fait que P, et Pp
sont des projecteurs orthogonaux (P2 = Py, PyPg = 0), on en déduit que

P,HP, =0, (19)
et de méme pour Pp :

PgHPp = 0. (20)
C’est exactement la contrainte de ne pas avoir de coefficient diagonaux
pour la matrice H, (¥q), ce qui garantit que le vecteur h/|h| reste confiné
sur I’équateur de la sphere unité. On peut également montrer la réciproque
de cette propriété : si 'on impose les deux contraintes PAHPy = 0 et
PpHPg =0, 0n trouvella relation d’anti-commutation l)

Cette relation a pour conséquence la symétrie du spectre en énergie au-
tour de £ = 0. En effet si |¥) est état propre de H avec la valeur propre E,

alors A (310) = -8 (A1) = -& ($10)

ce qui indique que S|v) est également état propre de H avec la valeur —E.

(23)

Cette symétrie appliquée aux états de bord a des conséquences impor-
tantes :

— Si cet état de bord est unique, comme celui qui apparait pour une
chaine semi-infinie (cf. la diagonalisation exacte effectuée en § [1-4),
alors son énergie est nulle.

1. La démonstration est simple si on utilise Py+Pp=1:

AS=H (PA - PB) - (PA i PB) (PA - PB) PpHPs — PaHPg (21

SH = (PA - PB> H= <15A - PB> H (PA + PB> =PyAPg — PgHPy = —HS. (22)
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>Lolealela-

ay by az bo as

FIGURE 11. chaine SSH semi-infinie.

— Toujours dans I’hypothese de l'unicité de cet état de bord [t), S|to)
qui est également état propre d’énergie nulle doit étre colinéaire avec
[t0), ce qui veut dire que |1y) est état propre de S. Comme on a

§?=1 (24)
les valeurs propres de S sont +1 et —1. Si c’est la valeur propre +1 qui

est réalisée, on a

= Pplo) =0

Slo) = [to) (25)

et I'état |1)o) est localisé uniquement sur les sites A. Si c’est la valeur
propre —1 qui est réalisée, alors |¢g) est localisé uniquement sur les
sites B. Nous retrouverons ce résultat au paragraphe suivant en ana-
lysant le cas particulier d"une chaine semi-infinie (§[1-4).

1-4 La chaine semi-infinie

Pour comprendre comment les états de bord apparaissent dans ce sys-
téme uni-dimensionnel, il est intéressant d’étudier le modele exactement
soluble de la chaine SSH semi-infinie. Considérons donc le systéme repré-
senté sur la figure[TT} Comme dans le cas de la chaine finie, le systeme n’est
pas périodique et on ne peut pas utiliser le théoreme de Bloch pour cher-
cher ses états propres. Toutefois, il est relativement simple de les trouver
directement. Ecrivons un état propre d’énergie E sous la forme

“+o0

) = (a;|14;) + b;|By)).

j=1

(26)

Quand on reporte ce développement dans 1’équation aux valeurs
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E E
T+ +J+J
+J - +J-J
J > J: +0 J<J: o 10
t='= t==1)
+—(J'+J) +—-(J+J)

FIGURE 12. Spectre en énergie d'une chaine semi-infinie. En plus des deux bandes
d’énergie trouvées pour le cas de la chaine infinie, un état de bord d’énergie nulle
apparait dans le cas "topologique” J' < J.

propres H|)) = E|i)), on obtient un systéme infini d’équations :

~Jb = Eaq (27)
—J'ay —Jay = Eb (28)
etpourj > 2:
—J'b; — Jbj_q Eaj (29)
—J'aj—Jaj41 = FEb;. (30)

La résolution de ce systeme se fait par des méthodes standard d’algebre
linéaire (voir appendice) et il y a suivant les cas un ou deux types de solu-

tions (cf. figure[12) :
— Quand I'énergie E est choisie dans un des deux domaines

(T + ), T = T[] ou [lJ—J|, T+, (31)

on trouve toujours une solution avec des coefficients a; et b; de mo-
dule (a peu pres) constant quand j — oco. Cette solution représente
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une onde issue de +o00, se propageant dans le sens des x négatifs, se
réfléchissant sur le site A; et repartant en +oco. Cette solution de type
onde stationnaire existe si et seulement si on choisit une énergie dans les
bandes autorisées trouvées plus haut [cf. @], ce qui est rassurant : il
s’agit d"une solution de cceur (bulk), dont I'existence n’est pas affectée
par le fait que la chaine soit coupée en j = 1.

Si J' < J, une solution complémentaire apparait pour 1'énergie nulle,
correspondant a un état discret. Cet état est donné (a un facteur de
normalisation pres) par :

aj = (=J'/J), b; = 0. (32)
Cet état est donc localisé uniquement sur les sites A, comme attendu
du fait de la symétrie de sous-réseau (§1-3), et sa probabilité de pré-
sence P; = |a;|? décroit exponentiellement vite quand on s’éloigne du
bord A, la distance caractéristique de décroissance étant

a

= amurry >

ce qui est de l’ordre de a, sauf si J et J’ sont trés voisins. C’est 1’état de
bord recherché.

On notera que la position en énergie de cet état lié est différente de ce a
quoi on est habitué pour des potentiels V() localisés dans 'espace. Dans
ce dernier cas, le spectre en énergie est formé d’états discrets pour la partie
basse énergie, puis d"un continuum en énergie au dessus d"un certain seuil.
Ici, I'état discret a une énergie intermédiaire, avec un continuum d’énergie
a la fois en dessous et au dessus de lui.

Jonctions entre chaines SSH. Comme nous l'avons déja mentionné,
'existence des états de bord pour la chaine finie ou semi-infinie dans le cas
J' < J, et leur non-existence pour J' > J, est une illustration tres simple
de la correspondance ceeur—bord (bulk—edge). Cette correspondance indique
ce qui se produit a I'interface entre deux zones de topologies différentes ou
identiques. Notre demi-chaine peut étre obtenue en partant d’une chaine
infinie, puis posant J = 0 dans la partie gauche (j < 0) de la chaine. C’est
ce qui est représenté par la zone grisée de la figure [13| Cette partie grisée
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FIGURE 13. La chaine SSH semi-infinie peut étre vue comme une chaine infinie,
mais avec une coefficient J dépendant de l'espace; plus précisément, la zone gri-
sée représente une chaine avec un coefficient J = 0, qui se trouve donc dans la
classe topologique J' > J alors que la chaine "réelle” peut correspondre a la classe
topologique J' > J ou J' < J. Dans le deuxieme cas, un état de bord, localisé
essentiellement sur le site A,, apparait.

est donc dans la classe topologique [J' > J]. Si on choisit pour la chaine
réelle des coefficients tunnels également tels que J’ > J, les deux parties
de la chaine seront dans la méme classe topologique et il n"y aura pas d’état
de bord, c’est-a-dire pas d’état localisé a la frontiere entre les deux zones.
En revanche, si on choisit pour la chaine réelle J’ < J, les deux zones gri-
sées et non grisées seront dans deux classes topologiques différentes : un
état de bord apparaitra alors a l'interface entre les deux zones.

1-5 Etats de bord entre deux chaines (cas continu)

Le caractéere général de I'existence d"un état de bord entre deux régions
de topologies différentes peut étre montré simplement sur le modele SSH.
Considérons une chaine de sites A — B le long de laquelle les coefficients J
et J' varient la région centrale située autour du site 0. Nous supposerons
que loin de cette région, le rapport J’/J tend vers une constante, mais que
cette constante correspond a des topologies différentes a droite (j — +o00)
et a gauche (j = —o0). Posons par exemple que

— limj 1o (J'/J) =ry > 1adroite,
— lim;,_o(J'/J) =r_ < 1agauche.
Il est alors simple de montrer qu'il y a toujours un état lié, d’énergie £ =

0, localisé autour de la zone frontiére j = 0. Pour cela, écrivons l'expression
de cet état possible sous la forme

—+oo

> (aj14;) + b;|By))

j=—00

) = (34)
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avec

> la? + b =1, (35)
7

et posons qu'il est état propre de I’hamiltonien avec la valeur propre E=0.
On aboutit au systeme d’équations [cf (29{30)] :

—J/aj+1 — Jaj = 0, _J/ijrl — ij = 0, (36)
ot1 les coefficients J et J' dépendent eux-méme de I'espace.
Quand on va dans la région j — 400, on trouve donc
lagsal 1 1, Pyl _ ry > 1 (37)
laj| T 105

Les suites a; et b; sont donc des suites géométriques dans cette région.
La suite a; a une raison inférieure a 1, elle est donc décroissante et peut
conduire a un état normalisable au sens de (35), au moins dans cette région.
En revanche, la suite b; de raison > 1 est croissante, ce qui nous oblige a
poser b; = 0. La relation (36) impose alors que tous les coefficients b; sont
nuls.

Quand on va dans la région j — 0, on trouve

laj1| _

r_ <1.
|aj]

(38)
Gréce a l'inversion J' > J — J' < J, on aboutit donc de nouveau
une suite géométrique décroissante pour a; quand j — —oo. Partant par
exemple de ap = 1, on peut donc construire une suite de nombres a; pour
Jj — oo qui satisfont ’équation de récurrence et que I'on peut ensuite
normaliser. Cet état propre d’énergie nulle est localisé sur les sites A; et es-
sentiellement concentré au voisinage de j = 0, sa probabilité de présence

décroissant exponentiellement vite (comme rIlj ‘) quand j — £oo.

Il est clair a partir du raisonnement précédent que 'on aurait trouvé un
état localisé uniquement sur les sites B3; si on avait fait I’hypothese inverse
ry < letr_ > 1. Par ailleurs, si I'on connecte deux régions de méme
topologie, méme avec des paires de coefficients (J, J') trés différentes, on
ne trouve pas cet état lié d’énergie nulle car les suites géométriques pour les
a; et les b; sont toutes deux forcément divergentes d'un c6té ou de l'autre,
j— +ooouj — —o0.
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2 Lemodele SSH en photonique

2-1 Effets topologiques en photonique

L’idée d’étendre les concepts topologiques de 'effet Hall quantique aux
ondes électromagnétiques a été suggérée par HALDANE & RAGHU (2008).
Leur suggestion était fondée sur la propriété de non-réciprocité que I'on
observe par exemple dans l'effet Faraday, un champ magnétique extérieur
brisant I'invariance par renversement du temps d’un systéme optique. De-
puis cette date, cette idée a été mise en ceuvre dans toute une série d’expé-
riences, a commencer par le travail de WANG, CHONG et al. (2009) mené
avec un cristal photonique dans le domaine des micro-ondes. Faute de
place, nous ne pourrons pas présenter toutes ces expériences dans ce cours
et nous nous limiterons a la description de quelques unes, soit a une dimen-
sion dans ce chapitre, soit a deux dimensions dans des chapitres ultérieurs.
Nous renvoyons le lecteur souhaitant disposer d’une liste exhaustive de
ces travaux en photonique vers les articles de revues de LU, JOANNOPOU-
LOS et al. (2014), LODAHL, MAHMOODIAN et al. (2017), KHANIKAEV &
SHVETS (2017)), OZAWA, PRICE et al. (2018).

Nous allons nous restreindre dans cette partie a I'implémentation du
modele SSH avec des ondes électromagnétiques. Cette implémentation a
d’abord été faite dans le domaine des micro-ondes par POLI, BELLEC et
al. (2015). Plus récemment, elle a été menée dans le domaine visible ou
proche-infrarouge par WEIMANN, KREMER et al. (2017) et ST-JEAN, GO-
BLOT et al. (2017). C’est ce dernier projet que nous allons regarder plus en
détail.

2-2 La cellule élémentaire et la chaine SSH

Dans l'expérience de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017), la cellule élémen-
taire est constituée par un puits quantique circulaire de GaAs, placé entre
deux miroirs (figure (14} gauche). L'amplitude du champ dans cette cavité
résonnante en forme de pilier joue le role des coefficients complexes notés
a; ou b; dans ce qui précede [cf. . eq. 26)]. On éclaire ce puits quantique
par une lumiére non-résonante et on observe la lumiere de photolumines-
cence qui révele I'amplitude du champ électromagnétique dans la cavité.
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FIGURE 14. Gauche : cellule élémentaire composée d’un puits quantique de GaAs
placée entre deux miroirs de Bragg composés de plusieurs dizaines de couches de
GaAlAs. Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017).

On peut effectuer une mesure "dans l’espace réel" en imageant le (ou les)
puits quantique sur la caméra, ou bien une mesure "dans l'espace de Fou-
rier", pour mesurer ce qui est émis dans une direction donnée, indépen-
damment de la position précise du (ou des) puits quantique. Toutes ces
expériences sont menées dans un environnement cryogénique a 4 K.

Le champ électromagnétique dans cette cavité peut exister dans plu-
sieurs modes spatiaux transverses. Le mode de plus basse énergie est un
mode de symétrie cylindrique, appelé orbitale s. Le mode suivant, qui est
utilisé pour cette expérience, est doublement dégénéré. Une base de cet es-
pace a deux états est composée des orbitales p, et p,, qui comportent deux
lobes de signes opposés, avec un axe de symétrie selon z ou selon y (figure
droite). Les modes supérieurs (le mode d par exemple) ne jouent pas de
role significatif ici.

Pour construire une chaine SSH, on dispose ces piliers de maniére ré-
guliere pour former une ligne en zig-zag, représentée sur la figure
(gauche). Le role du couplage tunnel entre sites voisins est joué ici par
I'onde évanescente qui entoure les micro-piliers. Pour le champ électro-
magnétique dans 1’onde s, tous les couplages entre proches voisins sont
identiques et on réalise une chaine de Hubbard simple, sans propriété to-
pologique. On retrouve pour la bande d’énergie correspondante la relation
de dispersion bien connue en —2.J cos(ga) (figure droite).
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FIGURE 15. Gauche : Chaine de micropiliers disposés en zig-zag (distance entre
piliers : 3.4 um. Milieu : Le couplage entre orbitales p, (resp. p,) se fait avec une
alternance de coefficients J, J' (resp. J', J) notés ici t; et t;. Le rapport t, /t; est de
U'ordre de 0.15. Droite : La mesure de la fréquence de la lumiére de photolumines-
cence en fonction de 'angle d’émission (i.e. l'impulsion transverse des photons)
révele la structure de bande associée aux modes s, p, d. On a excité ici le ceeur
de la chaine, mais pas ses extrémités. Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al.
(2017).
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S-band

En revanche, le couplage dans 'onde p permet de réaliser I'alternance
désirée J, J' des couplages. Selon que les deux lobes de 1’orbitale p de deux
piliers adjacents sont alignés ou face a face, on ne trouve pas le méme co-
efficient de couplage (figure [15| milieu). Le rapport mesuré expérimenta-
lement est J'/J ~ 0.15. Remarquablement, les deux orbitales p, et p, réa-
lisent simultanément les deux configurations possibles : si deux piliers sont
couplés par le coefficient J pour l'orbitale p,, ils sont couplés par le coeffi-
cient J' pour l'orbitale p,, et inversement.

Cette alternance des couplages conduit & la séparation de la bande
d’énergie en deux sous-bandes disjointes, qui sont effectivement observées
dans une mesure "dans 'espace de Fourier", comme montré sur la figure
droite. Notons qu’a ce stade, 'irradiation lumineuse qui engendre la
photoluminescence est concentrée sur le cceur de la chaine et qu’aucun
état de bord n’est excité.

2-3 Observation des états de bord et laser topologique

La figure [16](gauche) montre le résultat de la mesure de photolumines-
cence quand une extrémité de la chaine est éclairée. On voit alors appa-
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FIGURE 16. Observation des états de bord pour I'onde p,, correspondant i la
bande topologiquement non triviale J > J', c’est-a-dire t; > t, pour les notations
de laﬁgure Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017).

raitre sur le spectre en énergie des états supplémentaires, au centre du gap
pour la lumiéere émise par les modes en onde p. Il s’agit d'une observation
directe des états de bord trouvés en figure[7] L'imagerie en espace réel de
la chatne (figure [16] droite) montre que 1’état en jeu correspond a la po-
larisation p,,, pour lequel apparait la bande topologiquement non triviale
J > J', cest-a-dire ici t; > t;.

Un des intéréts pratiques de cette implémentation des concepts de to-
pologie en photonique est de fabriquer des lasers "robustes", donc peu sen-
sibles aux défauts ou aux imperfections qui peuvent survenir dans leur réa-
lisation. Ce point est illustré en figure |17} ol1 I'on montre 1'effet laser qui se
produit quand on augmente la puissance de la lumiere qui pompe 'échan-
tillon. Au dessus du seuil, la puissance émise dans le mode de bord dé-
passe trés largement celle émise par I’ensemble des modes de cceur (bulk).
La largeur spectrale du pic diminue, indiquant une augmentation de la co-
hérence temporelle de ce laser. Le fait que ce mode de bord soit privilégié
par rapport aux modes de cceur s’explique par le fait que les polaritons oc-
cupant les modes de cceur ont une forte mobilité et s’éloignent rapidement
de la zone de pompage.
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FIGURE 17. Spectre d’émission mesuré quand on augmente la puissance de la
lumiere de pompe au dessus du seuil de 'effet laser pour le mode topologique.
Figure extraite de ST-JEAN, GOBLOT et al. (2017), supplementary information.

3 Le modele de Kitaev

Le reste de ce chapitre va étre consacré a un probleme de particules
en interaction; nous allons considérer le systeme modele introduit par Ki-
TAEV (2001) pour montrer comment une topologie non triviale peut appa-
raitre dans une chaine 1D de fermions, avec des interactions du type de
celles conduisant a la supra-conductivité.

Dans cette partie, nous allons commencer par décrire le modele proposé
par Kitaev, puis présenter brievement la méthode générale de Bogoliubov
— de Gennes permettant de traiter ce type d’hamiltonien. En examinant le
cas d’une chaine infinie, donc invariante par translation, nous montrerons
comment ce probleme peut — tout comme la chaine SSH - se ramener a
celui d'un pseudo-spin 1/2. Les arguments développés plus haut et fon-
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dés sur I'enroulement des états propres sur la sphére de Bloch seront donc
applicables, et ils nous fourniront une premiere indication de la nature to-
pologique des phases susceptibles d’apparaitre. Ce point sera ensuite ap-
profondi dans la partie §[4

3-1 L’hamiltonien de Kitaev

L’hamiltonien décrivant le modele de KITAEV (2001) comporte trois
termes (figure[18) :

— Nous considérons des particules obéissant a la statistique de Fermi,
mais sans degré de liberté de spin. Ces particules évoluent sur une
chaine 1D traitée dans le modeéle des liaisons fortes, avec le coefficient
tunnel J entre sites adjacents. Le premier terme de I’hamiltonien, qui
décrit le couplage tunnel entre deux sites, s’écrit dans le formalisme
de la seconde quantification:

—I3 i+ D0l +he. — —I > al a5 +he
J j

(39)

ol a; (resp. d}) détruit (crée) un fermion sur le site j, ces opérateurs vé-
rifiant les relations d’anti-commutation standard pour des fermions :
(40)

Ao oot s
a;G; + aja; = 60; ;.

a;a; + aja; =0,
Nous supposons que cette chaine est couplée de maniére cohérente a
un réservoir superfluide (ou supraconducteur) qui injecte des paires
de fermions sur des sites adjacents. Ce couplage est caractérisé par le

parametre A qui représente le gap supraconducteur imposé par le

2. Nous avons utilisé jusqu’ici le formalisme de la premiére quantification, qui est bien
adapté quand le nombre de particules est conservé. Nous sommes obligés de passer pour
ce paragraphe au formalisme de la seconde quantification pour décrire la supraconductivité
dans le formalisme de Bogoliubov-de Gennes.

3. L'existence d'un gap supra-conducteur suppose des interactions entre particules. En gé-
néral, les interactions dans un supraconducteur se font entre fermions de spins opposés et se
produisent dans I'onde partielle £ = 0 (onde s) qui est favorisée a basse température. Ici, nous
avons supposé le degré de liberté de spin gelé, et le principe de Pauli interdit ces interactions
dans l’onde s. Les interactions ont donc nécessairement lieu dans les ondes impaires, 'onde p
par exemple. Ce point apparaitra clairement quand nous écrirons ’hamiltonien dans 'espace
des moments [eq. ]. Nous trouverons en effet un terme d’interaction en A sin(ga), qui est
bien une fonction impaire de g.
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FIGURE 18. La chaine de Kitaev, caractérisée par le couplage tunnel J et le gap
superfluide A. Un troisieme parametre, le potentiel chimique i, permet d’ajuster
le nombre moyen de particules sur la chaine.

réservoir et il s’écrit :

> (aalial+ A% i)

J

(41)

Le parametre A est a priori complexe, mais on peut le choisir réel sans
perte de généralité en incorporant sa phase éventuelle dans la défini-
tion des a;.

Il est clair que le couplage ne conserve pas le nombre de parti-
cules; pour imposer un nombre de particules moyen sur la chaine, il
faut ajouter un troisieme terme —uN, faisant intervenir le potentiel
chimique x du réservoir, ott N, est l'opérateur nombre total de parti-

cules : R
N, =) ala;
J
On arrive alors a I’hamiltonien total :
=3 {_J (a}ajH + ajﬂaj) —pala;+ A (ajajﬂ + ajﬂa})} ,
J

(43)
dont nous souhaitons trouver les états propres et les énergies associées.

(42)

3-2 Le formalisme de Bogoliubov-de Gennes

Supposons que la chaine considérée comporte N sites, avec des condi-
tions aux limites a préciser, qui peuvent étre par exemple périodiques ou
ouvertes. L'espace des états est de dimension 2%, puisque chaque site peut
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étre vide ou occupé par une particule. Cette croissance exponentielle de la
dimension de l’espace des états avec le nombre de sites rend tres difficile le
traitement général d"un hamiltonien a IV corps. Fort heureusement, pour
un hamiltonien quadratique en les a;, &I du type de li on peut utiliser
une méthode qui ne fait intervenir qu'une matrice beaucoup plus petite,
de taille 2V x 2N.

Pour construire cette matrice, considérons le vecteur ligne AT et le vec-
teur colonne associé A de longueur 2N définis par (spineurs de Nambu) :

(44)

Un hamiltonien A quadratique en les d;,a peut alors étre mis sous la

forme (a une constante additive pres)

~ 1 ~. & ~
H= iATHBdgA (45)

ou I:IBdG est une matrice 2V x 2N que 'on peut écrire sous la forme de 4
blocs, chacun de taille N x N

N M, M,
H, = A ;
b6 (—M; —M{‘)

Les matrices M, M; (hermitiennes) permettent de prendre en compte les

(46)

termes en ala; qui conservent le nombre de particules, et les matrices
My, M5 (antisymétriques) rendent compte des termes en a;a; et &}&Z a
I'origine du gap superfluide. Pour ’hamiltonien (43), on trouve que les

matrices M; et M, sont les matrices de bande réelles

pw J 00 ... 0 0 0
J u J 0 ... 0 0 0
M, =—|: : (47)
00 0 0 J ou J
0 0 0 0 0 J u
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et
0 -1 0 0 00 0
1 0 -1 0 00 0
My =A : (48)
00 0 0 10 —1
00 0 0 1 0

Une fois connues les énergies propres E; de Hpag et les états propres
associés, on peut mettre '’hamiltonien H de départ sous la forme d'une
somme de modes

A =<\ A
o= > E; blb;, (49)
j=1

oll les opérateurs b} et b; sont des combinaisons linéaires des fz;{ et a;, avec

des coefficients reliés aux vecteurs propres de Hpqg. Chaque mode (IS;, b;)
correspond a une quasi-particule de Bogoliubov, obéissant a la statistique
fermionique. L'état fondamental de H par exemple est obtenu en laissant
vide les modes (b}, b;) d’énergie E; positive et en remplissant ceux d’éner-
gie négative.

3-3 La symétrie particule-trou

La forme diagonale de ’hamiltonien H semble a premiére vue para-
doxale. En effet, nous sommes partis d'un espace de Hilbert de dimension
2V et nous arrivons maintenant a 2N modes, pouvant chacun étre vide
ou occupé, ce qui semble correspondre a un espace des états de dimen-
sion 22V. D’ot1 vient cette augmentation (considérable!) de la dimension
de I'espace des états?

Elle trouve son origine dans la structure méme du formalisme de
Bogoliubov-de Gennes, qui entraine que ces 2N modes ne sont pas indé-
pendants, mais liés par paires. Dans, I’hamiltonien ﬁBdG agit sur le
vecteur A qui est composé d’opérateurs de destruction pour sa premiére
partie et de création pour sa seconde partie. Ces mémes opérateurs inter-
viennent dans l'ordre opposé dans Af, de sorte que tout terme de type
T&j apparait deux fois dans le développement que I'on peut faire a partir

a;
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de [@5). Sur le plan mathématique, ce doublement des termes se traduit par
une propriété de symétrie de I’hamiltonien de Bogoliubov-de Gennes :

C HpacC' = —Hpac, (50)

otl nous avons introduit I’opérateur anti-unitaire de symétrie particule—trou :

C = Koty (51)
ott K est I'opérateur conjugaison complexe
Koy(x) = " (x), (52)

et ol1 7, échange les opérateurs création et annihilation sur un site donné :

%_01
£7\1 o

ol chaque sous-matrice est de taille N x V.

(53)

La relation d’anti-commutation (50) a deux conséquences immédiates :

— Comme pour la symétrie de sous-réseau (chirale), elle entraine la sy-
métrie du spectre de Hpqc autour de I’énergie nulle. Si une énergie
E # 0 apparait dans le spectre de H BdG, alors on sait que I'énergie —F
doit également apparaitre.

Elle entraine également une relation simple entre les deux modes
propres assoc1es a une paire d’énergie (£, —F). Si un certain mode

propre (b, b’
FE avec

1) apparait dans la diagonalisation de Hpaq & I'énergie

bp =Y uja; + vjal (54)
Jj=1

alors on sait que le mode obtenu par action de C sur (u;,v;)T, c’est-a-

dire
Z viaj + uj a (55)
sera un mode propre (b_p,b bl ) pour —E, c’est-a-dire
bop=>0L, b, =bg (56)
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En d’autres termes, détruire une quasi-particule d’énergie —E est
équivalent a créer une particule d’énergie E. En paraphrasant BEE-
NAKKER (2015)), on peut dire que la symétrie particule-trou traduit
I'ambiguité de la définition d'une quasi-particule, qui peut étre vue
comme une paire de Cooper a laquelle il manque une particule, ou
une paire de Cooper ayant une particule en trop.

En utilisant

(—E) b ph_p = (—E) bghl, = E (ISEBE - 1) : 7)
on peut donc réécrire I’hamiltonien H donné en sous la forme
N
=3B (bb;—1/2), (58)
j=1

ol la somme ne porte plus que sur les modes d’énergie E; positive. On a
donc bien N modes de quasi-particules indépendants pour ce probléme,
avec chaque mode qui peut étre occupé par 0 ou 1 quasi-particule, soit un
espace de Hilbert de taille 2V, comme attendu.

Remarque. Le cas d'un mode d’énergie nulle, donc doublement dégé-
néré, peut nécessiter un traitement particulier. C’est précisément 1’objet du
modeéle de Kitaev sur lequel nous reviendrons dans la partie

3-4 La chaine de Kitaev infinie

Pour une chaine infinie, ou pour une chaine a N sites avec des condi-
tions aux limites périodiques, l'invariance par translation permet (comme
pour le modeéle SSH) de simplifier le probleme. On introduit l’opérateurﬁ
création d’une particule avec le quasi-moment q :

1 o
Gt — E igja 4t (59)
a, — e a -
q J
vN ;
4. Pour ne pas multiplier les notations, nous désignons par le méme symbole al i/a l'opé-

rateur de création sur le site j et I'opérateur de création avec le moment g; ceci ne devrait
pas créer de confusion dans la mesure ot les sites sont toujours désignés par les lettres i ou j,
alors que les moments sont toujours désignés par les lettres g ou ¢’.
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ce qui permet de mettre H sous la forme

H = Z {— [2J cos(qa) + ] d:;&q + iAsin(qa) (&,qdq — Agdtq)} . (60)
q

On obtient ainsi un hamiltonien quadratique en les &, a, dans lequel le
moment ¢ n’est couplé qu’au moment —gq.

La méthode de Bogoliubov—de Gennes peut étre utilisée 1a aussi et elle
prend en fait une forme particulierement simple. Introduisons les vecteurs
a deux composantes :

. JTR - a
Ap = (@l a) Ag= (&Tq > (61)
—q
ce qui donne
A 1 Ay oA A
H:§Z Al H, A, (62)
q
ot H, est la matrice hermitienne 2 x 2 :
g - (- [2J cos(qa) + p]  —2iA sin(ga)
L 2iA sin(qa) 2J cos(qa) + p
hs(g) =0
= —h(q)-6 avec ¢ hy(q) = —2A sin(qa) (63)

h(q) = 2J cos(qa) + p

Comme expliqué en § la connaissance des états propres de H, et
des énergies associées +F, avec

B, = [h(g)| = {48%sin?(ga) + (2 cos(qa) + 1P} (64

permet d’écrire H sous forme diagonale représentant une assemblée de
quasi-particules sans interaction :

H=> E, (ehe, — 1/2) (65)
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FIGURE 19. Spectre des quasi-particules pour la chaine de Kitaev infinie dans le
cas particulier pour A = J.

ol la somme porte sur tous les ¢, mais seulement sur les énergies po-
sitivesE] +E,. Les opérateurs d’annihilation et de création ¢,, é}; pour les
quasi-particules sont des combinaisons linéaires des a, et a :

t

At A
Cy = Uq Gy

q

F g iy, (66)

les coefficients (u,,v,) étant directement liés aux vecteurs propres de H,.
Nous ne les explicitons pas ici car ils ne sont pas nécessaires pour notre
discussion (voir par exemple ALICEA (2012)). L'état fondamental [¢)g) est
obtenu en résolvant é,|1y) = 0 pour tout g et il a pour énergie

1
—52Eq
q

Cet état est séparé par le gap min,(F,) du quasi-continuum (pour N > 1)
formé par les états excités du systeme, ce gap s’annulant aux deux points
= £2.J. Pour le cas particulier A = J , ce gap vaut ||u| — 2J| (figure[19).

(67)

Structure topologique de ce modeéle. Nous constatons que ce probleme
physique, bien que différent du modele SSH, donne un hamiltonien H,

5. On notera que dans l'espace des moments, la symétrie particule-trou consiste a assi-
miler la création d"une quasi-particule d’énergie +E, et de moment +q avec la destruction
d’une quasi-particule d’énergie —F, et de moment —g.
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FIGURE 20. Trajectoire du vecteur n(q) = h(q)/|h(q)| sur la sphére unité quand
q parcourt la zone de Brillouin. Quand pn > 2J (haut) ou pp < —2J (bas), le
nombre d’enroulement est nul et on s’attend a une phase normale. En revanche
pour |p| < 2J (milieu), le vecteur n s’enroule autour de la sphére et on s’attend a
trouver une phase topologique.

dans l'espace des moments ¢ qui a une structure similaire, en —h(g) - &.
En particulier, la recherche des phases topologiques peut se faire en ana-
lysant la trajectoire du vecteur h(g) quand ¢ parcourt la zone de Brillouin.
Plus précisément, on voit sur que le vecteur h se trouve toujours dans
un plan (ici yz), de sorte que la discussion est formellement identique a
celle du modéle SSH. Puisque le spectre des excitations est donné par les
Eq [eq. (64)], il présente toujours un gap sauf pour |u| = 2.J (en ce point,
I'excitation pour ga = 0 ou 7 est d’énergie nulle). On peut donc s’attendre
a observer deux phases topologiquement différentes (figure[20) :

— Pour ¢ > 2J (chaine a remplissage élevé) ou pn < —2J (remplissage
faible), la trajectoire du vecteur h(g) n’entoure pas l'origine. C’est la
phase supraconducteur normal pour laquelle on n’attend pas d’états de
bord protégés topologiquement aux extrémités d’une chaine finie.

— Pour |p| < 2J (chaine a remplissage "moyen"), la trajectoire du vecteur
h(q) entoure l'origine avec un enroulement de 27 quand ¢ parcourt la
zone de Brillouin. Cela correspond a la phase supraconducteur topolo-
gique. Nous verrons au paragraphe suivant que pour une chaine finie,
cette phase donne naissance a des modes localisés aux deux extrémités
de la chaine.

Ces deux phases ne peuvent étre connectées qu’en passant a travers le
point singulier || = 2.J ot le gap entre les deux bandes d’énergie s’annule.

4 Les modes de Majorana

Le but de cette derniere partie est double. D'une part, nous voulons
montrer que la correspondance "cceur-bord" déja trouvée pour le modele
SSH existe également pour le modele de Kitaev; pour cela, nous allons vé-
rifier que la phase topologique que nous pressentons pour |u| < 2J conduit
bien a des états de bord qui sont absents en dehors de cette phase. D’autre
part, nous souhaitons examiner la structure trés particuliere de ces modes
de bord et montrer qu’ils présentent, du fait de leur nature collective, une
robustesse spectaculaire qui en fait des candidats tres sérieux pour le trai-
tement quantique de l'information.

Pour simplifier notre analyse, nous allons nous concentrer dans toute

pagel7 -
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cette partie sur le cas particulier

A=, (68)

déja considéré sur la figure[I9 et qui va nous permettre de mener les calculs
analytiquement.

4-1 La chaine de Kitaev ouverte

Considérons une chaine a N sites, avec des conditions aux limites qui
peuvent étre choisies ouvertes ou périodiques. Pour une chaine ouverte, on
perd la propriété de périodicité et on ne peut donc pas rechercher les états
propres et leur énergies a 1’aide du théoreéme de Bloch. Il nous faut revenir
a la méthode générale de Bogoliubov—-de Gennes et, pour une chaine a vV
sites, diagonaliser numériquement la matrice Hpqc de taille 2N x 2N. En
pratique, nous allons considérer une chaine de N = 20 sites, ce qui est
suffisant pour dégager les points les plus importants.

Pour vérifier la cohérence de notre approche, commencons par prendre
des conditions aux limites périodiques pour cette chaine (figure 21} haut).
Pour chaque valeur de y, on trouve alors 2N valeurs propres qui s’insérent
parfaitement dans les bandes d’énergie trouvées pour la chaine infinie (fi-
gure [T9). On retrouve notamment la fermeture du gap aux deux points
w==£2J.

Passons maintenant au cas d’une chaine ouverte. La variation des 2V
valeurs propres en fonction de i est montrée en figure [21} bas. L'allure de
ce spectre est voisine de celle trouvée pour des conditions aux limites pé-
riodiques, a une différence (majeure!) pres : dans la zone pressentie "topo-
logique" || < 2J, on voit apparaitre une paire de valeurs propres (E, —E)
avec E tres proche de 0, donc au centre du gap trouvé pour la chaine in-
finie. L'examen des vecteurs propres correspondant confirme qu’il s’agit
de modes localisés au voisinage des extrémités de la chaine. Nous allons
maintenant étudier plus en détail ces modes de bord, en nous concentrant
sur le point particulier ;x = 0, au centre de la zone topologique.
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FIGURE 21. Spectre des quasi-particules pour la chaine de Kitaev pour A = J
et pour une chaine de N = 20 sites avec des conditions aux limites périodiques
(haut) et ouvertes (bas). Dans le dernier cas, un mode (E,—FE) d’énergie quasi-
nulle (Majorana) apparait entre p = —2J et p = 2J.
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4-2 L’état fondamental pour ;1 =0

Ce cas particulier, simple a traiter, a été mis en avant par KITAEV (2001)
car il permet un traitement analytique complet du probleme. Constatons
tout d’abord que ce cas conduit & un spectre d’énergie plat pour une chaine
infinie, puisque le vecteur h vaut alors :

h(q) = 2J (sin(qa) uy + cos(ga) u,) = E;=|h(q)|=2J. (69)

Ce point se vérifie directement sur la figure [19] puisque les deux bandes
d’énergies sont réduites chacune a un point pour la valeur p = 0.

Passons maintenant a une chaine ouverte finie comportant N sites, pour
laquelle I'hamiltonien s’écrit

H = ( a a1 — aT_Ha] + 4041 + a7+1aT)
j=1

J
J

(70)

N-1
= 7Y (a-al) (ayer+alyy)
j=1
D’une maniére remarquable, il est possible de trouver analytiquement les
états propres et les énergies de cet hamiltonien. Introduisons pour cela les
N nouveaux opérateurs :
S R

~ 1/, . . .
by = i(a}hvfaN+aI+a1).

—aj+al,, +ag) pourj=1.. N-1 (71)

(72)

Ce nouvel ensemble d’opérateurs {b;} et leurs conjugués hermitiques {l;;}
vérifient les deux propriétés importantes suivantes :

— Les N paires d’opérateurs {b;, Z;;r} satisfont les regles de commutation
canoniques pour des fermions :
Bll;j l; B sii # j, B/j + ;IA)Z = 5i,j- (73)
Le passage
{a.al}  — {050} (74)
est donc sur le plan mathématique une simple transformation unitaire
de changement de base.
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— Les opérateurs {b;, j} "diagonalisent" 1’hamiltonien , puisqu’il

s’écrit
al 1
H= ZEJ (b*b ) (75)
avec
E; = 2J pourj=1,...,N -1 (76)
Ey = 0. (77)

Pour ce cas particulier, on a donc réalisé de maniere analytique le pro-
gramme de recherche des modes propres de I’hamiltonien quadratique,
énoncé de maniere générale en §3-2}

Puisque toutes les énergies E; sont positives ou nulles, un état fonda-
mental [¢y) de H est obtenu en laissant vides tous les modes de quasi-
particules (b;, b;), c’est-a-dire en résolvant

I;j‘w0> = 07

Ce systeme d’équations admet une solution unique |t¢g). Pour une chaine
a 4 sites, cette solution s’écrit dans la base des nombres d’occupation

V8 |) = [1000) + [0100) + [0010) + |0001)
+ [1110) 4 |1101) + |1011) 4 |0111).

j=1,...,N. (78)

(79)

C’est une superposition a amplitudes égales des 2V ~! états a nombre d’oc-
cupation impair. On peut vérifier, au prix d’un calcul un peu fastidieux,
que cette forme se généralise a une chaine de longueur N (paire) quel-
conque.

Si toutes les énergies E; étaient strictement positives, cet état fonda-
mental serait unique et les 2V — 1 états excités de la chaine seraient obte-
nus en occupant les modes de quasi-particules, par action des opérateurs
lA)j sur |t¢). Mais nous devons prendre en compte le fait que Ey = 0. L'état

sur |io)
1) = bl [v0)

a donc la méme énergie que |v), ce qui signifie que le niveau fondamental
est doublement dégénéré, une base possible étant {|¢), |11)}. On remar-
quera que les états |1)g) et |11) correspondent a des parités différentes du

obtenu par action de b

(80)
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nombre total de fermions sur la chaine. Par exemple, pour la chaine a 4
sites mentionnée plus haut, on a

V8 |1) = |1100) 4 [1010) + [1001) + |0110) + [0101) + [0011)

+]0000) + [1111) (81)
c’est-a-dire la superposition a amplitudes égales de tous les états a nombre
pair de particules. Cette forme se généralise également a une chaine de
longueur N (paire) quelconque.

La situation est donc différente de celle d’un supraconducteur habituel,
pour lequel I'état fondamental est non-dégénéré et représente un conden-
sat de paires de Cooper, donc une superposition d’états avec un nombre
pair de fermions.

Rappelons par ailleurs que ce niveau fondamental dégénéré est séparé
par le gap 2J des premiers états excités. Ces derniers sont obtenus en fai-
sant agir sur un des deux états fondamentaux |t 1) 1'opérateur création 3;
d’une quasi-particule pour un des modes j = 1,..., N — 1. Ce gap corres-
pond bien au résultat attendu a partir de 'analyse faite en § [3| pour une
chaine infinie.

4-3 Les opérateurs de Majorana

Dans ce dernier paragraphe, nous allons discuter la nature tres parti-
culiére du niveau fondamental trouvé précédemment, liée a sa dégénéres-
cence {|1)o), [11)} et au fait que I'opérateur by permettant de passer de I'un
a l'autre de ces états :

) = By, [0} = buvlehr) (82)
est délocalisé entre les deux extrémités de la chaine :
. i . . .
szi(J]rV—aN—i—aJ{—}—al). (83)

Cette délocalisation, associée a la symétrie particule-trou, entraine une
grande robustesse du niveau fondamental vis a vis de perturbations exté-
rieures, a contraster avec la fragilité trouvée pour la chaine SSH. Pour lever
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la dégénérescence de ce niveau fondamental, il faut en effet transformer le
mode d’énergie nulle de Hpac en une paire de modes (E, —E) avec E > 0.
Cela ne peut se faire qu’en agissant simultanément et de maniére cohérente
aux deux extrémités de la chaine.

Pour mieux comprendre ce point essentiel, il est intéressant d’introduire
pour chaque site j de la chaine les deux opérateurs

B =i (al - a5).
Chacun de ces 2N opérateurs est hermitien : 7' = 4. Si 'on avait affaire
a des bosons, ces opérateurs ne seraient autres (a un facteur /2 prés) que
les opérateurs position et impulsion associés a 1’algébre d’oscillateur har-
monique {a;, d;f}. Pour des fermions, les propriétés de ces opérateurs sont
notablement différentes. On remarque d’abord qu'’ils vérifient les regles de
commutation canoniques (o = =)

Hj4 = +al, (84)

&j,aﬂ’j’,a’ = _'S/j’,o"?i,o si (]7 U) 7’é (]470/). (85)
Par ailleurs, on trouve pour le carré de ces opérateurs
=4ty =1. (86)

Si I'on interpréte un opérateur 9;, comme l'opérateur création d’une
quasi-particule, la relation indique que cette particule est sa propre
anti-particule. On arrive donc a une description formellement similaire a
celle introduite par MAJORANA (1937). Partant de 1’équation de Dirac, qui
décrit un champ complexe dans lequel particules et antiparticules jouent
des roles distincts, Majorana avait suggéré de séparer cette équation en
deux parties, décrivant chacune 1’évolution d'un champ réel pour lequel
particules et antiparticules sont confondues. Par analogie, les opérateurs 4
introduits ici sont donc appelés opérateurs de Majorana. Il y a bien stir une
différence essentielle entre les particules fondamentales auxquelles Majo-
rana pensait appliquer sa théorie (le neutrino reste un candidat potentiel)
et les modes qui apparaissent ici, qui sont des quasi-particules émergentes
fabriquées a partir de fermions "normaux”, des électrons dans une expé-
rience de matiére condensée ou des atomes neutres dans une expérience
de gaz quantique.

L'utilisation des opérateurs 4; + plutdt que des opérateurs &}, a; n'est
bien souvent qu'un simple jeu d’écriture. Ainsil’opérateur donnant I'éner-
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FIGURE 22. Couplages entre modes de Majorana voisins correspondant a I’hamil-
tonien pour une chaine de N = 4 sites. Les deux modes extrémes 4 4 et
An,— ne sont pas couplés.

gie &¢;/2 sur un site j selon qu’il est vide ou occupé s’écrit dans les deux
points de vue :

€5 (&j&] — 1/2) = %
Une perturbation locale se décrit donc comme produit d’opérateurs de Ma-
jorana voisins.

€5 Yj.+ Vi~ 87)

Revenons maintenant a la chaine de Kitaev. Son hamiltonien (70) s’écrit
en fonction des opérateurs de Majorana

N
H=iJ) #j- A1+

j=1

(88)

c’est-a-dire un couplage entre le mode 4_ de chaque site j au mode 4, du
site j + 1 (figure . Remarquons que les deux opérateurs extrémes 4; . et
4n,— ne contribuent pas a cette expression.

Intéressons nous maintenant a une perturbation a H et a son influence
au premier ordre de la théorie des perturbations sur le niveau fondamental.
Pour lever la dégénérescence de ce niveau, la perturbation doit contenir un
terme en

1

avec by = 3 (89)

V=eblby+... (AN +iv1.4)
L’écriture en termes d’opérateurs de Majorana est alors pertinente car elle
révele immédiatement le caracteére nécessairement non local de V' :

N 1 .
V=cein-++... (90)

2

Il faut donc agir de maniere cohérente aux deux extrémités de la chaine
pour lever la dégénérescence entre |¢g) et 11). Une perturbation locale
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n‘aura pas d’influence sur ce niveau fondamental, ce qui est a 1’origine
de sa robustesse.

Insistons sur le fait que ces deux modes de Majorana localisés chacun a
une extrémité de la chaine décrivent une seule excitation fermionique, avec
le mode by qui peut étre vide ou occupé; on parle ainsi de quasi-particule
fractionnaire a propos de ces modes. Cette situation est a contraster avec
celle trouvée plus haut dans le modele SSH, pour lequel on avait un mode
(bosonique ou fermionique) localisé a chaque extrémité de la chaine, cha-
cun de ces deux modes pouvant étre vide ou occupé (soit 4 possibilités
pour des fermions sans spin, toutes d’énergie quasi-nulle).

Le fait que nous ayons considéré un modele sans spin est essentiel
pour arriver a ce mode fermionique unique. Si les fermions considérés
ici avaient un spin 1/2, ceci doublerait le nombre de modes et conduirait
a deux modes de Majorana a chaque extrémité. Un couplage spin-orbite
pourrait alors coupler ces deux modes pour en faire une excitation fer-
mionique "normale" et on retrouverait une situation semblable a celle du
modele SSH.

L’existence d'un niveau fondamental dégénéré et protégé du reste des
niveaux d’énergie par un gap ouvre des possibilités nouvelles dans le
cadre du traitement quantique de l'information. Considérons un réseau
de n chaines de Kitaev, ayant chacune un niveau fondamental deux fois
dégénéré. Le niveau fondamental du réseau est dégénéré 27 foisE] et une
évolution adiabatique a l'intérieur de ce niveau donne naissance a une sta-
tistique non abélienne quand les modes de Majorana sont mélangés entre
eux (ALICEA, OREG et al. 2011|; ALICEA 2012).

La recherche de ces modes de Majorana dans des supraconducteurs to-
pologiques fait actuellement ’objet d"une activité intense en physique de la
matiere condensée, avec les premiéres indications expérimentales décrites
par MOURIK, ZUO et al. (2012) dans un nanofil d’antimoniure d'indium au
voisinage d’une électrode supraconductrice et d’une électrode normale, et
par NADJ-PERGE, DROZDOV et al. (2014) dans une chaine d’atomes de fer
déposés a la surface d'un supraconducteur. Nous ne les décrirons pas ici et
nous renvoyons le lecteur intéressé a un des articles les plus récents sur le

6. ou plutdt 27! fois si on ne consideére que des opérations qui conservent la parité du
nombre total de fermions sur les chaines. Il faut donc au moins n = 2 chaines pour réaliser
de telles opérations.
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sujet, ZHANG, YAJI et al. (2018), et aux références qu’il contient.

Dans le cadre de la physique atomique, aucune réalisation expérimen-
tale n’a encore été publiée, mais des propositions concretes sont en cours
de réalisation dans des différents laboratoires (ZHANG, TEWARI et al. 2008
NASCIMBENE 2015; YAN, WAN et al.|2015), y compris dans un environne-
ment dissipatif (BARDYN, BARANOV et al. 2012). Signalons également la
question importante de la transposition du modeéle de Kitaev, dans lequel
le nombre de particules n’est pas conservé, a un systéme isolé o1 le nombre
de particules est fixé, plus proche de ce qui est réalisé dans une expérience
d’atomes froids; ainsi, IEMINI, MAZZA et al. (2015) ont proposé un modéele
exactement soluble de cette nature dans lequel des modes d’énergie nulle
et similaires aux modes de Majorana peuvent émerger (voir aussi RUH-
MAN, BERG et al. (2015)).

Appendice 1:1a chaine SSH semi-infinie

Le systeme d’équations (29}{30) peut s’écrire sous forme matricielle pour

j=>1:
i+t _ oy (%
=M , 91
(i) = (3) o
avec )
~ (=TT —-E/J
= (G wam L) 2
et la condition initiale (a un facteur de normalisation pres) :
ayy) Jl
(1)~ (%) o
La matrice réelle M est de déterminant 1 et sa trace vaut
EQ _ J2 _ J/2
T=—-——. 94
JJ' (04)

Deux cas sont possibles pour les valeurs propres A+ de cette matrice. Elles
sont

— complexes de module 1 si le discriminant du polynéme caractéristique
A2 — T\ + 1 est négatif ou nul, c’est-a-dire si |T'| < 2. Il faut pour cela
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que l'énergie soit dans une des deux bandes d’énergie de la chaine
complete, eq. (6).
— réelles et telles que |A_| < 1, |A4| > 1 sile discriminant est strictement
positif.
Une fois connus les valeurs propres A et les vecteurs propres corres-
pondants V', on peut écrire la solution du systéme sous la forme

(“j) =NV 4NV, (95)

bj

Dans le premier cas, on peut écrire les valeurs propres sous la forme
eti4e ot on trouve la solution "onde stationnaire" mentionnée dans le texte,
avec des coefficients a; et b; dont le module reste borné et d’ordre 1 quand
j — oo.

Dans le second cas, il faut impérativement annuler la contribution de
la valeur propre A, a l'expression pour les coefficients a; et b; ne di-
vergent pas a l'infini. Ceci impose que le vecteur (a1, b;) donné en (93) soit
lui-méme état propre de M avec la valeur propre A_. Il suffit alors d’écrit

que
M et (M sont colinéaires
by by

pour arriver a la condition £J = 0, donc £ = 0.

(96)

Appendice 2 : topologie et symétries

Nous avons vu apparaitre dans ce cours deux symétries pertinentes
pour aborder les problemes de topologie, la symétrie de sous-réseau (en-
core appelée symétrie chirale) et la symétrie particule-trou. Nous allons
brievement indiquer dans cet appendice comment ce type de symétrie peut
conduire a une classification systématique des phases topologiques de la
matiere. Rappelons que les symétries qui interviennent ici ne sont pas les
symétries géométriques habituelles, liées par exemple aux invariances par
translation et par rotation. Ces symétries géométriques ne sont par défini-
tion pas adaptées pour décrire des invariances topologiques : une orange
ou un ballon de rugby sont topologiquement équivalents a une sphere,
mais ils ne sont pas invariants par rotation.
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Mathemathuement les symétries géométriques sont décrites par un
opérateur unitaire U qui commute avec ’hamiltonien H, ce qui permet
de trouver une base propre commune a ces deux opérateurs. La formu-
lation mathématique est différente pour la classification topologique, soit
parce que les opérateurs en jeu ne sont pas unitaires mais anti-unitaires,
soit parce que leur lien avec '’hamiltonien ne sera pas une relation de com-
mutation, mais d’anti-commutation.

A la base de la classification des isolants et des supraconducteurs to-
pologiques, on trouve deux symétries discretes (pour une description dé-
taillée, on pourra consulter l'article de revue trés complet de CHIU, TEO
et al. (2016)) :

— L’invariance par renversement du temps, décrite par un opérateur
anti-unitaire 7. L'opération de renversement du sens du temps
consiste & garder les positions des particules inchangées et a renver-
ser la direction de leur vitesse, donc de leur moment cinétique (orbital
ou de spin). Un hamiltonien est invariant par renversement du temps
si

HT =TH, (97)
opération qui se traduit donc par un commutateur "traditionnel" avec
I’hamiltonien, mais pour un opérateur 7~ qui n’est pas unitaire comme
pour les invariances géométriques, mais anti-unitaire. Pour une parti-
cule sans spin, I'opérateur renversement du temps est simplement la
conjugaison complexe Ky :

Ko 9(z) = 9" (x)

qui a en particulier comme effet de transformer une onde plane e?*/"
(impulsion p) en l'onde plane e —ipz/h (1mpu151on —p). Dans ce cas
sans spin, I'action de 72 est toujours +1 pour un systeme invariant
par renversement du temps. Quand on prend en compte le spin des
particules, on montre que l'action de 72 sur un état propre d’un ha-
miltonien satisfaisant (97) peut étre +1 ou —1 (MESSIAH 2003). Pour
cette opération, on a donc trois possibilités : +1 ou —1 par action de
72, ou alors absence de symétrie.

(98)

Pour des assemblées de fermions, la symétrie "particule-trou" consiste
a échanger les roles des opérateurs création d'une particule au point r et
destruction d’une particule au point r. Nous avons vu cette symétrie ap-
paraitre dans le cadre de la méthode de Bogoliubov-de Gennes, ot elle
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se décrit par 'opérateur anti-unitaire C qui anti-commute avec ’hamil-

tonien Hpgc (cf. §.
HpacC = —CHgac.- (99)

On trouve 12 aussi que I'action de C2
sente.

= +1 quand la symétrie est pré-

On aboutit donc a 3 x 3 =9 cas possibles, selon que ces deux symétries
sont présentes ou non, et le signe +1 qui est associé a leur carré quand elles
sont présentes.

La symétrie chirale que nous avons trouvée pour le modele SSH est as-
sociée de maniére générale au produit S = 7 - C, qui est un opérateur uni-
taire (produit de deux anti-unitaires). Elle joue un role décisif dans un des
neuf cas que nous venons de mentionner, celui ot ni C, ni 7 ne sont per-
tinentes. Deux situations peuvent se produire selon qu’elle est elle-méme
pertinente ou non. On arrive alors & 10 situations possibles, le fameux ten-
fold way (table 2.1) (CHIU, TEO et al. 2016).

Pour une dimension d’espace donnée, toutes ces possibilités ne sont
pas réalisées, mais seulement cinq d’entre elles. Pour la dimension 1 qui
nous a intéressés jusqu'ici, il s’agit des possibilités grisées dans la table[2.T}
L’hamiltonien SSH sans spin que nous avons étudié en §[I]est réel et donc
invariant par renversement du temps 72 = +1. Il respecte par ailleurs (tri-
vialement) la symétrie particule-trou puisqu’il ne contient pas de termes
de gap supraconducteur (C? = +1) et correspond donc a la classe BDIL. No-
tons qu'il est toujours possible de redéfinir chaque site A; ou B; du réseau
en multipliant sa phase par /% ou e'%i. Ce changement de jauge a pour ef-
fet immédiat de rendre les coefficients tunnel complexes (VELASCO & PA-
REDES [2017). On passe alors a la classe Alll tout en conservant la symétrie
chirale. Le modele de Kitaev que nous avons étudié porte sur des parti-
cules sans spin, et nous avons choisi un gap A réel. Il vérifie donc lui aussi
tel que C* = +1 et T2 = +1. Si le gap est complexe, on perd l'invariance
par renversement du temps tout en conservant la symétrie particule-trou
(classe D).

Pour terminer, insistons sur le fait que les quelques indications que nous
venons de donner, avec les exemples des modéles sans spin SSH et Kitaev,
ne constituent qu'un éclairage trés partiel de la classification des isolants
et supraconducteurs topologiques. Cette derniére ne prend toute sa perti-
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DIII D BDI

14 + + +
A All A - AIII Al
e x4+ D -
CII C CI

14+ + + +

| | |

[ [ [
-1 X +1

7—2

TABLE 2.1. Classification en dix possibilités pour les hamiltoniens décrivant les
isolants et les supraconducteurs topologiques. Le symbole x indique I'absence de
symétrie. Cette classification utilise la nomenclature proposée par Elie Cartan en
1926 pour les espaces symétriques. Les cases surlignées sont celles qui sont réa-
lisables pour les systémes de dimension 1, avec la classe Alll pour la case centrale,
correspondant i la présence de la symétrie chirale.

nence qu’en présence du couplage spin-orbite, qui permet de générer des
classes de matériau plus riches (et plus complexes!) que celles envisagées
ici.
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