Chapitre 4

L'effet Efimov pour un systeme léger-lourd-lourd
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Dans ce chapitre, nous continuons notre étude du probléme a trois
corps, composé de deux particules lourdes de masse M et d"une particule
légere de masse m (figure 1). Comme au chapitre précédent, nous suppo-
sons que les particules lourdes n’interagissent pas entre elles, en dehors
d’un potentiel de coeur dur qui les empéche de s’approcher a une distance
inférieure a Ry. L'interaction mM est décrite par les conditions aux limites
de Bethe-Peierls pour une longueur de diffusion a, qui peut étre positive,
négative, ou encore infinie pour le cas résonant.

Au chapitre précédent, nous avons supposé que les particules lourdes
étaient au repos en £R/2 et nous avons déterminé les états d’énergie pos-
sibles de la particule légere, en particulier son état fondamental d’énergie
E(R) < 0. Nous allons maintenant nous intéresser a la dynamique des
particules lourdes en nous placant dans le cadre de l’approximation de
Born-Oppenheimer (EFIMOV 1973 ; FONSECA, REDISH et al. 1979); cela si-
gnifie que nous considérons que ces deux particules lourdes évoluent dans
le potentiel effectif :

V(R) = E(R) si R> Ry 1)
V(R) = 400 si R<Rg @)

ol le cceur dur en Ry (avec Ry < |a|) empéche la "chute sur le centre"
qui peut se produire pour un potentiel en 1/R? (cf. chapitres 1 et 2). Nous
allons voir que les deux particules lourdes peuvent ainsi se lier l'une a
I'autre grace a 1’échange de la particule légere : le fait que cette particule
légere puisse sauter d’un atome lourd a 1’autre crée en effet une interaction
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FIGURE 1. Le probleme mMM étudié dans ce chapitre. L'interaction MM est
supposée entierement due a la présence de la particule légere, en dehors d'une
interaction de cceur dur qui empéche les deux particules lourdes de s’approcher a
moins de Ro l'une de 'autre.

effective attractive entre ces deux atomes lourds.

L’approximation de Born-Oppenheimer repose sur l'inégalité m < M,
qui entraine que I'échelle de temps associée au mouvement de la particule
légere est beaucoup plus courte que celle associée aux atomes lourds. Cela
assure que la particule légere suit adiabatiquement le mouvement des par-
ticules lourdes. Par rapport a I’approximation adiabatique standard, on fait
dans I'approximation de Born-Oppenheimer I'’hypothése supplémentaire
que l'on peut négliger le role des potentiels géométriques scalaire et vec-
toriel (ce dernier étant notamment a 1’origine de la phase de Berry). Nous
reviendrons sur le role de ces potentiels au chapitre 6, quand nous analy-
serons l’origine du "parametre a trois corps"”, qui généralise la notion de
cceur dur quand les trois particules sont identiques.

Rappelons les principaux résultats du chapitre précédent concernant
I'énergie E(R) de I'état fondamental de la particule légere, selon la valeur
de la longueur de diffusion « (figure 2) :

— Dans le cas a = +00, 'énergie E(R) varie comme 1/R?, avec un coeffi-
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FIGURE 2. Les trois cas possibles pour le potentiel effectif V (R) généré entre les
deux particules lourdes par échange de la particule légere [Eqs. (1-2)]. Haut : cas
a < 0, pour lequel V (R) est strictement nul pour R > |a| [Eq. (4)]. Milieu : cas
résonant a = +oo conduisant a V(R) oc 1/R? en dehors du cceur dur [Eq. (3)].
Bas : cas a > 0, pour lequel le dimere lié mM d'énergie —h?/2ma? existe [Eq. (5)].
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cient qui fait intervenir la racine de I'équation transcendante z = e™*.

Cette racine est notée ) ~ 0.567 143 et on a trouvé
K202

= +00: _
@ o 2mR?

E(R) = ®)

Pour une longueur de diffusion a < 0, 'énergie E(R) est strictement
nulle pour R > |a|. En dessous de cette valeur, elle est donnée par

1w’
2m |la] R

a<0, R<]al: E(R)=- 4)

ou W (z) est la fonction de Lambert, solution de We" = z. Rappelons
qu'iln’y a pas de dimére lié mM dans ce cas pour une interaction mM
décrite par le pseudo-potentiel (i.e. par les conditions aux limites de
Bethe—Peierls).

Pour une longueur de diffusion a > 0, nous avons montré pour 1’orbi-
tale liante que

a>0: E(R) = g-l- R ®)

21 wi(e R
S L

En particulier, pour R — +o00, on retrouve I'énergie du dimeére lié
mM : )
)
- . 6
2ma? ©)
Rappelons que la condition m < M entraine que la masse réduite du
systéme mM est voisine de m.

Edim =

Pour analyser le mouvement des deux corps de masse M, nous nous
placons comme toujours dans le référentiel de leur centre de masse et nous
nous intéressons a la dynamique de la particule relative de coordonnées R,
de masse réduite M /2, et soumise au potentiel V' (R) défini en (1-2). Ce po-
tentiel étant invariant par rotation, on cherche une base propre commune
a 'hamiltonien, a L2 et a L. La partie angulaire est donnée par une har-
monique sphérique et I'équation de Schrodinger pour la fonction d’onde
radiale réduite u(R) = R(R) s’écrit, pour une longueur de diffusion a
donnée :

12 R20(0+ 1)
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Nous allons nous intéresser aux possibles états liés, d’énergie £ < 0. Rap-
pelons que si les particules lourdes sont des bosons (resp. fermions) pola-
risés, seuls les canaux de ¢ pair (resp. impair) sont autorisés. Si ces parti-
cules sont discernables, par leur état de spin par exemple, il n'y a pas de
contrainte sur /.

En pratique, puisque nous nous intéressons principalement a 1’état fon-
damental du systeme (a M /m et a fixés), nous allons nous concentrer sur
les états ¢ = 0 pour des bosons et ¢ = 1 pour des fermions polarisés, les
autres canaux de moment cinétique correspondant a une énergie minimale
notablement plus élevée.

1 L’effet Efimov pour a = oo

1-1 Le collapse de Thomas

L’article de THOMAS (1935) constitue une des toutes premieres applica-
tions de la physique quantique au probléme a trois corps, en 1’occurrence
dans un contexte de physique nucléaire. Thomas s’intéressait a la stabilité
du noyau de tritium (1 proton, 2 neutrons) et il a montré que I'énergie de
I'état fondamental de ce systeme ne pouvait pas s’écrire uniquement en
fonction de la longueur de diffusion p —n, mais qu’il devait faire intervenir
nécessairement la portée finie des forces nucléaires.

Nous n’allons pas reproduire ici I'intégralité du raisonnement de Tho-
mas, qui est relativement complexe. Nous allons nous limiter au cas de
deux particules lourdes de masse M, supposées étre des bosons sans spin
et n'interagissant pas 1'une avec l'autre. La particule légere de masse m
interagit de maniere résonante avec chaque particule lourde.

Comme nous avons déja eu 'occasion de le mentionner, une maniere
simple de décrire l'interaction quasi-résonante entre deux particules (ici
mM) consiste & prendre un puits de potentiel carré V(r) de profondeur V;
et de portée b, et a se placer au voisinage du seuil d’apparition du premier

état lié :
avec ko =+/2mVy/h. (8)

La limite d’un potentiel de portée nulle et de longueur de diffusion fixée

™
kob%§
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Vi(r) Vi(r)

—Vo

—2Vy

FIGURE 3. Gauche : puits de potentiel carré au seuil d’apparition du premier état
lié, avec kob =~ m/2, ko = /2mVy/h. Droite : puits de potentiel de méme portée
b, mais de profondeur double. Ce puits admet un état lié d’énergie < Vj.

(conditions aux limites de Bethe—Peierls) est alors obtenue en prenant b —
0 et (Vp, ko) — oo tout en maintenant

_ tan(kod)

=b
a ko

©)

constante (cours 2020-21, chap. III, §3.1). Rappelons de nouveau qu’on
prend ici m < M, ce qui entraine que la masse réduite de la paire est a
peu preés égale a m (ce n’était pas le cas pour le probleme considéré par
Thomas).

Si on met les deux particules lourdes au méme point de l'espace (c’est
possible puisqu’on a supposé qu’elles n’interagissent pas, on oublie donc
le coeur dur en Ry pour un instant), le potentiel ressenti par la particule
légere est doublé : V(r) — 2V(r), c’est-a-dire un potentiel de portée b et
de profondeur 2V;. Ce potentiel admet alors un état lié d’énergie propor-
tionnelle a —V; (en fait = —0.36 V;, figure 3), de sorte que son énergie va
tendre vers —oo quand on va prendre la limite d’un potentiel de portée
nulle : c’est le résultat obtenu par Thomas.
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11 faut donc prendre en compte la portée du potentiel (ou un autre “pa-
rametre a trois corps') pour que le probléme ne soit pas singulier. Dans ce
qui va suivre, c’est le rayon Ry du potentiel de cceur dur entre les deux
particules lourdes qui va jouer ce role.

1-2 Le cas des bosons : onde s

Nous revenons maintenant au probleme a trois corps décrit dans le
cadre de l'approximation de Born-Oppenheimer, en nous concentrant ici
sur le cas le plus “spectaculaire", celui o1 la longueur de diffusion a est in-
finie, c’est-a-dire o1 1’état lié du dimere mM est sur le point d’apparaitre.

Dans ce cas, le potentiel V(R) a prendre en compte a été donné en (3).
Il est attractif et varie comme 1/R? a toutes les échelles de longueur. Pour
un canal de moment cinétique non nul, il faut lui ajouter le potentiel cen-
trifuge Veentrit (R) = h20(€+1)/M R? [¢f. (7)]. En reprenant les notations des

chapitres 1 et 2 avec ici g = —h?Q?/2m, I'ensemble s’écrit
B2
R> Ry : Viot(R) = V(R) + Veentrit (R) = Vi) (10)
avec
a= —%92 +L(L+1) (11)

Comme ce potentiel varie comme 1/R? pour des distances arbitrairement
grandes, nous pouvons donc reprendre telles quelles les conclusions du
chapitre 2 :

— Il peut exister un état d’énergie négative dans le canal de moment ci-
nétique ¢ si a < —1/4, c’est-a-dire :

2
ctatliesi: o2 L0+1)+ Lo (£+ 1) : (12)
2m 4

2
Intéressons-nous au canal £ = 0 qui conduit aux états d’énergie la
plus basse possible. En utilisant Q% ~ 0.322, cette condition se réécrit
M/m > 1.6, condition qui est évidemment remplie ici puisqu’on a
supposé M > m pour utiliser I'approche de Born-Oppenheimer. Il



CHAPITRE 4 : L'EFFET EFIMOV POUR UN SYSTEME LEGER-LOURD-LOURD

§ 1. L'effet Efimov pour a = oo

60

40 +

20

0 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

M/m

FIGURE 4. Variation du parametre d’échelle avec le rapport de masse M /m, cal-
culé dans le cadre de I'approximation de Born—-Oppenheimer. Pour une comparai-
son avec le résultat exact, voir par exemple PETROV (2012).

y a donc toujours au moins un état lié a trois corps dans le cas de
particules lourdes bosoniques.

— La régularisation de V(R) a courte distance est assurée par 1'hypo-
thése d'un potentiel de cceur dur au rayon Ry entre les deux parti-
cules lourdes. Pour fixer les idées, nous pouvons prendre R, de l’ordre
du rayon de van der Waals R,qw. En réalité, les deux atomes lourds
peuvent s’approcher l'un de l'autre a des distances plus courtes que
cela, mais la physique en jeu dépasse alors celle de 'universalité que
nous cherchons a décrire ici en modélisant les interactions mM par le
pseudo-potentiel.

— Une fois cette régularisation effectuée, on peut trouver I'état fonda-
mental du mouvement des deux particules lourdes. Au dessus de cet
état fondamental, on va trouver une infinité d’états liés dont les éner-
gies formeront en bonne approximation (d’autant meilleure que 'on
s’approche de la limite de dissociation) une suite géométrique de rai-
son 1/A? avec pour £ = 0:

A = e™/Isol avec (13)
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FIGURE 5. Cas résonnant : positions des énergies £ des premiers états liés du
trimere mM M pour a = oo et M /m = 20, correspondant i peu prés au rapport
M (*33Cs) /m(CLi) = 22.2. Les énergies (exprimées en unité de h? /M R3) forment
en trés bonne approximation une progression géométrique de raison e=27/1%0l ~
1/38 (|so| ~ 1.7).

ou encore

A = ¢7/I%l avec (14)

2m 4

M 1 1/2
= (e 1)

La variation du parametre d’échelle X avec M /m est tracé en figure 4.

On arrive ainsi a la conclusion trouvée initialement par Efimov : alors
que le potentiel & deux corps n’admet pas d’états liés (a = 00), on peut pro-
duire une infinité d’états liés a trois corps, ces états étant reliés les uns aux
autres par une invariance d’échelle. Nous avons tracé sur la figure 5 la posi-
tion des quatre premiers états liés dans le cas M /m = 20, £ = 0, correspon-
dant a peu prés a la situation rencontrée expérimentalement pour un mé-
lange de °Li et '33Cs. On vérifie bien la loi d’échelle £, /&, 11 ~ e?7/I%0 ~ 38
avec |so| ~ 1.7 pour ce rapport M /m.
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1-3 Le parameétre a trois corps R

Nous avons introduit ci-dessus la longueur Ry, que nous avons assimi-
lée a un cceur dur empéchant les deux particules lourdes de s’approcher
arbitrairement prés 'une de I'autre. L'introduction d"un tel parameétre est
nécessaire dans le probléme a trois corps pour assurer la régularité de la
solution.

Ce parametre additionnel par rapport a la longueur de diffusion a deux
corps est appelé de maniére générique paramétre a trois corps. Nous conser-
verons ici cette dénomination, méme si dans le cas qui nous intéresse, il
s’agit plutdt d’'une propriété du systéme binaire M M. La détermination
précise de ce parametre pour le cas mM M a été menée par WANG, WANG
etal. (2012), en utilisant des potentiels de Lennard-Jones pour modéliser les
interactions mM et M M. Ces auteurs ont dégagé une universalité pour ce
parametre en le reliant au rayon de van deer Waals R,qw pour l'interaction
MM [voir également l'article de ZHAO, HAN et al. (2019), qui propose un
résultat simple dans le cas d’une résonance pour asas]. Nous reviendrons
sur l'origine physique de cette universalité au chapitre 6 en considérant le
cas de trois particules identiques.

1-4 Le cas des fermions polarisés : onde p

Pour des fermions polarisés, le nombre quantique ¢ associé au moment
cinétique ne peut prendre que des valeurs impaires. L'état d’énergie le plus
bas est obtenu pour le canal ¢ = 1 et la condition (12) s’écrit alors %92 > %
ou encore :

M
Fermions polarisés en onde p : — > 14.0 (15)
m

I s’agit d"une contrainte forte qui réduit considérablement le choix des es-
peces atomiques utilisables. Un triplet candidat possible est "' Yb-!"1Yb-
Li conduisant & M/m = 28.5 (KHRAMOV, HANSEN et al. 2014). Notons
que nous avons obtenu le résultat (15) de maniére analytique en utilisant
l'approximation de Born-Oppenheimer. Un traitement numérique exact,
du type de celui que nous aborderons au chapitre suivant, conduit a une
limite tres voisine : M /m = 13.606 966 (KARTAVTSEV & MALYKH 2007).
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FIGURE 6. Anneaux borroméens : ces trois anneaux ne peuvent étre détachés par
une déformation continue, mais 'ouverture d’'un des cercles libére également les
deux autres (Figure : Wikipedia).

Les autres canaux de moment cinétique ¢ > 2 ne sont pas utilisables
en pratique, a moins de modifier artificiellement la masse d'une espeéce
atomique en la confinant dans un réseau optique par exemple.

2 Autour delarésonance:a <Ooua >0

2-1 Le casa < 0 et les états borroméens

Passons maintenant au cas ol la longueur de diffusion caractérisant
I'interaction mM est négative. Dans le modele du pseudo-potentiel, cela
signifie que bien qu’attractive, cette interaction est trop faible pour lier le
dimere mM . Nous allons voir maintenant que si |a| est assez grande, c’est-
a-dire si 1/a n’est pas trop loin de 0, on peut malgré tout observer des états
liés du trimere, c’est-a-dire des états a trois corps d’énergie £ négative.

Cette situation est souvent qualifiée de borroméenne a l'image des
anneaux représentés sur la figure 6. Les trois particules mises ensemble
peuvent former un édifice stable, mais une paire quelconque de deux par-
ticules ne peut en revanche former un état lié.
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FIGURE 7. Cas borroméen (a < 0) : variation des énergies E,(a) des premiers
états liés du trimere mM M en fonction de la longueur de diffusion a, supposée
ici négative, pour M/m = 20. Les mémes données sont tracées en coordonnées
lin-lin (haut), log-log (milieu) et semi-log (bas). Les énergies sont exprimées en
unité de h? /M RZ. Pour améliorer la lisibilité du tracé du bas, | "énergie du niveau
n a été multipliée par \2" avec \ = e™/1%0| ~ 6.2.
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FIGURE 8. Cas borroméen (a < 0) : variation de |E,|'/* avec \/Ro/|a| pour
M /m = 20. L'énergie est exprimée en unité de h® /M R3.

Pour simplifier ’analyse, nous allons nous concentrer dans ce qui suit
sur le cas des bosons, en nous limitant au canal de moment cinétique ¢ = 0.
Nous avons rappelé en introduction le potentiel V' (R) dans ce cas [cf. (4)]
et ce potentiel est tracé sur la figure 2. Nous détaillons sur la figure 7 le
résultat d’une recherche numérique des états propres u,, et des énergies
propres associées &, de I'équation de Schrodinger radiale (7) pour un mo-
ment cinétique ¢ = 0 et M/m = 20.

Plus précisément, nous tracons en coordonnées linéaires ou logarith-
miques la variation avec 1/a de I'énergie du niveau fondamental n = 0
et des trois premiers états excités n = 1,2, 3. Une conclusion immédiate-
ment visible sur cette figure est que le trimere mM M n’est pas toujours
stable. Pour Ry/a < —0.093, c’est-a-dire |a| < 10.8 Ry, il n'y a aucun état
lié mM M. Le premier état lié n = 0 apparait pour a ~ —10.8 Ry et il reste
l'unique solution jusqu’a a =~ —72.5 Ry, valeur pour laquelle un premier
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état 1ié excité (n = 1) apparait également. Un deuxiéme état excité apparait
pour a =~ —455 Ry et ainsi de suite. Plus on se rapproche de la limite réso-
nante |a| = +oo, plus le nombre d’états liés est important. Plutot que 'éner-
gie, on peut préférer tracer le module du nombre d’onde x = /M |E|/h en
fonction de Ry/a, ce qui est fait en figure 8 (on trace en fait /x  |€]'/* en
fonction de /1/a pour "écraser" un peu plus les courbes et mieux distin-
guer plusieurs branches).

Un examen attentif de la figure 7 fait apparaitre une symétrie d’échelle
(homothétie) pour différentes quantités. On retrouve par exemple la loi
d’échelle &,_1/&,, ~ 38 quand |a| — oo, déja obtenue au paragraphe pré-
cédent pour cette valeur de M/m. Mais on constate également une homo-
(n)

thétie sur les valeurs critiques a
(n) / PG

auxquelles les différents états liés appa-

raissent, avec a ~ 6.2. Nous allons chercher a rendre compte de
ces symétries d’échelle et montrer le résultat général :

avec A = ™15l

En_1(a) = N2 &, (Na)

(16)

Les deux homothéties mentionnées ci-dessus s’en déduiront en prenant
les cas particuliers |a| = 400 pour la premiére, et £, = 0 pour la seconde
(rappelons que pour le rapport de masse M /m choisi pour la figure 7, on a
[so| = 1.72 et A = 6.2).

Nous allons maintenant expliquer 1’origine de ces deux homothéties.
Les arguments utilisés sont voisins de ceux développés au chapitre 2, mais
ils nécessitent un léger aménagement du fait que le potentiel n’est pas pro-
portionnel a 1/R? jusqu’a R = oc.

Pour progresser, nous remarquons tout d’abord que dans le domaine
z = R/la| < 1, la fonction de Lambert vaut W (ef/l*l) ~ W (1) = Q et
I'expression! de E(R;a) se simplifie en

h2
2mR2’

Ry < R < |a| : E(R;a) ~ —Q? (17)
Dans ce domaine, on retrouve donc a peu pres le méme potentiel que pour
|a| = oo. Les états mM M fortement liés dans ce potentiel, c’est-a-dire ceux

tels que |€] > h?/ma?, ne seront pas beaucoup affectés par la coupure

1. Nous écrivons explicitement la dépendance des quantités E, V, u, vis-a-vis de la lon-
gueur de diffusion a car cette dépendance va jouer un réle important dans ce qui suit.
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du potentiel pour R > a. En revanche, on s’attend a ce que tous les états
faiblement liés du cas résonnant, d’énergie |£| < h?/ma?, disparaissent du
fait de cette coupure. On comprend donc qu’il reste un nombre fini d’états
liés mM M (au lieu de l'infinité d’états trouvés pour |a| = +00).

Rappelons également que la fonction d’onde radiale réduite u,,(R) de
tous les états s’annule pour R = Ry < |a|. D’apreés ce que nous avons
vu au chapitre 2, nous savons que pour un état suffisamment excité (en
pratique n = 2 ou 3 suffit), cette fonction d’onde s’annule également au
point R &~ ARy avec A = ™|, pourvu que ce point reste lui-méme bien
inférieur a |al.

Nous pouvons alors effectuer le raisonnement suivant. Partons du nitme
état propre (avec n > 0) pour la longueur de diffusion a, dont la fonction
d’onde radiale réduite u,, vérifie I'équation de Schrodinger pour £ =0 :

h? d?

—ap etV a) | un(Rsa) = Ex(a) un(R; a).

(18)

Considérons le probleme aux valeurs propres pour la longueur de diffu-
sion a/\ et intéressons-nous a la fonction

R > Ry
R < Ry

v(R) = un(AR;a),
v(R) = 0.

(19)

Comme nous I’avons signalé, cette fonction s’annule en R, puisque u,, pos-
séde un nceud (approximativement) en ARy : elle est donc éligible comme
fonction d’onde pour notre probléeme; plus précisément, si u, (R;a) pos-
sede n neeuds dans l'intervalle | Ry, +o0], la fonction v(R) possedera n — 1
neeuds sur ce méme intervalle. Par ailleurs, en utilisant la propriété du po-
tentiel V(R; a) déduite de I'expression (4) faisant intervenir la fonction de
Lambert W (ef/lal) :

1 a
R>Ry:  V(ARia)= 5V (R, X) , (20)
on constate que v(R) vérifie I'équation aux valeurs propres :
h? d? a 2
{_MdRQ +V (R, A)} v(R) = \2E,(a) v(R). (21)
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La fonction v(R) est donc solution de 1’équation de Schrodinger radiale
pour la longueur de diffusion a/\ avec la valeur propre A\?£,(a) et elle sa-
tisfait la condition aux limites v(Ry) = 0. Comme cette fonction possede
n — 1 nceuds sur l'intervalle | Ry, +o00[, on en déduit qu’elle est proportion-
nelle & u,_1(R;a/)\) et que I'on a la relation entre les énergies propres :

Enr(a/N) = X4 (a), (22)

ce qui constitue le résultat annoncé en (16).

Pour vérifier cette loi d’échelle, nous avons repris les énergies &, (a) déja
montrées en figure 7 et nous les avons retracées en figure 9 sous la forme
[ = A"Rg/a,y = A*"E,(a)]. On constate que cette loi est remarquablement
bien vérifiée : les tracés pour n = 2 et n = 3 sont quasiment indiscernables,
et le tracé n = 1 en est tres proche. Seul I'état fondamental n = 0 présente
une différence notable mais comme nous l’avons signalé dans ce qui pré-
céde, on ne s’attendait pas a ce que la loi d’échelle fonctionne de maniere
précise pour lui.

Une conséquence immédiate de cette loi d’échelle est obtenue pour les

points d’apparition a'™ des triméres, pour lesquels &, s’annule. On trouve
la loi d’échelle

a(n) -\ a(_n—l),

(23)

une relation que I'on avait pressentie sur la figure 7. Nous verrons que cette
relation est testable expérimentalement et constitue une signature forte de
I'universalité de la physique d’Efimov.

2-2 Lecasa > 0 etla compétition dimeére-trimere

Nous passons maintenant a la branche a > 0 pour laquelle nous savons
qu’il existe un état lié du dimere mM, d’énergie Egi, = —h?/2ma?. Pour
qu’un état lié a trois corps soit stable, il ne suffit donc pas que son énergie
soit négative, contrairement a ce que nous avons utilisé pour a < 0. Il faut
que son énergie soit inférieure a Egim, sinon il est préférable sur le plan
énergétique de casser le trimere pour former un dimere mM d’un co6té, et
une particule M au repos loin du dimere.

Pour analyser le probleme de la formation d'un état 1ié a trois corps
mM M dans le cadre de I'approximation de Born-Oppenheimer, nous pou-
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FIGURE 9. Vérification de la loi d’échelle (16) pour des longueurs de diffusion
a < 0. Le calcul est fait pour M /m = 20 et les énergies sont exprimées en unité
de h%/MR2.
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vons suivre une démarche tres voisine de celle utilisée pour ¢ < 0. Pour
commencer, nous remarquons que le potentiel d’interaction mM donné en
(5) peut toujours se mettre sous la forme :

R<Ry : V(R)=+oo (24)
2
Ry<R : V(R) = —%RQF(R/CL) (25)
avec :
F(z)=[W (e7") + ] 2. (26)

Quand R — +o0, le potentiel V(R) (tracé sur la figure 2) tend vers Eqip,.
On retrouve donc bien que le trimére lié, pour étre I'état fondamental du
sytéme a trois corps, doit avoir une énergie inférieure a Fqin,. Par ailleurs,
la différence V(R) — Eg;im varie comme e~ B/a quand R augmente, de sorte
que le potentiel susceptible de lier le dimere est de portée finie, de l'ordre
de a : on sait d’emblée qu’il ne peut y avoir qu'un nombre fini d’états liés
dans un tel potentiel.

Le résultat de la recherche numérique des états liés mAM M dans le
cadre de I'approximation de Born-Oppenheimer est montré en figure 10.
II confirme 1’existence d’un nombre fini (ou nul) d’états pour toute va-
leur de @ > 0. Pour a = 100 Ry par exemple, on trouve quatre états liés
(n =0,1,2,3), d’énergie &, < Eqim. Cela signifie que si on avait préparé
un trimere dans un état d’énergie &, avec n > 3 au point |a| = 400, puis
ramené adiabatiquement a a la valeur 100 Ry, ce trimére se serait dissocié
pour donner un dimere mM et un atome M libre.

Pour interpréter les résultats montrés en figure 10, nous remarquons
que la démonstration de la loi d’échelle (16),

En_1(a) = X2&,(\a) pour n assez grand, (27)

que nous avons faite dans le cas a < 0 en §2-1 reste valable dans le cas
a > 0 puisque la forme générique (24,25) du potentiel est inchangée. En
fait, puisque la grandeur pertinente est ici I’écart entre £, et I'énergie du
dimere, nous réécrirons cette loi sous la forme :

Egim(a) = N2 [£,(Aa) — Egim(Aa)]

En—i1(a) — pour n assez grand | (28)

Cette réécriture est possible car Egim(a) « 1/a? dans le modele du pseudo-
potentiel utilisé ici. Le test de cette loi d’échelle est représenté sur la figure
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FIGURE 10. Compétition dimére—trimeére pour a > 0 : variation des énergies
En(a) des premiers états liés du trimére mM M en fonction de la longueur de dif-
fusion a, supposée ici positive, pour M /m = 20. Les mémes données sont tracées
avec différents systemes de coordonnées. Les énergies sont exprimées en unité de
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FIGURE 11. Vérification de la loi d’échelle (28) pour des longueurs de diffusion
a > 0. Le calcul est fait pour M /m = 20 et les énergies sont exprimées en unité
de h* /M R2.

11. On constate que cette loi est effectivement bien vérifiée pour n assez
grand, mais qu’elle ne fonctionne pas pour n = 0, 1,2, contrairement au
cas a < 0 (cf. figure 9). Or, nous verrons en §3 qu'il est difficile d’observer
en pratique des états mM M pour un nombre quantique n au dela de 2.
Cette loi d’échelle du coté a > 0 est donc moins pertinente sur le plan
expérimental que son équivalent pour a < 0.

Notation. Dans ce qui suit, nous noterons (en suivant la tradition) al™
la valeur (positive) de la longueur de diffusion a pour laquelle 1'énergie
du ni*me trimere est égale a celle du dimere mM. Tout comme la valeur

a(_"), cette quantité ai") est une fonction de Ry. On pourrait se demander

pourquoi la notation a(f) n’a pas été utilisée pour désigner ce point de
rencontre entre 'énergie du trimere et celle du dimére. La raison en est que
cette notation af) est plutdt utilisée pour désigner un minimum du taux
de pertes a trois corps (également du coté a > 0 de la résonance), comme
nous le verrons au chapitre 6.

2-3 Courbes completes

Pour faire la synthese de ce que nous avons trouvé des deux cotés a < 0
et a > 0 de la résonance |a| = 400, nous avons regroupé sur la figure
12 les résultats déja montrés séparément. Ces courbes sont présentées en
échelle logarithmique avec un axe  un peu particulier puisqu’il représente
—In(Ro/|al) du coté a < 0, et +In(Ry/a) du coté a > 0. Le gap entre
Ro/a = —107° et Ry/a = +107°, qui devrait étre en toute rigueur infini
pour de "vraies" coordonnées logarithmiques, a été remplacé par un seg-
ment de longueur finie. Ces mémes données sont tracées en coordonnées
linéaires sur la figure 13.

On vérifiera sur la figure 12 le resserrement des niveaux quand le rap-
port M/m augmente. Ce resserrement est dt a la diminution du facteur
d’échelle \ = e2™/I%0] avec |so| ~ Q+/M/2m [cf. eq. (14)].

On notera par ailleurs que les points remarquables signalés de part et
d’autre de la résonance, a(_n) et a&”), sont chacun proportionnels a Ry et a

A™", ot A dépend du rapport M /m. On trouve par exemple (cf. figures 9 et
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FIGURE 12. Variation des énergies E,(a) des premiers états liés du trimeére
mMM en fonction de la longueur de diffusion a, pour M/m = 10 (haut), 20
(milieu) et 40 (bas). Les données sont tracées en coordonnées log-log (voir le texte
pour la description précise de 'axe des abscisses). Les énergies sont exprimées en
unité de h? /M R2.
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FIGURE 13. Variation de —|&,,|*/* avec \/Ro/|a] pour les premiers états liés du
trimere mM M (M /m = 20).

11):
M R R,
= =20: A=Y~ —0.0815 M=% ~ 3540 (29)
m o™ al™
dont on déduit :
(n)
M
— =20: a(; ~ —43 pourn > 3. (30)
m a*”)

La vérification du lien entre ces parametres a_ et a, correspondant aux
deux cotés de la résonance |a| = +oo constitue un test trés important de
I'universalité de I’effet Efimov. HELFRICH, HAMMER et al. (2010) ont étudié
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FIGURE 14. Courbe continue rouge : variation du rapport ai")/|a(_")| (pour n

assez grand) avec le rapport de masse 6 = m/M. Pour m/M = 1/20, on trouve
al™ /1™ | ~ 1/40 [cf. (30)]. Courbe tiretée noire : rapport " /|a'™|. Figure
extraite de HELFRICH, HAMMER et al. (2010).

la variation de ce rapport avec M /m et nous avons reporté leur résultat en
figure 14.

3 Expériences sur le cas léger-lourd-lourd

3-1 Expériences sur les mélanges de gaz atomiques

Les premieres manifestations de la physique d’Efimov dans les gaz
d’atomes froids ont été observées par KRAEMER, MARK et al. (2006) sur un
gaz de césium. Il s’agissait d'un systéme homonucléaire, dont la descrip-
tion théorique est plus compliquée que celle du systéme mM M considéré
jusqu’ici. Nous repoussons donc la description des résultats de KRAEMER,
MARK et al. (2006) au chapitre 6 et nous allons nous concentrer ici sur des
expériences plus récentes, menées a Heidelberg (PIRES, ULMANIS et al.
2014), puis a Chicago (TUNG, JIMENEZ-GARCIA et al. 2014), dans lesquelles
trois branches de trimeéres ont été observées, avec (approximativement) le
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rapport d’échelle attendu.

Notons qu’en plus des expériences de Heidelberg et Chicago que nous
allons regarder en détail, d’autres mélanges ont été étudiés a la recherche
d’une physique liée a 'universalité découverte par Efimov :

— BARONTINI, WEBER et al. (2009) [voir aussi BARONTINI, WEBER et al.
(2010)] ont publié des résultats tendant a prouver la formation de tri-
meres K-K-Rb et K-Rb-Rb liée & une physique "efimovienne" du coté

a <0 (a_ = —246(14) ag). Ils ont étudié pour cela un mélange de 'K

et 8"Rb (résonance de Fano-Feshbach a 38.4 G). Ils ont également décrit

. . s Ny ?
une possible résonance a trois corps du coté a > 0 (a. = 667(1) ap).

BLOOM, HU et al. (2013) ont étudié un mélange tres voisin (*°K et
87Rb), mais ils n’ont observé aucune résonance coté a < 0 qui au-
rait pu étre attribué a un effet Efimov [voir aussi HU, BLOOM et al.
(2014)]. Du c6té a > 0, ils ont observé un processus efimovien dans la
relaxation mM en collision avec M, correspondant a a. = 230(10) ao,
mais ce pic n’était pas a la position de la résonance annoncée par
BARONTINI, WEBER et al. (2009) [voir également les travaux plus ré-
cents de WACKER, JORGENSEN et al. (2016) et KATO, WANG et al.
2017].

WILLIAMS, HAZLETT et al. (2009) ont observé un pic dans le signal
de recombinaison a trois corps dans un gaz de Li avec trois compo-
santes de spin également peuplées. Ce méme systéme a été utilisé par
LOMPE, OTTENSTEIN et al. 2010 pour mettre en évidence des trimeéres
d’Efimov formés par photoassociation.

MAIER, EISELE et al. (2015) ont étudié un mélange "Li-8"Rb et ont mis
en évidence une résonance attribuable & un effet Efimov.

3-2 Résonance de Fano-Feshbach pour °Li-'33Cs

Les expériences de Heidelberg et de Chicago ont été menées avec un
mélange d’atomes de césium dans le role de la particule lourde (M = 133)
et de lithium dans le r6le de la particule légere (m = 6), soit un rapport de
masse M/m = 22.2. Ce systéme présente plusieurs résonances de Feshbach
pour le probleme a deux corps mM. Les deux groupes se sont placés a un
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FIGURE 15. Photoassociation de dimeres mM dans un mélange de °Li et 133Cs.
Figure extraite de ULMANIS, HAFNER et al. (2015).

champ magnétique voisin de 840 Gauss, pour lequel une résonance large
se produit.

L’étude détaillée des parametres de cette résonance est décrite par
ULMANIS, HAFNER et al. (2015). Elle est fondée sur une technique de pho-
toassociation des dimeres, comme représenté sur la figure 15. On mesure
I'énergie de liaison de dimere en fonction du champ magnétique, cette
énergie devant s’annuler a la résonance. Au voisinage de la résonance,
du coté a > 0, cette énergie est en bonne approximation donnée par
—h?/2m.a?, ot m, = 5.7 est la masse réduite du systéme a deux corps. Le
résultat expérimental pour la mesure de cette énergie de liaison est mon-
tré en figure 16, avec la prédiction simple —%? /2m,a? ainsi que le résultat
d’un modele plus sophistiqué prenant en compte plusieurs canaux de col-
lision couplés. Le résultat pour la longueur de diffusion mM se met sous
la forme "traditionnelle” :

)
B — Bres

a = Qg <1

avec apg = —29.4a9, A = —58.21G et B,es = 842.829G.

(31)
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FIGURE 16. Croix bleues : Energie de linison des dimeres mM dans un mélange de
OLi et de '33Cs. Carrés verts : signal de pertes d’atomes de Cs. La bande verticale
grisée donne la position de la résonance et son incertitude (B,es = 842.829G).
Figure extraite de ULMANIS, HAFNER et al. (2015).

ULMANIS, HAFNER et al. (2015) montrent également sur la figure 16
la mesure de la perte d’atomes de Cs au voisinage de la résonance et ils
concluent que ces deux mesures sont en relativement bon accord 1'une avec
l'autre, la mesure basée sur la photoassociation donnant des résultats dix
fois plus précis.

3-3 La formation de trimeéres du coté ¢ < 0

Les deux expériences de 2014 menées a Heidelberg et a Chicago se sont
concentrées sur le coté a < 0 de la résonance (c’est-a-dire B > Bi). Le

principe en est simple : quand la longueur de diffusion est voisine d'un
(n)

des seuils a.’ correspondant a I’apparition d’un trimere (figure 17), on ob-
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FIGURE 17. Principe de la détection de trimeres d’Efimov : on cherche les champs
magnétiques B; pour lesquels la longueur de diffusion est négative et égale a une
des valeurs seuils o™ pour Uapparition d’un trimére. Noter que I'axe x est orienté
dans le sens des champs magnétiques croissants, et donc des valeurs de 1/a dé-
croissantes, ce qui est I'opposé de la convention utilisée dans les figures 7, 10 et
12. Figure extraite de TUNG, JIMENEZ-GARCIA et al. (2014).

3rd

serve une perte importante d’atomes liée a la recombinaison a trois corps :
les trois atomes se couplent temporairement pour former un état d’Efimov,
qui se désintegre ensuite pour former un dimere fortement lié et un atome
isolé. L'énergie relachée par la formation du dimere est convertie en éner-
gie cinétique des deux partenaires, qui s’échappent du piege (D'INCAO
& EsrY 2005; D'INCAO & EsRY 2006b). Nous détaillerons la description
théorique du processus de recombinaison plus tard dans ce cours; dans ce

qui suit, nous nous contenterons d’admettre que ce processus est maximal
(n)

quand a est voisin d'un des a

Plusieurs signaux typiques de pertes sont représentés sur la figure 18.
Cette figure, correspondant a des données du groupe de Chicago, montre
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FIGURE 18. Décroissance du nombre d’atomes d’un piege optique contenant ini-
tialement 20000 a 30000 atomes de SLi et (pour les symboles pleins) 40000 a
50000 atomes de 133Cs. La température du nuage est de I'ordre de 350 nK. Haut :
B = 848.0 G, relativement loin de la résonance pour ay;cs, Bas : B = 842.7G,
proche de résonance. Figure extraite de TUNG, JIMENEZ-GARCIA et al. (2014).
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la décroissance du nombre d’atomes de Lithium pour deux valeurs du
champ magnétique : B = 848.0 G pour la figure du haut (donc relativement
loin de résonance), B = 842.7 G pour la figure du bas (donc trés proche de
la résonance). Ces données ont été obtenues pour un gaz de lithium pur
(symboles évidés) et pour un mélange lithium-césium (symboles pleins).
Les données pour le lithium pur sont quasiment indépendantes de la va-
leur de B alors que celles pour le mélange montrent une augmentation
spectaculaire du taux de décroissance aux temps courts pour les données
acquises pres de la résonance.

Notons que les pertes d’atomes de césium sont toujours tres significa-
tives dans ce domaine de champ magnétique, indépendamment de la pré-
sence d’atomes de lithium. Cela vient du fait que la longueur de diffusion
Cs-Cs est négative et de grande valeur absolue : |acs cs| > 1000 ao.

Quand on trace le nombre d’atomes de lithium restant dans le piege au
bout d'un temps 7 donné en fonction du champ magnétique (donc de la
longueur de diffusion ar,; cs), on observe trois résonances successives cor-
respondant aux trois valeurs de B; montrées en figure 17. Nous montrons
en figure 19 les données obtenues a Chicago.

L’analyse détaillée des données expérimentales de Heidelberg et de
Chicago a été faite par ULMANIS, HAFNER et al. (2015), grace a la détermi-
nation précise de la position de la résonance de Fano-Fesbach pour ar; cs
faite a partir de la figure 16. La table 4.1 résume le résultat de cette analyse.
La valeur universelle attendue pour le rapport al™ / a" [¢f. eq.(23)] est
A = 4.9 (BRAATEN & HAMMER 2006; D’INCAO & ESRY 2006a). Notons que
cette valeur est obtenue grace a un calcul numérique complet du probleme
a trois corps (tout en continuant a négliger l'interaction mA/). La valeur
approchée déduite du traitement Born—-Oppenheimer décrit plus haut est
de )\BQ = 5.6.

3-4 Discussions et prolongements

Dans le traitement qui précede, nous avons négligé complétement 'in-
teraction entre les deux atomes lourds. Cette approximation est valable
pour certains mélanges (Li-Rb par exemple), mais est trés discutable pour
le mélange Li-Cs étudié a Heidelberg et a Chicago. La longueur de diffu-
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FIGURE 19. Variation du nombre d’atomes de lithium dans le piege optique apres
un temps d’attente T, avec T = 225 ms pour la figure de gauche (T' = 800 nK) et
T = 115ms pour les deux autres (I = 360 nK pour la figure du milieu et T =
270nK pour la figure de droite). Figure extraite de TUNG, JIMENEZ-GARCIA
et al. (2014)

sion Cs-Cs est en effet grande en valeur absolue (> 1000 ag) sur toute la
plage de champ magnétique explorée autour de la résonance a 843 G.

Ce probleme a été abordé en détail par PETROV & WERNER (2015) [voir

aussi WANG, WANG et al. (2012) et MIKKELSEN, JENSEN et al. (2015)] qui
ont comparé les deux cas limites apspr = 0 et aprpr = oo. Le résultat obtenu
est remarquable : les parametres a la base de la loi d’échelle de Efimov,
|so| et A\ = e™/Isol ne varient que trés peu entre les deux cas. PETROV &
WERNER (2015) trouvent :

AmpM = OO, ApMM = 0: |80| = 1.98277, A\ = 4.87661 (32)

et [voir aussi YAMASHITA, BELLOTTI et al. (2013)]

AmM = 00, Apfpr = OO : |so] = 2.00308, A = 4.79887. (33)

En revanche, PETROV & WERNER (2015) montrent que le taux de pertes a
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i Magnetic field (G) a? (10%a,) afi)/aﬁi_l)
0 (ground) 848.90 (6)(3)" ~0.311 (3)(1)(1) —
1 843.85 (1)(3)* ~1.71 (2)(5)(4) 5.48 (7)(16)(10)
2 843.03 (5)(3)" ~8.54 (2.12)(1.27)(97) 5.00 (1.24)(76)(46)
0 848.55 (12)(3)" ~0.329 (6)(2)(1) —
843.82 (4)(3)h —1.76 (7)(5)(4) 5.35(24)(16)(10)
2 842.97 (3)(3)" ~12.2 (2.6)(2.6)(1.9) 6.93 (1.50)(1.48)(97)

TABLE 4.1. Valeurs du champ magnétique mesurées a Heidelberg (a) et @ Chicago
(b) pour l'apparition des trimeres d’Efimov dans un mélange °Li-'33Cs, du coté
a < 0de la résonance. Les rapports de at? / ali™y qu’on en déduit sont proches de
la valeur "universelle” attendue. Table tirée de ULMANIS, HAFNER et al. (2015).

trois corps est considérablement augmenté dans le cas du mélange Li-Cs
par le fait que les interactions M M sont quasi-résonnantes (cf. figure 20).

PETROV & WERNER (2015) ont également étudié théoriquement 1’ef-
fet de la température sur le signal de pertes a trois corps. Un résultat ty-
pique, comparant les cas 7' = 0 et T' = 400 nK est représenté en figure 20.
On voit qu’une température non nulle tend a lisser les résonances du si-
gnal de pertes, et peut également les déplacer par rapport au cas T' = 0.
Des résultats similaires ont été obtenus indépendamment par MIKKELSEN,
JENSEN et al. (2015). Dans l’article de ULMANIS, HAFNER et al. (2016a), le
groupe de Heidelberg présente des données expérimentales prises a plus
basse température (120nK) que dans les expériences initiales de 2014, et
qui confirment les tendances que nous venons de décrire.

Apres les publications expérimentales des groupes de Heidelberg et
de Chicago, I'étude de l'effet Efimov mM M a fait 'objet de nombreuses
études théoriques, notamment pour aller au dela de la description des in-
teractions en terme de potentiel de contact. Les effets de portée finie ont
été étudiés notamment par ZINNER & NYGAARD (2015), ACHARYA, ]I et
al. (2016) et WU, HAN et al. (2016).

ULMANIS, HAFNER et al. (2016b) ont ajouté une mesure intéressante
concernant le mélange Li-Cs en reprenant les expériences initiales autour

0.1k <

~

N
R without Cs-Cs interaction —
0.1 1

3
-10 aBohr/

AegLi

FIGURE 20. Variation du taux de pertes a trois corps dans un mélange Li — C's,
avec et sans interaction C's — C's, et pour deux températures différentes T = 0
et T = 400 nK. Figure extraite de PETROV & WERNER (2015) (voir cet article
pour les parameétres du calcul).

d’une autre résonance de Feshbach située autour de B = 889 G. Dans ces
conditions, la longueur de diffusion acscs = 190a¢ est positive, ce qui
signifie que des dimeres faiblement liés Cs, peuvent jouer un role signifi-
catif. Cela conduit a la disparition de la résonance pour I'état d’Efimov fon-
damental et a une modification du facteur d’échelle qui devient A = 4.0 (3)
[voir également HAFNER, ULMANIS et al. (2017)]. Un traitement théorique
détaillé de la relaxation a trois corps dans cette configuration, en particulier
de la forme de raie susceptible d’apparaitre (profil de Fano), a été proposé
par GIANNAKEAS & GREENE (2018), puis par GIANNAKEAS & GREENE
(2021).

Les deux résonances de Feshbach mentionnées jusqu’ici pour le couple
Li-Cs (843 G et 889 G) sont des résonances larges, pour lesquelles la des-
cription de l'interaction en terme d’une longueur de diffusion (sans contri-
bution significative de la portée effective) est appropriée. JOHANSEN,
DESALVO et al. (2017) ont comparé les résultats obtenus pour la résonance
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a 889G et une autre résonance, beaucoup plus étroite? a 893 G. Une des
principales conclusions de cette étude est un déplacement tres significatif
de la position de la résonance par rapport a la prédiction "naive". Une ana-
lyse théorique complémentaire d’une résonance étroite pour le probleme
Li-Cs-Cs a été proposée récemment par LI, YUDKIN et al. (2022).

4 Les trimeres universels de Kartavtsev-Malykh

4-1 Retour sur le cas des fermions

Nous revenons maintenant au cas ot1 les particules lourdes sont des fer-
mions polarisés, de sorte que leurs états accessibles doivent faire intervenir
uniquement les moments cinétiques relatifs impairs.

Comme nous l'avons indiqué en §1-4, quand on se place a résonance,
c’est-a-dire a = 00, deux cas sont possibles pour une interaction mM de
portée nulle :

— Pour M /m plus grand que la valeur critique 13.606 966 - - -, une infinité
d’états peuvent apparaitre pour l'onde ¢ = 1 dans le potentiel en o/ R?
(v < 0) qui émerge du probleme. Comme pour les bosons, on doit
introduire un parametre a trois corps, en l'occurrence le cceur dur en
Ry pour notre approche, pour empécher la "chute vers le centre" et
assurer que le systeme admet un état fondamental d’énergie négative
finie. Au dessus de cet état fondamental, on trouve une infinité d’états
liés, avec des énergies formant en trés bonne approximation une suite
géométrique E, 1 = E,, /)%

— Pour M/m plus petit que la valeur critique 13.606 966 - - -, aucun état
lié a trois corps n’existe pour a = +o0.

Apres un travail précurseur de PETROV (2003) portant sur la recom-
binaison a trois corps dans ces systémes, KARTAVTSEV & MALYKH (2007)
ont repris ce probleme en se plagant du c6té a > 0 de la résonance et ils
ont montré que l'interaction effective résultant de 1'échange de la parti-
cule légere [décrite par le potentiel (5) dans le cadre de I'approximation

2. Les parametres caractérisant ces résonances sont sres = 0.66 pour B = 843G et 889G
et Sres = 0.05 pour B = 893 G (cf. cours 2020-21, chap. VI).
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de Born—Oppenheimer] pouvait donner naissance a des trimeres liés pour
un rapport de masse inférieur a la valeur critique 13.6. Ces trimeres sont
qualifiés d"universels car il n’est pas indispensable d’introduire un para-
metre a trois corps pour définir leur énergie (nous reviendrons sur ce point
en §4-3). Celle-ci est fonction uniquement de la longueur de diffusion a
caractérisant l'interaction mM (pour rappel, toute interaction M M est né-
gligée ici).

Rappelons par ailleurs que nous faisons ici I’hypothese d’une interac-
tion mM caractérisée seulement par la valeur de la longueur de diffusion
a, qui correspond en pratique au cas d’une résonance de Fano-Feshbach
large. Le cas d'une résonance étroite avec 1/a = 0 est abordé par CASTIN
& TIGNONE (2011).

4-2 Approche Born-Oppenheimer

Sur le plan semi-quantitatif, le résultat de KARTAVTSEV & MALYKH
(2007) peut étre retrouvé par 'approche Born-Oppenheimer que nous
avons suivie jusqu’ici. Nous nous plagons dans le cas d'un rapport de
masse inférieur a la valeur critique du cas a = oo [i.e. M/m < 14.0 pour
le traitement Born—-Oppenheimer, cf. (15)] et nous posons la question sui-
vante : peut-il y avoir un état lié dans le potentiel effectif créé par la parti-
cule légere auquel on doit ajouter la barriere centrifuge pour I'onde ¢ = 1?
Rappelons I'expression de ce potentiel total pour a < 0

2

1 w(ef/le) on?
a<0.R<lal: Vi B) = =5 [mr T T
) 212
a<0,R>|a|: Vit (R) = i (34)
etpoura > 0:
B2 1 %74 (e—R/a) 9252
a>0: Viot (1) “om [a R + W2 (35)

Pour a < 0, ce potentiel est tracé en figure 21 pour différentes valeurs
de M/m. C’est une fonction toujours décroissante de R, ce qui exclut l'exis-
tence d'un état lié dans ce potentiel. Remarquons que ce potentiel est de



CHAPITRE 4 : L'EFFET EFIMOV POUR UN SYSTEME LEGER-LOURD-LOURD

§4. Les trimeres universels de Kartavtsev-Malykh

2
1.5
Viee(R) 11
0.5
% 0.5 1 1.5 5 2.5 3
R/|al

FIGURE 21. Potentiel total (en unités de h? /ma?) pour le canal ¢ = 1 dans le

cas a < 0. Calcul effectué avec I'approximation de Born—-Oppenheimer. De haut
en bas, M/m = 6,9,12.

toute fagon toujours supérieur au potentiel obtenu dans le cas a = %00
pour la méme valeur du rapport M /m. Dans la mesure ot I'on sait qu'il
n'y a pas d’état lié dans le cas a = o0, il ne peut pas y en avoir non plus
dans le cas a < 0.

La situation intéressante est obtenue pour a > 0. Comme on le voit sur
la figure 22, le potentiel V;.(R) n’est pas toujours une fonction monotone
de R. 1l peut admettre un minimum absolu quand le rapport M /m dépasse
~ 7, tout en gardant une limite V;o((R) — 400 quand R — 0. Quand R —
oo, le potentiel V;o(R) tend vers —h?/(2ma?), qui correspond a I'énergie
du dimere mM quand il est loin de 'autre particule de masse M.

Cette forme du potentiel pour a > 0 ouvre la possibilité d’obtenir des
états liés, c’est-a-dire des états dont 1'énergie sera strictement inférieure
a I'énergie du dimere —h?/(2ma?). 1l est possible d’utiliser I'approche de
Born-Oppenheimer pour déterminer le seuil sur M/m au dessus duquel
un tel état lié apparait. Toutefois le résultat est tres sensible a la forme
du potentiel et il est plus stir d’utiliser une méthode numérique précise,
comme l'ont fait KARTAVTSEV & MALYKH (2007).
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FIGURE 22. Potentiel total (en unités de h? /ma?) pour le canal ¢ = 1 dans le

cas a < 0. Calcul effectué avec I'approximation de Born—-Oppenheimer. De haut
en bas, M /m =5,8,11.

Notons que méme lorsque le seuil d’existence d'un état lié n’est pas
atteint, la forme non monotone du potentiel, avec un minimum local sus-
ceptible d’abriter un état quasi-lié, peut donner naissance a une résonance
de diffusion. Ce phénomene a été observé par JAG, ZACCANTI et al. (2014)
pour un mélange SLi-*°K (rapport de masse M/m = 6.7).

4-3 Résultats de Kartavtsev-Malykh et prolongements

KARTAVTSEV & MALYKH (2007) ont utilisé un traitement du probléme a
trois corps voisin de ce que nous verrons dans le chapitre suivant, passant
par la résolution des équations hyper-radiales [voir également PETROV
(2003)]. Pour le cas a > 0, ils sont arrivés aux conclusions suivantes quand
les particules M sont des fermions polarisés :

— Pour M/m < A\ = 8173, il n'y a pas d’état lié pour le probleme
mMDM.

— Pour A\; = 8173 < M/m < Ay = 12,917, il y a (en absence de para-
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FIGURE 23. Energies des états liés “universels” pour le probleme mM M dans
le cas ot les particules M sont des fermions polarisés sans interaction et oil la
longueur de diffusion a caractérisant 'interaction mM est positive. Les énergies
E sont mesurées en unité de h?/(2mya?) et l'abscisse est le rapport M /m (noté
ici m/m1). Figure extraite de KARTAVTSEV & MALYKH (2007).

meétre a trois corps complémentaire, voir §4-3) un et un seul état lié
dont I'énergie s’écrit oy 72 /(2m,a?), avec le coefficient sans dimension
o tracé en figure 23 et m, = mM/(m + M).

— Pour Ay = 12917 < M/m < A. = 13.607, il y a deux états liés dont
les énergies s’écrivent a; h%/(2m,a?), avec les coefficients «;, j = 1,2
tracés en figure 23.

— Pour 13.607 < M/m, il peut y avoir un nombre arbitrairement élevé
d’états liés quand 1/a — 04 : c’est l'effet Efimov. La détermination
de I’énergie de ces états liés nécessite I'introduction d"un coefficient a
trois corps, par exemple le rayon de cceur dur Ry.

Le ou les états trouvés dans la plage 8.173 < M/m < 13.607 possedent
un moment cinétique total L = 1. Ils sont qualifiés d"universels puisque
leur énergie ne dépend que du probleme a deux corps mM et ne nécessite
pas l'introduction d’un parametre supplémentaire lié au probleme a trois
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FIGURE 24. Légende similaire a la figure 23. Figure extraite de KARTAVTSEV &
MALYKH (2007).

corps. Un agrandissement du comportement de 1’énergie de ces états au
voisinage du point critique A. est montré en figure 24.

A ce jour, les trimeéres de Kartavtsev-Malykh n’ont pas été observés
expérimentalement. Comme indiqué par ENDO, GARCIA-GARCIA et al.
(2016), un systéme bien adapté pourrait étre un mélange de °Li et de *3Cr,
tous deux fermioniques avec M /m = 8.8.

Remarque sur I’absence de parameétre a trois corps. Pour M/m > 8.619,
KARTAVTSEV & MALYKH (2016) ont montré que pour le modele de por-
tée nulle utilisé ici, il y a une ambiguité dans la définition de la fonction
d’onde a trois particules, car deux solutions indépendantes, chacune de
carré sommable, sont disponibles. Cette ambiguité est déja présente dans
le probleme a un corps dans le potentiel en 1/R?. Nous avons vu que
I'équation v’ (R) — %

szu(R) = 0 admet deux solutions u(R) = R*™! avec
s+ = —3 +/a+ . Pour —1/4 < a < 3/4, ces deux solutions sont accep-

tables sur le simple critere d’intégrabilité en R = 0.

KARTAVTSEV & MALYKH (2016) ont alors introduit un parameétre sup-
plémentaire que nous noterons Bs, pour fixer 'amplitude de la solution s_,
divergente en R = 0, par rapport a la solution s, convergente en R = 0.
L'article initial de KARTAVTSEV & MALYKH (2007), dont nous avons dé-
crit les résultats ci-dessus, correspondait au choix implicite B3 = 0. Les
spectres attendus quand on prend en compte des valeurs non nulles de



CHAPITRE 4 : L'EFFET EFIMOV POUR UN SYSTEME LEGER-LOURD-LOURD

§4. Les trimeres universels de Kartavtsev-Malykh

Bs sont donnés par KARTAVTSEV & MALYKH (2016), un troisiéme trimere
pouvant apparaitre dans un petit domaine de parametres.

Ce probléme a été repris par ENDO, NAIDON et al. (2012), puis plus
récemment par NAIDON, PRICOUPENKO et al. (2022) avec un potentiel
Vi de portée b non nulle. Dans ce modéle, NAIDON, PRICOUPENKO et
al. (2022) ont montré que la limite de portée nulle pour V;,5s conduit de
maniére naturelle au choix B3 = 0, donc aux résultats de KARTAVTSEV &
MALYKH (2007).

ENDO, NAIDON et al. (2012) ont montré l'existence d’une transition
continue (crossover) vers des trimeres non-universels quand on varie le pa-
rametre a/b. Cette approche fondée sur un potentiel mM de portée non
nulle permet par ailleurs de préciser les conditions ol les trimeres de
Kartavtsev-Malykh peuvent étre observés et elle conduit & une plage tres
étroite pour les longueurs de diffusion appropriées : a 2 100b (NAIDON,
PRICOUPENKO et al. 2022). NAIDON, PRICOUPENKO et al. (2022) ont éga-
lement pris en compte une éventuelle interaction directe® M M en onde p
et ils ont montré qu’elle pouvait conduire a la formation de trimeres addi-
tionnels, potentiellement plus faciles a observer.

Signalons enfin que ENDO, GARCIA-GARCIA et al. (2016) ont montré
que l'interaction entre triméres de Kartavtsev-Malykh est répulsive a basse
énergie : il est donc envisageable de former avec eux une phase stable de
type liquide de Fermi si la particule m est elle-méme un fermion, pourvu
que M/m < 9.5. BLUME (2012) a en effet trouvé qu’au dela de cette valeur,
la formation d'un tétramere mAM MM (lui aussi universel) peut devenir
favorable d'un point de vue énergétique.

3. Le probleme de trois fermions identiques et polarisés, interagissant uniquement en
onde p, a été traité par JONA-LASINIO, PRICOUPENKO et al. (2008).
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