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Introduction

Une des toutes premieres descriptions mathématiques du probleme a
trois corps se trouve dans les Principia de Newton, publiés en 1687. On
connait le succes éclatant de Newton pour la résolution du probléme a deux
corps de masses m; et my en interaction gravitationnelle :

V(’I“l,’l‘z) = —M, T12 = |T1 - ’I”2|. (1)
12
Une fois la solution du probléme a deux corps bien établie, Newton s’est
intéressé a un systéme a trois corps du type Soleil-Terre-Lune représenté
sur la figure 1. Ce probléme, appelé “théorie lunaire", correspond a une
énergie potentielle du systéme

(2)

V(”'1,’l"277'3) = -G (m1m2 + 121 + m3m1> .
12 723 731

Newton s’est notamment posé la question de la stabilité d’un tel systeme. Il
I’a abordé en mettant en ceuvre des calculs complexes fondés sur la théorie
des perturbations. A son grand dépit — il en perdit 'appétit et le sommeil—
Newton ne réussit pas a y apporter une réponse générale convaincante. Il
écrivit d’ailleurs & un de ses amis, John Machin, qu’il n’avait jamais mal a
la téte, sauf lors de ses recherches sur la théorie lunaire... (Westfall 1980).

Cette question a ensuite occupé les plus brillants mathématiciens et phy-
siciens pendant le XVIII¢me et XIX®™e siecles : Euler, d’Alembert, Clairault,
Lagrange, Laplace, Poisson, Jacobi, Cauchy... y feront des contributions no-
tables sans le résoudre véritablement. Au tournant du XX®e si¢cle, Poincaré
identifie pour ce probléme une dépendance sensible aux conditions ini-
tiales et développe des outils mathématiques désormais centraux en théo-
rie du chaos, une branche tres active de la physique et des mathématiques
(Gutzwiller 1998 ; Chenciner 2014).
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Ficure 1. Le systéme soleil-terre-lune décrit par Newton dans ses Principia.

Dans ce cours, nous allons nous intéresser a la transposition du pro-
bléme a trois corps au domaine quantique. Comme pour le probléme lu-
naire, nous allons nous concentrer sur un systéme dans lequel 'énergie
d’interaction peut s’écrire comme une somme de termes binaires :

V =Vio + Vog + Vay. (3)

Toutefois, l'interaction binaire sera trés différente de celle des astronomes.
La loi en 1/r de l'attraction gravitationnelle (1) sera remplacée par une in-
teraction a courte portée. Plus précisément, la portée b des potentiels bi-
naires interatomiques sera supposée beaucoup plus petite que la distance
moyenne entre les édifices a trois corps qui seront formés (figure 2).
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Frcure 2. Trois corps en interaction. La taille des boules représente la portée du
potentiel a deux corps, notée b. Nous nous intéresserons principalement d des si-
tuations o la distance entre particules r;; est grande devant b.

Pour l'instant, nous écrivons cette interaction sous la forme
Vij =gd(ri — 7)), (4)

oil le symbole 6(r) représente "presque" une distribution de Dirac. Le point
central de ce cours portera sur le cas résonnant, c’est-a-dire une combinai-
son des masses atomiques et de I'intensité g du potentiel telle qu'un état lié
a deux corps soit juste au seuil d’apparition pour ’hamiltonien (voir figure
3)
) )
H=2L 4 2241y, (5)

Notons que dans I'équation ci-dessus, nous avons donné la méme masse
aux deux particules, mais nous rencontrerons également des situations in-
téressantes dans lesquelles ces masses sont différentes.

Une notion trés importante du cours sera I'émergence pour le probleme
a trois corps d’un potentiel variant comme 'inverse du carré d’'une distance
caractéristique R :
v
V(R) =~ (6)

La distance R en jeu ici pourra étre par exemple I'hyperrayon pour le sys-

T T T
r2 o (,) |2
0
r2lis(r)]?
V(r)
Y r2[io(r)|? |
Vo |
| | | | | | | | |

Ficure 3. Un exemple de résonance de diffusion pour un potentiel gaussien
V(r) = =V, exp(—r?/2b?), mis en évidence sur la densité de probabilité radiale
2|4, (r)|? des états liés pour un moment cinétique nul (¢ = 0). On a choisi le
couple (Vo b) de sorte que le dernier état 1ié 1) (r) est trés proche de la limite de
dissociation (2mb®Vy/h* = 23.5). L'extension de cet état faiblement lié est alors
beaucoup plus grande que la portée b. L'état fondamental 1po(r) et le premier état
excité yn (r) sont au contraire fortement liés et d’extension ~ b. C’est la physique
associée a I'état faiblement 1ié qui va nous intéresser principalement dans ce cours.

téme a trois corps

R o< \/1iy 4+ 133 + 13 (7)

Cette émergence d’un potentiel attractif en 1/R? a été découverte par Vi-
taly Efimov dans une série d’articles remarquables (Efimov 1970; Efimov
1971; Efimov 1972; Efimov 1973). Insistons sur le fait que ce potentiel a
longue portée est absent de la physique a deux corps qui, comme nous
I'avons écrit, est a courte portée, voire méme de portée nulle. C’est pour

cette raison qu’on le qualifie de propriété "émergente”, qui ne se concrétise
que lorsque les trois corps sont simultanément présents.

La particularité du potentiel en 1/ R? est son invariance d’échelle qui va
nous occuper intensivement dans les premiers chapitres de ce cours. Cette



F1Gure 4. Anneaux borroméens tirant leur nom de la famille italienne des Borro-
mée, dont les armoiries portent les anneaux depuis le XVee siécle. Photo de Wiki-
media Commons, prise dans I'église San Pancrazio a Florence.

invariance s’illustre de maniere simple sur '’hamiltonien a une particule

H=——— 41 (8)

Si une fonction d’onde ¥ (R) est état propre de cet hamiltonien pour I'éner-
gie E, on peut alors vérifier que la famille infinie de fonctions ¢ (AR) pour
A réel quelconque est également état propre de H pour la valeur propre
A?E. Cette propriété du potentiel en 1/R? est unique dans la famille des
interactions en loi de puissance!

La physique découverte par Efimov (et pressentie auparavant par
d’autres physiciens comme Thomas (1935) ) entraine I’existence d’états bor-
roméens. Méme si le potentiel V (r12) est 1égérement trop faible pour ad-
mettre un état lié a deux corps, le probleme a trois corps peut quant a lui
posséder un certain nombre d’états liés. Ces états ne "tiennent" que parce
que les trois corps sont simultanément présents. Cette situation rappelle
celle des trois anneaux entrelacés et inséparables montrés sur la figure 4 :
si on en sectionne un, les deux autres sont libérés.

Quand Efimov publia ses prédictions au début des années 1970, il n'y
avait que trés peu de systemes dans la nature sur lesquels on pouvait espé-
rer les tester. Efimov s’intéressait essentiellement a des problémes de phy-

sique nucléaire, comme trois particules o pouvant se lier pour former un
noyau de carbone '?C ou encore le probléme du noyau de tritium formé
de deux neutrons et un proton. Mais la théorie d’Efimov était difficilement
applicable a ces situations car les interactions binaires n’y étaient pas réson-
nantes.

La physique atomique, notamment avec les gaz quantiques et leurs réso-
nances de Fano—Feshbach ajustables, est venue enrichir considérablement
le paysage en offrant des systemes ot11'invariance d’échelle trouvée par Efi-
mov et 'universalité qui lui est liée pouvaient étre testées de maniere quan-
titative. Les expériences sur le trimere Hes (Schollkopf & Toennies 1994 ;
Kunitski, Zeller et al. 2015) et celles menées sur un gaz de césium (Krae-
mer, Mark et al. 2006) ont ouvert un vaste champ de recherche que nous
allons décrire dans les cours qui vont suivre. Compte tenu du temps limité,
cette description ne sera bien siir que partielle et nous renvoyons les lec-
teurs désireux d’en apprendre plus vers les articles de revue publiés sur le
sujet au cours des vingt derniéres années, comme Nielsen, Fedorov et al.
(2001), Braaten & Hammer (2006), Braaten & Hammer (2007a), Ferlaino
& Grimm (2010), Efimov (2011), Petrov (2012), Wang, Julienne & Greene
(2015), Greene, Giannakeas et al. (2017), Naidon & Endo (2017) et D’Incao
(2018).

Le cours de cette année sera composé de trois grandes parties, chacune
constituée de deux chapitres.

— Dans les deux premiers chapitres, nous allons nous intéresser au pro-
bléme a deux corps et montrer pourquoi le potentiel en 1/7? est sin-
gulier parmi tous les potentiels en loi de puissance 1/r”. Nous mon-
trerons que cette particularité du potentiel est liée a son invariance
d’échelle, et plus généralement a son invariance conforme qui se ma-
nifeste dans la dynamique du probleme. Nous illustrerons ces pro-
priétés sur plusieurs exemples, comme l'interaction charge-fil et 1'in-
teraction charge-dipodle. Nous décrirons également quelques résultats
théoriques remarquables du probléme uni-dimensionnel (Calogero-
Sutherland-Moser).

— Dans les chapitres 3 et 4, nous aborderons le probléme a trois corps
dans une version relativement simple, celui de deux particules lourdes
de masse M liées par une particule légere de masse m < M. Nous uti-
liserons une approche de type Born—-Oppenheimer : dans un premier



Chapitre — TABLE DES MATIERES

§0. TABLE DES MATIERES

temps, nous supposerons les particules lourdes immobiles a une dis-
tance R 1'une de l'autre et nous déterminerons 'énergie F(R) de 1’état
fondamental de la particule légére. Nous verrons ainsi comment une
loi E(R) o< —1/R? peut émerger. Nous passerons ensuite au mouve-
ment des particules lourdes, avec E(R) jouant le role de potentiel effec-
tif d’interaction entre elles. Nous montrerons qu’il apparait alors une
série théoriquement infinie d’états liés pour le systeme mM M, avec
des énergies en progression géométrique, et nous décrirons des expé-
riences menées sur des gaz d’atomes froids ayant mis en évidence les
premiers états de cette suite.

— Les chapitres 5 et 6 seront consacrés au probléme a trois corps pour
des bosons identiques, ce qui correspond au cas initialement consi-
déré par Efimov. Le traitement théorique complet est alors considé-
rablement plus complexe que dans le cas mM M. Nous décrirons ses
grandes lignes en nous appuyant sur le formalisme des potentiels hy-
persphériques. Nous décrirons un certain nombre d’expériences me-
nées récemment sur un jet d’hélium ou sur des gaz d’atomes froids.
Nous discuterons également une universalité inattendue, celle portant
sur le paramétre a trois corps. Lintroduction de ce parameétre est néces-
saire pour empécher la chute vers le centre du systéme a trois corps et
correspond a la mise en place d"une coupure & courte distance R,. Pour
de nombreuses especes atomiques, il apparait que Ry est uniquement
déterminé par la masse des atomes et leur coefficient de van der Waals
Cs. Nous terminerons par une bréve discussion de la physique a petit
nombre de corps au dela du cas a trois bosons considéré par Efimov.
Nous verrons que l'universalité efimovienne ne se reproduit générale-
ment pas, sauf dans deux cas spécifiques que nous discuterons.

Note. Ce cours est le troisiéme d'une série consacrée aux interactions
entre atomes dans les gaz quantiques. Il n’est pas utile d’avoir suivi ou lu
les cours des deux années précédentes pour comprendre celui-ci. Toutes les
notions utilisées seront rappelées (sans démonstration) quand elles seront
nécessaires et les références précises aux cours précédents seront indiquées.

Remerciements. Je suis trés reconnaissant envers Jérome Beugnon, Ra-
phael Lopes et Sylvain Nascimbene pour leurs commentaires sur une ver-
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sion préliminaire de ces notes de cours.



Chapitre I

Le potentiel en 1/r? et son invariance d’échelle

Comme annoncé dans l'introduction générale de ce cours, I’effet Efimov
pour le probleme a trois corps trouve son origine dans 1’émergence dun
potentiel attractif a longue portée, variant comme 1/r? ot 7 est une coor-
donnée spatiale pertinente, I’hyperrayon dans le cas de trois particules en
interaction.

Le simple probléme d’une particule unique en mouvement dans un po-
tentiel en g/r? est en fait trés riche et d’une grande subtilité. Lintuition
quon a pu acquérir en étudiant par exemple le potentiel coulombien en
—e? /1 est souvent mise en défaut. Par exemple, il n'y a pas d’état fonda-
mental dans ce potentiel en g/r? avec g négatif et suffisamment grand en
valeur absolue : partant d’un état lié donné, on peut fabriquer des états
d’énergie négative arbitrairement grande. C’est le probleme de "la chute de
la particule vers le centre" [Landau & Lifshitz (1975), §35].

Le mouvement d’une particule de masse m dans un potentiel en 1/r?
est un bel exemple d'un probléme invariant d’échelle, pour lequel les
constantes physiques nécessaires pour sa description ne fournissent aucune
échelle de longueur. Par opposition, le probléme coulombien conduit natu-
rellement a I’échelle de longueur du rayon de Bohr ag = h?/me?. Le remede
au probleme quantique de la chute vers le centre impose une taille minimale
ad hoc aux états physiquement acceptables, ce qui vient briser — au moins
partiellement — cette invariance d’échelle.

Le probléme du potentiel en 1/r? est traité explicitement dans plusieurs
livres et articles. En plus de Landau & Lifshitz (1975) déja mentionné, citons

11

notamment Mott & Massey (1949), chapitre II, §7, Case (1950), Coon &
Holstein (2002), Essin & Griffiths (2006), Dereziniski & Richard (2017) et
Paik (2018). Ce probléme reste néanmoins relativement méconnu et Essin &
Griffiths (2006) avancent une "bonne" raison pour cela : " It violates every rule
in the book, and discredits all the intuition we are trying to instill in our students.
" Comme ce probléme joue un rdle central dans la physique efimovienne,
il nous a donc semblé utile de lui consacrer ce chapitre et le suivant.

Dans ce premier chapitre, nous allons commencer par rappeler les bases
du traitement quantique du mouvement d"une particule dans un potentiel
central, en particulier la recherche des états liés. Apres avoir établi les ré-
sultats généraux principaux pour un potentiel en g/ %, nous nous concen-
trerons sur le cas 8 = 2 pour explorer l'invariance d’échelle mentionnée
plus haut. Nous examinerons également un premier exemple d’application,
portant sur l'interaction entre un atome polarisable et un fil uniformément
chargé.



Chapitre I - Le potentiel en 1/7? et son invariance d’échelle

§1. Le probleme a deux corps

1 Le probleme a deux corps

1-1 Séparation des variables

Considérons deux particules de masse m;, j = 1,2 interagissant par le
potentiel V(r; — r3). Uhamiltonien total

2 2
yo D>

Higt = —— 4+ —2%+V — 1

tot 2my  2mg (ry=m2) )

se réécrit en fonction des variables du centre de masse

miry + mare

R=———""-  P=p,+p,, 2
M1+ ma Py T P2 (2)

et de la variable relative

MaPy — M1Py
—r — 1y, p= 217 TNP2 3
rT=71—T3 P e— (3)
sous la forme
p? p?
Hiot = He + Hyel avec H., = ma H.q = Tan + V(’I") (4)

otl nous avons introduit la masse totale M = m; + m» et la masse relative
my = myma/(my + ma).

On vérifie simplement que les variables du centre de masse commutent
avec les variables relatives, de sorte que l'on peut chercher une base de fonc-
tions propres communes a H, et H,1. Une base de fonctions propres de
Hy, est constituée par les états d'impulsion bien déterminée (ondes planes
en 'K R) ce qui n‘appelle pas de commentaire particulier. Dans ce qui
suit, nous supposerons que nous nous sommes placés dans le référentiel
du centre de masse, c’est-a-dire que nous avons choisil’état K = 0, et nous
nous intéresserons aux états propres de Hy.

On s’est donc ramené d'un probléme a 6 degrés de liberté (r1,72) a un
probléme a trois degrés de liberté seulement (7) en exploitant 'invariance
par translation de I'hamiltonien (1).
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1-2 L’invariance par rotation

Nous allons maintenant nous intéresser au cas fréquemment rencontré
en pratique d'un potentiel V' a symétrie centrale : V(r) = V(r). Lhamil-
tonien relatif H,e] commute alors avec les trois composantes de 'opérateur
moment cinétique L = r x p, de sorte que I'on peut chercher une base de
fonctions propres communes a Hyi, L2, et une des trois composantes de L,
par exemple L.

On écrit donc les fonctions propres ¥(r) en coordonnées sphériques
sous la forme
\II(T) = (r) n,m(a, 50) (%)
ott la dépendance angulaire Y7 ,, (6, ) est entiérement fixée par le fait d'im-
poser a U d’étre état propre de L* et de L. Rappelons que le nombre quan-
tique ¢ est un entier positif ou nul, et qu'il caractérise la valeur propre de
L?.Le nombre quantique m, qui appartient a 'ensemble {—¢, —(+1,--- , £},
caractérise la valeur proprede L, :

LY =B+ 1) Yoo LYy = hm Yo, (6)
I ne reste plus qu’a déterminer la dépendance radiale ¢)(r) de la fonc-

tion d’'onde V. En pratique, il est commode d’introduire la fonction d’onde

radiale réduite u(r) = r ¢ (r) qui vérifie 'équation uni-dimensionnelle :

)+ v + D

u(r) = Eu(r) (7)

2m, 2m,r?

Chaque valeur de ¢ définit un canal d’interaction, pour lequel on obtient
une équation aux valeurs propres qui a la structure d’'une équation de
Schroédinger avec un potentiel total :

P 1)

2m,r2

‘/Ytot(r) = V(T) + (8)

somme du potentiel réel et du potentiel centrifuge. Cette équation est défi-
nie a priori sur la demi-droite » > 0. Si nous faisons I'hypothése que ¥(r)
est réguliére en r = 0, cela impose :

u(0) = 0. (9)
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Faisons de plus I'hypothése que V(r) — 0 quand r — +oo. L'équa-
tion (49) admet généralement des solutions d’énergie E négative, corres-
pondant a des états liés du systeme a deux corps, et des solutions d’éner-
gie positive, décrivant une collision (élastique) entre les deux particules
asymptotiquement libres. Compte tenu de la définition des harmoniques
sphériques, la condition de normalisation pour la fonction d’onde des états
liés s’écrit :

[P = [0V @0 7 sin dravas

/OOC lu(r)|? dr. (10)

En exploitant I'invariance par translation de '’hamiltonien (1), puis I'in-
variance par rotation du potentiel d'interaction, on est donc passé d"un pro-
bléme a 6 degrés de liberté (r;, r2) a un probleme a un seul degré de liberté

(r).

1-3 Recherche des états liés

Une partie importante du cours de cette année sera consacrée a la re-
cherche d’états liés a plusieurs corps. Indiquons donc comment cette re-
cherche peut se faire pour le probleme a deux corps.

Commencgons par établir une borne inférieure a 1’énergie d’éventuels
états liés. Si le potentiel V' (r) est lui-méme borné inférieurement par une
valeur —|Vj|, comme les potentiels carrés ou gaussiens représentés sur les
figures I.1ab, on peut montrer simplement que 1’énergie de chaque état li€,
quand il en existe, est toujours supérieure a —|V;|. Il suffit pour cela de mul-
tiplier (7) par u*(r) et intégrer le résultat entre 0 et +-00 pour trouver, en

utilisant (10) :
dr—l—/ {V(r) +

o o
2m,

Le premier terme du membre de gauche est toujours positif (énergie ciné-

R0+ 1)

o |l dr =B (11)
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Frcure I.1. Quelques potentiels d deux corps simples. (a) Puits carré de profon-
deur Vy et de portée b. (b) Potentiel gaussien. (c) Potentiel gaussien superposé au
potentiel centrifuge pour ¢ # 0. On a indiqué en (b) et (c) les points tournants
utilisés pour le calcul de I'énergie d’un état lié par la méthode WKB.

tique), et le second est supérieur ou égal & —|Vp| puisque :

/h@+ m>/v ) Ju(r)

d’ot1 le résultat annoncé en utilisant (10).

h?é(f%—l)}

2qr > —
2m,r? 2 —[Vol

/ fu(r) 2 dr
(12)

Existence d’états liés. Rappelons que 'existence d’états liés n’est pas ga-
rantie, méme si V() est négatif en tout point. Prenons 1’exemple du poten-
tiel carré représenté en figure 1.1b, que nous avons étudié en détail dans
le cours 2021 (chapitre 3, §3), intéressons-nous au canal de moment ci-
nétique ¢ = 0 et posons Vy = h%kZ/2m,. On peut montrer simplement
que le puits ne contient aucun état lié si kob/7 < 1/2, contient un seul
état lié pour 1/2 < kob/m < 3/2, et plus généralement n états liés pour
n—1/2 < kob/m <n+1/2.

Nombre d’états liés. Sur 'exemple du puits carré que nous venons de
donner, le nombre d’états liés est toujours fini, quelles que soient les va-
leurs de la profondeur 1}, et de la portée b. Il en va de méme pour tout
potentiel tendant suffisamment vite vers 0 a 'infini, mais ce n’est pas le cas
du potentiel coulombien que nous examinerons un peu plus loin.
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Ficure 1.2. Ligne rouge continue : Nombre d’états liés dans le potentiel gaussien
V(r) = —Voe /2 quec Vi = 2m, V% /h2. Ligne bleue tiretée : valeur appro-
chée donnée par I'argument de la fonction I(x) en (15).

Une méthode simple pour estimer le nombre d’états liés consiste a uti-
liser la méthode semi-classique, encore appelée méthode WKB (Wentzel -
Kramers - Brillouin). Nous nous contenterons d’énoncer ici le résultat utile
pour notre étude et nous renvoyons le lecteur intéressé vers Schiff (1968)
et vers le cours 2021 (chapitre 4, §1), ol1 cette méthode a été présentée en
détail.

Le résultat principal de la méthode WKB pour les états liés s’écrit comme
une condition de quantification de I'énergie E du n®™e état lié! :

Ry
kg(r)dr = nm (13)
R,
ot kg est le nombre d’onde local associé a 1’énergie F :
2k (r)
2m,

K200 + 1)

+ ‘/tot(r) =F p)

avec Viot(r) =V (r) + (14)

2m,r

Les points R, et R} correspondent aux points de rebroussement gauche et
droit du mouvement classique : Viot (Rs) = Viot(Rp) = E.

1. En toute rigueur, le terme de droite de (13) n’est pas nmr, mais plutét (n — 1/2)x ou
(n — 1/4)m, selon que les variations du potentiel aux deux points tournants classiques Rq et
Ry, sont "douces” (figure I.1c) ou qu'un des deux bords est "dur” (figure I.1b). Mais ce détail
n’a pas d'importance si l'on s'intéresse a des valeurs de n relativement grandes.
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Pour estimer la position des états liés, on peut donc balayer la valeur de
E depuis E = —|Vp| jusqu’a £ = 0. Pour chaque valeur de E, on calcule
I'intégrale (13) et on obtient une valeur approchée de I'énergie d'un état lié
quand cette intégrale est un multiple entier de w. En particulier, la valeur
de l'intégrale en ¥ = 0 donne une estimation généralement assez fiable du
nombre d’états liés :

1 [
Nlie ~ I {
T JRa

k}E:o(T) d’l“:| (15)

ot I(x) désigne l'entier le plus proche de z et out R, et R; sont les points
tournants du mouvement classique d’énergie nulle, par exemple R, = 0,
Ry, = +oo dans le cas de la figure I.1b. L'existence d’un nombre infini d’états
liés se manifeste alors par la non-convergence de cette intégrale en R;, = oo.

Le critere de validité de I'approximation semi-classique est lié au fait
que le nombre d’onde kg (r) doit varier assez lentement avec r. Plus pré-
cisément, si on introduit la longueur de de Broglie A = 27/k, ce critére
s'écrit :

— - <L (16)

Nous verrons un peu plus loin comment ce critére s’applique pour des po-
tentiels en loi de puissance.

Exemple. Pour un potentiel gaussien V' (r) = -1} e~ /2" ontrouve pour
l'argument z de la fonction I(z) la valeur \/Vy /7, avec Vo = 2m, Vob?/h>2.
La comparaison entre le nombre approché d’états liés 1/ V; /7 et le nombre

trouvé par une résolution numérique de I'équation de Schrédinger est in-
diquée en figure 1.2.

1-4 Solution d’énergie nulle et longueur de diffusion

Pour terminer ce bref rappel sur la description des interactions a deux
corps, intéressons-nous pour simplifier au canal de collision / = 0 et a la
solution d’énergie nulle, qui vérifie :

2m, V(1)

E=0: —u"(r) + 2 u(r) =0 (17)
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Ficure 1.3. De bas en haut : Fonction d’onde réduite u(r) pour les trois états liés
et I'état d’énergie nulle dans le potentiel gaussien V (r) = =V e /2% gec V =
2m, Vob? /h? = 29. Les états ne sont pas normalisés.

Considérons la solution de cette équation satisfaisant la condition aux li-
mites u(0) = 0 [ou la condition u(R,) = 0 si l'on est conduit a impo-
ser un cceur dur en R, pour régulariser le potentiel V(r)]. Cette solution
est intéressante car I'examen de son nombre de nceuds permet de déduire
immédiatement le nombre d’états liés dans le potentiel V(r) pour le ca-
nal considéré (ici £ = 0). Ce point découle directement du théoreme de
Sturm-Liouville, qui permet de classer les états propres de '’hamiltonien
par énergie croissante en comptant le nombre de nceuds de leur fonction
d’onde. L'état fondamental n’a pas de nceud ?, le premier état excité a un et
un seul noeud, etc. Si I'état d’énergie nulle possede n nceuds, on en déduit
donc qu’il y a n états d’énergie I < 0, donc liés.

Longueur de diffusion. Supposons que le potentiel V' (r) décroit "vite" a
l'infini [en pratique, cela veut dire plus vite que 1/r® (Landau & Lifshitz
1975)]. Rappelons la forme de la solution d’énergie nulle de I'équation ra-
diale (7) dans ce cas : dans une région loin de l'origine, telle que le potentiel

2. L'annulation en r = 0 ou au niveau du cceur dur R, ne compte pas comme un nceud.
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V (r) est négligeable, c’est-a-dire pour r grand devant la portée b du poten-
tiel, cette équation devient simplement u”(r) = 0, dont les solutions sont
de la forme u(r) = ¢o + ¢17, que l'on écrit plutot

E=0,7r>0: u(r) xr—a &

G-~ (8)

[¢ r

La quantité a est appelée longueur de diffusion. Elle peut étre positive, nulle
ou négative, voire infinie, et elle constitue la caractéristique principale du
processus de diffusion a trés basse énergie.

Un exemple est donné pour le potentiel gaussien sur la figure 1.3. On
voit le comportement linéaire u(r) « r — a avec ici a =~ 3b. On a également
tracé les états liés dans ce piége, qui sont au nombre de trois pour la valeur
choisie pour Vo = 2m, Vb2 /h%. Comme attendu, 1’état fondamental n'a pas
de noeud, et les deux états excités ont un et deux nceuds. L'état d’énergie
nulle posséde 3 nceuds, les deux premiers étant trés proches de ceux du
dernier état 1ié, et le troisiéme est ici voisin de la longueur de diffusion a.

On pourra consulter le cours 2021, chapitre 3, pour une présentation
détaillée du traitement de la collision de deux particules a basse énergie et
pour des exemples de calculs de longueur de diffusion.

2 Potentiels attractifs en loi de puissance 1/r”

2-1 Approche qualitative en terme de paquet d’ondes

Dans la partie précédente, nous n’avons pas considéré explicitement le
cas ot le potentiel V () pouvait étre a la fois attractif et singulier & l'origine,
c’est-a-dire V() = —oo quand r — 0. Ainsi, les potentiels représentés sur
la figure 1.1 sont tous bornés inférieurement, ce qui vient immédiatement
mettre une limite inférieure a 1'énergie du fondamental [cf. §1-3].

Nous allons nous intéresser maintenant aux potentiels en loi de puis-

sance
9

= 7176’
ol ’exposant 3 est a ce stade quelconque et ol1 nous considérons essentiel-
lement le cas attractif, c’est-a-dire ¢ < 0. Aumoins pour le canal de moment

V(r) (19)
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vin=2

rh

Ficure I.4. Paquet d’ondes de position et d’extension ~ ro dans un potentiel at-
tractif en loi de puissance.

cinétique ¢ = 0, l'existence d’une borne inférieure pour 1’état fondamental
n’est alors pas acquise.

Commencons cette étude par une remarque fondée sur ’analyse dimen-
sionnelle. Pour une particule de masse m, placée dans un potentiel en g/r?
avec 8 # 2, on peut construire en mécanique quantique une échelle natu-

relle de longueur
1/(8-2)
me|g

Pour le potentiel coulombien, on retrouve ainsi (a un facteur multiplicatif
prés) le rayon de Bohr. A cette échelle de longueur r. est associée 1’échelle
d’impulsion /7, ainsi que 1'échelle d’énergie #?/m,r2. Cet argument di-
mensionnel disparait bien stir quand on prend 5 = 2 puisque (20) n’a plus
de sens. On pressent ainsi que ce cas 8 = 2 va jouer un rdle particulier dans
I'étude des potentiels en loi de puissance.

Pour obtenir une intuition des différents cas de figure possibles, consi-
dérons un paquet d’ondes centré? en r, et d’extension également ~ rq (fi-
gure L.4). On sait que 1'énergie moyenne de ce paquet d’ondes est néces-
sairement supérieure a 1’énergie de 1’état fondamental (théoréme a la base
de la méthode variationnelle). L'énergie cinétique du mouvement relatif

3. Pour étre plus précis, on peut prendre une coquille de rayon rg et d’épaisseur Ar égale
a une fraction de ro. Nous ne le ferons pas ici pour ne pas multiplier les symboles mathéma-
tiques.
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(a) (b)

E(T())

To To

Frcure L5. Energie totale d'un paquet d’ondes de taille ro dans un potentiel en
loi de puissance, V(r) = g/r? avec g < 0. (a) Cas B < 2, I'énergie cinétique
(positive) domine d courte distance. (b) Cas 8 > 2, I'énergie potentielle (négative)
domine a courte distance, ce qui permet de générer des paquets d’ondes d’énergie
arbitrairement négative.

E. ~ (Ap)?/2m, est liée au confinement sur la taille r, donc a une disper-
sion en impulsion Ap d’au moins ~ %/rg. L'énergie cinétique et Iénergie
potentielle I, sont ainsi respectivement de 1'ordre de
n? 9]

E, ~
27 P
2m, g

E, ~ (21)

-5,
To

de sorte que deux situations émergent pour la variation de 1’énergie totale
E = E. + E, avec la taille 7, selon que I'exposant 3 est inférieur ou supé-
rieur a 2 (voir figure I.5). Nous allons maintenant passer ces deux situations
en revue.

2-2 Lecasf( < 2.

Dans ce cas, I'énergie cinétique (positive) est dominante pour les pe-
tites valeurs de r et 1’énergie potentielle (négative) est dominante pour les
grandes valeurs de . L'énergie totale passe donc par un minimum pour
une valeur de o de l'ordre de r,. (figure I.5a). Cela indique qu'un état fon-
damental peut exister, ce qu'une analyse quantitative confirme.
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Le potentiel coulombien fournit un exemple de ce cas, avec § = 1 et
g = —e?. La minimisation de I'énergie totale

K2 €2

F~v — — —
Zmrrg 70

(22)

fait apparaitre la taille caractéristique o = h?/m,e* égale au rayon de Bohr

et 'énergie —m,e*/2h?, I'énergie de I'état 1s de I’atome d’hydrogene*.

2-3 Lecas( > 2.

La situation est alors inversée : 1’énergie cinétique domine aux grandes
valeurs de r(, alors que 1'énergie potentielle domine aux petites valeurs
de ¢ (figure 1.5b). Il s’ensuit que 'on peut fabriquer des paquets d’ondes
avec une énergie négative et arbitrairement grande en valeur absolue, ce qui
indique que le systéme n’a pas d’état fondamental bien défini. Le spectre
de I’'hamiltonien s’étend jusqu'a £ = —oo et on qualifie cette situation de
"chute vers le centre" (fall to the center).

On rencontre ce cas pour les interactions de van der Waals (8 = 6,
g = —Cg) ainsi que pour les interactions dipole-dipole (8 = 3) bien que
ce dernier cas soit un peu plus compliqué a traiter en raison du caractere
anisotrope du potentiel V(7). Le reméde a ce probléme est bien connu, et
physiquement tout a fait pertinent. Les interactions de van der Waals par
exemple ne représentent que la composante a grande distance des interac-
tions entre deux atomes neutres. A courte distance, quand les nuages élec-
troniques des atomes commencent & se recouvrir, des forces répulsives de-
viennent dominantes et empéchent 1'effondrement qui amenerait les deux
atomes 1'un sur l'autre.

Un moyen phénoménologique simple de décrire cette répulsion a courte
distance et de s’affranchir de la chute vers le centre est d’imposer un coeur
dur a une distance R, > 0, c’est-a-dire u(R,) = 0 (figure I.6a). Une alterna-
tive consiste a prendre un potentiel répulsif additionnel en loi de puissance,

4. Le fait que 'on trouve exactement le résultat pour la taille de 1’état fondamental ne doit
pas faire illusion. Notre estimation de I'énergie cinétique et 1'énergie potentielle du paquet
d’ondes n’était qu'approchée...
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(a) (b)
—~ R" —
= = F

T T

Ficure 1.6. Ajout d’un potentiel répulsif a courte distance pour empécher la chute
vers le centre dans un potentiel algébrique en =" avec 8 > 2. (a) : ceeur dur en
r = Rg, (b) : ajout d"un potentiel répulsif avec une loi de puissance plus élevée.

par exemple le potentiel de Lennard-Jones :

Cs C
Vis(r) = —T—f T ?12‘2 (23)

pour empécher I'effondrement en » = 0 (figure 1.6b). Dans ce qui suit, nous
adopterons la premiére stratégie, qui est plus simple a traiter mathémati-
quement.

Cas "frontiere” § = 2. Ce cas, qui jouera un role central dans la suite du
cours, sera abordé en détail un peu plus loin. Signalons simplement que
le fait qu’énergie cinétique et énergie potentielle ont alors la méme dépen-
dance vis-a-vis de la taille ry du paquet d’ondes est une signature de 'in-

variance d’échelle du potentiel en r 2.

2-4 Combien y a-t-il d’états liés?

Pour le potentiel coulombien, la réponse est bien connue. Les états liés
sont repérés par le nombre quantique principal n et ont pour énergie E,, =
—FE;/n?, ot —Ej est'énergie de I'état fondamental (—13.6 eV pour 'atome
d’hydrogéne). Le nombre n peut s’écrire n = n’ + £+ 1, ot n’ est le nombre
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Exposant 5 | Comportement | Nombre Exemple
a l'origine d’états liés
B<2 régulier infini coulombien
B>2 non régulier fini van der Waals

TaBtLE I.1. Comportement des états liés d’une particule en mouvement dans un po-
tentiel V(r) = —|g|/r?. Un comportement non régulier a l'origine indique qu’il
faut régulariser le potentiel V (r) a courte distance, par exemple avec I'ajout d'un
potentiel de coeur dur, pour assurer l'existence d'un état fondamental d’énergie fi-
nie.

quantique radial, c’est-a-dire le nombre de nceuds de la fonction d’onde
radiale ¢(r). Comme n peut étre égal a n'importe quel entier positif, on en
déduit que le nombre d’états liés est infini, quelle que soit la valeur ¢ du
moment cinétique.

On peut retrouver ce résultat simplement a partir de 1’estimation don-
née en (15). Considérons les états de moment cinétique nul pour simplifier,
c'est-a-dire Vioi(r) = —e?/r. Le résultat (15) devient :

oo dr

V2m,e?
Y= - (24)
Cette intégrale est divergente vis-a-vis de sa borne supérieure r = +oo,

indiquant que 'on peut former un nombre infiniment grand d’états liés
avec des énergies arbitrairement proches de zéro.

Nlie ~

La divergence de cette intégrale va subsister pour tous les potentiels en
loi de puissance V(r) = —|g|/r” jusqu’a la valeur 3 = 2 incluse. On s’attend
donc a un nombre infini d’états liés pour toute cette classe d’exposants.

Pour 3 > 2, nous avons vu qu’il est nécessaire de régulariser le potentiel
V (r) au voisinage de 'origine pour assurer 1'existence d'un état fondamen-
tal d’énergie bien définie. Pour la régularisation obtenue en imposant un
cceur dur en r = R, (figure 1.6), on obtient a partir de (15) :

\/2m, oo dr
Nliezl{ m|g|/ } (25)

B2

a

L'intégrale est convergente et il y a un nombre fini d’états liés.

Pour le potentiel de van der Waals, V (r) = —Cg /75, on trouve ainsi
2 R2w 1 (2m,Cs\"/*
Nye = 1 {; R?L} avec Ryaw = ) < 12 ) ) (26)

un résultat déja mentionné dans le cours 2021 (Chapitre 4, §2.1). Les résul-
tats présentés dans cette section sont regroupés dans le tableau I.1.

Validité de I'approche semi-classique. Pour un potentiel en loi de puis-
sance, le critére de validité écrit en (16) s’écrit pour la solution d’énergie

nulle :
d(1/k) hB r5-1

dr V/8mi|g]

La encore, il est essentiel de séparer lescas § < 2et 8 > 2:

<1 (27)

—Si g < 2 ie g — 1 < 0, ce critere de validité est satisfait aux
distances r suffisamment grandes. Méme si l'approximation semi-
classique ne décrit pas correctement le comportement aux petits r, la
conclusion concernant le nombre infini d’états liés, qui sont essentiel-
lement concentrés loin de 'origine, reste valable.

— Sif >2ie g —1 > 0, ce critére de validité est au contraire rempli pour
les petites valeurs de r. Une étude plus précise du cas du potentiel de
van der Waals, obtenu pour 8 = 6, montre que 'on décrit correctement
presque tous les états liés (cf. cours 2021, chapitre 4, §4) : seule la posi-
tion du dernier état lié est mal estimée par 'approche semi-classique.
En particulier, I'estimation du nombre total d’états liés donnée en (26)
est tout a fait pertinente.

— Pour 8 = 2, on remarque que le critére de validité (27) n’apporte pas
de contrainte sur la position r, mais seulement sur I'amplitude du po-
tentiel |g|, qui doit étre notablement plus grande que h?/m,.

On notera que le cas § = 2 joue la aussi un rdle de frontiére séparant
deux situations radicalement différentes.

3 Le potentiel 1/r*> en mécanique classique

L'essentiel du cours sera consacré aux propriétés quantiques de parti-
cules en mouvement dans un potentiel en 1/r2. Il est toutefois intéressant
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Ficure 1.7. Définition des coordonnées polaires pour décrire le mouvement clas-
sique d’une particule dans un potentiel central.

de commencer notre étude par la version classique du probléme, qui contient
plusieurs précurseurs des spécificités qui vont nous occuper dans la suite.

3-1 Mouvement classique et chute vers le centre

Rappelons brievement la nature du mouvement classique d"une parti-
cule de masse m, dans un potentiel central quelconque. Partant de la posi-
tion r = ru, de la particule (voir figure 1.7), on trouve sa vitesse en coor-
données polaires :

i—: = fu, + 1, = 7w, + rlug. (28)
On en déduit ’accélération
2r PR
%= (# = r6?) wp + (270 + 76) up. (29)

Les projections de I'équation du mouvement sur 'axe radial et sur 1’axe
orthoradial conduisent a :

v
dr

avec pour le cas qui nous intéresse ici V (r) = g/r%.

my (= rf?) = - 20 4 6 = 0. (30)

La deuxiéme équation de (30) traduit la conservation du moment ciné-
tique
L=mrxv=mr?0u,, (31)
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Ficure 1.8. Trajectoires classiques dans le potentiel g/r? avec g < 0. Gauche,
moment cinétique L > L. : L/L. = 1.025,1.13,1.27,1.41. Droite, chute vers le
centre pour L < L. : L/L. = 0.85,0.92,0.99.

ce qui entraine que le mouvement est planaire, ce plan étant défini par les
vecteurs position initiale r; et vitesse initiale v;.

La premiere équation s’interprete comme 1’équation d’un mouvement a
une dimension :

dVio L?
dt ’ avec Vior(r) =V (r) +
T

(32)

myi = —

2m,r2

Cette équation doit bien stir étre vue comme 1'équivalent classique de
I’équation de Schrédinger radiale donnée en (7).

Pour le potentiel V (r) = g/r? avec g < 0, on voit donc que deux cas sont
possibles (figure 1.8) :
— Si L > L., ot L, est la valeur critique définie par

Le = \/2m:|g| (33)

une particule arrivant de l'infini ne pourra pas s’approcher arbitrai-
rement du centre puisque Viot(r) — 400 quand r — 0. Elle pourra
éventuellement effectuer un ou plusieurs tours avant de repartir vers
l'infini.
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— Si L < L., la particule tombe alors sur le centre.

Sil’onintroduit le parameétre d'impact b et la vitesse v de I'atome arrivant
depuis l'infini, on a L = m,vb de sorte que la condition de chute vers le
centre s’écrit
2lg|

L<L, & b < 5
myvU

(34)

Le fait que le critére de chute vers le centre puisse s'écrire aussi simplement
en terme du seul moment cinétique est spécifique du potentiel en r—2, qui
a la méme dépendance spatiale que le terme d’énergie centrifuge. Nous
retrouverons d’ailleurs la condition (34) a peine modifiée dans le cas quan-
tique.

3-2 L’interaction atome - fil chargé

Nous allons maintenant décrire une premiére implémentation expéri-
mentale du mouvement d’une particule atomique dans un potentiel en
1/r%, due a Denschlag, Umshaus et al. (1998). Bien qu’on ait affaire a des
particules microscopiques, il n’est pas nécessaire d’avoir recours au forma-
lisme quantique pour traiter ce probléme qui est bien décrit par une ap-
proche classique.

La géométrie est bi-dimensionnelle, et utilise le potentiel électrostatique
créé par un fil rectiligne uniformément chargé, avec une densité linéique de
charges que nous noterons A (figure 1.9). Le fil est orienté selon 1'axe = et
on s’intéresse au mouvement des particules dans le plan zy.

Le fil crée en tout point de ’espace (en dehors du fil lui-méme) le champ

électrique
A
&= U (35)

2meQr

On considere un atome neutre de polarisabilité a,, > 0 placé dans ce champ
électrostatique. Un dipole électrique d = o, & est induit au sein de 1’atome,
et 'énergie d’interaction entre ’atome et le champ s’écrit :

2
_ _Qagr_ 9 _ % A)
E= 25_7~2 avec g = 2(27“0 < 0. (36)

On génere donc bien le potentiel attractif en 1/r? désiré.
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Frcure L.g. Principe de I'expérience de Denschlag, Umshaus et al. (1998). On étu-
die le mouvement d’atomes neutres polarisables ("Li) dans le champ électrostatique
créé par un fil uniformément chargé.

3-3 Les résultats de Denschlag et al

L'expérience de Denschlag, Umshaus et al. (1998) a été menée avec des
atomes de lithium de masse m capturés dans un piége magnéto-optique.
Le fil métallique chargé électriquement peut étre placé au centre du piege
magnéto-optique ou bien a l'extérieur de ce piege (inset de la figure 1.11,
gauche). On mesure le taux de pertes des atomes dans les deux cas, en
variant la charge linéique du fil et en utilisant le fait que les atomes venant
au contact du fil se collent sur lui. La chute vers le centre se traduit donc
par une perte accrue d’atomes, s’ajoutant aux pertes inévitables dues aux
collisions avec les molécules du gaz résiduel dans I’enceinte expérimentale.

Le fil ayant une extension R,, non nulle, on pourra montrer que la condi-
tion (34) pour perdre un atome incident avec un parameétre d’impact b et
une vitesse v devient (voir figure 1.10)

2lg|

2

b </ R2 + o (37)
I1 faut ensuite moyenner cette condition sur les positions et les vitesses des
atomes piégés pour en déduire le taux de perte d’atomes induit par la pré-
sence du fil chargé.
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‘/“)Tr(r) ‘/t()t(r>

\ Ecrit

E E < Ecrit

Rw

L< L, L>1L,.

Ficure I.10. Les deux cas possibles dans I'expérience de Denschlag, Umshaus et
al. (1998). Si L < L, (figure de gauche), la chute vers le centre se produit avec
certitude, quelle que soit I'énergie incidente. Si L > L. (figure de droite), I'atome
peut toucher le fil de rayon R,, si son énergie dépasse la valeur critique Ecyy =
Viot (Ruw), ce qui correspond a la condition (37).

Un résultat typique montrant la décroissance du nombre d’atomes pié-
gés est représenté en figure .11, gauche. La présence du fil chargé a I'in-
térieur du nuage d’atomes conduit a une augmentation spectaculaire du
taux de décroissance. Pour un fil de rayon R,, donné, ce taux de décrois-
sance augmente quasi-linéairement avec la charge linéique A, comme at-
tendu d’apres (37) quand la contribution de R,, devient négligeable (figure
111, droite). Les résultats expérimentaux sont en excellent accord avec la
modélisation du processus prenant en compte la polarisation de I'atome de
lithium.

4 Le potentiel en 1/7? en mécanique quantique

Nous nous intéressons maintenant a la version quantique du cas critique
B = 2, qui va jouer un role crucial dans la physique a trois corps. L'analyse
en terme de paquet d’ondes nous a montré que les deux contributions anta-
gonistes, énergie cinétique et énergie potentielle, ont la méme loi d’échelle
vis-a-vis de la taille ry. On pressent donc que tout va se jouer en fonction
de I'amplitude g du potentiel.
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Frcure I.11. Pertes induites au sein d’un piége magnéto-optique de lithium par un
fil métallique uniformément chargé. Figure extraite de Denschlag, Umshaus et al.
(1998).

4-1 L’invariance d’échelle

Le potentiel en 1/r? posséde une propriété spécifique, unique parmi
les potentiels en loi de puissance : il est invariant d’échelle, ce qui signi-
fie qu'une solution donnée de 1’équation de Schrodinger (indépendante ou
dépendante du temps) permet de générer une famille infinie de solutions
de cette méme équation. Ce résultat est indépendant de la dimension d’es-
pace.

Commencgons par le cas indépendant du temps et considérons une fonc-
tion U(r) état propre de I'hamiltonien :
h? g
——— VU4 SV =FV. 38
2m, + 72 (38)

Introduisons la fonction ® définie par
O(r) = ¥(Ar), (39)

ol A est un nombre réel positif, qui peut étre pris quelconque a ce stade®.

5. Unevaleur A > 1 correspond a une fonction ¢ plus concentrée a l'origine que la fonction
de départ . Son énergie cinétique est donc augmentée (elle varie sur une échelle plus courte)
ainsi que son énergie potentielle en valeur absolue.
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11 est immédiat de vérifier que ® vérifie I'équation

h2

2m,

V2P + T%@ — (\’E) ®. (40)

La fonction ¢ est donc elle aussi état propre de ’hamiltonien, avec I'énergie
A2E. Cela correspond au résultat annoncé : partant de 1’énergie propre E et
de sa fonction propre associée, nimporte quelle énergie £’ de méme signe
que E peut s’écrire E' = \F et est donc également valeur propre de 'ha-
miltonien. Cela résulte simplement du fait que l'opérateur V? provenant de
I’énergie cinétique et le terme 1/r? provenant de l'énergie potentielle ont le
méme comportement dans le changement d’échelle de longueur r» — Ar.

L'invariance d’échelle que nous venons de trouver pour les états propres
de I'hamiltonien se généralise aux problemes dépendant du temps. Consi-
dérons une fonction d’onde ¥ (r,t) solution de

OV h?
lhE o _er

2 g
VU + T—Qlll. (41)

On peut alors vérifier que la fonction

P(r,t) = U (Ar, A%t) (42)

est également solution de (41). Ce changement d’échelle sur le temps est
relié au changement d’échelle sur l'énergie, E — A\?E, apparaissant sur
(40). En effet, si ¥ (r) est état propre de I’hamiltonien pour l'énergie F, la
substitution :

U(r,t) = Tp(r) e B/E s B(r,t) = Tp(ir) e BN/D (43)

indique que 'on a trouvé une fonction ¢ (Ar) d’énergie \2E.

Invariance d’échelle en mécanique classique. Cette invariance d’échelle
du potentiel en 1/r? est également présente en mécanique classique. Notons
d’abord que dans le changement d’échelle r — Ar, t — A\?¢, les vitesses sont
modifiées selon la loi :

_dr

v=S L0
Tde A

(44)
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On peut alors vérifier que, partant d"une trajectoire de condition initiale
(r;,v;) et satisfaisant aux équations du mouvement
dv 2

migy =V (55) =15 (45)
on obtient une famille de trajectoires solutions del’équation du mouvement
r'(t'),v'(t') enposantt’ = \*t, 7’ = Aretv’ = v/ Toutes ces trajectoires se
déduisent donc les unes des autres par une homothétie de rapport A. On re-
marquera également que le moment cinétique L = mr x v n’est pas modifié
par ce changement d’échelle, ce qui assure que la condition de chute vers
le centre (34) reste la méme pour tous les membres d'une méme famille.
C’était bien stir indispensable pour qu’on puisse passer d'un membre de la
famille a un autre par une homothétie.

4-2 Brisure de 'invariance d’échelle

Pour les énergies E positives, décrivant les états de diffusion, ce résultat
concernant l'invariance d’échelle n’appelle pas de commentaire particulier.
I1 est trés commode en pratique, puisqu’il assure que la connaissance d’un
état de diffusion a une énergie donnée permet de générer une famille infinie
d’autres états de diffusion, d’énergie arbitraire.

Pour les énergies E négatives, décrivant les états liés, ce résultat est au
contraire problématique. Il indique que si un état lié d’énergie E existe,
on peut générer des états d’énergie £/ = A\F arbitrairement négative : le
spectre de I'hamiltonien n’est donc pas borné inférieurement, ce qui n’est
pas acceptable physiquement. Sur le plan mathématique, cela indique que
I'hamiltonien n’est pas auto-adjoint (voir remarque ci-dessous).

Le remeéde a cette difficulté a déja été mentionné plus haut pour les po-
tentielsen 1/r% avec 3 > 2: pour éviter la chute de la particule sur le centre,
il faut régulariser le potentiel au voisinage de l'origine, par exemple en im-
posant la présence d'un cceur dur en r = R, > 0. Notons que ce remede
vient briser l'invariance d’échelle continue que nous venons de décrire. Si
on se donne A\ > 0 quelconque et un état propre ¥(r) d’énergie £ < 0 satis-
faisant ¥(r) = Oenr = R,, iln’y a aucune raison pour que l'état transformé
®(r) = U(Ar) satisfasse également ®(r) = 0 en R,. En d’autres termes, une
fois imposé le cceur dur en R, partant de ¥(r) avec I'énergie E < 0, on ne
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pourra pas fabriquer des états propres d’énergie E’ < 0 avec |E’| arbitrai-
rement grande, ce qui conduirait a un spectre non borné inférieurement.

Remarque : opérateurs hermitiens et opérateurs auto-adjoints. En ma-
thématiques, on définit 'adjoint AT d’un opérateur A de la maniére sui-
vante (voir par exemple les discussions de Bonneau, Faraut et al. (2001) et
Araujo, Coutinho et al. (2004) qui prennent des exemples simples basés sur
I’équation de Schrodinger & une dimension) :

— On part d’un opérateur A défini par son action sur les fonctions d’onde
|¢) et par son domaine D(A), ’est-a-dire I'espace des fonctions d’onde
physiquement pertinentes sur lesquelles A va agir. La définition du do-
maine prend en compte les conditions aux limites, comme la contrainte
u(0) = 0 pour la fonction d’onde radiale réduite.

— On définit 'adjoint A et le domaine de 1'adjoint D(At) comme I’en-
semble des fonctions [¢) telles que la forme linéaire

|¢) € D(A) — (1] Ag) (46)

soit continue. On sait alors que pour chaque [¢) € D(A"), il existe un
état |¢)) de I'espace de Hilbert tel que (¢)|A¢) = (¢'|¢) pour tout |¢) €
D(A). On pose |ATp) = |'), ’est-a-dire

(W|Ag) = (AT)[g). (47)

— Lopérateur A est dit symétrique (ou hermitien) si A et AT ontla méme
expression mathématique, en terme de dérivée par rapport aux va-
riables r ou multiplication par des fonctions de r par exemple.

— Lopérateur A est dit auto-adjoint s'il est symétrique et si les domaines
D(A) et D(A1) coincident.

On peut montrer que l'existence d'une borne inférieure au spectre
d’énergie et donc d'un état fondamental n’est assurée que pour des opéra-
teurs auto-adjoints. En dimension finie, 'opérateur A peut étre représenté
par une matrice carrée et les deux notions "hermitien" et "auto-adjoint" coin-
cident. En dimension infinie, ce n’est pas toujours le cas, un exemple simple
étant fourni par le puits de potentiel carré infini (Bonneau, Faraut et al.
2001). On trouvera une discussion de ce probléme pour le cas spécifique
du potentiel en 1/r* dans Essin & Griffiths (2006).
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4-3 Potentiel adimensionné et solution d’énergie nulle

Revenons maintenant au cas spécifique d'un mouvement a 3 dimen-
sions. Rappelons que puisque le potentiel g/r? est isotrope, nous pouvons
chercher les états propres de I'hamiltonien sous la forme (r) Yz, (6, ¢).
L'équation aux valeurs propres vérifiée par la fonction d’onde radiale ré-
duite u(r) = r(r) s'écrit

2 42 r 2
P[4 B D)) = Bug) (48)

2m, dr2 = Lr2 2m,r2

avec £/ < 0 pour un état lié, ou encore

—u + %u =eu (49)
r

ol1 nous avons posé

o= 27259 YU+l e= LZ;E (50)
Notons que méme si le coefficient g est choisi ici négatif (potentiel attrac-
tif), le coefficient o peut étre positif ou négatif, selon la valeur du moment
cinétique. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons principalement au cas
ol « reste négatif, c’est-a-dire & un moment cinétique suffisamment faible
pour que l'attraction due a V(r) domine la répulsion centrifuge. Pour o > 0,
I'équation (49) n’admet évidemment pas d’états liés.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser uniquement a la solution
d’énergie nulle et nous reportons la recherche explicite des états liés au cha-
pitre suivant. Comme nous 1’avons vu en § 1-4, le nombre de noeuds de cette
solution d’énergie nulle fournit d’emblée une indication du nombre d’états
liés. Rappelons également que le potentiel en 1/r? décroit trop lentement
quand r — o0 pour que le concept de longueur de diffusion soit appli-
cable.

Nous considérons donc 1'équation

—u” + %u =0,
r

u(Ry) = 0. (51)

Les solutions peuvent étre recherchées sous une forme simple pour le po-
tentiel en 1/72 :

u(r) = r(r) = | (52)
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avec [—s(s + 1) + a]r*~! = 0. Lexposant s est donc solution de I'équation
du second degré
2+s—a=0 (53)

dont les racines s’écrivent

- 1+\/ 41
ST Ty T VeTy

Ces deux racines, réelles ou complexes selon le signe de o + , corres-
pondent a deux solutions indépendantes de 1'équation (51), comme at-
tendu pour une équation du deuxiéme ordre.

1
— o+ Z (54)

1
52:—5

La prise en compte de la condition aux limites pour un cceur dur en R,
fournit la fonction solution recherchée :

- () - (&)

a une constante multiplicative preés.

Deux cas sont a discuter, selon le signe de 1’argument de la racine carrée
qui intervient dans (54).

Cas:a > —1/4. Ce cas, qui se produit si |g| est choisi d’emblée petit ou
quand on prend £ assez grand, conduit a des valeurs réelles pour s et s,
avec s, < —3 < s1. La fonction ¢ (r) n'a alors pas de noeuds (figure 1.12),
ce qui veut dire qu’il n'y a pas d’états propres d’énergie négative, donc pas
d’états liés.

Ce résultat trés fort provient du caractére radical utilisé pour régulariser
le potentiel a l'origine, en imposant un cceur dur en R,. Une régularisation
plus douce pourrait conduire a la présence d"un ou plusieurs états liés mais
en tout état de cause, on ne trouve pas dans ce cas un nombre infini d’états
liés comme c’était le cas pour le potentiel coulombien, ou comme on va le
voir dans ce qui suit pour une valeur plus grande de |«|.

Notons que la régularisation par un cceur dur en R, n’est pas indispen-
sable dans ce cas @ > —1/4. Quand on fait tendre R, vers 0 dans l'expres-
sion (55), on trouve, a un facteur multiplicatif pres :

P(r) ccrt — RY datl .52 (56)
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r/Ry,

Ficure L12. Cas o > —1/4. Fonction propre d’'énergie nulle pour le potentiel
a/r?, tracée pour a = —1/8.

ce qui signifie que le poids de %2 dans cette solution tend vers 0 quand
R, — 0. On peut retrouver ce résultat en imposant a l'intégrale donnant la
valeur moyenne de I’énergie potentielle, proportionnelle a

[ St e =amg [ 1w ar (57)
0

d’étre convergente en r = 0. Cela signifie que ¢(r) doit diverger moins vite
que 7~'/2 au voisinage de l'origine. C’est bien le cas pour la racine s, mais
pas pour la racine ss.

Cas:a < —1/4. Il s’agit de la situation qui sera la plus intéressante dans
les chapitres qui vont suivre. Dans ce cas, les deux racines (54) sont com-
plexes conjuguées I'une de 'autre et s’écrivent

1 1
a<—1/4: 81=—§—|—i|80|, 5)’2=—§—i|so|7 (58)
avec
1/2
B 1 [2mg] 1) .

a<-1/4: S0 = a+4:1{ = —(€—|—§> eiR| (59)
La fonction 1) (r) s’écrit alors

o(r) =/ Be [0l nr/ o) _ g=ilsol nr/Ro)] (60)
r
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Figure 1.13. Cas o < —1/4. Fonction propre d’énergie nulle pour le potentiel
a/r?, tracée pour sy = (o + 1/4)1/2 = 10i.

ou encore, a une constante multiplicative pres

b(r) = \i[ sin [[so| In(r/ Ra)] (61)

Cette fonction "log-périodique" est tracée en figure 1.13 pour |so| = 10.

Cette fonction posséde une infinité de nceuds, localisés aux points 7,
tels que

|so|In(rn,/Re) =nm = 1, =R, "/ Isol (62)

oll n est un entier strictement positif. Ces nceuds forment une suite géomé-
trique de raison /Il > 1. On en déduit qu’il y a une infinité d’états liés
dans ce potentiel, en dépit de la régularisation par le coeur dur en R,,. La si-
tuation est donc radicalement différente de celle trouvée pour les potentiels
décroissant plus rapidement a I'infini (8 > 2).

Pour résumer, le potentiel en a/r? pour & < —1/4 combine les deux
types de "pathologie” décrits en §2 (cf. table 1.2) :

— Ce potentiel diverge vite au voisinage de l'origine et nécessite une ré-
gularisation, par exemple avec un cceur dur en R,, tout comme les po-
tentiels en 1/r” avec 3 > 2. Cette régularisation n’est au contraire pas
nécessaire pour le potentiel coulombien en 1/r. Comme signalé plus
haut (cf. figure 1.6), on peut choisir une régularisation plus douce pour
empécher la chute vers le centre, voire méme invoquer des effets liés
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Exposant j3 Comportement | Nombre Exemple
a l'origine d’états liés
B<2 régulier infini coulombien
B8>2 non régulier fini van der Waals
B=2eta<—1/4 non régulier infini efimovien

TaBLE 1.2. Version complétée de la table 1.1, incluant le cas du potentiel g/r.

aux interactions de champ moyen dans les systémes a N corps [voir
par exemple Sakaguchi & Malomed (2011), Astrakharchik & Malomed
(2015) et Malomed (2018)].

— Ce potentiel tend lentement vers 0 a l'infini et conduit a une infinité
d’états faiblement liés, tout comme le potentiel coulombien.

Le cas du potentiel coulombien. Dans ce cas, la solution d’énergie nulle
de v + 24/ 4+ Ly = 0 (état £ = 0) s'écrit ¢(r) = J1(2y/7)//r ou Jy estla
fonction de Bessel d’ordre 1. La fonction ¢(r) possede donc bien une infinité
de zéros, mais ne présente pas de singularité en r = 0.

4-4 Point critique o = —1/4 et anomalie quantique

L'étude du probleme quantique nous a révélé 1'existence du point cri-
tique o = —1/4, c’est-a-dire

2m.g
B2

(£+%)h:\/m. (64)

Il est intéressant de relier ce point critique a celui trouvé en mécanique clas-
sique L, = /2m,|g| en identifiant la valeur caractéristique du moment ci-
nétique du canal associé au nombre quantique ¢ : L ~ ({+ %) h. On re-
trouve donc ce méme point critique dans les deux problemes, classique et
quantique.

P = (63)

ou encore
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§4. Le potentiel en 1/r? en mécanique quantique

Quand « est plus grand que la valeur critique —1/4 (cas quantique)
ou quand L > L. (cas classique), les approches classiques et quantiques
révelent toutes les deux une invariance d’échelle sans singularité notable :

— Une famille infinie de trajectoires r(¢) avec r — 400 quand ¢ — %00,
ces trajectoires se déduisant les unes des autres par une homothétie de
facteur A au niveau classique.

— Une famille infinie d’états propres, tous d’énergie positive, se dédui-
sant les uns des autres par ®,(r) = ¥(\r) au niveau quantique.

Quand « est inférieur a la valeur critique —1/4, l'invariance d’échelle
subsiste telle quelle au niveau classique avec des familles de trajectoires
"tombant toutes sur le centre". En revanche, nous avons vu que cette in-
variance d’échelle est brisée au niveau quantique, du fait de l'introduction
indispensable de I'échelle de régularisation R, pour assurer que I’hamilto-
nien reste auto-adjoint.

Cette brisure de l'invariance d’échelle est un exemple d’anomalie quan-
tiqgue (Coon & Holstein 2002 ; Moroz 2011; Sundaram, Burgess et al. 2021).
Partant d"un probléme possédant une symétrie au niveau classique, ici l'in-
variance d’échelle, nous constatons que cette symétrie ne peut pas étre
maintenue quand on quantifie le probleme. En 'occurrence, nous verrons
plus loin qu’une partie de cette symétrie subsiste, dans la mesure ot il existe
une invariance d’échelle discréte, une fois la version quantique de ce pro-
bleme établie. Le lien entre ce point critique et la notion habituelle de tran-
sition de phase est discutée par Ovdat & Akkermans (2021).
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Chapitre I1

Etats stationnaires et dynamique dans un potentiel en 1/ r

Nous avons expliqué au chapitre précédent I'importance d’une bonne
compréhension du mouvement d"une particule dans un potentiel attrac-
tif en —1/r? pour aborder ensuite la physique a trois corps dans le régime
d’Efimov. Ce type de potentiel émerge en effet quand les interactions bi-
naires sont résonantes, c’est-a-dire décrites par une longueur de diffusion
infinie, ou au moins grande devant la taille des édifices atomiques considé-
rés.

Nous allons poursuivre ici I’étude du probleme a un corps décrit par
I’équation aux valeurs propres
h2

v+ Ly=py,

5 2 g <0, (1)

pour laquelle nous avons présenté au chapitre précédent la solution d’éner-
gie nulle. Nous allons continuer cette étude et déterminer les éventuels états
liés (E < 0) pour ce probléeme. Nous illustrerons nos résultats sur un pro-
bléme concret : une charge électrique et un dipole électrique peuvent-ils
former un état 1ié? Nous terminerons notre étude par une généralisation
de l'invariance d’échelle déja abordée : nous introduirons la notion d’inva-
riance conforme et nous expliquerons pourquoi celle-ci entraine des pro-
priétés remarquables pour la dynamique du systéme.

Commencons par rappeler les principaux résultats obtenus au chapitre
précédent. Pour tirer parti de l'invariance par rotation du probleme, on peut
travailler dans un canal de moment cinétique ¢ donné et chercher ¥(r) sous
la forme ¥(r) = ¢(r) Yo (0, ¢) ot Yy, est une harmonique sphérique.
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On introduit la fonction d’onde radiale réduite u(r) = r(r) qui vérifie
I'équation de Schrédinger a une dimension
h? d*u g R+ 1)

T 2 + ma? u(r) = Eu(r). (2)

Cette équation s’écrit sous la forme compacte

—u + %u =eu (3)

avec

2m. FE
+L0L+1) €=

_ 2myg

« 72

(4)

Pour I'énergie nulle € = 0, les solutions de cette équation peuvent étre
cherchées sous forme d’une loi de puissance

u(r) =r(r) =rtt  avec s*+s—a=0. (5)
Les deux racines de cette équation du second degré donnent chacune un
exposant possible pour la loi de puissance

1
a+ = s2=—5 —\lat . (6)

Le cas intéressant pour la suite de ce cours, conduisant a 1'existence
d’états liés, correspond a la situation o + 2 < 0 pour laquelle les deux
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§ 1. Les états liés du potentiel en /7>
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Ficure I1.1. Fonction d'onde a énergie nulle dans un potentiel en 1/r? dans le cas
a < —1/4. Haut coordonnées linéaire, bas : coordonnées semi-logarithmiques.

racines sont complexes conjuguées 1'une de 'autre
1 1

51 = —= +1i|so], s9 = —= —1i|so], 7

v= g+l s= g —ilsol 7)

avec le nombre imaginaire pur sy défini par

1
sOE\/a—i—Z €iR (8)

Pour résoudre le probleme de la "chute vers le centre", c’est-a-dire le
caractére non borné inférieurement du spectre de ’hamiltonien intervenant
dans (1) ou dans (3), nous supposons la présence d'un cceur dur en r =
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R, > 0, ce qui revient a imposer (R,) = u(R,) = 0. La solution d’énergie
nulle s’écrit alors

E=0: wﬂzéfmmamwmn 9)

et elle admet une infinité de noeuds, situés aux points r,, tels que (cf. figure
IL.1)

|so|In(rn/Ry) =nm = 1y, = Rye™/I50l, (10)

Nous allons maintenant nous appuyer sur ces résultats pour construire les
états d’énergie négative.

1 Les états liés du potentiel en «/r?

1-1 Absence d’état lié pour o > —1/4

En examinant la forme de la fonction d’onde a énergie nulle en présence
d’un cceur dur en R,, nous avons montré au chapitre précédent qu’il ne
pouvait y avoir d’état 1ié quand « était supérieur a la valeur critique —1/4.
Cette fonction d’onde s’écrit en effet :

v =(5) - (5) an

ol s1 et s5 sont les solutions de 1'équation du second degré (5) : s +s—a =
0. Comme ces racines s; et sy sont réelles si &« > —1/4, cela entraine que
¥(r) n'a pas de noeud dans l'intervalle | R,,, +00] : c’est I'état fondamental
du systéeme et il ne peut pas y avoir d’état propre d’énergie inférieure a 0.

Montrons comment retrouver ce résultat directement, en ’absence de
toute régularisation du potentiel en 1/r?. Nous allons pour cela suivre une
méthode proposée par Essin & Griffiths (2006). Commengons par remar-
quer que 1'équation de Schrodinger (3) vérifiée par la fonction radiale ré-
duite peut se mettre sous la forme

d2 a) (d s+1)( d s—i—l)
o= (g3 () (H+ ) @
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ol s est une solution de s2+s—a = 0. Notons par ailleurs que si s est réel, on
trouve pour tout couple de fonctions us (), uz(r) réguliéres sur l'intervalle
[0, +00], tendant vers 0 en +oo et vérifiant la condition aux limites u;(0) =

0:
/OOOUS(r) (L4 221) ) dr:/om (-2

Supposons qu’un état 1ié d’énergie E < 0 et de fonction d’onde radiale
réduite u(r) (normée) existe. Multiplions 1’équation aux valeurs propres
(12) par u(r), intégrons sur l'intervalle [0, +oco] et utilisons le résultat (13).

On trouve
2mrE7/(7i+s+1) r)
2 dr r ur

ce qui est clairement impossible pour une énergie £ < 0, puisque le
membre de droite est toujours positif ou nul. On ne peut donc pas avoir
d’état lié régulier sur [0, +oo|.

(13)

2
dr (14)

1-2 L’invariance d’échelle partiellement retrouvée

La recherche des états liés passe par la résolution de 1’équation différen-
tielle (3). Celle-ci peut bien stir se faire numériquement, ou alors en passant
par des fonctions spéciales, en 'occurence les fonctions de Bessel modifiées
de premiére et de deuxiéme espece, I,,(x) et K, (x), solutions de

2y (@) + 2y (@) - (@° + v*)y(x) = 0| (15)

Pour a@ < —1/4, on peut en effet réécrire I'équation aux valeurs propres
sous cette forme en posant pour £ < 0:

v=rr  y(r)= 11(/77;) =ri(r) avec v=sg, k= @’

(16)
et comme précédemment sy = (a+1/4)"/? € iR. Pour obtenir une fonction
normalisable, tendant vers 0 a I'infini, on doit en fait se limiter a la fonction
K4, (Essin & Griffiths 2006) et les valeurs de ~ correspondant aux états
liés sont obtenues en imposant 1’annulation de ¢ (r) en R,.

1/2
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Les fonctions d’onde v, (1) des premiers états liés sont tracées sur les fi-
gures I1.2, I1.3, ainsi que la fonction d’onde d’énergie nulle (9). Pour mettre
en évidence les éléments importants de ces fonctions d’onde, nous avons
en fait représenté /7 1(r) et nous avons choisi des coordonnées logarith-
miques pour l'axe des abscisses, de sorte que la fonction d’onde (9) pour
E = 0 est une simple sinusoide.

Ce tracé appelle plusieurs commentaires qui vont jouer un réle impor-
tant dans toute la suite de ce cours :

1. Une partie significative du tracé des états liés excités (et dans une
moindre mesure de 1’état fondamental n = 0) est pratiquement iden-
tique a I'état d’énergie nulle. Cela se comprend aisément : dés que r
est significativement plus petit que le point de rebroussement du mou-
vement classique R, défini par |a|/R7 = 2, 'équation différentielle
définissant 1'état lié o

—u” + U= —K%u (17)

est pratiquement identique a ’équation pour 1’énergie nulle
o

puisque la contribution de x?u est alors négligeable devant celle de
au/r?. Par exemple, sur la figure I1.3, I'état excité 1, —4(r) (KR, =~ 6.4 ¥
107%) est trés proche de I'état d’énergie nulle sur toute la plage r/ro €
[1,1000], c’est-a-dire jusqu’a xr ~ 0.6.

2. Le fait que les états liés soient sur la majeure partie de leur étendue
(grosso modo avant leur derniere arche) bien décrits par la solution
d’énergie nulle, /7 ¢(r) o sin[|so|In(r/R,)] vient restaurer une in-
variance d’échelle, discrete cette fois-ci. Considérons par exemple la
fonction d’onde du quatriéme état excité, ¢4 (r), et faisons la transfor-
mation d’échelle

o(r) = ta(Ar) (19)

avec
50| In(\) = 7. (20)

En coordonnées logarithmiques, cette homothétie sur r revient a faire
une translation vers la gauche de longueur In()), en oubliant la partie
de la fonction qui va se retrouver en deca du cceur dur en R,. Or le
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Frgure I1.2. Traits continus : fonctions d’onde radiales /1 1, (r) (non normali-
sées) des cing premiers états liés pour un potentiel en —|g|/r? tronqué par un ceeur
dur en Rq. La courbe pointillée noire représente I'état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour oo = —2 (et donc |so| ~ 1.32). La loi d’échelle
Ynt1(r) o (/) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discréte car I'axe x est logarithmique.
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Frgure I1.3. Traits continus : fonctions d’onde radiales /1 1, (1) (non normali-
sées) des cing premiers états liés pour un potentiel en —|g|/r? tronqué par un ceur
dur en Rq. La courbe pointillée noire représente I'état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour o = —4 (et donc |so| ~ 1.94). La loi d’échelle
Ynt1(T) o< (/) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discréte car I'axe x est logarithmique.
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choix proposé pour \ assure pour un état de la forme sin [|so| In(r/R,)]
que l'on retrouve un zéro en r = R,. On génére ainsi un autre état
propre possible de I’'hamiltonien, avec un nceud de moins que l'état de
départ 4. On obtient donc en tres bonne approximation 1'état 3, et
ainsi de suite.

3. Le fait quel’état 1ié ¢,,_1 (r) se déduise de 1’état lié ¢),,(r) par une trans-
formation d’échelle de parameétre A donné en (19) entraine que leurs
énergies sont reliées par

=3 ou encore B¢ 2m/]sol (21)

On obtient ainsi les énergies de la série infinie d’états liés, de plus en
plus proches de la limite de dissociation E = 0, ces énergies formant
une suite géométrique de raison e~27/I%l. Les énergies calculées nu-
mériquement sont tracées en figure I1.4 pour deux valeurs différentes
de o (donc de |sg|) et on peut constater que cette loi d’échelle est tres
bien vérifiée. Cette invariance d’échelle discréte jouera un role central
dans la physique d’Efimov. On trouve en figure IL.5 une autre maniere
de tracer ces données, mettant en évidence que le rapport E,, 11/ E,, est
effectivement quasi-indépendant de n, pour une valeur donnée de o.

En résumé, 'introduction d’un coeur dur en R, a brisé l'invariance
d’échelle continue du probléeme initial, mais elle ne 1’a pas complete-
ment supprimée. Une invariance d’échelle discréte subsiste, avec le facteur
d’échelle e™/I*ol pour les distances et e*>™/I*o| pour I'énergie, ces facteurs
d’échelle étant (heureusement!) indépendants de la valeur choisie pour R,,.

Quelles valeurs prendre pour o (ou s9)? Dans ce qui précede, la valeur
de l'amplitude g du potentiel V' (r) et donc des coefficients sans dimension
a et s définis en (4) et (8) sont quelconques. Dans 'effet Efimov de base,
qui se produit entre trois particules identiques bosoniques avec une inter-
action binaire résonante, nous verrons aux chapitres 5 et 6 que 1'on arrive
a a ~ —1.263, ce qui est en valeur absolue bien supérieur au seuil de —1/4
que nous avons dégagé. Le parametre sy vaut alors so ~ i x 1.00624 et le
parametre d’échelle associé est A = e™/|*0| ~ 22.7. Ce nombre est relative-
ment grand et rend difficile 'observation de plusieurs états liés puisqu’il y
aun facteur A\? ~ 515 entre les énergies de deux états consécutifs.
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a=—4 (\? ~26)
1072 | 2 i
o a=-2 (N ~116)
|En| 1075 | .
E,
107% | }
10—11 L N

0 1 2 3 4
Rang n de 1’état propre

Frcure 11.4. Energies de linison E,, des premiers états liés dans un potentiel en
—1/r? tronqué par un ceur dur en R,, pour deux valeurs du paramétre sans di-
mension c. L'indice n = 0 correspond a I'état fondamental. L'unité d’énergie est
E, = h?/m,R2. Les lignes continues représentent la loi d'échelle E,, = FEo/\*".

Dans le cas ot deux particules de masse M sont en interaction réso-
nante avec une troisieme de masse m < M, nous verrons aux chapitres 3 et
4 qu’une interaction effective en —1/r? peut également se produire. Dans
ce cas, le parametre |so| peut devenir arbitrairement grand quand M/m
tend vers l'infini. Cela facilite 'observation de plusieurs états liés consé-
cutifs puisque le parametre d’échelle A est alors notablement réduit.

1-3 L'énergie de 1’état fondamental

Une fois établie la relation (21) entre les énergies des différents états
liés, il ne reste plus qu'a déterminer 1'énergie d'un état lié, par exemple
I'état fondamental, pour en déduire I'énergie des autres. Nous utiliserons
dans ce qui suit I'échelle d’énergie naturelle du probleme, E, = h?/m, R2 et
nous considérerons uniquement le canal de moment cinétique ¢ = 0 pour
simplifier les notations.

Plusieurs approches peuvent étre développées pour cela. La premiere
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Frcure I1.5. Rapport E,, 1/ E,, pour différentes valeurs de .. De bas en haut : o =
—1, -2, —4, —6. Les lignes continues indiquent la prédiction e=27/1%| quec s, =
Vo + 1/4. Pour o = —1, seuls les trois premiers états liés ont pu étre déterminés
avec une précision convenable. L'indice n = 0 correspond a I'état fondamental.

100

|Eol/Ea

109
101 100 101

Frcure 11.6. Valeur absolue de I'énergie de I'état fondamental dans un potentiel
g/r? attractif, avec g = h*a/2m, et o < 0, en présence d'un ceeur dur en R,.
L'unité d'énergie est E, = h*/m,R2. Les états liés n’existent que pour || > 1/4.
La courbe tiretée rouge donne le résultat approché (22) de Essin & Griffiths (2006),
valable pour |a| proche de 1/4. La courbe pointillée représente le résultat (26) de
I'approche WKB présentée dans le texte.

est numérique, qui conduit aux résultats tracés en figure I1.6 avec une
ligne continue noire. Une autre approche consiste a utiliser ’expression
asymptotique des zéros de la fonction de Bessel modifiée de deuxieme es-
pece, Kj,,(z), qui est la solution physiquement pertinente de 1'équation
de Schrodinger pour un état lié [cf. (15)]. Cette approche est développée
en particulier par Essin & Griffiths (2006). Nous ne la reproduirons pas ici
et nous donnons simplement son résultat dans la limite o = —1/4 :

Ey 2 ( 27r)
ol —1/4, — & ——exp| —— 22
ol =14 A e (- (22)

ou~y = e®, C = 0.577--- étant la constante d’Euler. Cette prédiction est
tracée en ligne tiretée rouge sur la figure IL.6. Elle est particulierement utile
quand on souhaite étudier le voisinage du point critique « = —1/4 par
une approche "groupe de renormalisation”. Nous ne détaillerons pas cette
approche ici car elle ne sera pas nécessaire dans la suite. Nous renvoyons
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Frcure I1.7. Points tournants R, et Ry, associés a I'énergie E < 0, intervenant
dans le calcul de l'intégrale WKB (23).

les lectrices et lecteurs intéressés vers Gupta & Rajeev (1993), Camblong,
Epele et al. (2000), Camblong, Epele et al. (2001a), Camblong, Epele et al.
(2001c), Burgess, Hayman et al. (2017) et Paik (2018).

On peut également utiliser I’approximation WKB pour estimer 1'énergie
de I'état fondamental, méme si I'on sait que cette approximation est plutot
adaptée au régime quasi-classique, donc aux états excités. Nous avons vu
au chapitre 1 (§ 2.4) que, pour un potentiel en 1/r?, cette approximation
est valable pour |«| notablement plus grand que 1, donc le régime opposé
du résultat (22). Avec un cceur dur en R,, la condition de quantification
semi-classique s’écrit :

Ry

. k(r,E,) dr = (n + Z) v (23)

avec n = 0 pour I'état fondamental. Le point tournant extérieur R;, est relié
a I'énergie cherchée Ey par (cf. figure I1.7)
o

By— %
0 2m, R?

<0 (24)

et un calcul relativement simple de l'intégrale de (23) conduit a :

Sl avec sinu = & (25)

4./l Ry,

In [tan(u/2)] + cos(u) = —

33

Limitons-nous pour simplifier au cas oit a n'est pas extrémement grand
devant 1, ce qui entraine que R, est significativement plus grand que R,.
En pratique, cette simplification est encore valable pour o« ~ 10 et per-
met de traiter u comme un petit paramétre dans (25). On trouve alors

u = 2exp[—1 — 37/(4+/|al)], ce qui conduit a
exp [ — Sl (26)
2¢/lal

Le résultat est tracé en ligne pointillée sur la figure I1.6. Pour des valeurs

encore plus grandes de o (non pertinentes en pratique pour les problemes

qui nous intéresseront dans ce cours), R; et R, sont comparables et I'ap-

proximation conduisant a (26) n’est plus valable. L'état fondamental va se
|o]

concentrer tout au fond du puits de potentiel et on attend Ey ~ — 5 E,.

EO -~ 2|Ot‘
E, €2

approche WKB :

Loi d’échelle approchée. Dans I'hypothese R, /R, < 1, 'approche WKB
fournit une valeur approchée pour I'énergie de chaque état 1ié :

o[22 (Y] @)

ce qui correspond a la loi d’échelle E, 11/E, = exp (—27r/ \/|a|). On re-
trouve la loi (21) a condition de faire la substitution

1
a+4‘ ~ /o] (28)

valable dans I'hypothése |a| notablement plus grand que 1, ce qui est une
condition nécessaire de validité de 1'approche WKB, comme mentionné
plus haut.

E, 2|
he WKB : Y-
approche . 2

|so| =

2 Interaction électrostatique et potentiel en 1/r°

2-1 L’interaction charge-dipodle

Nous étudierons dans les chapitres suivants I’émergence d’un potentiel
en 1/r? a partir d’une interaction de courte portée (mais résonnante) entre
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différents constituants. Ici, nous allons aborder une situation physique oille
potentiel en 1/r? est naturellement présent : l'interaction entre une charge
électrique g et un dipole électrique D, supposé ponctuel. L'énergie d’inter-
action électrostatique entre ces deux objets s’écrit

qD -r qD
= = 0 29
v 4egr? o8 (29)

4meqrs

ot § désigne 1’angle entre l'orientation du dipoéle et le rayon vecteur r joi-
gnant le dipdle et la charge (figure I1.8). On trouve donc bien la dépendance
radiale en 1/r?, superposée a une dépendance angulaire en cos § qui est un
ingrédient nouveau par rapport a ce que nous avons étudié auparavant.

Lorientation du dipéle est supposée fixe et nous la prendrons par
convention alignée avec 'axe z. Nous allons nous intéresser ici aux états
propres ¥(r) de 'hamiltonien du mouvement relatif

(—h2 V2 qD

2m, 4degr?

cos 9) U(r)=EU(r). (30)

Le systéme étant invariant par rotation autour de I'axe z, nous allons cher-
cher ces états propres en coordonnées sphériques sous la forme

U(r) = %fb(r, 0) e'™®, (31)

ol p désigne 'angle azimutal et § I'angle polaire d’axe z. Nous cherchons
donc des fonctions propres communes a I’hamiltonien et & la projection L,
de 'opérateur moment cinétique sur l'axe z (avec la valeur propre im).

Nous utiliserons dans ce qui suit 1’expression de 'opérateur laplacien
V? dans ces coordonnées :

1
V2:V3+T—2(V§+V§,) (32)

oll nous avons posé
1 6? 1 9 ov 1 9%
=10 wes L0 (o) vres L0
Vir = Da ) Vol = e sinfgg Vel = 5070 002
(33)
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Frcure I1.8. Interaction électrostatique entre une charge q et un dipdle D.

Nous cherchons donc les fonctions ®(r, §) solutions de I'équation aux va-
leurs propres :

2 1_, 1 ( m? ~ )}
o2y (4 Deost)| @ = e 4
72 Vet \ a7y + Dcosf € (34)

ot I'on a introduit le dip6le réduit (sans dimension)

2m.qD

D =
4dmegh?

(35)

Ce probléme a fait 1'objet de plusieurs études théoriques (essentielle-
ment concordantes) au milieu des années 1960 (Turner & Fox 1966; Mit-
tleman & Myerscough 1966; Brown & Roberts 1967 ; Levy-Leblond 1967 ;
Coulson & Walmsley 1967). Il a également été abordé sur le plan expéri-
mental par Desfrancois, Abdoul-Carime et al. (1994), avant d’étre repris
théoriquement — notamment avec des outils provenant du groupe de renor-
malisation — par Camblong, Epele etal. (2001b), Alhaidari (2008), Connolly
& Griffiths (2007) et Alhaidari & Bahlouli (2008).
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2-2  Une charge peut-elle lier un dipole?

Pour trouver les éventuels états liés solutions de (30), nous allons cher-
cher les fonctions ® solutions sous une forme factorisée

O(r,0) = u(r) £(0), (36)

en utilisant la méthode de séparation des variables. Nous retrouverons une
méthode similaire lorsque nous aborderons le probléme a trois corps en
utilisant la technique des potentiels hypersphériques.

L'équation aux valeurs propres (34) s’écrit alors

2
m ~
+ Dcosf
sin® 6

—uf + T% {{—vz + f} = cuf. (37)

La stratégie est alors simple : on commence par chercher des fonctions
propres f(6) de l'opérateur apparaissant entre accolades {-- -} dans (37)
sous la forme :

2

Pvg + s%e + Dcos 0} £(6) = a f(0) (38)

La valeur propre « joue ici le role de constante de séparation. Une fois déter-
minées les valeurs propres possibles, on reporte le résultat dans (37) pour
obtenir I'équation aux valeurs propres pour la fonction radiale u(r) :

[
—u"(r) + — u(r) = eu(r) (39)
T
On s’est bien ramené a notre équation radiale désormais familiere dans un
potentiel en /72,

On sait d’apres notre étude précédente que la question de l'existence
d’états liés se ramene a la condition :

1
états liés si et seulement si @ < — 1 (40)

et toute la question est donc reportée sur 1’équation aux valeurs propres
(38) pour la fonction f(6). Pour un dipdle D donné, nous cherchons la plus
petite valeur propre possible oo pour déterminer si elle atteint le seuil cri-
tique —1/4. Pour atteindre ce seuil, il est clair que 1'on a intérét & minimiser
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le potentiel toujours positif m?/ sin® § en prenant m = 0. On se raméne donc
au probleme plus simple :

(=V3+ Dcost) f(0) =a () (41)

La résolution de cette équation peut se faire en développant f(6) sur la
base des polynémes de Legendre P,,(cos6) :

f() = Z ¢n, Pr(cosb), (42)
n=0

ces polynomes étant solutions de 1’'équation
—~V2P,(cosf) = n(n + 1) P,(cos ). (43)
Les polynomes de Legendre vérifient par ailleurs la relation

n n+1

P, =— P, a5 1 1
wha(@) = g og P @) + 57

PrL+1 (1‘) (44)

On arrive ainsi a un systéme tri-diagonal pour déterminer les coefficients

Cn
~ n ~’I’L—|—1
D—" ¢ 1) —ale, + D

1t T [t 1) —afen + Doy

Cnp1 =0.  (45)

En pratique, on peut tronquer ce systéme a une valeur N, puis écrire
la condition pour avoir une solution {c,, } # 0:le déterminant de ce systéme
doit étre nul. Si on prend npax = 1, on arrive ainsi a

— D/?) ) D2 o
‘ D 90| 20 3 = 0, (46)
auquel cas la valeur critique o, = —1/4 est atteinte pour D, = 3v/3/4 ~

1.299. On peut affiner ce résultat en prenant nmax plus grand et on trouve

D. ~ 1.279 (figure I1.9).

Considérons le cas d'un électron en présence d'un dipdle électrique
beaucoup plus lourd, soit m, &~ Melectron- On Obtient alors :

D. =5.5107% C.m = 1.6 Debye (47)
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a —0.25

—-0.5

D, 15 2

o~

FiGure 11.9. Valeur propre ov minimale pour le probléme aux valeurs propres an-
gulaire (41), en fonction du dipdle réduit D. La valeur critique o = —1/4 est
obtenue pour D, ~ 1.279.

avec 1 Debye = 3.336 10~*° C.m. Pour un dip0le inférieur a cette valeur, il
n’y aura pas d’état 1ié charge-dip6le. Pour un dipdle supérieur a cette valeur,
notre modele prédit qu’il y aura au contraire une infinité d’états liés dans
le canal m = 0.

Comme nous l'avons vu plus haut, pour assurer que le systéme ad-
met un état fondamental, il faut prendre en compte le fait que le potentiel
a/r? ne s’applique pas jusqu’a des distances arbitrairement petites. En l'oc-
currence, la notion de dipodle électrique n’est pas valable aux tres courtes
distances : c’est une idéalisation d'un systéme de deux charges £@) sépa-
rées par une distance d, avec D = Qd. Quand la variable r devient < d, il
faut résoudre explicitement le probléeme a trois corps +Q, —Q, ¢ [voir par
exemple Wallis, Herman et al. (1960), Mittleman & Myerscough (1966),
Levy-Leblond (1967) et Crawford (1967)]. On retrouve alors l'invariance
d’échelle discréte présentée dans la partie précédente.
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Ficure I1.10. Schéma expérimental utilisé pour étudier la capture d’un électron
par le champ électrique créé par le dipdle d’une molécule. (a) : valve pour le jet
moléculaire, (b) : valve pour le xénon, (c) : excitation du xénon par un faisceau
d’électrons, (d) : zone de filtrage des différents niveaux de Rydberg, (g) galette
multi-canaux pour la détection des ions. Figure extraite de Desfrancois, Khelifa et
al. (1992).

2-3 L’expérience de Desfrancois et al.

Lexpérience de Desfrangois, Abdoul-Carime et al. (1994) a consisté a
prendre une série d’especes moléculaires possédant un moment dipolaire
électrique non nul et déja mesuré par ailleurs, et une structure électronique
avec une couche complete, de sorte que I'affinité électronique de la molécule
M est avec une bonne probabilité négative.

Pour mesurer si un électron peut se lier a la molécule sous l'effet du seul
potentiel dipolaire, on effectue une collision entre un jet de ces molécules’
et des atomes de xénon portés dans un état de Rydberg (nombre quantique
principal n élevé, figure 11.10). Ce nombre quantique est varié den = 7 a
n = 70 : on varie ainsi fortement 1’énergie a fournir pour détacher 1'élec-

1. Ces molécules sont ensemencées dans un jet atomique d’hélium. Les molécules ont une
température rotationnelle de 54 10 K.
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FicureIl.11. Taux de formation de M~ en fonction du nombre quantique principal
de I'état de Rydberg de Xe fournissant I'électron d la molécule neutre M. Par ordre
de moment dipolaire décroissant : triangles pleins : acétonitrile; disques creux :
cyclohexanone, triangles creux : acétone, carrés creux : cyclobutanone, losanges :
acétaldéhyde. Figure extraite de Desfrancois, Abdoul-Carime et al. (1994).

tron externe de I'atome de xénon, cet électron étant ensuite capturé par la
molécule dipolaire :

Xe* (n) + M — Xe™ + M. (48)

Les ions M~ sont ensuite accélérés et détectés derriere un spectromeétre
de masse. On montre en figure I1.11 le taux de création de M~ en fonction
du nombre quantique n de I'état de Rydberg du xénon. Le caractére as-
sez fortement piqué de ce taux est en accord avec 'idée que 1'électron peut
étre capturé de maniere résonnante par la molécule pour former un état lié.
L'énergie a laquelle cette résonance se produit dépend de la molécule.

Pour déterminer précisément 1'énergie de liaison de M ~, on mesure le
champ électrique nécessaire pour détacher 1’électron capturé lors de la ré-
action (48). Les résultats sont reportés sur la figure I1.12 en fonction du
moment dipolaire de la molécule. Pour des molécules de moment dipolaire
inférieur a 2.6 Debye, aucun signal n'a été mesuré. Pour les moments dipo-
laires plus grands, un état lié est effectivement détecté avec une énergie en
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FiGure I1.12. Energie de liaison de I'édifice M~ en fonction du dipdle électrique
(noté ici yu et mesuré en Debye) de la molécule parente M. Les courbes en traits
plein et tireté correspondent a deux prédictions théoriques fondées sur des modéli-
sations différentes de la physique a courte distance, quand la distance charge-dipdle
devient comparable a I'extension du dipdle lui-méme. Figure extraite de Desfran-
cois, Abdoul-Carime et al. (1994).

bon accord avec la modélisation théorique proposée par les auteurs. Cette
modélisation consiste a tronquer le potentiel en «/r? a courte distance par
un autre potentiel faisant intervenir des parametres moléculaires connus
(polarisabilité par exemple).

On notera que 1'on ne détecte dans cette expérience qu'un seul état lié
de l'électron autour du dipéle moléculaire, alors que la théorie que nous
avons développée jusqu’ici en prédit une infinité, formant une suite géo-
métrique. Desfrangois, Abdoul-Carime et al. (1994) relient ce résultat a la
prédiction de Garrett (1980), selon laquelle le mouvement des atomes com-
posant la molécule dipolaire vient fortement restreindre le nombre d’états
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molécule | dipole (Debye)

RbYb 0.21

KRb 0.57
RbCs 12

RbSr 1.5

NaK 27
NaRb 3.3

LiRb 4.1

LiCs 5.5

TaBLe I1.1. Moment dipolaire de quelques molécules di-atomiques utilisées dans
les expériences de gaz ultra-froids. Valeurs extraites de Gadway & Yan (2016).

M~ possibles.

On remarquera également que la valeur seuil trouvée expérimentale-
ment, 2.6 Debye, est notablement supérieure a la limite trouvée en (47).
Cela est di (au moins en partie) au fait que les auteurs ne disposaient que
de molécules relativement complexes, et que la détection d’états faiblement
liés était alors rendue compliquée par le mouvement de rotation de ces mo-
lécules aux températures disponibles. Les progres récents dans la prépa-
ration de molécules di-atomiques ultrafroides pourraient permettre de re-
prendre ces expériences avec des moments dipolaires voisins de la valeur
critique attendue théoriquement (table I1.1).

3 DPotentiel en 1/7? et invariance conforme

3-1 Les symétries de 'équation de Schrodinger

Linvariance d’échelle du potentiel en 1/7? que nous avons mention-
née au chapitre précédent fait partie d"'un ensemble plus vaste de symé-
tries de I'équation de Schrodinger, appelé groupe d’invariance conforme.
Ces symétries viennent s’ajouter aux propriétés d’invariance géométrique,
comme la symétrie de translation ou la symétrie de rotation.

Pour une particule libre décrite par I'équation de Schrodinger, cette in-
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variance conforme a été découverte par Hagen (1972) et Niederer (1972).
Elle a été étendue au cas d'une particule dans un piege harmonique par
Niederer (1973), puis au cas du potentiel qui nous intéresse ici, 1/r?, par
Alfaro, Fubini et al. (1976).

Cette invariance peut se généraliser a un ensemble de particules en in-
teraction, pourvu que le potentiel correspondant satisfasse a la propriété
d’invariance d’échelle (Pitaevskii & Rosch 1997)

V(Ary,--- 7)\rN):%V(m,--~ JTN)- (49)
Elle est également présente dans un gaz de fermions de spin 1/2 a la li-
mite unitaire avec my = m; (Werner & Castin 2006). Dans ce cas, la lon-
gueur de diffusion est infinie et ne fournit donc aucune échelle de longueur.
Par ailleurs, le caractére fermionique des particules empéche la formation
d’édifice a trois corps qui pourraient eux aussi amener une échelle de lon-
gueur.

Cette invariance conforme se manifeste par ailleurs pour 'équation de
Gross—Pitaevskii a deux dimensions, qui décrit par un champ classique la
dynamique de particules interagissant par un potentiel de contact gd(r; —
r;) (Pitaevskii & Rosch 1997 ; Saint-Jalm, Castilho et al. 2019). Dans ce cas,
I'invariance d’échelle résulte du fait que 'on a a deux dimensions

5(Ar) = %5(7’). (50)

La recherche des propriétés d’invariance de I'équation de Schrodinger
se fait de la maniére suivante. Partant d’une solution ¢ (ry,--- ,7x,t) de
cette équation dans un potentiel extérieur U(r) :

i, . . h2
ind% _ Hy  avec H = Z [—%Vf +U(ri)} +V(ry,- 7N,

ot
(51)
on cherche s’il existe des transformations des positions et du temps
’ré =g(ri,t)  t'=h(t) ‘ (52)
accompagnées d'un changement de jauge de la fonction d’onde
"(/)/(T&a"' ’rg\ﬁt/) = f(rlv"' a’vat) ¢("‘1a"' 7TN’t) ‘ (53)
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de sorte que ¢’ soit également solution de 1’équation de Schrodinger (51).

3-2 Particule unique dans un potentiel extérieur

Pour simplifier cette présentation, nous allons considérer ici le cas d"'une
particule unique, mais les résultats peuvent s’étendre sans difficulté au cas
de N particules, voir par exemple Werner & Castin (2006). Nous ne traite-
rons pas ici les symétries bien connues de translation ou de rotation, et nous

allons nous concentrer sur la symétrie "cachée" (ou symétrie dynamique),
liée a l'invariance conforme.

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas ot la particule est
libre ou évolue dans le potentiel U(r) = g/r?. L'équation de Schrodinger

s’écrit donc : 5 )

(0 h 2 g
— = - ). 54
ot 2mV v+ r2 ¥ (54)
Donnons-nous une matrice réelle 2 x 2 de déterminant 1 :

[M] = (71 72)

Y3 V4

ih

avec Y174 — 72y =1, (55)

c’est-a-dire un élément de SL,(R), et considérons les transformations :

o r
st +va’

/

t
¥ = g(r,1) _nt+7

t' = h(t)
V3t + 74

(56)

On peut vérifier (le calcul est fastidieux, mais sans difficulté de principe)
que cette transformation, associée au changement de jauge

.my3r?/2

f(r,t) = (y3t +74)P/? exp (—lm) (57)

ol D est la dimension de 1’espace (D = 3 dans ce cours), remplit notre ca-
hier des charges : la fonction ¢’ (7/,t’) est également solution de (54) (Nie-
derer 1972 ; Alfaro, Fubini et al. 1976).

Pour acquérir une intuition physique des transformations décrites par
(56), remarquons que l'on dispose de 4 parameétres réels pour décrire la
matrice 2 x 2 avec la contrainte portant sur son déterminant, de sorte qu’il

y a trois parametres indépendants. On peut identifier trois types de trans-
formations, correspondant a trois cas particuliers importants pour cette ma-
trice :

— Les translations dans le temps :

[M] = ((1) tlo) : =71, t =t+t. (58)
Cette invariance provient simplement du fait que '’hamiltonien est sta-
tionnaire.
— Les dilatations :
— A 0 . o I 2
[M]—<O 1/)\>. r=Ar, t'=MX\t (59)

que nous avons déja introduites plus haut. L'invariance de 1’équation
de Schrodinger est assurée par l'invariance d’échelle du potentiel en
1/r2.

— Les expansions :

1 0 r t
T ) PR S B
(M] 73 1 T st st + 1 (60)

qui peuvent étre considérées comme des dilatations avec un facteur
d’échelle dépendant du temps.

Notons que la transformation de jauge (57) est triviale dans les deux pre-
miers cas puisque 1’'on a alors v3 = 0.

On forme ainsi un groupe continu de transformations, avec trois pa-
rametres indépendants. L'opération associée a I'application successive de
deux transformations successives [M] et [M’] est caractérisée par la matrice
[M"'] obtenue en faisant le produit matriciel [M’] x [M], ce qui donne toute
sa pertinence a cette écriture matricielle. On notera par ailleurs que la ma-
trice identité, 73 = 74 = 1, 72 = 3 = 0 est associée a une absence de
modification pour les fonctions d’onde : ' = r, ¢ = ¢, ¢’ = 1. Les trans-
formations au niveau des fonctions d’onde (52-53) et (56-57) constituent
donc une représentation linéaire du groupe des matrices réelles 2 x 2 de
déterminant 1, SLy(R).

Une fois identifiée cette structure, I'étape suivante est en principe de
déterminer ses générateurs infinitésimaux. Toutefois, avant de procéder a
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cette opération, il est utile de généraliser les résultats qui précedent au cas
d’une particule plongée dans un piege harmonique (Niederer 1973).

Nous considérons donc dans ce qui suit ’hamiltonien

. R,
H=— -V 1+ U(r) (61)
o1 U(r) est le potentiel isotrope
1
U(r) = % + Uno(7) avec Uyo(r) = gmerQ. (62)
T

La partie en mw?r?/2 vient briser l'invariance d’échelle trouvée pour g/r?,
mais on peut modifier simplement les transformations (56)-(57) pour re-
trouver l'invariance conforme de 1’équation de Schrodinger. Partant tou-
jours d’une matrice 2 x 2 a coefficients réels et de déterminant 1, prenons
1 tan(wt) + 2

t t)y=-——"-—"+—= 63
an(wt’) ~3 tan(wt) + 74 (63)

avec

At) = [(1S +712C)* + (35 + 740)2]1/2 , S = sin(wt), C = cos(wt).
(64)
La encore, un calcul (également fastidieux) permet de montrer que la fonc-

tion ¢/, construite a partir de i et de la transformation de jauge

Fr,t) = AP/2(t) exp (-1"”‘;; ) (65)

est également solution de l’équation de Schrodinger (D est la dimension
d’espace). On pourra consulter Werner & Castin (2006) pour la version a
N particules du méme probleme.

3-3 Les générateurs associés a I'invariance conforme

Disposant maintenant d’un groupe de transformations continues qui
laissent invariante 1’équation de Schrodinger

R (g 1 22)
1h§——%v P+ ﬁ+§mwr Y, (66)
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il est intéressant de trouver les générateurs associés a ces transformations.

Pour commencer, rappelons ce que sont ces générateurs pour les trans-
formations géométriques habituelles, translations ou rotations. Pour la
translation selon = par exemple,

w(xvyvz) —>’l/1/(£C,y,Z) :1/1(1'—%»%2) (67>
on prend ¢ infiniment petit de sorte que

0
Y (,,2) = 9y, 2) — 20 3 (68)

que l'on écrit :

. LoD

IN J—
w”<1 T

) P avec Py = —ih%. (69)

Lopérateur p, introduit ici coincide avec I’expression habituelle de la com-
posante selon = de l'opérateur impulsion. Les générateurs infinitésimaux
des translations sont donc les trois composantes de l'opérateur impulsion
P, dont on rappelle les relations de commutation :

[Di, ps] = 0. (70)

Pour une rotation d’angle ¢y autour de 1’axe z, on a en coordonnées
sphériques :
1/1(7',97<P) — 1//(71797@) = ¢(T79a<ﬂ— 800)7 (71)

soit pour ¢ infiniment petit :

L - 0
O L avec L, =—ih—. 72
v ( 22 )y =i 72)
Les générateurs infinitésimaux des rotations sont donc les trois compo-
santes de 'opérateur moment cinétique L, dont on rappelle les relations
de commutation :
[Li, Lj] == iheijkLk- (73)

On peut procéder de la méme fagon pour les transformations liées a
l'invariance conforme que nous avons identifiées plus haut. Les calculs dé-
taillés sont présentés par exemple en appendice de 1'article de Saint-Jalm,
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Castilho et al. (2019) et nous donnons ici simplement le résultat a l'instant
t = 0 pour la transformation (63-65). Un choix possible pour les trois géné-
rateurs est (Pitaevskii & Rosch 1997)

R 1 N 1 A 1 .
51:% Lo=—(p-r+7T-Dp) 53:%}-’

(H - 2Un,) 7

(74)
L'étude du groupe associé a cette symétrie conforme est conditionnée par
les relations de commutation entre les générateurs

(L1, Lo) = —iLs  [Lo,L3] =1Ly  [L3,L1] =iLs (75)

Ces relations semblent voisines de celles du moment cinétique (73), mais
la présence du signe — dans la premiére vient changer significativement
l'algebre. Ces relations sont en fait caractéristiques de 'algébre SO(2,1), le
groupe de Lorentz a deux dimensions d’espace et une dimension tempo-
relle, alors que 1’algebre du moment cinétique correspond a SO(3). Elles se
généralisent directement au cas a NV particules (Werner & Castin 2006).

Exemple : opérateur associé a une dilatation infinitésimale. Considé-
rons la dilatation de parametre A trés proche de 1 et posons v, = 1/y1 =
1+¢€ 72 =3 = 0dans (56,57,59) avec ¢ < 1. Au premier ordre en ¢, on
trouve en dimension D :

() = 2 Pour) = 1+ 0P [(L+ e r] (76)
~ YP(r)+e (g +r- V) Y(r) (77)
= W)+ 5[V () +7- V) (78)

qui peut également étre écrit (1 + 2ieL)1)p. Cela montre que I'opérateur £,
est le générateur associé a la transformation d’échelle spatiale introduite
plus haut.

3-4 La tour d’états propres

Les relations de commutation entre les opérateurs £; permettent de dé-
gager une série de propriétés importantes du systéme, aussi bien sur le plan
statique que dynamique (Pitaevskii & Rosch 1997).
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Nous allons nous concentrer ici sur la recherche des états stationnaires
et nous introduisons pour cela les deux opérateurs

Lo =L, +ils. (79)

En utilisant le fait que L3 est proportionnel a 7, il est immédiat de vérifier
que o R

[H,Ly] = +2hw L. (80)
Partant d"un état propre |¢)) de H d’énergie E, on déduit de cette relation
que

H (L) = (B +2m) (Lof0)  H(L-[)) = (B~ 2hw) (£-|w))
. (81)
Par application répétée de L, on génére ainsi une tour d’énergies propres

E + 2nhw, n € 7.

Si on se limite au cas d'un coefficient g suffisamment grand pour éviter
la chute vers le centre (o > —1/4), on sait qu'il existe un état fondamental
bien défini et que les énergies sont bornées inférieurement. La tour ainsi
construite est donc semi-infinie, le bas de la tour correspondant a un état
tel que £_[1hpas) = 0. La encore, le résultat se transpose tel quel au cas de
N particules en interaction présentant une invariance d’échelle (Werner &
Castin 2006).

On peut vérifier explicitement I'existence de cette tour d’états pour le
cas de ’hamiltonien & une particule (61-62), en considérant par exemple les
solutions isotropes. Introduisons la fonction d’onde radiale réduite u(r) =

rp(r), qui vérifie I'’équation aux valeurs propres
—a )+ (& 42 ur) = 22
u’(r) + (r2 + 7 )u(r) = hwu(r), (82)

ot1 les distances sont exprimées en unités de ay, = (i/mw)'/2.

Cherchons une solution de cette équation sous la forme

uo(r) = retle /2 (83)

ol I'enveloppe gaussienne est caractéristique des états propres de l'oscilla-
teur harmonique. On trouve u est solution de (82) si et seulement si

3
E():hw(s+§) et 2+s5s—a=0 (84)
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Nous avons déja rencontré cette équation du second degré lors de notre
recherche de la solution d’énergie nulle dans le potentiel en 1/r?. Nous al-
lons nous concentrer ici sur le cas & > —1/4, de sorte que les racines de cette
équation sont réelles. Le cas o« < —1/4, conduisant a des racines complexes,
nécessite une régularisation du potentiel en 1/7? comme nous l’avons vu
plus haut.

On doit choisir pour s la plus grande des deux racines possibles :

1 / 1

cette racine étant toujours supérieure a —1/2. L'autre racine est quant a elle
toujours inférieure a —1/2 et elle conduirait a une intégrale divergente pour
I'énergie potentielle moyenne. Notons que pour g = 0,ona s = 0 et on
retrouve 1’état fondamental de 'oscillateur harmonique ¢ (r) = e /2,

L'état u(r) obtenu n’a pas de nceud en dehors de r = 0 et correspond
donc a I'état fondamental du probleme. Quand l'opérateur £, agit sur cet
état, nous avons vu que cela génere une tour d’états d’énergie

En:hw(2n+s+g> (86)

A chaque étape, I'opérateur £, fait intervenir f—;, r%, ainsi que la mul-
tiplication par r? et r—2. On peut alors montrer assez simplement que la

fonction d’onde u,, obtenue apres n actions de £ a la structure suivante :

un(r) = rte /2 P, (1) (87)

ot1 P, est un polyndome de degré n [ polyndme de Laguerre généralisé, Wer-
ner & Castin (2006) ]. La fonction u,, posséde n racines positives et il s’agit
du n-éme état excité.

L'action de £ ; permet donc de générer tout le spectre de H pour les états
isotropes et d’obtenir les états propres correspondants. On peut également
vérifier directement qu'un état de la forme (87) peut étre solution de (82)
en établissant la relation de récurrence entre les différents coefficients du
polynéme P,.
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3-5 Le mode de respiration

Pitaevskii & Rosch (1997) ont montré qu'une manifestation spectacu-
laire de la symétrie dynamique liée au groupe SO(2,1) était 1'existence
d’un mode de respiration non amorti (voir également Kagan, Surkov et al.
(1996)). Ils ont étudié le cas d'un gaz de Bose a deux dimensions décrit
par une théorie de champ classique, mais ce résultat s’étend aux autres sys-
témes présentant l'invariance conforme comme le gaz de Fermi a 3D dans
le régime unitaire (Castin 2004; Werner & Castin 2006), ou encore une as-
semblée de particules en interaction en 1/r7;, quelle que soit sa dimension
d’espace (Benjamin, Quiroga et al. 1996).

Nous allons montrer que I'évolution temporelle du second moment de
la position (r?) = —2;(Up,) est périodique, quelles que soient les condi-

tions initiales. Nous utilisons pour cela les équations du mouvement des
générateurs L; en point de vue de Heisenberg :

o~ A, Oh] =~ 2071, £5] = 20 (88)
et )
ALy ia a4 oa R
== %[H,Eg] =i 2ulls, Lo] = 2wly = 5 (7 —20h).  (89)

En combinant ces deux équations, on arrive a :

20,

e + 402Uy = 2w%H. (90)

Prenons la moyenne de cette équation sur 1’état initial. En utilisant le fait

que (H) = F est une constante du mouvement, on en déduit que le second
moment de la position (r?) obéit a I’équation différentielle :

d2(r?)
dt?

+ 4w?(r?) = Constante (91)

11 évolue donc périodiquement en temps avec la période 7 /w.

Ce mode a été observé dans le cadre de gaz 2D décrits par 1’équation
de champ classique de Gross-Pitaevskii, et de faibles déviations dues a la
nature quantique du mouvement des atomes ont également été mesurées
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(voir cours 2017, chapitre 6). En revanche, il n'a pas encore été mis en évi-
dence expérimentalement pour des particules avec un potentiel d’interac-
tion en 1/72.

4 Le cas uni-dimensionnel

4-1 Le spectre du probléme a N corps

Dans un article célebre, Calogero (1971) s’est intéressé au spectre de
N particules bosoniques ou fermioniques évoluant sur un axe et interagis—
sant deux a deux par un potentiel binaire en V(z;;) o x7; + :c” , avec
x;; = ¢; — «;. Moyennant une transformation des variables, on peut rame-
ner ce probléme a une assemblée 1D de N particules évoluant sous 1'effet
de I'hamiltonien

)+Z _ (92)

Ce probleme peut étre étendu au cas de particules bougeant librement sur
un cercle de périmétre L, avec une interaction en sin~2 (7(z; — x;)/L) (Su-
therland 1972).

-y (2

Il nous faut tout de suite préciser les conditions aux limites sur les fonc-
tions d’onde ¥(x1,--- ,zn) éligibles. Considérons le cas N = 2 pour sim-
plifier. Pour que la moyenne de 1’énergie potentielle soit non divergente, il
faut que l'intégrale

/%m(x,)()ﬁ dz dX (93)

soit convergenteen x = 0,avec z = z1 —x2 et X = (x1+22)/2 qui désignent
respectivement la variable relative et la variable du centre de masse. Quelle
que soit la valeur non nulle de g, il faut donc que ¥(z, X) s’annule plus vite
que /= quand = — 0. Cette condition est évidemment absente quand g est
strictement nul. Cela entraine qu’'on ne peut pas espérer retrouver le cas
de particules sans interaction en prenant la limite ¢ — 0 dans ce qui suit,
contrairement au cas 3D étudié plus haut (cf. §3-4).

Calogero a montré que ce probleme est exactement soluble et que son
spectre d’énergie est composé de valeurs équidistantes, séparées de hw
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quelle que soit la force du couplage g pourvu que o > —1/4:

1 1
= —— — 4
avec s 2+\/a+4 (94)

olt « = mg/h? et ot n est un entier positif ou nul (n = 1 est exclu). Il
a également trouvé la forme explicite de I'état fondamental (avec an, =

(ﬁ/mw)1/2) :

. 2
oo 200 )

\I’(.%‘l,...

can) =[] (@i =)™ exp < Zx2/2aho> (95)

1<j

qui est (comme on s’y attend) une fonction d’onde sans nceud en dehors
des points z; = x;. On pourra vérifier a titre d’exercice que cette fonction
d’onde est effectivement état propre de (92) avec la valeur propre E,, cor-
respondant a n = 0. La dégénérescence de chaque niveau d’énergie donné
en (94) est discutée en détail dans Calogero (1971).

Cas de N = 2 particules. Dans ce cas, on peut séparer le mouvement du
centre de masse, qui est purement harmonique avec un spectre en (n; +
1/2)hw, n1 € N, et le mouvement de la particule relative, que nous avons
étudié en §3-4. L'équation de Schrodinger régissant le mouvement relatif
est

o (G = 2ty (96)

ol a = 2m,g/h? et ou les distances sont exprimées en unité de /i/m,w
avec m, = m/2 la masse relative. La transposition de (84-85) donne pour
le mouvement relatif 1’état fondamental ¢ (z) = 2o tle=e"/2 et I'énergie
hw(s+3/2) avec s donné en (94), d’ot1]’énergie totale du fondamental pour
’ensemble des deux mouvements? Ey = hw(s+2). On retrouve bien 1'éner-
gie donnée en (94) en y insérant N = 2, n = 0. L'état fondamental est

2 2
\IJ(,I,X) — p5tle= mw/4h efX mw/h

_ (1,1 _ x2)s+1 efmw(mf+1:§)/2h. (97)

2. Quand g — 0, s — 0 et cette énergie tend vers 2Aw, ce qui correspond au premier
état excité de deux particules indépendantes placées dans un potentiel harmonique. On ne
retrouve donc pas le fondamental du systéme a g strictement nul, ce qui est une conséquence
de la condition imposée sur les fonctions d’onde, cf. discussion apres (93).
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Le premier état excité, d’énergie hw(s+ 3) est obtenu en placant le centre
de masse dans son premier état excité, tout en laissant le mouvement relatif
dans son état fondamental. Les états excités du mouvement relatif, d’éner-
gie fw(2n + s + 3/2), sont obtenus en construisant la "tour d’états"” décrite
en § 3-4 (voir aussi Werner (2008), appendice B).

4-2 Dynamique du systeme

Comme le spectre a N corps est composé de niveaux équidistants sépa-
rés del’énergie hw, on en déduit que toute observable va avoir une évolution
périodique. En effet, un état initial quelconque |®(0)) va se décomposer sur
la base des états propres |¥,) du systéme & N corps

[@(0)) = vl ) (98)
pour donner 'état a 'instant ¢ (a une phase globale pres, sans importance) :

(@) =D e L,) (99)

de sorte que toute valeur moyenne d’opérateur O s’écrit :

(O)(t) =D chew (W0, eltm et (100)

Cette quantité est périodique, de période 27 /w. Ce résultat valable a 1D est
bien stir beaucoup plus fort que la périodicité de (r?) obtenue en § 3-5 (mais
celle-ci était valable en dimension quelconque).

4-3 Le mouvement classique

La simplicité remarquable trouvée pour le spectre du mouvement quan-
tique se transcrit au mouvement classique des IV particules. Pour g > 0,
on peut montrer notamment le résultat suivant, illustré sur la figure 11.13.
Partons d'un état asymptotique (¢ — —oo) ol les particules sont loin les
unes des autres (énergie d’interaction négligeable) avec une numérotation
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~—

Frcure I1.13. Collision entre N = 5 particules interagissant avec le potentiel bi-
naire g/(z; — )2, avec g > 0.

1 < x3 < --- < xy et des vitesses initiales v; > vy > --- > vy. Les parti-
cules se regroupent sous l'effet de leurs vitesses initiales, puis se séparent
de nouveau. On trouve pour les vitesses finales v} :

’U; = UN+41—i» Z:L ,N (101)

c’est-a-dire un simple échange deux-a-deux des vitesses des particules,
comme si les particules s’étaient croisées sans interagir!

Ce résultat résulte de 'intégrabilité du systéme a N corps pour un po-
tentiel en 1/r2, pour lequel on peut exhiber N constantes du mouvement
(Calogero 2003).



Chapitre I11

De l'interaction de contact au potentiel en 1/ r?

Nous abordons dans ce chapitre le probléme a trois corps sous son angle
le plus simple, celui de deux particules lourdes, de masse M, liées entre
elles par une particule légeére de masse m < M. Cette hiérarchie entre les
masses va simplifier considérablement notre étude, par comparaison au cas
de trois particules identiques qui sera abordé aux chapitres 5 et 6. Nous
allons utiliser I'approche de Born-Oppenheimer, initialement développée
en physique moléculaire pour tirer profit de la grande différence de masse
entre les électrons qui assurent la liaison chimique et les atomes composant
une molécule.

Cette approche Born-Oppenheimer consiste a travailler en deux étapes,
en tirant parti des deux échelles de temps tres différentes du probleme, celle
associée au mouvement rapide de la particule légere et celle associée au
mouvement lent des deux particules lourdes :

— Dans un premier temps, on traite le probléme a un corps décrivant le
mouvement de la particule légere m dans le champ de force créé par
les particules lourdes M, supposées fixes a une distance R. On trouve
pour cette particule légére un ensemble d’énergies propres E,, (R), en
particulier 1’énergie de I'état fondamental Ey(R).

— Dans un deuxiéme temps, on s’intéresse au mouvement des particules
lourdes, en particulier la variation dans le temps de leur séparation
R. On suppose que I’état de la particule légére suit adiabatiquement ce
mouvement, de sorte que les énergies F,, (R) jouent le role de potentiels
effectifs d’interaction entre les deux particules lourdes.

Cette séparation du probleme a trois corps en un probléme & un corps
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suivi d’un probléme a deux corps est évidemment une simplification consi-
dérable. Le point remarquable est qu’elle permet de retrouver 1’essentiel de
I'universalité de la physique d’Efimov pour trois particules identiques, avec
un "bonus" représenté par la variable de contréle supplémentaire représen-
tée par le rapport M /m.

Cette situation mM M a été proposée par Efimov (1973) pour le cas
d’une interaction de contact, que nous allons nous aussi considérer dans
ce qui suit. Elle a ensuite été reprise par Fonseca, Redish et al. (1979) pour
un potentiel séparable du type de ceux introduits par Yamaguchi (1954).

Les questions que nous souhaitons aborder dans ce cours et le suivant
sont par exemple :

— Peut-il y avoir un état lié a 3 corps mM M méme si le dimere mM n’est
pas lié?

— Sile dimere mM est lié tout comme le trimére mM M, lequel est le plus
stable ? Est-ce que le trimére n’a pas intérét a éjecter un M pour abaisser
encore son énergie ?

Nous allons commencer ce chapitre par la présentation en §1 de l'inter-
action de contact et sa prise en compte sous la forme de condition aux li-
mites de Bethe—Peietls, ce qui nous permettra de préciser la notion de ré-
sonance de diffusion. Nous débuterons ensuite notre étude du probléme a
trois corps par ce cas résonant (longueur de diffusion infinie) pour mettre
en évidence 'émergence du potentiel en Ey(R) o 1/R? a la base de 'effet
Efimov (§2). La partie 3 sera consacrée a la détermination de l'interaction
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effective Ey(R) de part et d’autre de la résonance. Enfin, nous explique-
rons brievement en partie 4 comment cette approche se généralise au cas ot
plusieurs particules légeres et plusieurs particules lourdes sont présentes
simultanément.

La deuxiéme étape de l'approche de Born-Oppenheimer, c’est-a-dire
le mouvement des particules lourdes sous l'effet de l'interaction effective
Ey(R) sera abordée dans le chapitre suivant.

1 Interaction a deux corps a basse énergie

1-1 Diffusion en onde s

Nous nous limitons dans ce chapitre au cas de particules neutres dont
la vitesse est suffisamment basse pour que dans le probléme a deux corps,
seules les interactions dans le canal de moment cinétique nul (onde s) sont
significatives.

L'expression asymptotique de 1’état stationnaire de diffusion décrivant
cette interaction est

r>b: Yr(r) ~e®" 4 f(k)—, (1)

ol k est le vecteur d’onde relatif incident. L'état stationnaire de diffusion
est un état propre de I’hamiltonien décrivant le mouvement relatif des deux
particules, avec la valeur propre E = h?k?/2m, ot m, estla masse réduite. Il
décrit la situation physique d"une collision avec un moment incident relatif
k et une onde sphérique sortante d’amplitude f(k) (figure IIL.1).

L'expression asymptotique (1) est proche de l'expression exacte de
Yr(r) quand r est plus grand que la portée b du potentiel diffusant, en 1'oc-
currence le rayon de van der Waals

1/ 2m,Cg\ 4
RvdW:*( 72 6)

: 2)

pour un potentiel d’interaction & longue distance de type van der Waals (en
—Cg/7%) entre atomes neutres.
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Ficure IIl.1. Situation physique décrite par 'état stationnaire de diffusion (1),
avec l'onde plane incidente de vecteur d’onde k et 'onde sphérique sortante e!*" /7,
d’amplitude f (k).

L'interaction entre deux particules est donc décrite par I'amplitude de
diffusion f(k), qui se met sous la forme (cf. cours 2021, chapitre 3) :

—a
T 1+ika+ %rekz’

f(k) 3)

ot a est la longueur de diffusion et r. la portée effective. Aux petites valeurs
de k qui nous intéresseront ici, le terme de portée effective sera négligeable
et nous conserverons uniquement 1+ika au dénominateur de cette fraction.
La longueur de diffusion a peut étre positive ou négative, voire nulle ou
infinie.
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Quand kr < 1, I'expression (1) se simplifie pour donner :

1 oy _a 1 +ikr)
b<r<kt: Y (r) 1 1+ika( . + O(r)
—a 1 1
~ 1+ ika (? - 5) +0() (4)

que nous écrirons plus simplement sous la forme (a ce stade, I'état 1)y, est
non normé, donc défini a un facteur multiplicatif pres) :

balr) ~ = — =

r a

b<r <kt O(r) (5)

1

soit un terme en r~ -, un terme en 7"0, et des termes correctifs en r™ avec

n>1.

1-2 Résonances de diffusion

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que le potentiel d'interaction
V' (r) entre les particules comporte une partie attractive et peut donner nais-
sance a un ou plusieurs états liés. Quand on augmente progressivement la
composante attractive de V' (r) pour faire apparaitre un nouvel état lié, on
observe la variation suivante pour la longueur de diffusion (théoréme de
Levinson) :
— Quand la composante attractive est légeérement trop faible pour que
I'état lié apparaisse, la longueur de diffusion est grande et négative.
— Au seuil d’apparition de 1’état lié, la longueur de diffusion est infinie.
Son signe n'a pas d’importance, c’est plutot I'écriture 2 = 0 qui est
pertinente en ce point, comme on peut le voir sur I'expression asymp-
totique (5).
— Quand la composante attractive a dépassé la valeur seuil pour l'appa-
rition de I'état lié, la longueur de diffusion est grande et positive.
Ce comportement est illustré pour un puits carré attractif de profondeur
Vo et de portée b (figure II1.2, haut). On peut montrer que le seuil d’appa-
rition du premier état lié s’écrit (cours 2021, chapitre 3, §3) :

h2k3
2m,

kob = g avec = Vo, (6)
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Figure II1.2. Haut : Puits de potentiel carré de profondeur V,, et de portée b. Bas :
Variation de la longueur de diffusion d’un puits carré avec la profondeur V5.

et le seuil pour le n-iéme état lié est

1
kob = (n - 5) . (7)

La longueur de diffusion vaut quant a elle
Wb tan(kob) (8)

ko

et elle diverge pour chaque valeur de ky satisfaisant (7). La variation de a
avec la profondeur Vj est tracée sur la figure I11.2, bas.

Dans ce qui va suivre, nous allons nous intéresser aux effets physiques
qui apparaissent quand un systéme a deux particules est sur le point d’avoir
un état lié, ou quand cet état lié vient d’apparaitre. Dans le cadre d'une
modélisation par un puits carré, cela revient a se placer autour du point
(6), kob ~ /2 (figure IIL.3).
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20
10
a/b 0

—-10 a<0 a>0

Pas d’état 1ié Un état lié
_20 | | | |
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kob/ﬂ'

pseudo-potentiel :

132

T

H= + Vop.- (10)

Pour g < 0, on trouve uniquement des états propres d’énergie positive

ikr 21.2
. a e ek
Vk(r) =¢ 1+ika r 2m, (1)
avec
orhla
g= ™ (12)

Pour g > 0, il faut ajouter a cette famille d’états propres I’état lié (unique)

Frcure I11.3. Zoom de la figure 111.2 autour du seuil d’apparition du premier état
lié, en kob = /2.

Note. Les états fortement liés, méme s’ils sont présents en pratique, ne
vont pas jouer de réle pour l'instant. IlIs interviendront plus tard en tant
qu'ingrédients pour des processus inélastiques dans une collision a trois
corps : des atomes initialement libres peuvent former apres la collision un
dimere fortement li€, la conservation de 1'énergie et de I'impulsion étant
assurée par la présence du troisieme corps.

1-3 Le pseudo-potentiel

Le pseudo-potentiel est défini a trois dimensions. Il peut étre vu comme
un potentiel de portée b nulle, conduisant a une diffusion dans l'onde s
uniquement, avec une longueur de diffusion « ajustable.

L'action du pseudo-potentiel V;,, sur une fonction d’onde v (r) s’écrit

Vropth(r) = g6(r) 2

= [ ()] ©)

On peut déterminer analytiquement une base d’états propres de 1’hamil-
tonien relatif décrivant l'interaction entre deux particules sous 'effet de ce

P(r) =

e—r/a

r

hQ

E=—-"_
2m,a?

(13)

pour former une base de 'espace de Hilbert.

Nous avons étudié en détail les propriétés de ce pseudo-potentiel dans
le cours 2021 (chapitre 3, §4). Nous nous conterons donc de rappeler ici
plusieurs propriétés importantes pour la suite :

— L'expression (11) rappelle la forme asymptotique d'un état station-
naire de diffusion. Toutefois, cette expression est valable ici quelle que
soit la valeur de r # 0, ce qui correspond bien a I'idée d'un potentiel
de portée b nulle.

— Lexpression (11) fournit la valeur exacte de I'amplitude de diffusion
du pseudo-potentiel :

—a

k) = .
) 1 +ika
I s’ensuit qu’il n’y a pas de correction de portée effective r. comme
en (3), ni de correction d’ordre supérieur en k. La quantité a définie a
partir de (12) donne la valeur exacte de la longueur de diffusion.

(14)

— Toutes les fonctions propres (11) et (13) ont le méme comportement
au voisinage de l'origine pour a # 0 :

b(r)~ = — Ly o). (15)

r a

r< k™l a:
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Comme les fonctions physiquement acceptables doivent s’écrire
comme combinaisons linéaires des fonctions propres de I’'hamiltonien,
cela signifie qu'un probléme impliquant le pseudo-potentiel n'a pas le
méme espace de fonctions qu'un probléme pour un potentiel régulier.
Pour un potentiel régulier, on ne considere que des fonctions égale-
ment réguliéres en tout point, en particulier en » = 0. Elles doivent

donc s’écrire
Potentiel régulier :

P(r) =B+ 0(r) (16)

oll 8 est une constante quelconque, éventuellement nulle. Pour le
pseudo-potentiel, ces fonctions doivent s’écrire

Pseudo-potentiel : Y(r) = % + B84 0(r) (17)
avec le lien entre les coefficients a et 3 :

B=-=. (18)

de sorte que les fonctions physiquement pertinentes s’écrivent :

Pseudo-potentiel : P(r) =« (% - 1) + O(r) (19)

a

On notera qu’on peut approcher ce pseudo-potentiel en revenant au
puits carré du paragraphe 1-2, en prenant la limite d"une portée nulle b — 0
et d’'une profondeur infinie kg — co. Plus précisément, cette limite doit se
prendre en prenant kob = 5 + kolas oll a; est la longueur de diffusion visée,
ce qui revient a se placer au voisinage du seuil d’apparition du premier état
lié.

1-4 Conditions aux limites de Bethe-Peierls

Une maniére commode de traiter les problémes ot le pseudo-potentiel
intervient est de poser a priori les conditions aux limites (19) comme do-
maine des fonctions éligibles. Cela revient de fait & éliminer le point r = 0
du domaine pertinent de I'espace, et on peut alors se limiter a un hamilto-

nien purement cinétique
52
2 p
H= . 20
S (20)
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—b/2 b/2 —b/2 b/2

Ficure I11.4. Les deux approches pour traiter un puits carré. Gauche : on traite
séparément les régions permises et interdites en utilisant la forme explicite de V ()
dans ces régions, et on raccorde les solutions. Droite : on prend la limite Vo — oo et
on prend en compte le potentiel par la condition aux limites 1 (+b/2) = 0. L'énergie
est alors purement cinétique.

La situation est tres voisine de la démarche adoptée pour traiter le puits
carré dans les cours de base de mécanique quantique (voir figure II1.4). Si
le puits est de profondeur finie, on traite explicitement l’action du poten-
tiel V(x) a la fois dans les régions permises et interdites pour trouver les
états propres du probleme. Mais quand on prend la limite du puits infini
(I’équivalent de notre limite de portée nulle), on oublie le potentiel V' (z) et
on le remplace par la condition aux limites sur toutes les fonctions d’onde

W(£b/2) = 0.

Il existe plusieurs techniques équivalentes pour écrire en pratique
la condition aux limites de Bethe—Peierls (19). On peut remarquer par
exemple que

lim [re)(r)] = « lim {M} = —% (21)

r—0 r—0 87“

de sorte qu'on peut imposer quelle que soit la valeur du coefficient multi-
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plicatif o
. [o[re(e)]] 1 .
t [Z52] = -2 hmlrote @)
Cette condition s’écrit également
AL GG (23)
r—0 or a

On peut enfin déterminer "a la main" le coefficient de r ~! et de ¥ et imposer
a ces deux coefficients d’étre dans un rapport —a, c’est la méthode que nous
utiliserons dans la suite.

2 Force a longue portée pour le probleme mM M

2-1 Le probléme a trois corps mM M

Dans I'approche exacte du probléme a trois corps, toutes les particules
sont traitées de la méme fagon, ce qui entraine la manipulation de fonc-
tions d’onde avec de nombreuses variables (9 coordonnées de position).
Avant d’aborder cette approche exacte dans un chapitre ultérieur, nous al-
lons traiter ici un cas plus simple, mais trés instructif, introduit par Efimov
(1973) [voir aussi Fonseca, Redish et al. (1979)] : une des trois particules
(de masse m) est beaucoup plus légere que les deux autres (de masse M)
et elle interagit de maniere quasi-résonante avec elles; les deux particules
lourdes n’interagissent pas entre elles, sauf éventuellement via un potentiel
de cceur dur qui leur interdit de s’approcher a moins que Ry, pour éviter la
chute sur le centre que nous avons étudiée dans les cours précédents.

Comme expliqué en introduction de ce chapitre, cette hiérarchie des
masses va nous permettre d’utiliser une approximation en tout point iden-
tique al’approximation de Born-Oppenheimer en physique moléculaire (la
particule légere jouant le role d'un électron), en séparant notre traitement
en deux étapes :

— Dans un premier temps, nous allons supposer que les deux particules
lourdes sont immobiles, séparées par une distance R, et nous allons
étudier le mouvement de la particule légere interagissant avec ces par-
ticules lourdes. Il s’agit donc d’un probléme a un corps dont nous sou-
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haitons déterminer en particulier 1'énergie de 1’état fondamental que
nous noterons a partir de maintenant Ey(R) = E(R).

— Dans un deuxieme temps (cf. cours suivant), nous traiterons I'énergie
E(R) comme une énergie potentielle d’interaction entre les deux par-
ticules massives et nous étudierons leur mouvement. Il s’agira alors
d’un probleme a deux corps, pour lequel la résolution est bien balisée.

Le résultat principal de cette approche est 1’émergence, dans le cas
ol l'interaction mM est résonnante, du potentiel effectif attractif F(R) o
—1/R?, conduisant a l'invariance d’échelle que nous avons discutée dans
les cours 1 et 2.

Remarque. On peut s’interroger sur le cas particulier R = 0, quand les
deux particules lourdes sont superposées. En fait, ce probleme est mal dé-
fini dans le cadre d’une interaction décrite par le pseudo-potentiel et il faut
revenir a une interaction de portée non nulle pour lui donner un sens pré-
cis. C’est ce que nous ferons au chapitre suivant quand nous décrirons le
collapse de Thomas.

2-2  Quels états liés pour la particule 1égere?

Nous abordons le probleme a trois corps mMM, avec les particules
M supposées pour l'instant infiniment lourdes, et donc immobiles. Nous
notons R leur distance et nous supposons qu’elles sont placées symétri-
quement par rapport a l'origine des coordonnées, aux points =R/2 (avec
R # 0). Nous nous intéressons aux états liés du mouvement de la particule
légere de masse m en supposant qu’elle interagit de la méme fagon avec les
deux particules lourdes, interaction décrite par un pseudo-potentiel associé
a la longueur de diffusion a.

Nous allons chercher la forme du ou des états liés en traitant ’action du
pseudo-potentiel par 1'intermédiaire des conditions aux limites de Bethe-
Peierls. Notons 5 5

h
E=-—" (24)
2m,

I'énergie de l'état lié recherché, avec x > 0. Notons que puisque M > m, on
a m, =~ m. Notre but est de déterminer la valeur de x en fonction des deux
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parametres du probleme, la longueur de diffusion a caractérisant l'interac-
tion mM et la distance R entre les deux particules lourdes.

En dehors des points =R /2, la fonction d’'onde de 1’état lié doit étre une
solution réguliére de I'équation

h2

V2 = k%) (25)
2m,

V3(r)=Ey(r) =

et cette fonction d’onde doit obéir aux conditions aux limites (& un coeffi-
cient multiplicatif pres)

1 1

Cette fonction d’onde est donc de la forme :
A e—)<,|'r-—R/2\ B e—fc|'r’+R/2\ oy
Y = AT Rme TP TR (27)

Il nous faut maintenant trouver, pour un R donné, le choix de x, A et B qui
permet d’assurer que cette condition aux limites est bien vérifiée.

Quand on prend la limite r — R/2, les termes en |r — R/2|™! et en
|r — R/2|° s’écrivent :

lr — R/2|7": A (28)
—kR

e
—A B . 2
K+ 7 (29)

Ir— R/2

Ces deux termes doivent étre dans un rapport —1/a pour vérifier la condi-
tion aux limites (26), ce qui impose :

e "R A
—Ax+ B =—— 30
K+ R a (30)
De méme, on trouve pour r — —R/2
e "R B
A — Bk =——. 31
7 h=— (31)
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Pour chaque valeur de x, on obtient donc un systeme de deux équations
a deux inconnues pour déterminer les coefficients A et B :

1 e—nR

A (7 - ) B = 32
P K|+ 7 0 (32)
—kR 1

A +B<f—n) - 0. (33)
R a

Ce systéme admet une solution autre que la solution triviale (0,0) si et
seulement si son déterminant est nul, ce qui impose que « soit tel que :

1 e "R —kR
1_ 1 e
aé—};R %ﬁﬁ =0 < g—m:i 7 (34)
ce qui se ramene aux deux équations suivantes :
R —kR
nR—E:e etdonc A=1B (35)
et
R —KkR
kR— — = —e etdonc A=-B (36)
a

La symétrie ou l’antisymétrie des coefficients A et B pouvait étre pressen-
tie puisque les deux particules M jouent des roles similaires. En d’autres
termes, I’hamiltonien et les conditions aux limites de Bethe—Peierls sont in-
variants dans le changement r — —r, et on peut donc chercher les états
propres de ’hamiltonien sous forme de fonctions paires ou impaires.

Ces deux solutions symétriques et antisymétriques sont trés semblables
aux orbitales liantes et antiliantes de la liaison chimique. Il est simple de vé-
rifier que la valeur de « solution de (35) est toujours supérieure a celle pour
(36), ce qui entraine que (35) correspond a I'énergie minimale —k%k?/2m.
La fonction d’onde de la particule 1égeére (27) n’a alors pas de nceud puisque
A = B, comme on 'attend pour tout état fondamental. Au contraire la so-
lution de (36) conduit a A = —B et la fonction d’onde (27) s’annule sur le
plan médian des deux particules lourdes.

Pour progresser dans la résolution de ce probléme, il est maintenant
utile de séparer les trois cas |a| = 400, a > 0, et a < 0, et nous allons
commencer par le cas résonnant, |a| = +oo.
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—1 |
0 1 2

kR

Frcure I1L5. Résolution graphique de I'équation (35) dans le cas |a] = oo,
c’est-d-dire kR = exp(—xR). On trouve une et une seule solution kR = ) avec
Q ~ 0.567 143.

2-3 Le cas résonnant |a| = +0c0

Une situation particuliérement remarquable se produit dans le cas réso-
nant a = %00, pour laquelle les deux équations (35) et (36) s’écrivent :

kR =e "R (37)

solution symétrique :

et

kR = —e " (38)

solution antisymétrique :

Les quantités « et R étant toutes deux positives, seule la premieére de ces
deux équations, qui correspond a l'orbitale liante A = B dans (27), posséde
une solution.

Rappelons que 'on est alors juste au seuil d"apparition d'un état lié pour
le probléme a deux corps mM, quand une seule des particules lourdes est
présente. En revanche, quand les deux particules lourdes sont présentes,
la solution de (37) est une valeur non nulle de x, donc un état lié de la
particule légere autour des particules lourdes :

a==200: avec Q= 0.567 (39)

KZZE
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ott la constante (2 est 'unique solution de I'équation transcendante ) = e~

(figure IIL5).

L'énergie fondamentale de la particule légere en interaction avec les
deux particules lourdes est alors :

2
a=+o0: E(R) = —QQQLRQ avec 02 =~ 0.322 (40)
m

Quand nous interpréterons plus loin cette énergie comme un potentiel d’in-
teraction entre les deux particules lourdes, nous disposerons ainsi de la loi
en 1/R? conduisant a l'invariance d’échelle mentionnée dans les chapitres
précédents. Nous voyons donc comment une interaction a longue portée
peut émerger a partir d’un potentiel de portée nulle.

Notons que par simple analyse dimensionnelle, on pouvait prévoir que
I'énergie de l'état fondamental de la particule légere dans le cas a = oo
serait proportionnelle a 4% /mR?, puisque c’est la seule échelle d’énergie du
probléme. On ne pouvait néanmoins pas prévoir le signe de cette énergie
et encore moins le coefficient de proportionnalité —Q? /2.

3 Longueur de diffusion finie et probleme m M M

3-1 Préliminaire : la fonction de Lambert

Dans ce qui suit, nous serons amenés a utiliser la fonction de Lambert
W (x) [cf. figure I11.6] définie comme 1'unique solution W (z) pour z > —e ™!
de I'équation
WeV = . (41)
La fonction W — WeV étant une bijection de [—1, +oo[ vers [—e™!, 40|,
elle est inversible et il y a un seul I solution de (41) pour toute valeur de
x dans l'intervalle [—e ™!, +-o0[. La fonction de Lambert est croissante et on
trouve pour les petites valeurs de « :

|z] < 1: W(z) ~x— 22 + O(z?), (42)
Dans le régime opposé des grandes valeurs de z, on a

x> 1; W(z) =~ Inz, (43)
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FiGure I11.6. Haut : fonction W — WeW. Bas : la fonction de Lambert W (z) est

Uinverse de la fonction tracée en haut, définie sur le domaine x > —e™".
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a des corrections logarithmiques pres. Signalons enfin un point particulier
que nous avons déja rencontré en §2-3; il s'agit de @ = W (1) = 0.567-- -,
c’est-a-dire la solution de Qe = 1.

3-2 Cas d’une longueur de diffusion a > 0

Nous nous intéressons maintenant a la situation o1 un état lié a deux
corps mM existe. Nous retrouvons cet état lié en prenant la limite R —
oo dans (34), qui conduit a k = 1/a : la particule légere se lie a une des
deux particules lourdes pour former un dimere mM d’énergie —h?/2ma?.
La question est maintenant de voir si on peut obtenir un abaissement de
I'énergie de cet état lié, c’est-a-dire une augmentation de «, quand les deux
particules lourdes se rapprochent I'une de 'autre.

L'orbitale liante. Cette solution est associée au nombre d’onde « solution
de (35), que nous reproduisons ici :

R
KR — — = ¢ "E,

) (44)

Pour une valeur donnée de R/a, la résolution de cette équation transcen-
dante avec I'inconnue xR peut se faire de maniére graphique et on trouve
immédiatement qu’il y a toujours une et une seule solution (figure II1.7).
Ce choix conduit a la fonction d’onde symétrique A = B en (27).

Cette solution peut s’écrire formellement en terme de la fonction de
Lambert introduite en § 3-1. Pour cela, écrivons (44) sous la forme

(FE — l) R=e"F = ¢ (iu)Bg~R/a (45)
a
ou encore .
WeW = e F/a avec W = (/i - 7> R, (46)
a

ce qui conduit a :

a > 0, orbitale liante : k(R)=—+ (47)
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solution

k=1/a

0 1 2
kR

Ficure II1.7. Résolution graphique de I'équation (44) dans le cas a > 0 pour
Vorbitale liante, ¢’est-d-dire x — x¢y = e~ % avec x = KR et xg = R/a. On trouve
une et une seule solution avec k > 1/a pour toute valeur de R.

L'énergie correspondante F(R) = —h?k?(R)/2m pour le systeme mM M
est tracée en trait continu sur la figure IIL.8. Elle est toujours plus basse que
'énergie —h?/2ma* du dimere mM et cela d’autant plus que R est petit.
Cela suggere que 1’échange de la particule légeére entre les deux particules
lourdes permet de stabiliser le systeme a trois corps, nous y reviendrons en
détail plus tard.

Aux grandes distances R > a, on peut utiliser le développement
W(x) ~ x pour z < 1, qui conduit a :

R e—R/a
>a: ~ —
a K a + R

(48)

et donc a I'énergie

hQ h2 —R/a
E(R) ~ _ vt (49)

R > a > 0, orbitale liante : —
2ma? ma R

ce qui correspond a un potentiel de Yukawa de portée a.

Dans la limite R < a, on peut négliger le terme en 1/a dans (44) devant
le terme en 1/R (e "% est d’ordre 1 dans ce cas) et on se retrouve dans la
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Ficure II1.8. Pour a > 0, variation de I'énergie E(R) de la particule légére (en
unités de h? /ma?) en fonction de la distance R (en unités de a) entre les deux
particules lourdes. Pour l'orbitale liante [A = B dans (27) et solution de (44)],
I'énergie représentée en trait continu est abaissée en tout point R par rapport d
I'énergie du dimére mM , donnée par —h?/2ma?. Pour l'orbitale antiliante [ A =
—B dans (27) et solution de (51)], I'énergie représentée par un trait pointillé est
une fonction décroissante de R 4 partir de R > a et ne peut pas conduire d la
formation d'un édifice a trois corps stable.

situation (37), ce qui conduit a :

Q o h? 9
Linvariance d’échelle associée au potentiel en —1/R? ne sera toutefois pas

exacte, puisque ce potentiel ne s’étend pas jusqu’a l'infini.

L'orbitale antiliante. Considérons maintenant 1'équation (36), condui-
sant a la solution A = —B, c’est-a-dire une orbitale antiliante avec une
fonction d’onde pour la particule légére qui s’annule sur le plan médian
des deux atomes lourds.

On doit donc résoudre

(51)
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0 1 2
kR

Ficure IIl.g. Résolution graphique de I'équation (44) dans le cas a > 0 pour
Vorbitale antiliante, ¢’est-d-dire x — xog = —e~* avec v = kR et xg = R/a. On
a pris deux valeurs de R, Ry < a et Ry > a. On trouve une solution pour Ry
(droite en trait continu), mais pas pour Ry (droite tiretée).

Cette équation admet une solution si et seulement si R/a > 1, et la valeur
de  obtenue est toujours inférieure a 1/a (figure I11.9). En d’autres termes,
I’énergie de liaison a trois corps —h?k%/2m est moins grande (en valeur
absolue) que l’énergie de liaison —A? /2ma? du dimere mM seul. L'énergie
du systéme sera donc minimisée en éloignant les deux particules lourdes
I'une de l'autre (R — 00), ce qui n’est pas favorable a la formation d’un
trimere mM M (figure II1.8, courbe pointillée).

Quand cette solution existe, on peut la aussi 'exprimer a partir de la
fonction de Lambert :

I{(R):1+M

R > a > 0, orbitale antiliante : 7
a

(52)

qui est définie quand son argument est plus grand que —e~!, donc pour
R > a. On en déduit I'énergie a grande distance :

K2 K2 e—R/a

R > a > 0, orbitale antiliante : — +
2ma? ma R

E(R) ~

(53)
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kR

Ficure II1.10. Résolution graphique de I'équation (54) dans le cas a < 0, c’est-d-
dire x+xo = e~ * pour l'orbitale liante, et x+xo = —e™* pour l'orbitale antiliante
(z = kR, zo = R/|a|). La solution pour l'orbitale liante n’existe que si R/|a| < 1.
Il n’y a jamais de solution pour l'orbitale antiliante.

3-3 Cas d’une longueur de diffusion a < 0

Dans ce cas, il n'y a pas d’état lié pour le dimere m M : I'attraction entre
M et m n’est pas suffisamment forte pour lier les deux particules. En re-
vanche, si R est suffisamment petit, plus précisément si R < |al, la réso-
lution graphique de la figure II1.10 montre qu'il y a une solution x > 0 a
I'équation (35) pour l'orbitale liante, que nous réécrivons ici en prenant en
compte le fait que a est négative :

kR + il e "R, (54)

jal

L'énergie fondamentale de la particule légere est donc négative dans le
cas R < |al (figure II.11). Elle croit avec R jusqu’au point R = |a, et elle
s’annule a partir de ce point. Le potentiel d’interaction est attractif (a sup-
port borné), et cela ouvre la possibilité qu'un ou plusieurs états liés du
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systéme a trois corps mM M puissent exister dans ce cas, comme nous le
verrons au chapitre suivant.

La résolution de (54) peut toujours se faire a 1’aide de la fonction de
Lambert et on trouve :

1 W(eR/lal
a <0, R < |a|, orbitale liante : K= Tl + % (55)

On s’intéresse a des solutions avec « > 0 pour que la fonction d’onde (27)
tende vers 0 a l'infini. Il faut donc que

R
W(eR/laly 5
() >

(56)

ce qui permet de retrouver le critére R < |a| (on a en effet W(e) = 1).

Notons pour terminer que 1’équation (36) déterminant la valeur de «
pour l'orbitale antiliante n’a pas de solution pour a < 0, puisque les deux
membres de gauche devraient étre positifs alors que le membre de droite
est négatif dans ce cas.

4 Généralisation au probléme a N corps

La modélisation des interactions binaires mM par la condition aux li-
mites de Bethe—Peierls est formellement trés simple et elle se préte bien a
une généralisation ot 'on augmente le nombre de particules légeres et/ou
de particules lourdes. Nous allons en donner quelques exemples (sans
souci d’exhaustivité) dans les paragraphes qui suivent.

4-1 Peut-on lier I’édifice a quatre corps mmMM?

Pour commencer notre étude a plus de trois corps, supposons que 1'on
dispose de deux particules légeres identiques, n’interagissant pas entre
elles. Ces particules évoluent autour des particules lourdes, toujours sup-
posées immobiles en £ R/2. On se pose la question de la stabilité de cet édi-
fice : son énergie s’abaisse-t-elle quand on approche les particules lourdes
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Ficure II1.11. Pour a < 0, variation de I'énergie E(R) de la particule légére (en
unités de h? /ma?) en fonction de la distance R (en unités de a) entre les deux
particules lourdes. On rappelle que dans ce cas a < 0, le dimére mM n’est pas lié
et I'énergie du systeme mM est toujours positive. L'énergie de I'état fondamental
de la particule 1égére dans le systéeme mM M est négative pour R < |a|, et nulle
au deld.

depuis R = oo? Cette question est équivalente, pour une interaction en
pseudo-potentiel, a celle de la formation de la molécule Hy, dans un état
singulet ou triplet, avec les deux protons dans le role des particules lourdes
et les deux électrons dans le role des particules légeres.

Cette question n’est pertinente que si les particules m sont fermioniques.
5’il s’agit de bosons, on peut bien siir en accumuler autant qu'on veut dans
l'orbitale liante et obtenir un édifice dont 'énergie croit avec R; on peut
alors espérer former un état lié, au moins en absence de potentiel répulsif
a courte portée entre les particules lourdes.

Si les particules m sont des fermions de spin 1/2, on peut placer deux
particules sur l'orbitale liante si 1’état de spin total est un état singulet, et
obtenir I'énergie 2F(R), ou E(R) = —h?k?/2m avec k donné en (47) ou en
(55). La encore, on fabrique un état mmM M dont I’énergie croit avec R, et
qui donc va tendre a former un état lié.

Le cas ot les particules légeres sont des fermions polarisés est moins
évident. Il faut alors disposer une particule légere sur l'orbitale liante et
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FiGure II1.12. Energie du systéme mmM M quand on place les deux particules
légéres sur les deux orbitales liante et antiliante. Les particules lourdes M sont
supposées fixes et séparées par une distance R. Le calcul est fait pour 0 < a < R,
condition nécessaire pour que l'orbitale antiliante existe.

I'autre sur l'orbitale anti-liante, ce qui nécessite bien stir que celle-ci existe.
Cette condition exclut d’emblée la situation a < 0 et ¢ = oco. Dans le cas
a > 0, il faut se placer dans la situation R > a et 1’énergie obtenue s’écrit

2

R>a: Eiwi(R)=EL(R)+ E_(R) = _2% (k3 +K2) (57)
avec
efR/a
ea(py = L TR (58)

Cette énergie est tracée sur la figure 1I1.12. C’est une fonction décroissante
de R, ce qui indique que l'édifice mmM M n’est pas lié. Il va tendre a se
séparer en deux dimeres mM qui sont quant a eux bien liés, puisque nous
avons considéré le cas a > 0.

Nous pouvons trouver une expression asymptotique de FE.(R) pour
R > a en utilisant le développement (42) de la fonction de Lambert :

1 e Bl
k+(R) =~ o + 7 7

e—2R/a

(59)
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Cela donne pour FEi (R) définie en (57) :

h? 212
R>a>0: Etot(R)%—i—F (1 a ) e—ZR/a (60)

ma2  maR \" 2R

qui est effectivement une fonction décroissante de R et qui conduit bien
a une dissociation en deux dimeéres. Cette énergie est tracée en pointillé
sur la figure III.12 et elle donne effectivement une bonne approximation
du résultat exact des que R 2 1.5a. Ce résultat est un cas particulier de
celui dérivé pour N particules lourdes et N particules légeres par Petrov,
Astrakharchik et al. (2007) (voir §4-4).

4-2 Deux particules lourdes et NV particules 1égeres

Dans ce paragraphe, nous considérons I’extension de la procédure déve-
loppée précédemment au cas ot les deux particules lourdes sont plongées
dans un bain de particules légeres. Nous supposons que ces particules 1é-
geres sont des fermions polarisés, et qu’elles sont préparées a température
nulle. Nous souhaitons déterminer le type d’interaction médiée par le bain
qui apparait entre les deux particules lourdes.

De maniére générale, une particule lourde placée dans un bain de parti-
cules légeres (bosoniques ou fermioniques) forme un polaron (voir Scazza,
Zaccanti et al. (2022) pour une revue récente). Le probléme qui nous inté-
resse ici peut donc étre formulé en termes d’interaction polaron-polaron,
dans le cas simple d'un bain de fermions sans interaction. On pourra
consulter Fujii, Hongo et al. (2022) et ses références pour la discussion d'un
bain superfluide, donc composé de particules en interaction.

Pour résoudre le probléme qui nous intéresse, a savoir 1’état a tempéra-
ture nulle du bain de fermions polarisés, il faut déterminer les N premiers
niveaux d’énergie des particules légeres du fait de la présence des parti-
cules lourdes en + R /2. Ce probleme a été traité par Nishida (2009) et nous
suivons ici sa démarche, qui est directement inspirée de I'approche de Beth
& Uhlenbeck (1937) pour calculer le deuxiéme coefficient du viriel (cours
2022, chapitre 1).

Les états accessibles aux particules légeres sont de deux types :
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— Etat(s) discret(s) d’énergie négative : on sait quil y en a un ou deux
danslecasa > 0 (selonla valeur du rapport R/a) et un seul poura < 0
ou a = co. Nous connaissons déja ces états, obtenus par résolution de
(35-36).

— FEtats du continuum : ces états ont une énergie positive, ils occupent
I'ensemble de 'espace, et leur fonction d’onde est "distordue" par la
présence des particules lourdes.

Puisque nous connaissons déja les deux états discrets, intéressons-nous
maintenant aux états du continuum. Ce sont des solutions de

h2

h2k2
—— V%) =Ey &
2m

E =
avec om

V3 + k%) =0 . (61)
On s’intéresse aux solutions réguliéres en tout point sauf en r = +R/2 et
qui satisfont en ces deux points la condition de Bethe-Peierls.

Etats de diffusion pour un centre unique. Rappelons tout d’abord ce qui
est attendu pour un seul centre diffuseur décrit par la condition de Bethe-
Peierls et placé en r = 0. On sait que la diffusion ne se produit qu’en onde s
et que les autres ondes partielles ne sont pas affectées par le centre diffuseur.
Pour tout vecteur d’onde incident k, 1’état stationnaire de diffusion est de
la forme

elkr

Uulr) = 7+ f () (62)

ce qui donne apres projection sur l'onde s (c’est-a-dire moyenne sur les
angles en coordonnées sphériques ¢, ¢) :

_ eikr _ efikr eik'f
() = —— —— + f(k) =~ (63)
ou encore
) =~ S st (64)
R ik T 2k ©
ot 'on a introduit le déphasage 6 (k) pour la diffusion en onde s
1 ; 1 k
k) = — (g2i0(k) _ 1 _— = —— —ik.
HORE G ) e Fk) " tano(k) (65)

La forme (64) peut encore s’écrire, & un facteur global e!*(¥) pres, sans im-

portance ici :
() = sin [krk—: 5(k)] . (66)
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Etats de diffusion pour deux centres. Dans le cas de la diffusion par deux
centres du pseudo-potentiel localisés en +R/2 et —R/2 (c’est-a-dire les
deux particules M supposées fixes), on peut chercher les états stationnaires
de diffusion sous la forme :

Sin[klr — R/2 1 02 (k)]  sin[klr + R/2| + 65 (k)]
Vit (1) = Hr — R)2) * Hr+ R)2) 67)

L'indice + désigne ici la symétrie de chaque état par échange des centres :
R/2 <» —R/2. En effet, comme en §2, on peut chercher les états propres
de I'hamiltonien sous forme de fonctions paires ou impaires de r, étant en-
tendu que le déphasage pour un état pair, 6 (k) (le méme pour chacun des
deux centres diffuseurs), est a priori différent du déphasage pour un état
impair, 0_ (k) (1a aussi le méme pour chaque centre diffuseur).

La condition de Bethe-Peierls impose :

sin[kR + 4 (k)]

R (68)

,é sin[04 (k)] = cos[6+ (k)] £

qui se résout en
kR + sin(kR)

tan[d+ (k)] = 7m.

(69)

Pour évaluer la modification apportée par les particules lourdes a la
densité d’états pour la particule légere, supposons que celle-ci est conte-
nue dans une grande sphére de rayon Ry >> R, et que sa fonction d’onde
Yk, + (r) doit s'annuler sur les parois de cette sphére. Utilisons le dévelop-
pement suivant dans 1’argument des sinus intervenant dans (67)

1
r>R: \T:I:R/2|m7":|:§Rcose (70)
ol  est I'angle entre r et R, et prenons plus simplement |r + R/2| ~ r au

dénominateur de (67). On trouve alors que la condition d’annulation de

Y+ (r) enr = Ry est satisfaite pour tout 6 si et seulement si :
sin [kRy + 04 (k)] =0 ou cos[kRy+d_(k)] =0 (71)

soit deux ensembles de valeurs possibles pour & :

Mmﬁ%+%$:nw Mﬁ%+&kﬁﬁn+ﬂﬂw‘ (72)
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Rappelons par ailleurs qu’en ’absence de potentiel diffuseur, les conditions
de quantification dans une spheére de rayon R, s’écrivent k, Ry = nr [resp.
knRo = (n + 1/2)7] pour les ondes de moment cinétique ¢ pair [resp. im-

pair].

Energie de Fermi pour les particules 1égéres. Nous étudions maintenant
I"énergie nécessaire pour remplir tous les niveaux d’énergie des particules
légeres jusqu’a une valeur donnée p = h%k%./2m. Le changement d’énergie
lié a la présence des deux centres diffuseurs s’écrit donc :

2 2 kr

AE(R) = —%(ni+m3)+% Yol k) = (kK 2] (73)

En utilisant

2
= g =0 () = s (74)
on peut écrire ce changement d’énergie comme :
2 ) B2 ke
AB(R) =~ (s 4+ 52) - %/O k(5. (k) +0_(k)] dk.  (75)
L'énergie d’interaction entre les deux particules lourdes vaut alors
h2k?
V(R) = AE(R) — AE(+00) = %jv@mR) (76)

ol la quantité sans dimension v(kpR) caractérise les propriétés physique
du probleme. Cette quantité, elle-méme dépendant du parameétre sans di-
mension kra, est tracée en figure II1.13, extraite de Nishida (2009) et elle
présente les caractéristiques suivantes :

— Dans le régime unitaire a = oo, I'invariance d’échelle du probléme a
trois corps est brisée puisque le bain fermionique ameéne son échelle
de longueur kx'. On voit sur la figure I11.13 que v(kr R) présente des
oscillations amorties avec cette échelle de longueur caractéristique.

— Danslerégime des valeurs positives et relativement faibles de a (kra <
1), le bain fermionique crée un potentiel répulsif assimilable & un cceur
durenr = a.
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Ficure IIl.13. Energie d’interaction effective v(kpR) entre deux particules
lourdes plongées dans un bain de particules fermioniques polarisées. Trait tireté :
(akp)™Y = =5, trait plein : régime unitaire (akp)~' = 0, trait pointillé :
(akp)™' = 5. La figure du bas est un agrandissement de la figure supérieure.
Figures extraites de Nishida (2009).
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— Dans le régime des valeurs négatives et relativement faibles de a
(krla] < 1), le bain crée un potentiel essentiellement attractif, qui
prend des valeurs significatives pourr < |a|. Dansla limite a — 0_, Ni-
shida (2009) montre que I'on retrouve le potentiel RKKY (Ruderman-—
Kittel-Kasuya—Yosida) entre deux impuretés magnétiques dans un li-
quide de Fermi.

Cette étude de Nishida (2009) a récemment été reprise par Sun & Cui
(2019) avec en ligne de mire le cas d’'impuretés '*3Cs plongées dans un bain
de SLi. Nous aurons l'occasion de revenir sur ce mélange dans le chapitre
suivant.

4-3 N particules lourdes et 1 particule 1égere

Le cas mM M - -- M est lui aussi une généralisation directe du forma-
lisme que nous avons mis en place dans la section 2. On considere IV par-
ticules de grande masse, immobiles aux points Ry, - - - , Ry. Une particule
légere, de masse m, évolue au sein de cet ensemble de centres diffuseurs et
on cherche les états liés possibles de cette particule. Un exemple possible,
étudié par Christianen, Cirac et al. (2022), est celui d'un atome de 5Li bou-
geant dans une assemblée d’atomes de '33Cs.

La fonction d’onde de la particule légere associée a une énergie F néga-
tive (donc un état 1ié) peut étre cherchée sous la forme

N, eklr—R; h%k?
¢(T):Z::AJW7 E:—%- (77)

Cette fonction d’onde est la généralisation de la fonction d’onde (27) uti-
lisée dans le cas N = 2. En dehors des points r = R;, c’est une solution
de I'équation de Schrodinger pour une particule libre d’énergie négative,
V2 = k2 et il faut maintenant s’assurer que la condition aux limites de
Bethe-Peierls est satisfaite aux N points R;.

Prenons un point R; parmi les N possibles. Le terme en |r — R;|~! qui
émerge dans (77) quand on prend la limite r — R; est:

termeen |r — Ry : A, (78)
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De méme, le terme en |r — R;|° dans cette limite » — R, est

terme en [r — R;|° : —KkA; + ZAj 7 (79)

e—HRM‘
i gl
La condition de Bethe-Peierls exprime que ces deux termes doivent étre
dans un rapport —1/a, ce qui sécrit :

1 el
J#i
Cette condition doit étre vérifiée pour tous les indices i = 1,--- , N, ce qui

signifie que les coefficients A; doivent satisfaire un systeme de IV équations
a N inconnues :

[(M][A;] =0 (81)
ot [M] désigne la matrice N x N définie par :
1 ) ' e—mRu
M = P i#j: M= R (82)

Pour que la solution de ce systeme soit autre que la solution nulle 4; = 0
pour tout 4, il faut que le déterminant de la matrice [M)] soit nul :

det[M] =0 (83)

ce qui fournit, pour un jeu de positions R; données, une série de valeurs
positives possibles pour &, et donc une série d’états liés pour la particule
légere.

4-4 Systeme dilué : le potentiel binaire retrouvé

Nous poursuivons notre étude du cas mM M - - - M et nous nous plagons
dans ce paragraphe dans le cas a > 0, c’est-a-dire quand il existe un état lié
entre la particule légere et une particule lourde. Nous supposons de plus
que le gaz de particules lourdes est dilué, avec une distance moyenne entre
particules lourdes grande devant a. Ce cas a été étudié en détail par Petrov,
Astrakharchik et al. (2007) et nous allons suivre ici leur démarche.
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Si les particules lourdes sont infiniment loin les unes des autres, le ni-
veau fondamental de la particule légere est N fois dégénéré et il a pour
énergie £y = —h?/2ma?, c’est-a-dire k = 1/a. La particule légere peut en
effet se lier a une des N particules lourdes, sans que les N — 1 particules
restantes ne jouent un réle.

Prenons maintenant en compte de maniere perturbative le couplage
possible entre les effets de ces particules lourdes. La dégénérescence d'ordre
N du niveau d’énergie I, va étre levée et on va obtenir une série de IV
états d’énergie autour FEj. Introduisons z = 1 — x que nous allons traiter
comme un petit parameétre. Cette variable apparait directement sur les N
coefficients diagonaux de la matrice [M)]. Par ailleurs, les coefficients non

diagonaux de cette matrice peuvent se développer sous la forme

7,{R

. . e "
I M;; = i ~ Gy + xHyy, (84)

ij
oul'on a posé
e—Rij/(L R
Gij=—5—,  Hy=c il (85)
R,jj

Ces coefficients G;; et H;; sont exponentiellement petits quand la distance
moyenne entre particules lourdes devient grande devant a. Le déterminant
de la matrice [M] peut donc se développer comme un polyndme vis-a-vis
de la variable = dans lequel on ne va garder que les termes dominants, en
utilisant G, H;; < ¢ < 1:

x s Gij + l‘Hij
0=det[M] = x (86)
Gij + SCHij s X
R )
~ ZCN — §l‘N 2 Z (GU + xH,J) (87)
i,

Q

! 1 ’
SL’N — .I‘N_l Z GinZ‘j — §$N_2 Z GEJ (88)
i,j 0,J

oll les sommes portent sur toutes les paires (4, j) en excluant le cas i = j
(c’est le sens du symbole  sur le signe somme). Le facteur 1 évite le double
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comptage de (i, j) et (j,4). Les termes négligés! font intervenir des puis-
sances supérieures des e fii/a_On obtient ainsi N valeurs de z, donc de &,
que nous noterons z, et ko (@ =1,...,N).

Supposons maintenant que I'on dispose de N particules légeres, traitées
comme des fermions polarisés, soit m - - - mM - - - M. L'état fondamental du
systéme a N + N particules s’obtient en disposant les NV particules légeres
sur les N états que nous venons d’identifier, et on s’intéresse a 1’énergie de
cet état fondamental :

N
h2k2 (N 2 )
T G v I

Cette quantité peut étre évaluée a partir des relations bien connues donnant
les sommes des racines d’un polyndéme de degré N. A partir de (88), on
trouve :

ZIO‘ == ZGZJHU
a 1,7

dont on déduit

> waxs=-Y G} (90)
o, ¥

, , 2
a 0, i,

ot1 le second terme du membre de droite est exponentiellement petit devant
le premier.

On arrive alors a l'énergie de l'état fondamental des N particules 1é-
geres :

1 h2
E~ FEy+ 3 ;j U(R;j) avec Fy= _N2ma2 (92)
otl le potentiel binaire U (R) est identique a celui apparaissant en (60) :
212 a
— 1 _ —QR/G,
U(R) maR ( QR) ¢ (93)

1. On néglige en particulier des termes en e~ i3 /%e ™%/ qui ne sont significatifs que si
les trois particules lourdes i, j, k sont dans un voisinage de taille a.



Chapitre III - De l'interaction de contact au potentiel en 1/r>

§4. Généralisation au probléme a N corps

11 s’agit d'un potentiel répulsif entre les particules lourdes, 'énergie étant
minimisée en plagant infiniment loin les uns des autres les dimeres mM.

En conclusion, si le cas mM - - - M peut donner naissance a un état lié
collectif en abaissant 1'énergie par rapport a mM (avec les N — 1 autres
particules M immobiles a I'infini), ce n’est pas le cas si on cherche a mettre
autant de particules légeres que de particules lourdes. Le principe de Pauli
oblige en effet a placer certaines des particules m sur des orbitales anti-
liantes, ce qui déstabilise 1'édifice N + N. Une question intéressante, mais
qui dépasse le cadre de ce cours, porte sur le cas général N,, + Ny, abordée
par exemple par Givois, Tononi et al. (2022) qui prévoient dans un modele
a une dimension, la formation d’ondes de densité.
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Chapitre IV

L'effet Efimov pour un systeme léger-lourd-lourd

Dans ce chapitre, nous continuons notre étude du probléme a trois
corps, composé de deux particules lourdes de masse M et d"une particule
légere de masse m (figure IV.1). Comme au chapitre précédent, nous sup-
posons que les particules lourdes n’interagissent pas entre elles, en dehors
d’un potentiel de cceur dur qui les empéche de s’approcher a une distance
inférieure a Ry. L'interaction m.M est décrite par les conditions aux limites
de Bethe—Peierls pour une longueur de diffusion a, qui peut étre positive,
négative, ou encore infinie pour le cas résonant.

Au chapitre précédent, nous avons supposé que les particules lourdes
étaient au repos en =R /2 et nous avons déterminé les états d’énergie pos-
sibles de la particule légeére, en particulier son état fondamental d’énergie
E(R) < 0.Nous allons maintenant nous intéresser a la dynamique des par-
ticules lourdes en nous placant dans le cadre de 'approximation de Born—
Oppenheimer (Efimov 1973 ; Fonseca, Redish et al. 1979) ; cela signifie que
nous considérons que ces deux particules lourdes évoluent dans le potentiel
effectif :

V(R) = E(R) si R>Ry (1)
V(R) = 400 si R<Ry (2)

ot le coeur dur en Ry (avec Ry < |a|) empéche la "chute sur le centre" qui
peut se produire pour un potentiel en 1/R? (cf. chapitres 1 et 2). Nous al-
lons voir que les deux particules lourdes peuvent ainsi se lier I'une a l'autre
grace a 1'échange de la particule légere : le fait que cette particule légere
puisse sauter d'un atome lourd a 1’autre crée en effet une interaction effec-

tive attractive entre ces deux atomes lourds.

Lapproximation de Born-Oppenheimer repose sur 'inégalité m < M,
qui entraine que I’échelle de temps associée au mouvement de la particule
légeére est beaucoup plus courte que celle associée aux atomes lourds. Cela
assure que la particule légeére suit adiabatiquement le mouvement des par-
ticules lourdes. Par rapport a I'approximation adiabatique standard, on fait
dans l'approximation de Born—-Oppenheimer 1’hypothése supplémentaire
que l'on peut négliger le role des potentiels géométriques scalaire et vec-
toriel (ce dernier étant notamment a l'origine de la phase de Berry). Nous
reviendrons sur le role de ces potentiels au chapitre 6, quand nous analyse-
rons l'origine du "parametre a trois corps”, qui généralise la notion de coeur
dur quand les trois particules sont identiques.

Rappelons les principaux résultats du chapitre précédent concernant
I'énergie E(R) de I'état fondamental de la particule légere, selon la valeur
de la longueur de diffusion a (figure IV.2) :

— Dans le cas a = +oo, I'énergie F(R) varie comme 1/R?, avec un coeffi-
cient qui fait intervenir la racine de I’équation transcendante z = ™%,

Cette racine est notée (2 ~ 0.567 143 et on a trouvé

h20?

(3)

— Pour une longueur de diffusion ¢ < 0, 'énergie E(R) est strictement
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Ficure IV.1. Le probléme mM M étudié dans ce chapitre. L'interaction MM est
supposée entierement due d la présence de la particule légere, en dehors d une inter-
action de ceeur dur qui empéche les deux particules lourdes de s’approcher a moins
de Ry l'une de I'autre.

nulle pour R > |a|. En dessous de cette valeur, elle est donnée par

2 a 2
0<0, R<la: ER)—-1— {i—w] 4)

2m | |al R

ot W (z) est la fonction de Lambert, solution de We" = . Rappelons
quil n'y a pas de dimere lié mM dans ce cas pour une interaction mM
décrite par le pseudo-potentiel (i.e. par les conditions aux limites de
Bethe—Peierls).

— Pour une longueur de diffusion a > 0, nous avons montré pour l'orbi-
tale liante que

a>0:

h? {1 W (e B/a) } ? (5)

ER) == 1ot &

En particulier, pour R — 400, onretrouve l'énergie du dimére lié mM :

h2
2ma?’

(6)

Edim = -
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Ry R

Ro a R

Frcure IV.2. Les trois cas possibles pour le potentiel effectif V (R) généré entre les
deux particules lourdes par échange de la particule légére [Egs. (1-2)]. Haut : cas
a < 0, pour lequel V(R) est strictement nul pour R > |a| [Eq. (4)]. Milieu : cas
résonant a = oo conduisant a V(R) oc 1/R? en dehors du cceur dur [Eq. (3)].
Bas: cas a > 0, pour lequel le dimére lié m M d’énergie —h? /2ma? existe [Eq. (5)].
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Rappelons que la condition m < M entraine que la masse réduite du
systéme mM est voisine de m.

Pour analyser le mouvement des deux corps de masse M, nous nous
placons comme toujours dans le référentiel de leur centre de masse et nous
nous intéressons a la dynamique de la particule relative de coordonnées R,
de masse réduite M /2, et soumise au potentiel V (R) défini en (1-2). Ce po-
tentiel étant invariant par rotation, on cherche une base propre commune
a 'hamiltonien, a ? et a L.. La partie angulaire est donnée par une har-
monique sphérique et I'équation de Schrodinger pour la fonction d’onde
radiale réduite u(R) = R(R) s’écrit, pour une longueur de diffusion a
donnée :

h2

, h20(0+ 1)
— 7 (R) + <V(R) o

YT ) u(R) = E u(R). 7)

Nous allons nous intéresser aux possibles états liés, d’énergie £ < 0. Rappe-
lons que si les particules lourdes sont des bosons (resp. fermions) polarisés,
seuls les canaux de ¢ pair (resp. impair) sont autorisés. Si ces particules sont
discernables, par leur état de spin par exemple, il n’y a pas de contrainte sur
L.

En pratique, puisque nous nous intéressons principalement a 1’état fon-
damental du systeme (a M/m et a fixés), nous allons nous concentrer sur
les états ¢ = 0 pour des bosons et ¢/ = 1 pour des fermions polarisés, les
autres canaux de moment cinétique correspondant a une énergie minimale
notablement plus élevée.

1 L'effet Efimov pour a = oo

1-1 Le collapse de Thomas

L'article de Thomas (1935) constitue une des toutes premiéres applica-
tions de la physique quantique au probléme a trois corps, en 'occurrence
dans un contexte de physique nucléaire. Thomas s’intéressait a la stabilité
du noyau de tritium (1 proton, 2 neutrons) et il a montré que 1'énergie de
I'état fondamental de ce systéme ne pouvait pas s’écrire uniquement en
fonction de la longueur de diffusion p — n, mais qu'il devait faire intervenir
nécessairement la portée finie des forces nucléaires.
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Nous n’allons pas reproduire ici 1'intégralité du raisonnement de Tho-
mas, qui est relativement complexe. Nous allons nous limiter au cas de deux
particules lourdes de masse M, supposées étre des bosons sans spin et n’in-
teragissant pas 1'une avec l'autre. La particule légere de masse m interagit
de maniére résonante avec chaque particule lourde.

Comme nous avons déja eu l'occasion de le mentionner, une maniere
simple de décrire l'interaction quasi-résonante entre deux particules (ici
mM) consiste & prendre un puits de potentiel carré V(r) de profondeur V;
et de portée b, et a se placer au voisinage du seuil d’apparition du premier
état lié :

kob ~ g avec ko = \/2mVy/h. (8)

La limite d'un potentiel de portée nulle et de longueur de diffusion fixée
(conditions aux limites de Bethe-Peierls) est alors obtenue en prenant b —
0 et (Vo, ko) — oo tout en maintenant

B tan(kob)
a="b-— Tk (9)

constante (cours 2021, chap. III, §3.1). Rappelons de nouveau qu’'on prend
ici m < M, ce qui entraine que la masse réduite de la paire mM est a peu
pres égale a m (ce n’était pas le cas pour le probleme considéré par Tho-
mas).

Si on met les deux particules lourdes au méme point de I'espace (c’est
possible puisqu’on a supposé qu’elles n’interagissent pas, on oublie donc le
cceur dur en R, pour un instant), le potentiel ressenti par la particule légere
est doublé : V(r) — 2V (r), c'est-a-dire un potentiel de portée b et de pro-
fondeur 2V;. Ce potentiel admet alors un état lié d’énergie proportionnelle
a —V, (en fait = —0.36 1y, figure IV.3), de sorte que son énergie va tendre
vers —oo quand on va prendre la limite d"un potentiel de portée nulle : c’est
le résultat obtenu par Thomas.

Il faut donc prendre en compte la portée du potentiel (ou un autre “pa-
rametre a trois corps") pour que le probléme ne soit pas singulier. Dans
ce qui va suivre, c’est le rayon R, du potentiel de cceur dur entre les deux
particules lourdes qui va jouer ce réle.
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Frcure IV.3. Gauche : puits de potentiel carré au seuil d’apparition du premier état
lié, avec kob = /2, ko = \/2mVy/h. Droite : puits de potentiel de méme portée b,
mais de profondeur double. Ce puits admet un état lié d’énergie < V5.

1-2 Le cas des bosons : onde s

Nous revenons maintenant au probléme a trois corps décrit dans le
cadre de l'approximation de Born-Oppenheimer, en nous concentrant ici
sur le cas le plus “spectaculaire”, celui ot la longueur de diffusion a est
infinie, c’est-a-dire ot I'état lié du dimere mM est sur le point d’apparaitre.

Dans ce cas, le potentiel V(R) a prendre en compte a été donné en (3).
Il est attractif et varie comme 1/R? a toutes les échelles de longueur. Pour
un canal de moment cinétique non nul, il faut lui ajouter le potentiel centri-
fuge Veentrit (R) = h24(¢ + 1)/M R? [cf. (7)]. En reprenant les notations des

chapitres 1 et 2 avec ici g = —h2Q?/2m, 'ensemble s’écrit
h2
R > RO : ‘/tot (R) = V(R) + ‘/antrif(R) = QW (10)
avec
M
=——0? 1 11
a o+ L0+1) (11)
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Comme ce potentiel varie comme 1/R? pour des distances arbitrairement
grandes, nous pouvons donc reprendre telles quelles les conclusions du
chapitre 2 :

— Il peut exister un état d’énergie négative dans le canal de moment ci-

nétique ¢ si a« < —1/4, c’est-a-dire :
statliesi: L@ >£(£+1)+1= <€+1>2. (12)

2m 4 2
Intéressons-nous au canal ¢ = 0 qui conduit aux états d’énergie la
plus basse possible. En utilisant 22 ~ 0.322, cette condition se réécrit
M/m > 1.6, condition qui est évidemment remplie ici puisqu’on a sup-
posé M > m pour utiliser I'approche de Born-Oppenheimer. Il y a
donc toujours au moins un état lié a trois corps dans le cas de parti-
cules lourdes bosoniques.

— La régularisation de V(R) a courte distance est assurée par 1'hypo-
thése d'un potentiel de coeur dur au rayon Ry entre les deux parti-
cules lourdes. Pour fixer les idées, nous pouvons prendre R, de l'ordre
du rayon de van der Waals R.qw. En réalité, les deux atomes lourds
peuvent s’approcher 1'un de l’autre a des distances plus courtes que
cela, mais la physique en jeu dépasse alors celle de I'universalité que
nous cherchons a décrire ici en modélisant les interactions mM par le
pseudo-potentiel.

— Une fois cette régularisation effectuée, on peut trouver 1'état fondamen-
tal du mouvement des deux particules lourdes. Au dessus de cet état
fondamental, on va trouver une infinité d’états liés dont les énergies
formeront en bonne approximation (d’autant meilleure que 1'on s’ap-
proche de la limite de dissociation) une suite géométrique de raison
1/A% avec pour £ =0 :

1\1/2
A = e™/Isol avec 50 = <a + Z) € iR (13)
ou encore
M 1\1/2
A = e™/Isol = <—Q2 - 7> 14
e avec [so] 5 1 (14)

La variation du parametre d’échelle X avec M /m est tracé en figure IV.4.



Chapitre IV — Leffet Efimov pour un systeme léger-lourd-lourd

§ 1. Leffet Efimov pour a = oo

60

40

20

0 ) 10 15 20 25 30
M/m

Ficure IV.4. Variation du parametre d’échelle avec le rapport de masse M /m, cal-
culé dans le cadre de I'approximation de Born—Oppenheimer. Pour une comparai-
son avec le résultat exact, voir par exemple Petrov (2012).

On arrive ainsi a la conclusion trouvée initialement par Efimov : alors
que le potentiel a deux corps n’admet pas d’états liés (¢ = c0), on peut pro-
duire une infinité d’états li€s a trois corps, ces états étant reliés les uns aux
autres par une invariance d’échelle. Nous avons tracé sur la figure IV.51a po-
sition des quatre premiers états liés dans le cas M /m = 20, ¢ = 0, correspon-
dant a peu pres a la situation rencontrée expérimentalement pour un mé-
lange de °Li et *3Cs. On vérifie bien la loi d’échelle £, /&, 11 ~ e?7/I%0 ~ 38
avec |sg| &= 1.7 pour ce rapport M /m.

1-3 Le parametre a trois corps R

Nous avons introduit ci-dessus la longueur R, que nous avons assimi-
lée a un cceur dur empéchant les deux particules lourdes de s’approcher
arbitrairement pres 1'une de l’autre. L'introduction d"un tel parameétre est
nécessaire dans le probléme a trois corps pour assurer la régularité de la
solution.

Ce parametre additionnel par rapport a la longueur de diffusion a deux
corps est appelé de maniére générique paramétre a trois corps. Nous conser-
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Frcure 1V.5. Cas résonnant : positions des énergies £ des premiers états liés du
trimére mM M obtenus a partir de (7). On a pris ici a = oo et M/m = 20, cor-
respondant a peu prés au rapport M (*33Cs) /m(5Li) = 22.2. Les énergies (expri-
mées en unité de h? /M RZ) forment en trés bonne approximation une progression
géométrique de raison e=2/1%0l 2 1/38 (|so| ~ 1.7).

verons ici cette dénomination, méme si dans le cas qui nous intéresse, il
s’agit plutot d’une propriété du systéme binaire M M. La détermination
précise de ce parameétre pour le cas mAM M a été menée par Wang, Wang et
al. (2012), en utilisant des potentiels de Lennard-Jones pour modéliser les
interactions mM et M M. Ces auteurs ont dégagé une universalité pour ce
parametre en le reliant au rayon de van der Waals R, qw pour l'interaction
MM [voir également l'article de Zhao, Han et al. (2019), qui propose un
résultat simple dans le cas d’une résonance pour ay s ]. Nous reviendrons
sur l'origine physique de cette universalité au chapitre 6 en considérant le
cas de trois particules identiques.

1-4 Le cas des fermions polarisés : onde p

Pour des fermions polarisés, le nombre quantique ¢ associé au moment
cinétique ne peut prendre que des valeurs impaires. L'état d’énergie le plus

bas est obtenu pour le canal ¢ = 1 etla condition (12) s’écrit alors 4202 > 9
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ou encore :

M
Fermions polarisés en onde p : pres > 14.0 (15)

11 s’agit d"une contrainte forte qui réduit considérablement le choix des es-
péces atomiques utilisables. Un triplet candidat possible est "' Yb-!"1Yb-
Li conduisant & M/m = 28.5 (Khramov, Hansen et al. 2014). Notons que
nous avons obtenu le résultat (15) de maniére analytique en utilisant I'ap-
proximation de Born-Oppenheimer. Un traitement numérique exact, du
type de celui que nous aborderons au chapitre suivant, conduit a une li-
mite tres voisine : M/m = 13.606 966 (Kartavtsev & Malykh 2007).

Les autres canaux de moment cinétique ¢ > 3 ne sont pas utilisables en
pratique, a moins de modifier artificiellement la masse d'une espéce ato-
mique en la confinant dans un réseau optique par exemple.

2 Autour delarésonance:a < OQoua >0

2-1 Lecasa < 0 et les états borroméens

Passons maintenant au cas ot la longueur de diffusion caractérisant 1'in-
teraction mM est négative. Dans le modéle du pseudo-potentiel, cela signi-
fie que bien qu’attractive, cette interaction est trop faible pour lier le dimere
mM . Nous allons voir maintenant que si |a| est assez grande, c’est-a-dire si
1/a n’est pas trop loin de 0, on peut malgré tout observer des états liés du
trimere, c’est-a-dire des états a trois corps d’énergie £ négative.

Cette situation est souvent qualifiée de borroméenne a 1'image des an-
neaux représentés sur la figure IV.6. Les trois particules mises ensemble
peuvent former un édifice stable, mais une paire quelconque de deux par-
ticules ne peut en revanche former un état lié.

Pour simplifier ’analyse, nous allons nous concentrer dans ce qui suit
sur le cas des bosons, en nous limitant au canal de moment cinétique ¢ = 0.
Nous avons rappelé en introduction le potentiel V(R) dans ce cas [cf. (4)]
et ce potentiel est tracé sur la figure IV.2. Nous détaillons sur la figure IV.7
le résultat d"une recherche numérique des états propres u,, et des énergies
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Ficure IV.6. Anneaux borroméens : ces trois anneaux ne peuvent étre détachés
par une déformation continue, mais l'ouverture d’un des cercles libére également
les deux autres (Figure : Wikipedia).

propres associées &, de I'équation de Schrodinger radiale (7) pour un mo-
ment cinétique ¢ = 0 et M/m = 20.

Plus précisément, nous tracons en coordonnées linéaires ou logarith-
miques la variation avec 1/a de 1’énergie du niveau fondamental n = 0
et des trois premiers états excités n = 1,2, 3. Une conclusion immédiate-
ment visible sur cette figure est que le trimére mM M n’est pas toujours
stable. Pour Ry/a < —0.093, c’est-a-dire |a| < 10.8 Ry, il n'y a aucun état
lié mM M. Le premier état lié n = 0 apparait pour a =~ —10.8 Ry et il reste
l"'unique solution jusqua a =~ —72.5 Ry, valeur pour laquelle un premier
état lié excité (n = 1) apparait également. Un deuxiéme état excité apparait
pour a =~ —455 Ry et ainsi de suite. Plus on se rapproche de la limite réso-
nante |a| = +o0, plus le nombre d’états liés est important. Plutdt que 1'éner-
gie, on peut préférer tracer le module du nombre d’onde k = /M |E|/h en
fonction de Ry/a, ce qui est fait en figure IV.8 (on trace en fait \/k o< |€]}/4
en fonction de \/1/a pour "écraser” un peu plus les courbes et mieux dis-
tinguer plusieurs branches).

Un examen attentif de la figure IV.7 fait apparaitre une symétrie
d’échelle (homothétie) pour différentes quantités. On retrouve par exemple
la loi d’échelle &,_1 /&, ~ 38 quand |a| — oo, déja obtenue au paragraphe
précédent pour cette valeur de M /m. Mais on constate également une ho-
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Ficure IV.7. Cas borroméen (a < 0) : variation des énergies £, (a) des premiers
états liés du trimére mM M en fonction de la longueur de diffusion a, supposée ici
négative, pour M /m = 20. Les mémes données sont tracées en coordonnées lin-lin
(haut), log-log (milieu) et semi-log (bas). Les énergies sont exprimées en unité de
h? /M R3. Pour améliorer la lisibilité du tracé du bas, I'énergie du niveau n a été
multipliée par N2 avec X = e™/1*0| ~ 6.2.
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FiGure IV.8. Cas borroméen (a < 0) : variation de |E,|*/* avec \/Ro/|a| pour
M /m = 20. L'énergie est exprimée en unité de h? /M RZ.

(n)

mothétie sur les valeurs critiques a

paraissent, avec at™ / a"™Y ~ 6.2. Nous allons chercher a rendre compte

de ces symétries d’échelle et montrer le résultat général :

auxquelles les différents états liés ap-

En—1(a) = N E,(Na) avec )\ = e™/Isol (16)

Les deux homothéties mentionnées ci-dessus s’en déduiront en prenant les
cas particuliers |a| = +oco pour la premiére, et £, = 0 pour la seconde
(rappelons que pour le rapport de masse M/m choisi pour la figure IV.7,
ona|so| = 1.72et A ~ 6.2).

Nous allons maintenant expliquer 'origine de ces deux homothéties. Les
arguments utilisés sont voisins de ceux développés au chapitre 2, mais ils
nécessitent un léger aménagement du fait que le potentiel n’est pas propor-
tionnel a 1/R? jusqua R = oco.
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Pour progresser, nous remarquons tout d’abord que dans le domaine
z = R/|a| < 1, la fonction de Lambert vaut W (ef/l7l) ~ W (1) = Q et
'expression® de E(R;a) se simplifie en

h2
2mR2’

Dans ce domaine, on retrouve donc a peu prés le méme potentiel que pour
|a| = oo. Les états mM M fortement liés dans ce potentiel, c’est-a-dire ceux
tels que |€] > h?/ma?, ne seront pas beaucoup affectés par la coupure du
potentiel pour R > a. En revanche, on s’attend a ce que tous les états faible-
ment liés du cas résonnant, d’énergie |€| < h?/ma?, disparaissent du fait
de cette coupure. On comprend donc qu’il reste un nombre fini d’états liés
mMM (au lieu de l'infinité d’états trouvés pour |a| = +00).

Ry < R< |al : E(R;a) ~ —O? (17)

Rappelons également que la fonction d’onde radiale réduite u, (R) de
tous les états s'annule pour R = Ry < |a|. D’aprés ce que nous avons
vu au chapitre 2, nous savons que pour un état suffisamment excité (en
pratique n = 2 ou 3 suffit), cette fonction d’onde s’annule également au
point R ~ ARy avec A = e™/I*ol, pourvu que ce point reste lui-méme bien
inférieur a |al.

Nous pouvons alors effectuer le raisonnement suivant. Partons du nitme
état propre (avec n > 0) pour la longueur de diffusion a, dont la fonction
d’onde radiale réduite u,, vérifie 'équation de Schrédinger pour ¢ = 0 :

h2 d2
—2p e T V)| un(Ria) = En(a) un(Rsa). (18)

Considérons le probleme aux valeurs propres pour la longueur de diffusion
a/ )\ et intéressons-nous a la fonction

R > Ry
R < Ry

v(R) = un(AR; a), (19)
v(R) = 0.

Comme nous l’avons signalé, cette fonction s’annule en Ry puisque u,, pos-
séde un nceud (approximativement) en ARy : elle est donc éligible comme
fonction d’onde pour notre probléme; plus précisément, si u, (R;a) pos-
séde n neeuds dans l'intervalle | Ry, +o0], la fonction v(R) possédera n — 1

1. Nous écrivons explicitement la dépendance des quantités E, V, u, vis-a-vis de la lon-
gueur de diffusion a car cette dépendance va jouer un role important dans ce qui suit.
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neeuds sur ce méme intervalle. Par ailleurs, en utilisant la propriété du po-
tentiel V(R; a) déduite de 1'expression (4) faisant intervenir la fonction de
Lambert W (ef/lal) ;

1 a
R>Roy:  VORa) =35V (R, X) , (20)
on constate que v(R) vérifie I'équation aux valeurs propres :

B2 d2
- M dR?

+V (R; %)} 0(R) = \2E,(a) v(R). (21)
La fonction v(R) est donc solution de 1'équation de Schrodinger radiale
pour la longueur de diffusion a/\ avec la valeur propre A\?&,(a) et elle
satisfait la condition aux limites v(Ry) = 0. Comme cette fonction pos-
seéde n — 1 noeuds sur l'intervalle | Ry, +00], on en déduit qu’elle est égale a
Un—1(R;a/N) (a une constante multiplicative prés) et que 1'on a la relation

entre les énergies propres :
En1(a/X) = N2, (a), (22)

ce qui constitue le résultat annoncé en (16).

Pour vérifier cette loi d’échelle, nous avons repris les énergies &, (a) déja
montrées en figure IV.7 et nous les avons retracées en figure IV.9 sous la
forme [x = A"Ry/a,y = A\?"E,(a)]. On constate que cette loi est remar-
quablement bien vérifiée : les tracés pour n = 2 et n = 3 sont quasiment
indiscernables, et le tracé n = 1 en est tres proche. Seul I'état fondamen-
tal n = 0 présente une différence notable mais comme nous I'avons signalé
dans ce qui précéde, on ne s’attendait pas a ce que la loi d’échelle fonctionne
de maniére précise pour lui.

Une conséquence immédiate de cette loi d’échelle est obtenue pour les

points d’apparition a'™ des trimeres, pour lesquels &, s’annule. On trouve
la loi d’échelle

a(_n) = )\a(_n_l)’ (23)

une relation que 'on avait pressentie sur la figure IV.7. Nous verrons que
cette relation est testable expérimentalement et constitue une signature
forte de I'universalité de la physique d’Efimov.
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Ficure IV.g. Vérification de la loi d’échelle (16) pour des longueurs de diffusion
a < 0. Le calcul est fait pour M /m = 20 et les énergies sont exprimées en unité
de h? /M R3.
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2-2 Lecasa > 0 etla compétition dimére-trimere

Nous passons maintenant a la branche a > 0 pour laquelle nous savons
qu’il existe un état li¢ du dimere mM, d’énergie Fgi, = —h*/2ma?. Pour
qu’un état lié a trois corps soit stable, il ne suffit donc pas que son énergie
soit négative, contrairement a ce que nous avons utilisé pour a < 0. Il faut
que son énergie soit inférieure a Fgim, sinon il est préférable sur le plan
énergétique de casser le trimeére pour former un dimere mM d’un coté, et
une particule M au repos loin du dimeére.

Pour analyser le probleme de la formation d’un état lié a trois corps
mM M dans le cadre de 'approximation de Born-Oppenheimer, nous pou-
vons suivre une démarche trés voisine de celle utilisée pour a < 0. Pour
commencer, nous remarquons que le potentiel d'interaction mM donné en
(5) peut toujours se mettre sous la forme :

R < Ry V(R) = +00 (24)
Ry<R : V(R)= f%}‘(R/a) (25)

avec : 9
Fx)=[W (™) +a]. (26)

Quand R — +o0, le potentiel V(R) (tracé sur la figure IV.2) tend vers Eqip,.
On retrouve donc bien que le trimére lié, pour étre I'état fondamental du
sytéme a trois corps, doit avoir une énergie inférieure a Egim. Par ailleurs,
la différence V(R) — Eq4i varie comme e~ R/a quand R augmente, de sorte
que le potentiel susceptible de lier le dimeére est de portée finie, de 'ordre
de a : on sait d’emblée qu'il ne peut y avoir qu'un nombre fini d’états liés
dans un tel potentiel.

Le résultat de la recherche numérique des états liés mA M dans le
cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer est montré en figure IV.10.
II confirme l'existence d’un nombre fini (ou nul) d’états pour toute va-
leur de a > 0. Pour ¢ = 100 Ry par exemple, on trouve quatre états liés
(n =0,1,2,3), d’énergie &, < Eqim. Cela signifie que si on avait préparé
un trimeére dans un état d’énergie &,, avec n > 3 au point |a| = 400, puis
ramené adiabatiquement a a la valeur 100 Ry, ce trimére se serait dissocié
pour donner un dimere mM et un atome M libre.

Pour interpréter les résultats montrés en figure IV.10, nous remarquons
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Ficure 1IV.10. Compétition dimére—trimeére pour a > 0 : variation des énergies

En(a) des premiers états liés du trimére mM M en fonction de la longueur de dif-

fusion a, supposée ici positive, pour M /m = 20. Les mémes données sont tracées

avec différents systémes de coordonnées. Les énergies sont exprimées en unité de
M Ry _n?

2 2 T/ 5or0d i R _ _ M Ry
h? /M Rg. L'énergie du dimeére est —5.'— = — 52~ & MR
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Ficure IV.11. Vérification de la loi d’échelle (28) pour des longueurs de diffusion
a > 0. Le calcul est fait pour M/m = 20 et les énergies sont exprimées en unité
de h? /M R2.
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que la démonstration de la loi d’échelle (16),

En_1(a) = N2E,(\a) pour n assez grand, (27)

que nous avons faite dans le cas a < 0 en §2-1 reste valable dans le cas
a > 0 puisque la forme générique (24,25) du potentiel est inchangée. En
fait, puisque la grandeur pertinente est ici 1'écart entre &, et I'énergie du
dimere, nous réécrirons cette loi sous la forme :

En—1(a) — Egim(a) = A [€,(Aa) — Eqim(Aa)]  pour n assez grand | (28)

Cette réécriture est possible car Fgip,(a) x 1/a* dans le modele du pseudo-
potentiel utilisé ici. Le test de cette loi d’échelle est représenté sur la figure
IV.11. On constate que cette loi est effectivement bien vérifiée pour n assez
grand, mais qu’elle ne fonctionne pas pour n = 0, 1,2, contrairement au
cas a < 0 (cf. figure IV.9). Or, nous verrons en § 3 qu'il est difficile d’obser-
ver en pratique des états mM M pour un nombre quantique n au dela de
2. Cette loi d’échelle du c6té a > 0 est donc moins pertinente sur le plan
expérimental que son équivalent pour a < 0.

Notation. Dans ce qui suit, nous noterons (en suivant la tradition) al™ la
valeur (positive) de la longueur de diffusion a pour laquelle I'énergie du

ni®me trimere est égale a celle du dimére mM. Tout comme la valeur al™,

(n)

cette quantité a, "’ est une fonction de Ry. On pourrait se demander pour-

quoi la notation a(f) n’a pas été utilisée pour désigner ce point de rencontre
entre I’énergie du trimére et celle du dimere. La raison en est que cette no-
tation a(f) est plutdt utilisée pour désigner un minimum du taux de pertes
a trois corps (également du coté a > 0 de la résonance), comme nous le

verrons au chapitre 6.

2-3 Courbes compleétes

Pour faire la synthese de ce que nous avons trouvé des deux cotés a < 0
et a > 0 de la résonance |a| = 400, nous avons regroupé sur la figure
IV.12 les résultats déja montrés séparément. Ces courbes sont présentées
en échelle logarithmique avec un axe x un peu particulier puisqu’il repré-
sente —In(Ry/|al) du coté a < 0, et +In(Ry/a) du coté a > 0. Le gap entre
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Figure IV.12. Variation des énergies £, (a) des premiers états liés du trimére
mM M en fonction de la longueur de diffusion a, pour M/m = 10 (haut), 20
(milieu) et 40 (bas). Les données sont tracées en coordonnées log-log (voir le texte
pour la description précise de I'axe des abscisses). Les énergies sont exprimées en
unité de h? /M R3.
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Freure IV.13. Variation de —|E,,|'/* avec \/ Ry /|a| pour les premiers états liés du
trimére mM M (M /m = 20).

Ro/a = —107° et Ry/a = +107°, qui devrait étre en toute rigueur infini
pour de "vraies" coordonnées logarithmiques, a été remplacé par un seg-
ment de longueur finie. Ces mémes données sont tracées en coordonnées
linéaires sur la figure IV.13.

On vérifiera sur la figure IV.12 le resserrement des niveaux quand le
rapport M /m augmente. Ce resserrement est dii a la diminution du facteur
d’échelle \ = e™/ 0] avec |so| =~ Q\/M/2m [cf. eq. (14)].

On notera par ailleurs que les points remarquables signalés de part et

d’autre de la résonance, o™ et a{™, sont chacun proportionnels a Ry et a

A™", ot A dépend du rapport M /m. On trouve par exemple (cf. figures IV.9
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Ficure 1V.14. Courbe continue rouge : variation du rapport al™/ |a(,")| (pour n
assez grand) avec le rapport de masse 6 = m /M. Pour m/M = 1/20, on trouve
al™ /1a"™| ~ 1/40 [cf. (30)]. Courbe tiretée noire : rapport a'™ ™ /|a"™|. Figure
extraite de Helfrich, Hammer & Petrov (2010).

etIV.11) :
M R R
= =20: A"—2% ~-0.0815 A 20~ 3.540 (29)
m o™ o™
dont on déduit :
M a™
Pour — =20: ﬁ ~ —43 pourn > 3. (30)
m ay”

La vérification du lien entre ces parametres a_ et a, correspondant aux
deux c6tés de la résonance |a| = +oco constitue un test trés important de
I'universalité de 'effet Efimov. Helfrich, Hammer & Petrov (2010) ont étu-
dié la variation de ce rapport avec M /m et nous avons reporté leur résultat
en figure IV.14.
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3 Expériences sur le cas l1éger-lourd-lourd

3-1 Expériences sur les mélanges de gaz atomiques

Les premiéres manifestations de la physique d’Efimov dans les gaz
d’atomes froids ont été observées par Kraemer, Mark et al. (2006) sur un
gaz de césium. Il s’agissait d’un systeme homonucléaire, dont la descrip-
tion théorique est plus compliquée que celle du systeme mM M considéré
jusqu’ici. Nous repoussons donc la description des résultats de Kraemer,
Mark et al. (2006) au chapitre 6 et nous allons nous concentrer ici sur des
expériences plus récentes, menées a Heidelberg (Pires, Ulmanis et al. 2014),
puis a Chicago (Tung, Jiménez-Garcia et al. 2014), dans lesquelles trois
branches de triméres ont été observées, avec (approximativement) le rap-
port d’échelle attendu.

Notons qu’en plus des expériences de Heidelberg et Chicago que nous
allons regarder en détail, d’autres mélanges ont été étudiés a la recherche
d’une physique liée a l'universalité découverte par Efimov :

— Barontini, Weber et al. (2009) [voir aussi Barontini, Weber et al. (2010) ]
ont publié des résultats tendant a prouver la formation de trimeres
K-K-Rb et K-Rb-Rb liée a une physique "efimovienne" du coté a < 0

(a_ = —246(14) ap). Ils ont étudié pour cela un mélange de 4K et

8TRb (résonance de Fano-Feshbach a 38.4 G). Ils ont également décrit

. . - s ?
une possible résonance a trois corps du coté a > 0 (a. = 667(1) ag).

— Bloom, Hu et al. (2013) ont étudié un mélange trés voisin (*°K et 'Rb),
mais ils n‘ont observé aucune résonance coté a < 0 qui aurait pu étre
attribué a un effet Efimov [voir aussi Hu, Bloom et al. (2014) ]. Du c6té
a > 0,1ls ont observé un processus efimovien dans la relaxation mM en
collision avec M, correspondant a a. = 230(10) ap, mais ce pic n’était
pas a la position de la résonance annoncée par Barontini, Weber et al.
(2009) [voir également les travaux plus récents de Wacker, Jorgensen
et al. (2016) et Kato, Wang et al. 2017].

— Williams, Hazlett et al. (2009) ont observé un pic dans le signal de re-
combinaison a trois corps dans un gaz de °Li avec trois composantes
de spin également peuplées. Ce méme systéme a été utilisé par Lompe,
Ottenstein et al. (2010) pour mettre en évidence des trimeres d’Efimov
formés par photoassociation.
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Ficurke IV.15. Photoassociation de diméres mM dans un mélange de ®Li et 133Cs.
Figure extraite de Ulmanis, Hifner, Pires, Kuhnle, Weidemiiller et al. (2015).

— Maier, Eisele et al. (2015) ont étudié un mélange "Li-*"Rb et ont mis
en évidence une résonance attribuable a un effet Efimov.

3-2 Résonance de Fano-Feshbach lithium-césium

Les expériences de Heidelberg et de Chicago ont été menées avec un
mélange d’atomes de césium dans le role de la particule lourde (M = 133)
et de lithium dans le rdle de la particule légére (m = 6), soit un rapport de
masse M /m = 22.2. Ce systeme présente plusieurs résonances de Feshbach
pour le probléeme a deux corps mM. Les deux groupes se sont placés a un
champ magnétique voisin de 840 Gauss, pour lequel une résonance large
se produit.

L'étude détaillée des parametres de cette résonance est décrite par Ul-
manis, Hafner, Pires, Kuhnle, Weidemtdiller et al. (2015). Elle est fondée sur
une technique de photoassociation des dimeéres, comme représenté sur la fi-
gure IV.15. On mesure I’énergie de liaison de dimere en fonction du champ
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Frcure 1V.16. Croix bleues : Energie de liaison des diméres mM dans un mélange
de SLi et de '33Cs. Carrés verts : signal de pertes d’atomes de Cs. La bande verticale
grisée donne la position de la résonance et son incertitude (B,es = 842.829G).
Figure extraite de Ulmanis, Hifner, Pires, Kuhnle, Weidemiiller et al. (2015).

magnétique, cette énergie devant s’annuler a la résonance. Au voisinage de
la résonance, du coté a > 0, cette énergie est en bonne approximation don-
née par —h?/2m,a?, ot m, ~ 5.7 est la masse réduite du systéme a deux
corps. Le résultat expérimental pour la mesure de cette énergie de liaison
est montré en figure IV.16, avec la prédiction simple —h?/2m,a? ainsi que le
résultat d'un modele plus sophistiqué prenant en compte plusieurs canaux
de collision couplés. Le résultat pour la longueur de diffusion mM se met
sous la forme "traditionnelle" :

A
o= ane (1= 552) 1)

avec apg = —29.4 a9, A = —58.21 G et B,s = 842.829G.

Nous montrons en figure IV.16 le résultat de Ulmanis, Héfner, Pires,
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Kuhnle, Weidemiiller et al. (2015) pour la mesure de la perte d’atomes de
Cs au voisinage de la résonance. Ces auteurs concluent que ces deux me-
sures sont en relativement bon accord 'une avec 'autre, la mesure basée
sur la photoassociation donnant des résultats dix fois plus précis.

3-3 La formation de triméres du co6té a < 0

Les deux expériences de 2014 menées a Heidelberg et a Chicago se sont
concentrées sur le c6té a < 0 de la résonance (c’est-a-dire B > Bies). Le
principe en est simple : quand la longueur de diffusion est voisine d"un des
seuils o™ correspondant a I’apparition d"un trimere (figure IV.17), on ob-
serve une perte importante d’atomes liée a la recombinaison a trois corps :
les trois atomes se couplent temporairement pour former un état d’Efimoyv,
qui se désintégre ensuite pour former un dimere fortement lié et un atome
isolé. L'énergie relachée par la formation du dimere est convertie en énergie
cinétique des deux partenaires, qui s’échappent du piege (D’Incao & Esry
2005b; D’Incao & Esry 2006b). Nous détaillerons la description théorique
du processus de recombinaison plus tard dans ce cours; dans ce qui suit,

nous nous contenterons d’admettre que ce processus est maximal quand a
(n)

est voisin d'un des a

Plusieurs signaux typiques de pertes sont représentés sur la figure IV.18.
Cette figure, correspondant a des données du groupe de Chicago, montre la
décroissance du nombre d’atomes de Lithium pour deux valeurs du champ
magnétique : B = 848.0G pour la figure du haut (donc relativement loin
de résonance), B = 842.7G pour la figure du bas (donc tres proche de
la résonance). Ces données ont été obtenues pour un gaz de lithium pur
(symboles évidés) et pour un mélange lithium-césium (symboles pleins).
Les données pour le lithium pur sont quasiment indépendantes de la valeur
de B alors que celles pour le mélange montrent une augmentation specta-
culaire du taux de décroissance aux temps courts pour les données acquises
prés de la résonance.

Notons que les pertes d’atomes de césium sont toujours tres significa-
tives dans ce domaine de champ magnétique, indépendamment de la pré-
sence d’atomes de lithium. Cela vient du fait que la longueur de diffusion
Cs-Cs est négative et de grande valeur absolue : |acscs| > 1000 ap.
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Ficure IV.17. Principe de la détection de triméres d’Efimov : on cherche les champs
magnétiques B; pour lesquels la longueur de diffusion est négative et égale a une
des valeurs seuils o™ pour I'apparition d'un trimére. Noter que I'axe x est orienté
dans le sens des champs magnétiques croissants, et donc des valeurs de 1/a décrois-
santes, ce qui est l'opposé de la convention utilisée dans les figures IV.7, IV.10 et

IV.12. Figure extraite de Tung, Jiménez-Garcia et al. (2014).

Quand on trace le nombre d’atomes de lithium restant dans le piege au
bout d’un temps 7 donné en fonction du champ magnétique (donc de la
longueur de diffusion ar,; cs), on observe trois résonances successives cor-
respondant aux trois valeurs de B; montrées en figure IV.17. Nous mon-
trons en figure IV.19 les données obtenues a Chicago.

L'analyse détaillée des données expérimentales de Heidelberg et de Chi-
cago a été faite par Ulmanis, Hafner, Pires, Kuhnle, Weidemtdiller et al.
(2015), grace a la détermination précise de la position de la résonance de
Fano-Feshbach pour ay,; s faite a partir de la figure IV.16. La table IV.1 ré-
sume le résultat de cette analyse. La valeur universelle attendue pour le rap-

port a(_")/a(_"_l) [cf. eq.(23)] est A = 4.9 (Braaten & Hammer 2006; D’In-
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Frcure IV.18. Décroissance du nombre d’atomes d'un piége optique contenant ini-
tialement 20000 a 30000 atomes de °Li et (pour les symboles pleins) 40000 a
50000 atomes de 33Cs. La température du nuage est de l'ordre de 350 nK. Haut :
B = 848.0G, relativement loin de la résonance pour ay;cs, Bas : B = 842.7G,
proche de résonance. Figure extraite de Tung, Jiménez-Garcia et al. (2014).
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Frcure 1V.19. Variation du nombre d’atomes de lithium dans le piége optique aprés
un temps d’attente T, avec T = 225ms pour la figure de gauche (T' = 800 nK)
et T = 115ms pour les deux autres (T = 360nK pour la figure du milieu et
T = 270nK pour la figure de droite). Figure extraite de Tung, [iménez-Garcia et
al. (2014).

cao & Esry 2006a). Notons que cette valeur est obtenue grace a un calcul
numérique complet du probléme a trois corps (tout en continuant a négli-
ger l'interaction mM). La valeur approchée déduite du traitement Born—
Oppenheimer décrit plus haut est de Ago = 5.6.

3-4 Discussions et prolongements

Dans le traitement qui précéde, nous avons négligé complétement 'in-
teraction entre les deux atomes lourds. Cette approximation est valable
pour certains mélanges (Li-Rb par exemple), mais est trés discutable pour
le mélange Li-Cs étudié a Heidelberg et a Chicago. La longueur de diffusion
Cs-Cs est en effet grande en valeur absolue (> 1000 ag) sur toute la plage
de champ magnétique explorée autour de la résonance a 843 G.

Ce probléme a été abordé en détail par Petrov & Werner (2015) [voir

i Magnetic field (G) a) (10%a,) al/a=V
0 (ground) 848.90 (6)(3)° ~0.311 3)(1)(1) —
1 843.85(1)(3)" -1.71 (2)(5)(4) 5.48 (7)(16)(10)
2 843.03 (5)(3)° ~8.54 (2.12)(1.27)(97) 5.00 (1.24)(76)(46)
0 848.55(12)(3)" —0.329 (6)(2)(1) —
843.82 (4)(3)° -1.76 (7)(5)(4) 5.35(24)(16)(10)
2 842.97 (3)(3)" -12.2 (2.6)(2.6)(1.9) 6.93 (1.50)(1.48)(97)

TaBLe IV.1. Valeurs du champ magnétique mesurées a Heidelberg (a) et a Chicago
(b) pour Uapparition des triméres d'Efimov dans un mélange °Li-'33Cs, du coté
a < 0de la résonance. Les rapports de at? / al"™ qu'on en déduit sont proches
de la valeur "universelle" attendue. Table tirée de Ulmanis, Hifner, Pires, Kuhnle,
Weidemiiller et al. (2015).

aussi Wang, Wang et al. (2012) et Mikkelsen, Jensen et al. (2015) ] qui ont
comparé les deux cas limites aprar = 0 et aprar = oo. Le résultat obtenu
est remarquable : les parameétres a la base de la loi d’échelle de Efimov, |so|
et A\ = e™/I%l ne varient que trés peu entre les deux cas. Petrov & Werner
(2015) trouvent :

AmMpM = OO, Ap M = 0: |50| = 198277, A = 4.87661 (32)

et [voir aussi Yamashita, Bellotti et al. (2013)]

QM = 00, Apfpf = OO0 : [so] = 2.00308, A = 4.79887. (33)

En revanche, Petrov & Werner (2015) montrent que le taux de pertes a trois
corps est considérablement augmenté dans le cas du mélange Li-Cs par le
fait que les interactions M M sont quasi-résonnantes (cf. figure IV.20).

Petrov & Werner (2015) ont également étudié théoriquement 1’effet de
la température sur le signal de pertes a trois corps. Un résultat typique,
comparant les cas T = 0 et T' = 400nK est représenté en figure IV.20. On
voit qu'une température non nulle tend a lisser les résonances du signal
de pertes, et peut également les déplacer par rapport au cas 7" = 0. Des
résultats similaires ont été obtenus indépendamment par Mikkelsen, Jensen
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Ficure 1V.20. Variation du taux de pertes a trois corps dans un mélange Li — C's,
avec et sans interaction C's — C's, et pour deux températures différentes T = 0 et
T = 400 nK. Figure extraite de Petrov & Werner (2015) (voir cet article pour les
paramétres du calcul).

et al. (2015). Dans l'article de Ulmanis, Héfner, Pires, Werner et al. (2016),
le groupe de Heidelberg présente des données expérimentales prises a plus
basse température (120 nK) que dans les expériences initiales de 2014, et qui
confirment les tendances que nous venons de décrire.

Apreés les publications expérimentales des groupes de Heidelberg et de
Chicago, I’étude de 'effet Efimov mM M a fait1'objet de nombreuses études
théoriques, notamment pour aller au dela de la description des interactions
en terme de potentiel de contact. Les effets de portée finie ont été étudiés
notamment par Zinner & Nygaard (2015), Acharya, Ji et al. (2016) et W,
Han et al. (2016).

Ulmanis, Héfner, Pires, Kuhnle, Wang et al. (2016) ont ajouté une me-
sure intéressante concernant le mélange Li-Cs en reprenant les expériences
initiales autour d’une autre résonance de Feshbach située autour de B =
889 G. Dans ces conditions, la longueur de diffusion acscs = 190 ag est po-
sitive, ce qui signifie que des dimeres faiblement liés Cs, peuvent jouer un
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role significatif. Cela conduit a la disparition de la résonance pour I'état
d’Efimov fondamental et a une modification du facteur d’échelle qui de-
vient A = 4.0(3) [voir également Hifner, Ulmanis et al. (2017)]. Un trai-
tement théorique détaillé de la relaxation a trois corps dans cette configu-
ration, en particulier de la forme de raie susceptible d’apparaitre (profil de
Fano), a été proposé par Giannakeas & Greene (2018), puis par Giannakeas
& Greene (2021).

Les deux résonances de Feshbach mentionnées jusqu’ici pour le couple
Li-Cs (843 G et 889 G) sont des résonances larges, pour lesquelles la descrip-
tion de l'interaction en terme d’une longueur de diffusion (sans contribu-
tion significative de la portée effective) est appropriée. Johansen, DeSalvo
etal. (2017) ont comparé les résultats obtenus pour la résonance a 889 G et
une autre résonance, beaucoup plus étroite? a 893 G. Une des principales
conclusions de cette étude est un déplacement tres significatif de la position
de la résonance par rapport a la prédiction "naive". Une analyse théorique
complémentaire d’une résonance étroite pour le probleme Li-Cs-Cs a été
proposée récemment par Li, Yudkin et al. (2022).

4 Trimeéres universels de Kartavtsev & Malykh

4-1 Retour sur le cas des fermions

Nous revenons maintenant au cas ot les particules lourdes sont des fer-
mions polarisés, de sorte que leurs états accessibles doivent faire intervenir
uniquement les moments cinétiques relatifs impairs.

Comme nous 'avons indiqué en §1-4, quand on se place a résonance,
c’est-a-dire ¢ = Fo00, deux cas sont possibles pour une interaction mM de
portée nulle :

— Pour M/m plus grand que la valeur critique 13.606 966 - - -, une infi-
nité d’états peuvent apparaitre pour l'onde ¢ = 1 dans le potentiel en
a/R? (a < 0) qui émerge du probleme. Comme pour les bosons, on
doit introduire un parametre a trois corps, en 'occurrence le cceur dur
en R pour notre approche, pour empécher la "chute vers le centre" et

2. Les parametres caractérisant ces résonances sont sres = 0.66 pour B = 843G et 889G
et sres = 0.05 pour B = 893G (cf. cours 2021, chap. VI).
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assurer que le systéeme admet un état fondamental d’énergie négative
finie. Au dessus de cet état fondamental, on trouve une infinité d’états
liés, avec des énergies formant en trés bonne approximation une suite
géométrique E, 1 = E,, /)%

— Pour M/m plus petit que la valeur critique 13.606 966 - - -, aucun état
lié a trois corps n’existe pour a = oo.

Apres un travail précurseur de Petrov (2003) portant sur la recombi-
naison a trois corps dans ces systemes, Kartavtsev & Malykh (2007) ont
repris ce probléme en se placant du c6té a > 0 de la résonance et ils ont
montré que l'interaction effective résultant de 1’échange de la particule 1é-
gere [décrite par le potentiel (5) dans le cadre de I’approximation de Born—
Oppenheimer] pouvait donner naissance a des triméres liés pour un rap-
port de masse inférieur a la valeur critique 13.6. Ces trimeres sont qualifiés
d’universels car il n’est pas indispensable d’introduire un parameétre a trois
corps pour définir leur énergie (nous reviendrons sur ce point en §4-3).
Celle-ci est fonction uniquement de la longueur de diffusion a caractérisant
l'interaction mM (pour rappel, toute interaction M M est négligée ici).

Rappelons par ailleurs que nous faisons ici ’hypothese d "une interaction
mM caractérisée seulement par la valeur de la longueur de diffusion a, qui
correspond en pratique au cas d"une résonance de Fano-Feshbach large. Le
cas d’une résonance étroite avec 1/a = 0 est abordé par Castin & Tignone
(2011a).

4-2 Approche Born-Oppenheimer

Sur le plan semi-quantitatif, le résultat de Kartavtsev & Malykh (2007)
peut étre retrouvé par I'approche Born—-Oppenheimer que nous avons sui-
vie jusqu’ici. Nous nous plagons dans le cas d"un rapport de masse inférieur
alavaleur critique du cas a = oo [i.e. M/m < 14.0 pour le traitement Born—
Oppenheimer, cf. (15)] et nous posons la question suivante : peut-il y avoir
un état lié dans le potentiel effectif créé par la particule légere auquel on doit
ajouter la barriére centrifuge pour 'onde ¢ = 1? Rappelons 1'expression de
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‘/tot (R) ]- [

Ficure IV.21. Potentiel total (en unités de h*/ma®) pour le canal £ = 1 dans le
cas a < 0. Calcul effectué avec I'approximation de Born—Oppenheimer. De haut en
bas, M/m = 6,9,12.

ce potentiel total pour a < 0

K2 (1 W(eR/ld)]?  op2
a<0,R<|al: Vtot(R)__% {m'_ 0 + TR
<0,R> | : Vieo(R) = 22 (34)
a <Y, aj - tot VR
etpoura > 0:
Bl W(eR)]? o
a>0: V:cot(R)__% |:a T + 7MR2 (35)

Pour a < 0, ce potentiel est tracé en figure IV.21 pour différentes va-
leurs de M/m. C’est une fonction toujours décroissante de R, ce qui exclut
I'existence d’un état lié dans ce potentiel. Remarquons que ce potentiel est
de toute fagon toujours supérieur au potentiel obtenu dans le cas a = 0o
pour la méme valeur du rapport M /m. Dans la mesure ot 1'on sait qu'iln'y
a pas d’état 1ié dans le cas a = £o0, il ne peut pas y en avoir non plus dans
le cas a < 0.



Chapitre IV — Leffet Efimov pour un systeme léger-lourd-lourd

§4. Trimeres universels de Kartavtsev & Malykh

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
R/al

Ficure 1V.22. Potentiel total (en unités de h? /ma?) pour le canal ¢ = 1 dans le

cas a > 0. Calcul effectué avec I'approximation de Born—-Oppenheimer. De haut en
bas, M/m =5,8,11.

La situation intéressante est obtenue pour ¢ > 0. Comme on le voit sur la
figure IV.22, le potentiel V;o;(R) n’est pas toujours une fonction monotone
de R. 1l peut admettre un minimum absolu quand le rapport M /m dépasse
~ 7, tout en gardant une limite Vio;(R) — +o0o quand R — 0. Quand R —
oo, le potentiel V;o(R) tend vers —h?/(2ma?), qui correspond a 'énergie
du dimere mM quand il est loin de 1'autre particule de masse M.

Cette forme du potentiel pour a > 0 ouvre la possibilité d’obtenir des
états liés, c’est-a-dire des états dont I'énergie sera strictement inférieure
a I'énergie du dimere —h?/(2ma?). Il est possible d'utiliser 'approche de
Born-Oppenheimer pour déterminer le seuil sur M/m au dessus duquel
un tel état lié apparait. Toutefois le résultat est tres sensible a la forme du
potentiel et il est plus stir d"utiliser une méthode numérique précise, comme
'ont fait Kartavtsev & Malykh (2007).

Notons que méme lorsque le seuil d’existence d’un état lié n’est pas at-
teint, la forme non monotone du potentiel, avec un minimum local suscep-
tible d’abriter un état quasi-lié¢, peut donner naissance a une résonance de
diffusion. Ce phénomeéne a été observé par Jag, Zaccanti et al. (2014) pour

A Ao Ag
§ § 2
“+—Ep¢
Ao
Y —
3| T
E
-1.06 [
S a2t
13 13.4
: : : —E+¢
8 10 12

m/my

Frcure 1V.23. Energies des états liés "universels" pour le probleme mM M dans
le cas ou les particules M sont des fermions polarisés sans interaction et ou la
longueur de diffusion a caractérisant 'interaction mM est positive. Les énergies
E sont mesurées en unité de h*/(2mya?) et 'abscisse est le rapport M /m (noté
ici m/my ). Figure extraite de Kartavtsev & Malykh (2007).

un mélange SLi-*°K (rapport de masse M/m = 6.7).

4-3 Résultats de Kartavtsev-Malykh et prolongements

Kartavtsev & Malykh (2007) ont utilisé un traitement du probléme a
trois corps voisin de ce que nous verrons dans le chapitre suivant, pas-
sant par la résolution des équations hyper-radiales [voir également Petrov
(2003) ]. Pour le cas a > 0, ils sont arrivés aux conclusions suivantes quand
les particules M sont des fermions polarisés :

— Pour M/m < A\; = 8.173,iln’y a pas d’état 1ié pour le probleme mM M.

— Pour Ay = 8.173 < M/m < X = 12.917,il y a (en absence de para-
metre a trois corps complémentaire, voir §4-3) un et un seul état lié
dont l'énergie s’écrit a; h%/(2m.a?), avec le coefficient sans dimension
ay tracé en figure IV.23 et m, = mM/(m + M).
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Frcure 1V.24. Légende similaire d la figure IV.23. Figure extraite de Kartavtsev &
Malykh (2007).

— Pour Ay = 12917 < M/m < A, = 13.607, il y a deux états liés dont
les énergies s’écrivent «; h?/(2m,a?), avec les coefficients «j, j = 1,2
tracés en figure IV.23.

— Pour 13.607 < M/m, il peut y avoir un nombre arbitrairement élevé
d’états liés quand 1/a — 04 : c’est l'effet Efimov. La détermination de
I'énergie de ces états liés nécessite 1'introduction d’un coefficient a trois
corps, par exemple le rayon de cceur dur Ry.

Le ou les états trouvés dans la plage 8.173 < M/m < 13.607 possédent
un moment cinétique total L = 1. IIs sont qualifiés d’universels puisque
leur énergie ne dépend que du probleme a deux corps mM et ne nécessite
pas l'introduction d’un parameétre supplémentaire lié au probléme a trois
corps. Un agrandissement du comportement de 'énergie de ces états au
voisinage du point critique A, est montré en figure IV.24.

A ce jour, les triméres de Kartavtsev-Malykh n’ont pas été observés ex-
périmentalement. Comme indiqué par Endo, Garcia-Garcia et al. (2016),
un systéme bien adapté pourrait étre un mélange de °Li et de *3Cr, tous
deux fermioniques avec M /m = 8.8.

Remarque sur I’absence de paramétre a trois corps. Pour M/m > 8.619,
Kartavtsev & Malykh (2016) ont montré que pour le modele de portée nulle
utilisé ici, il y a une ambiguité dans la définition de la fonction d’onde a trois
particules, car deux solutions indépendantes, chacune de carré sommable,
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sont disponibles. Cette ambiguité est déja présente dans le probléme a un
corps dans le potentiel en 1/R%. Nous avons vu que 1'équation u”(R) —
2u(R) = 0 admet deux solutions u(R) = R**™! avec s, = —1 + /o + 1.
Pour —1/4 < a < 3/4, ces deux solutions sont acceptables sur le simple
critere d’intégrabilité en R = 0.

Kartavtsev & Malykh (2016) ont alors introduit un parameétre supplé-
mentaire que nous noterons Bs, pour fixer I’amplitude de la solution s_,
divergente en R = 0, par rapport a la solution s, convergente en R = 0.
L'article initial de Kartavtsev & Malykh (2007), dont nous avons décrit les
résultats ci-dessus, correspondait au choix implicite B; = 0. Les spectres at-
tendus quand on prend en compte des valeurs non nulles de B; sont donnés
par Kartavtsev & Malykh (2016), un troisiéme trimére pouvant apparaitre
dans un petit domaine de parametres.

Ce probléme a été repris par Endo, Naidon et al. (2012), puis plus ré-
cemment par Naidon, Pricoupenko et al. (2022) avec un potentiel V;,,as de
portée b non nulle. Dans ce modéle, Naidon, Pricoupenko et al. (2022) ont
montré que la limite de portée nulle pour V,,»s conduit de maniére natu-
relle au choix B3 = 0, donc aux résultats de Kartavtsev & Malykh (2007).

Endo, Naidon et al. (2012) ont montré 1’existence d"une transition conti-
nue (crossover) vers des triméres non-universels quand on varie le para-
metre a/b. Cette approche fondée sur un potentiel mM de portée non nulle
permet par ailleurs de préciser les conditions ot1 les trimeres de Kartavtsev-
Malykh peuvent étre observés et elle conduit a une plage trés étroite pour
les longueurs de diffusion appropriées : ¢ 2 1000 (Naidon, Pricoupenko et
al. 2022). Naidon, Pricoupenko et al. (2022) ont également pris en compte
une éventuelle interaction directe® M M en onde p et ils ont montré qu’elle
pouvait conduire a la formation de triméres additionnels, potentiellement
plus faciles a observer.

Signalons enfin que Endo, Garcia-Garcia et al. (2016) ont montré que
I'interaction entre trimeres de Kartavtsev-Malykh est répulsive a basse éner-
gie : il est donc envisageable de former avec eux une phase stable de type
liquide de Fermi si la particule m est elle-méme un fermion, pourvu que
M/m < 9.5. Blume (2012) a en effet trouvé qu’au dela de cette valeur, la

3. Le probleme de trois fermions identiques et polarisés, interagissant uniquement en onde
p, a été traité par Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008).
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formation d"un tétramere mAM M M (lui aussi universel) peut devenir favo-
rable d’un point de vue énergétique.
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Chapitre V

Le probleme d’Efimov pour trois bosons identiques

Nous abordons dans ce chapitre le "véritable" effet Efimov, tel qu’étudié
dans la publication originale (Efimov 1970). Nous considérons trois parti-
cules identiques, que nous supposerons étre des bosons de spin nul ou po-
larisés, et nous nous intéressons a la situation ot les particules interagissent
deux a deux. Nous supposons que cette interaction est caractérisée par la
longueur de diffusion a (positive ou négative) et nous nous concentrons
sur le cas ol |a est trés grande devant la portée b du potentiel.

Dans le traitement qui va suivre, nous prendrons en fait un potentiel de
portée nulle (le pseudo-potentiel), en traitant les interactions par l'inter-
médiaire des conditions aux limites de Bethe—Peierls que nous avons déja
rencontrées aux chapitres précédents. Le cas un peu plus général d’un po-
tentiel binaire séparable est brievement traité dans I'appendice §5.

Le résultat trouvé par Efimov est remarquable : pour a = o0, alors
qu’iln’y a pas d’état lié a deux corps (au moins dans le modéle de pseudo-
potentiel), on trouve une infinité d’états liés a trois corps, avec des énergies
formant une suite géométrique. Comme nous avons déja eu 'occasion de
le dire, cette suite géométrique doit étre tronquée du coté des énergies tres
négatives, puisqu’on requiert que ce systéme posséde un état fondamental.
Ceci nécessite I'introduction d’un parameétre a trois corps que nous note-
rons Ry.

Une fois le parameétre a trois corps fixé, tout le spectre du probléme s’en
déduit (figure V.1). Du c6té a < 0, quand on diminue la valeur de |a|, on
voit les différents états trimeres disparaitre les uns aprés les autres car leur
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énergie de liaison s’annule. Du c6té a > 0, quand on diminue la valeur de
a, les états triméres entrent en compétition avec un état a un dimere et une
particule libre, et ils finissent eux aussi par disparaitre. La physique efimo-
vienne est donc véritablement une physique de résonance de diffusion, au
voisinage du point a = Fo0.

Contrairement au cas mMM pour lequel 'approximation de Born-
Oppenheimer permettait de mener pratiquement tous les calculs de ma-
niére analytique, le cas de trois particules identiques est nettement plus
compliqué a traiter. Dans ce qui suit, nous allons d’abord détailler la so-
lution dans le cas strictement résonant, ce qui nous permettra de retrouver
I'interaction en 1/72 qui a joué le role de fil directeur dans tout le cours de
cette année. Nous donnerons ensuite les grandes lignes du traitement en
dehors de la résonance, mais sans mener les calculs explicites qui néces-
sitent de toute facon une étape numérique conséquente si on veut obtenir
une précision raisonnable.

Dans ses travaux des années 70, Efimov envisageait une application de
son modele a la physique nucléaire. Il mentionnait notamment un assem-
blage de trois particules « (deux protons, deux neutrons) pouvant former
un état excité du noyau de carbone '2C. Il s’est avéré que les conditions de
résonance permettant d’atteindre |a| > b (o1 b est la portée du potentiel
a deux corps) n’étaient pas remplies dans ce cas. Il a fallu attendre 1994
pour voir apparaitre le trimére d’atomes d’hélium (Schéllkopf & Toennies
1994), un état (presque) éligible au statut de trimere d’Efimov, puis les ex-
périences sur les gaz d’atomes froids avec le travail pionnier du groupe de
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Ficure V.1. Schéma de principe du spectre des diméres et des triméres, dans le
cadre d’une interaction de portée nulle décrite par la longueur de diffusion a. L'in-
troduction d’un paramétre d trois corps Ry est nécessaire pour fixer la position des
niveaux sur l'axe vertical (1/a = 0). Le reste du diagramme en découle de maniére
universelle.

R. Grimm a Innsbruck (Kraemer, Mark et al. 2006).

Comme nous l’avons écrit plus haut, nous ne meénerons pas ici tous les
calculs pour arriver au diagramme énergétique final. Ces calculs peuvent se
trouver dans plusieurs articles de revue écrits au cours des vingt derniéres
années, citons notamment ceux qui ont servi de base a la préparation de ce
chapitre : Nielsen, Fedorov etal. (2001), Braaten & Hammer (2006), Naidon
& Endo (2017), Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).
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1 Paramétrisation de I’espace

Dans toute sa généralité, le probleme a trois corps dans un espace tri-
dimensionnel consiste a chercher les fonctions propres de I’hamiltonien,
U(ry,re, r3), dépendant de neuf variables d’espace. Il est bien stir impos-
sible d’aborder un tel probleme de front et il est impératif de prendre en
compte les différentes symétries du systeme pour le simplifier.

Pour commencer, nous pouvons nous laisser guider par la solution du
probléme & deux corps en interaction : partant des six variables d’espace
{71, 72}, la séparation "centre de masse — variable relative"

{ri,r2} — {Ri2, 712} (1)

avec

1
Ry = By (ri+mr2), Ti2=r1—7rg (2)

ramene le probléme aux trois composantes de 712, puisque le mouvement
du centre de masse R;2 est celui d’une particule libre. Ensuite, la prise en
compte de la symétrie de rotation de 'interaction a deux corps permet de se
ramener a un probléme uni-dimensionnel, ne portant que sur r12 = |ry2|.

Pour le probléme a trois corps, les choses ne sont pas si simples. La sé-
paration du mouvement du centre de masse permet de passer simplement
de 9 a 6 variables, mais il est ensuite difficile de simplifier davantage le pro-
bleme général. Toutefois, nous allons voir dans cette partie que pour une
interaction de portée nulle, décrite par la condition aux limites de Bethe-
Peierls, on peut ramener le probléme & 9 variables a un probleme a 2 va-
riables seulement.

1-1 Condition aux limites de Bethe—-Peierls

On considere trois particules de masse m interagissant deux a deux
par le pseudo-potentiel associé a la longueur de diffusion a. On prend
en compte cette interaction en utilisant les conditions aux limites de
Bethe-Peierls, qui imposent le comportement de la fonction d’onde totale
U(ry,re,73) quand deux particules se rapprochent l'une de l'autre. Par
exemple, quand la position de la particule 3 est fixée ainsi que le milieu
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W

Ficure V.2. Un exemple de situation ot la condition aux limites de Bethe—Peierls
(3) intervient.

R, du segment (1-2), et quand la distance i, tend vers 0 (figure V.2), on
impose :

\I/(Th’r'g,'f‘g) = (é — é) <I>(R12,r3) + O(Tlg). (3)

’1”12—)02

Dans un développement en puissances de 712, la condition de Bethe—Peierls
impose donc une relation entre les deux premiers coefficients du dévelop-
pement, celui de (r12) ™! et celui de (r12)°, sans contraindre les coefficients
suivants [termes en (r12)™ avec n > 1].

Une fois la condition aux limites de Bethe—Peierls imposée, I’hamilto-
nien régissant I'évolution des trois particules est purement cinétique. La
recherche d’états propres du systéme a trois corps passe donc par la réso-
lution de I’équation aux valeurs propres :

_m Y v |v=EW (4)
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Frcure V.3. Un des systémes de coordonnées de Jacobi pour le probléme a trois
corps. Nous avons choisi ici celui qui particularise la paire (1, 2).

1-2 Coordonnées de Jacobi

Comme pour le probleme a deux corps, le systéme total est invariant par
translation. On peut donc séparer le mouvement du centre de masse

1
Riy3 = 3 (ri+ra+mrs), (5)

qui est celui d’une particule libre de masse 3m, du mouvement relatif des
trois particules. Il n’existe pas de choix simple des coordonnées relatives qui
respectent pleinement la symétrie entre les trois particules. Nous utiliserons
icile systeme de Jacobi (voir figure V.3). En particularisantla particule 3 vis-
a-vis dela paire (1, 2), ce systéme revient a faire le changement de variables :

{r1,r2,73} — {Riss,T12,p3} (6)

oll Ri23 et 12 ont déja été définis ci-dessus et out

V3
5 P3=T3 Ry5. (7)
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La raison d’étre du coefficient v/3/2 apparaitra dans un instant?.

Une fois ce choix de coordonnées effectué, il faut réécrire 'équation aux
valeurs propres (4). Un calcul simple donne pour la somme des laplaciens

3
1
2 2 2 2
Yvi= 5 Vit +2 (V2,+V2). (10)
j=1

Letermeen 3 V% correspond aI'énergie cinétique du centre de masse. Le
mouvement du centre de masse n’est pas affecté par la condition aux limites
de Bethe—Peierls et ses fonctions propres sont les ondes planes elf-Fizs
d’énergie h? K2 /6m. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que nous nous
sommes placés dans le référentiel du centre de masse du systeme a 3 corps,
ce qui revient a choisir K = 0, et nous omettrons cette contribution V% _ .
Nous travaillons donc maintenant avec la fonction inconnue ¥(r13, p3) qui
est solution de

+V,)U=EV (11)

T12

h2
- (V2

qu’il s’agit de résoudre en prenant en compte les conditions aux limites de
Bethe—Peierls. Notons l'intérét du coefficient v/3/2 dans la définition (7) de
ps qui permet d’obtenir une écriture symétrique du laplacien vis-a-vis des
deux variables 71 et ps.

Les trois systémes de coordonnées de Jacobi. Comme nous l’avons dit, il
n’y a pas de choix simple pour le systeme de coordonnées qui respecte la sy-
métrie entre les trois particules. Le choix {712, p4 } fait ci-dessus singularise

1. Nous avons adopté ici le méme systéme de coordonnées que Naidon & Endo (2017). On
trouve également dans la littérature [voir par exemple Greene, Giannakeas et al. (2017)] un
choix correspondant a une répartition différente de ce coefficient v/3/2, qui consiste a poser :

) V3\ /2 i V3\ /2
P10 = (7 (7'1 — 7‘2) pP3 = 7 (7'3 - R12)1 (8)
de sorte que les angles de Delves et de Jacobi ne sont pas modifiés, et I’hyperrayon corres-
pondant s’écrit R? = 72, + P2 = @RZ ou R est défini en (29). Pour le terme associé a
I'hyperrayon dans ’hamiltonien [voir par exemple (32)], on doit alors faire la substitution :
h? 92 B2 92
= - = 3. 9
m OR? wome e n=m/ V3 ©)
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la particule 3. On peut bien sfir faire des choix équivalents en singularisant
la particule 1 : {723, p; }, ou la particule 2 : {rs;, p,}. Nous aurons besoin
dans la suite des formules de passage entre ces différents systémes de co-
ordonnées (rotation d’angle £27/3) :

()= (A 00) () a2)
et
(7:21) = (%?2 hﬁf) (7;;) (13)

Quand il s’agira d’imposer les conditions aux limites de Bethe-Peierls, il
faudra prendre par exemple la limite ;2 — 0 en gardant R, et 3 fixes, ce
qui conduira pour les deux autres systémes de coordonnées a :

3
T23 = ——5P3; P17 s (14)
2 2
et
3
T31 — 7937 P2 — —%- (15)

1-3 Composantes de Faddeev

La procédure générale consistant a fixer une paramétrisation de l'es-
pace par un des trois jeux de coordonnées de Jacobi, (r12, p3) par exemple,
puis a chercher directement les fonctions propres ¥ (71, r2, 73) = ¥ (712, p3)
conduit a des calculs difficiles, méme pour le cas d"un potentiel de portée
nulle que nous envisageons ici. Une raison en est que ce choix de coordon-
nées qui singularise la particule 3 n’est pas "démocratique", pour reprendre
I’expression de Nielsen, Fedorov et al. (2001). Plus prosaiquement, il ne fa-
cilite pas la prise en compte des conditions aux limites de Bethe—Peierls
pour chacune des trois paires possibles. Pour la paire (1, 2), cette condition
aux limites dans le systéme de coordonnées (R, 712, p5) est bien sir tres
simple puisqu’il s’agit de prendre la limite (figure V.2) :

Paire (1,2) : r12 = 0 & Rj2, py constants. (16)

Mais la prise en compte de la condition aux limites pour les paires (2, 3) et
(3,1) est moins immédiate.
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Pour faciliter la prise en compte simultanée des trois conditions aux li-
mites, nous allons chercher la fonction ¥ sous la forme :

U(ry,re,73) = X(r12, P3) + X(r23, P1) + X(731, Pa), (17)

oll nous avons introduit les deux systémes de coordonnées de Jacobi sin-
gularisant respectivement la particule 1 et la particule 2. La fonction x(r, p)
est appelée composante de Faddeev et sa construction précise est détaillée
dans I'appendice de ce chapitre (§5). La structure de 1’équation (17) a le
mérite d’étre par construction symétrique par un cycle d’échange des trois
particules, ce qui est nécessaire puisque nous nous intéressons ici au pro-
bleme de trois bosons identiques?.

Sous cette forme, chacune des trois fonctions x (5, p;,) intervenant dans
(17) va "prendre en charge" le comportement divergeant a courte distance
de la fonction d’onde pour la paire (3, j) en question. Plus précisément, nous
allons imposer

1
x(r, p) diverge comme . quand r — 0. (18)

On utilisera donc le développement de Taylor :

ro0: i) =22 4 Bip) 1 o) (19)

avec les coefficients de r~! et ¥ qui se calculent a partir de :

(o) =y [ 00). an

Alp) =1

(p) = lim [rx(r, p)]
Comme nous l'avons indiqué plus haut, la condition aux limites de

Bethe-Peierls vient relier 'ordre dominant en 1/r;; et 'ordre suivant du

développement, le terme constant en —1/a. Plus précisément, on a dans la

limite 713 — 0:

Terme en (r1) " PL% [r x(r, p3)] (21)

2. Il peut exister des situations telles que chacune des composantes de Faddeev est bien
définie, mais x(r12, p3) + x(723,p1) + Xx(731, p3) = 0. On parle alors de spurious solutions
(Nielsen, Fedorov et al. 2001). Nous n’en rencontrerons pas ici.
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et pour le terme en (’l"lg)o

lim {W} +x(—§p3,—1p3) +x(+§p3,—%p3) (22)

2 2
ol nous avons utilisé le passage a la limite sur les différentes coordonnées
de Jacobi donné en (14-15).

Pour notre probleme, la condition aux limites de Bethe—Peierls s’écrit
donc pour toute valeur de p :

V31 V31

lim {M} +xX(=%5 P —5p) tX(+—p.—5p) = —é lim [rx(r, p)]

r—0 a’r

2 2 2 2
(23)
Par ailleurs, la fonction x (r, p) satisfait]’équation aux valeurs propres iden-
tique a (11) :

— (VR V) x(r.p) = E x(r.p) (24)

qui correspond, rappelons-le, a une énergie purement cinétique puisque
les interactions sont prises en compte ici par I'intermédiaire de le condition
aux limites (23).

1-4 Hyperrayon et angle de Delves

A ce stade, I'équation (11), ou ses équivalents pour les deux autres sys-
temes de coordonnées de Jacobi, est une équation a six variables d’espace,
qui peut étre paramétrisée de multiples facons, une fois qu’on a adopté un
systéme de coordonnées de Jacobi. Nous utiliserons le choix suivant® qui
précise la taille et la forme du triangle formé par les trois particules et qui
définit ensuite I'orientation de ce triangle dans I'espace a trois dimensions :

— L’hyper-rayon R, défini par
2
R? =11y +p; = 3 (ria + 735 +751), (29)

3. Un autre choix communément utilisé dans la littérature pour traiter des potentiels de
portée non nulle consiste a utiliser R, les trois angles d’Euler, et les deux angles 6 et ¢ définis-
sant les coordonnées r;; [voir par exemple Greene, Giannakeas et al. (2017)] :

R i R _
Tij = E [1 + sinfsin(p + v45)] 1/2 (25)
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renseigne sur la nature du groupement des trois particules : R devient
grand dés qu'une particule s’éloigne des deux autres; une petite valeur
de I'hyper-rayon est donc obtenue si et seulement si les trois particules
sont proches 1'une de 'autre. Notons que I’hyper-rayon (29) est iden-
tique pour les trois systémes de coordonnées de Jacobi, puisqu’il fait
jouer des roles identiques aux trois variables 71, 72, 3.

— Ulangle de Delves o est défini par :

rio = Rsina, p3 = Rcosa, 0<a<m/2 (30)
En toute rigueur, nous devrions noter cet angle de Delves a3, puisqu'il
renseigne sur la position de la particule 3 par rapport a la paire 1-2. On
peut bien str définir également «; et 3, mais nous n’aurons pas a les
utiliser dans ce qui suit*. L'angle de Delves indique si on a affaire & un
triangle plutot allongé (petites valeurs de o) ou plutét aplati (o proche
de 7/2). Plus précisément, si @ = a3 est proche de 0, la particule 3 est
loin de la paire 1-2; si v est proche de 7/2, la particule 3 est proche du
milieu de 1 — 2 (voir figure V.4). En revanche quand a ~ /4, la forme
du triangle n’est pas bien définie : il peut étre allongé si la particule 3
est proche de 1 ou 2, ou quasi-équilatéral.

— Langle de Jacobi 8 = (712, p3) (qui devrait lui aussi porter 'indice 3
pour lever toute ambiguité). La connaissance de I’hyper-rayon et des
deux angles a et § permet de préciser complétement la taille et la forme
du triangle formé par les trois particules (figure V.5).

— Les trois parameétres angulaires restants correspondent aux trois angles

avec v;; = —n/6,—57/6,+7/2 pour (i,5) = (1,2),(2,3),(3,1). Lopérateur énergie ciné-
tique s'écrit alors Hein = T + 11 + To + T3 avec T inchangé par rapport a (32) et

X 4n? 1 9 )

n = - — sin(20) — 26

! miZ sm(20) 20 “1 (9 5 (26)
R 202 1 o 1 -2
T, = - 5 (i— - COSOJZ) (27)
mR? sin?(0) \ 9p  2h
R 2.J2 2.2 J2?
T3 = z + ¥ + == (28)

mR2(1 —sinf)  mR2(1 +sinf) mR2’

ott J représente le moment cinétique total du systéme. Dans le sous-espace de moment ci-
nétique J = 0, la dépendance vis a vis des angles d’Euler disparait et les états propres de
I'hamiltonien sont des fonctions des trois variables R, 8, ¢ (D’Incao & Esry 2005a).

4. On notera la relation remarquable : sin? a1 + sin? g + sin? a3 = 3 /2.
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\ ! a=m/12
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Ficure V.4. Trois configurations possibles pour un méme hyper-rayon R et diffé-
rents angles de Delves o Les positions des particules 1 et 2 ne sont pas complé-
tement définies par la connaissance de R et . On sait uniquement qu’elles sont
situées sur le cercle pointillé et diamétralement opposées.
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0

l Rsina 2

Ficure V.5. Détermination de la forme du triangle formé par les trois particules a
partir des paramétres R, o, 3.

d’Euler nécessaires pour préciser l'orientation de ce triangle dans l'es-
pace.

Une fois défini le systéme de coordonnées (R, «, 2) ot1 {2 désigne de ma-
niére collective I'angle de Jacobi (5 et les trois angles d’Euler, on peut écrire
I'hamiltonien cinétique —(h?/m) (V} + V3) qui intervient dans (24) sous
une forme relativement compacte (Pack & Parker 1987; Yuen 2020) :

I:ICin = TR + Ta + TQ (31)

avec pour la partie hyperradiale :

. 1o 50
- — R 2
B7 " m RPOR OR’ (32)
et pour la partie angle de Delves :
2
T, = f # 0 sin (Qa)E. (33)

"~ mR2 sin (2a) da oo

Nous n’écrirons pas ici la forme explicite de T, en fonction de I’angle j3 et
des angles d’Euler, mais nous donnons simplement sa structure en termes
des deux opérateurs L et J, ot L désigne le moment cinétique du dimeére
aligné selon et J le moment cinétique total des trois corps :

1 [(J-L? I
T = mR? [ cos? o sin® al’ (34)
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Quand les interactions entre les particules sont décrites par un po-
tentiel binaire V(r;;) quelconque, les distances r;; font intervenir R, «
et 5. Il en va de méme pour les états propres de I'hamiltonien total (ci-
nétique+interactions), de sorte que les trois termes TR, T et TQ ont
une contribution non triviale. Dans le cas d’une interaction décrite par le
pseudo-potentiel, puisque I’hamiltonien est purement cinétique, on peut
d’emblée se placer dans le sous-espace propre correspondanta J = L =0,
dont on peut montrer qu'il est le seul a donner naissance a I’effet Efimov.

Nous restreignons donc la recherche des fonctions x(r, p) a des fonc-
tions de R et de o uniquement (ou de maniére équivalente de r = Rsin«
et p = Rcos o uniquement). Par ailleurs, compte tenu de la structure de T
et T,,, on a intérét a faire le changement de fonction

_ ®(R,qa)
X(r7 p) - R5/2 Sln(20&) (35)
et on arrive a I'équation aux valeurs propres :
BT, s 1
- Og + R2 o, + ®(R,a) = FE ®(R, ) (36)

Il nous reste a préciser les conditions aux limites & imposer a (R, o).

Remarquons tout d’abord que le changement de fonction (35) requiert
de bien définir le comportement de (R, ) aux points d’annulation du
sin(2«) figurant au dénominateur, c’est-a-dire « = Qou v = 7/2:

— Quand o — 0 a R constant, la variable r = Rsin« tend vers 0 et on
sait que x(r, p) doit diverger comme 1/7. Il suffit donc d’imposer que
®(R, o) soit réguliére en v = 0, mais elle n’a pas a s"annuler en ce point.

— Quand o — 7/2 & R constant, la variable p = Rcos«a tend vers 0, ce
qui signifie que la particule 3 vient se positionner au milieu du seg-
ment 1 — 2 (figure V.4). La fonction x(r, p) est réguliere en ce point®
et il faut donc imposer que le numérateur de (35) s’annule au moins
linéairement comme o — /2 en ce point :

)=0 (37)

5. saufsi R — 0, mais ce cas ot les trois particules sont superposées est "de mesure nulle".
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Ficure V.6. Les deux valeurs de 'angle de Delves o pouvant amener une particule
sur une autre, et intervenant donc dans la condition aux limites de Bethe—Peierls
(38).

Par ailleurs, la condition aux limites (23) se transpose en :

8 T R
et (R, g) =~ 0(R,0) (38)

La contribution de o = 0 correspond au cas oti les particules 1 et 2 se rap-
prochent 'une de l'autre (figure V.6, gauche), et la contribution o = 7/3
correspond au cas ot la particule 3 peut venir au contact de la particule 1
ou de la particule 2 (figure V.6, droite).

=5

2 La solution dans le cas résonnant

2-1 Séparation des variables pour a = £o00

La structure de 1'équation aux valeurs propres (36) se préte bien a la
recherche des fonctions propres sous la forme factorisée du type g;(R) x
g2(a). Mais la condition aux limites (38) n’est généralement pas compatible
avec cette factorisation. Il existe néanmoins deux cas ol cette factorisation
est possible, le cas résonnant a = 0o et le cas sans interaction ¢ = 0. Nous
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allons nous concentrer ici sur le cas résonnant et nous vérifierons ensuite
que le cas sans interaction redonne bien le résultat (trivial) attendu.

Plagons-nous dans le cas résonant et cherchons une solution de (36-37-
38) sous la forme

(R, a) = ¢(R) F(a). (39)

Grace au choix a = oo, les conditions aux limites (37-38) ne font pas inter-
venir la fonction inconnue ¢(R), mais seulement F'(«) :

F(n/2) =0 (40)
et
dF 8
{E} T %szz,) = 0. (41)

L'équation aux valeurs propres (36) s’écrit quant a elle :

d?¢ (b(R)} #(R) d*F mE
- LiR? T | T T g = g AR e (42)
La procédure est alors standard. On commence par résoudre I'équation aux
valeurs propres pour une des fonctions inconnues, ici F'(«) :

——— =5"F(a) (43)

ou la valeur propre s? (réelle) doit étre choisie pour respecter les condi-
tions aux limites (40-41) et on reporte le résultat obtenu dans (42) pour
déterminer la solution pour ’hyperrayon :

—% 82]_%721/4¢(R) =ep(R) avec €= mE (44)

On retrouve ici encore une équation de Schrédinger a une dimension
dans le potentiel en 1/r%! La question que nous abordons dans le para-
graphe suivant est de savoir si le coefficient s? peut étre négatif pour que
l'attraction due a ce potentiel puisse donner naissance a des états liés.
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Ficure V.7. Gauche : recherche des solutions de (46) avec s> < 0, cette équation se
réécrivant sous la forme (48) pour la variable |s|; elle admet une solution unique
donnée en (47). Droite : recherche des solutions de (46) avec s*> > 0. Sur chaque
graphe, les courbes bleue et rouge correspondent respectivement aux membres de
gauche et de droite des équations (46) et (48).

2-2 Equation angulaire et effet Efimov

La solution de l’équation aux valeurs propres pour la variable angulaire,
F"+5?F = 0 avec s® réel positif, négatif ou nul, compatible avec la premiére
condition aux limites F'(7/2) = 0s’écrit, a une constante multiplicative pres
sans importance :

F(a) = sin [s(g - a)} . (45)

Injectons cette forme dans la seconde condition aux limites (41) :

8 .
scos(sm/2) = 7 sin(sm/6) (46)

ou s est réel ou imaginaire pur.

Les nombres s satisfaisant (46) viennent par paires (s, —s), la solution
s = 0 étant a écarter car elle conduit a une fonction F(«) identiquement
nulle. Une étude numérique simple montre que I'équation (46) admet deux
types de solutions (voir aussi la résolution graphique en figure V.7) :

— Une double solution imaginaire pure

‘30 = +ilso]  avec [so| =1.00624- - ‘ (47)

I’équation (46) se récrivant dans ce cas

|so| cosh(|sg|m/2) = %Sinh(|so|7r/6) (48)

ou toutes les quantités sont réelles. L'équation portant sur I’hyperrayon
s’écrit alors

&% [so]*+1/4

= SR 6(R) = o(R) (49)

— Une famille infinie de solutions +s; avec s; réel positif, j > 1.

Comme nous avons eu l'occasion de le voir a plusieurs reprises dans les
chapitres précédents, la condition pour que I'équation aux valeurs propres
(44) sur la variable R admette un état lié, c’est-a-dire une valeur propre
€ < 0, est que le coefficient du terme en 1/R?, ici s> — 1/4, soit strictement
inférieur a —1/4. Il faut donc que s? soit négatif, ce qui vient sélectionner un
et un seul type de solution, so = =+i|sg|, conduisant a ’équation aux valeurs
propres (49).

Une fois cette solution identifiée, toute la procédure que nous avons dé-
veloppée dans les chapitres précédents s’applique sans modification. Par-
tant de I'équation (49), on sait que :

— Il faut introduire une condition aux limites aux petites valeurs de R,
par exemple un cceur dur en Ry, pour empécher la "chute sur le centre".
On obtient ainsi un état fondamental d’énergie £, < 0 avec une fonc-
tion d’onde ¢(R) sans nceud en dehors du point Ry.

— Une fois imposée cette condition, on obtient une infinité d’états liés
dont les énergies forment en trés bonne approximation une suite géo-
métrique

E,
En+1

~ A2 avec A=/l x227 N =515 (50)

— La fonction d’onde a énergie nulle est log-périodique :

¢(R) = sin [so| In(R/Ro)] (51)



Chapitre V — Le probléme d’Efimov pour trois bosons identiques

§3. La solution dans le cas général

Frcure V.8. Une configuration typique d’un trimere d’Efimov, correspondant a
une petite valeur de I'angle de Delves «, et donc un triangle allongé. L'état des trois
particules est invariant par rotation, ce qui est représenté par le halo rouge. Les
trois points bleus représentent un résultat possible (et relativement probable, d une
rotation globale prés) d'une mesure des positions.

et on retrouve cette structure pour les états liés tant qu’on se limite a
des valeurs de R petites devant leur point de rebroussement extérieur.

On notera que la fonction d’onde angulaire F'(«) trouvée en (45), qui
se récrit sinh [|so|(5 — )] dans le cas efimovien, est relativement piquée
autour de o = 0, ce qui indique que les trimeéres obtenus dans ce cas ont
une forme de triangle allongé, comme représenté sur la figure V.8 (Naidon
& Endo 2017).

2-3 Vérification : le cas sans interaction

Nous avons pu résoudre le probléme aux valeurs propres (36-37-38)
dans le cas a = oo car la recherche des solutions sous une forme factorisée
était alors possible. Il existe une autre situation ott c’est également le cas :
a = 0. Nous allons vérifier qu'on retrouve alors bien les résultats attendus
en absence d’interaction.
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Quand la longueur de diffusion s’annule (ou plus précisément tend vers
0 par valeurs négatives), c’est-a-dire quand les particules n'interagissent
pas entre elles, la condition aux limites (38) impose
a=0 = ®(R,0) =0. (52)
Nous cherchons la aussi les fonctions solutions de (36) sous la forme facto-
risée
(R, a) = ¢(R) F(a) (58)
avec les conditions aux limites (37-53) :

F(r/2) =0. (54)

La fonction F(«) doit ici aussi étre solution de l'équation aux valeurs
propres F” + s>F = 0 et les conditions aux limites (54) entrainent im-
médiatement :

JjeN”. (55)

F(a) = sin(sa) avec s =2j,

On injecte cette forme dans (36) pour en déduire I'équation vérifiée par
¢(R):

d2¢ 452 —1/4

CdR? R?

Cela correspond a une équation de Schrodinger pour le potentiel répulsif
(de type centrifuge) (452 — 1/4)/R?. Toutes les valeurs propres € sont donc
positives ou nulles et il n'y a pas d’état 1ié dans ce cas. C’est bien stir le
résultat attendu en absence d’interaction.

?(R) = eg(R). (56)

3 Lasolution dans le cas général

3-1 Séparation des variables angulaires et radiales

Quand la longueur de diffusion a n’est pas nulle ni infinie, la prise en
compte de la condition aux limites (38) nécessite de manipuler des fonc-
tions a deux variables, ce qui est numériquement compliqué.
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En pratique, une approche puissante consiste a supposer dans une pre-
miére étape que R est un parametre fixé pour résoudre le probleme angu-
laire décrit par la variable «, puis dans une deuxiéme étape injecter le résul-
tat dans 1’équation pour R. L'idée physique sous-jacente est que 1’angle de
Delves «a est une variable rapide et 'hyperrayon une variable lente, ce qui
permet de faire les approximations correspondantes lors de la deuxiéme
étape.

Sur le plan mathématique, cette approche est rendue possible par le fait
que la condition aux limites (38) est locale en R, c’est-a-dire qu’elle ne fait
intervenir que les valeurs de la fonction recherchée ®(R, «) en un point R
donné, mais pas ses dérivées partielles par rapport a R.

On cherche donc a résoudre (36) avec les conditions aux limites (37-38)
en écrivant la solution sous la forme

O(R,a) = Z ¢i(R) F;(a; R) (57)

oti les F; sont des fonctions de aa R fixé, solutions del’équation aux valeurs
propres

SRR _ 2 (m) RfosR) (58)

et satisfaisant les conditions aux limites (37-38), toujours a R fixé.

Une fois I'ensemble des fonctions propres F; et des valeurs propres
s? connues, on injecte la forme (57) dans I'équation aux valeurs propres
(36) et on obtient un ensemble a priori infini d’équations couplées pour les

d2¢;  s2(R)—1/4

?

dR2? R2

Oi(R)+D_ 03 (R)6;(R) = egu(R). (59)

Les opérateurs O, ;(R) ont une structure qui est usuelle dans le formalisme
del’approximation adiabatique; ils font intervenir les produits scalaires des
fonctions F;(«a; R) et F;(a; R) et de leurs dérivées par rapport a R. Ils dé-
crivent la "rotation" des vecteurs de base sur lesquels on effectue le déve-
loppement, en l'occurrence la dépendance en R des fonctions angulaires
F;. Le terme i = j correspond a un potentiel géométrique (scalaire et vec-
teur) qui vient s’ajouter au potentiel hypersphérique [s?(R) — 1/4]/ R? entrant
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dans 'évolution (59) de la fonction d’onde ¢;(R). Les termes non diago-
naux i # j décrivent des couplages entre les différents canaux.

Nous n’expliciterons pas dans ce chapitre la forme des opérateurs
@ij (R) [voir par exemple Braaten & Hammer (2006), eqgs. (114)-(116) pour
une expression détaillée], mais nous y reviendrons dans le chapitre suivant
lors de la discussion de la valeur du parametre a trois corps pour une in-
teraction de van der Waals.

Quand on se place a résonance ou a interaction nulle (cf. section pré-
cédente), les fonctions F;(c; R) sont en fait indépendantes de R; tous les
O;;(R) sont alors nuls. En dehors de ces valeurs particuliéres de la longueur
de diffusion a, les opérateurs O, (R) sont non nuls et on peut, suivant la pré-
cision recherchée pour le calcul numérique, en prendre un certain nombre
en compte. A 'ordre le plus bas, I'approximation adiabatique hypersphé-
rique consiste a négliger tous les opérateurs O, (R) pour ne garder que

d2¢i SQ(R) — 1/4

?

 dR2 R?

¢i(R) ~ € i(R) (60)

Toute la physique du probleme — au moins pour les états de moment ciné-
tique nul auxquels nous nous sommes restreints — est alors contenue dans
les valeurs propres s?(R) du probleme angulaire qui définissent les poten-
tiels hypersphériques.

3-2 Les potentiels hypersphériques

La recherche des valeurs propres s?(R) et des fonctions propres Fj(«; R)
pour 1'équation aux valeurs propres (58) avec les conditions aux limites
(37-38) se fait de manieére similaire au cas résonant de la partie 2. On
cherche la fonction propre a R fixé sous la forme

™

F(a; R) = sin [S(R) (5 — a)} (61)

qui assure automatiquement que F est solution de F” + s?F = 0 avec la
condition aux limites F'(7/2; R) = 0. La prise en compte de la condition aux
limites (38) impose :

—scos(sm/2) + % sin(sm/6) = —% sin(sw/2) (62)
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qui se résout numériquement pour chaque valeur de R/a.

Intéressons-nous ici a la plus petite valeur propre s2; (R) de (58) :
— Pour a > 0, cette valeur propre est négative pour toutes les valeurs de
R, i.e. smin(R) est imaginaire pur.
— Poura < 0,ontrouve s2
et 52, (R) positif au dela.
La variation de 52, (R) dans ces deux cas est représentée sur la figure
V.9 (haut) [voir aussi les figures 4 et 5 de Nielsen, Fedorov et al. (2001)].
On notera que les deux solutions pour a > 0 et a < 0 tendent vers —|sq|?
quand R < |a| avec |so| = 1.00624-- -, ce qui permet de retrouver le cas
a = Foo discuté a la section précédente et qui donne lieu a l'effet Efimov.
Quand on prend la limite inverse R >> |a| pour a < 0, onretrouve le résultat
s = 2 correspondant a la valeur la plus basse du cas sans interaction [cf.
(55)]. Quand R > a avec a > 0, la valeur s2; (R) tend vers —oco, ce qui

correspond a la formation de l'état lié du dimere.

(R) négatif aux petites valeursde R (R < |al)

On montre également sur la figure V.9 (en bas) les potentiels hypersphé-
riques associés :

Vhyp(R) = % Smm(];;# (63)

Pour R < |al, le fait que s2 (R) tende vers —(1.00624)? entraine qu’on

retrouve le potentiel en 1/R? du cas résonnant. Aux grandes valeurs de
R, V(R) tend vers 0 pour a < 0 et vers I'énergie de 1’état 1ié du dimere,
—h? /ma?, pour a > 0.

Nous nous sommes concentrés ici sur la plus petite valeur propre
s2..(R) de (58). Toutes les autres valeurs propres sont strictement posi-
tives (quel que soit le signe de a) et elles conduisent pour R < a a un
potentiel hypersphérique en 1/R? répulsif (Braaten & Hammer 2006). Par
conséquent, seul le potentiel associé a cette valeur propre minimale peut
donner naissance a des états liés a trois corps "universels".

3-3 Universalité pour le probléme a trois bosons

Une fois fixé le parameétre a trois corps qui régularise le probléme pour
a = %00, on peut utiliser le formalisme hypersphérique pour déterminer la
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Ficure V.9. Haut : La premiére valeur propre s2. (R) pour a > 0 (courbe

bleue continue) et pour a < 0 (courbe rouge tiretée). Les deux lignes poin-
tillées indiquent la limite d’interaction nulle (s = 2, voir (55)) et le cas ré-
sonant so = i x 1.00624. Bas : Potentiel hypersphérique associés Vi, (R) =
[s2:,(R) — 1/4]/R? en unités de h* /ma®. Dans le cas a > 0, on retrouve la limite

de 'énergie du dimeére, —h? /ma?, quand R — oo (trait pointillé).
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variation des états propres du systéme avec a.

N

La forme générale de cette variation est treés similaire a celle trou-
vée au chapitre précédent dans le cadre de l'approximation de Born-
Oppenheimer pour le probleme mM M. On trouve une série de branches
énergétiques correspondantes aux différents états liés du trimere. Comme
dans le cas mM M, le diagramme posséde une invariance d’échelle remar-
quable : la connaissance d'une branche dans le plan (1/a, E') permet d’en
déduire toutes les autres par une simple homothétie de centre (0,0). La
seule différence avec le cas mM M réside dans le fait que le rapport d’homo-
thétie est maintenant fixé et déterminé par A = e”/I*| avec |so| = 1.00624,
alors que c’était une fonction de M /m dans le cas précédent.

Nous avons tracé en figure V.10 cette branche énergétique pour un des
états du trimeére avec le systéme de coordonnées (/1/]al,|E|'/*) déja uti-
lisé au chapitre 4 pour le probléme m M M. La courbe continue est le résultat
d’un calcul numérique précis (Braaten, Hammer & Kusunoki 2003 ; Naidon
& Endo 2017). La courbe pointillée représente la solution de 1’équation de
Schrodinger a un canal (60), ne prenant en compte que le potentiel hyper-
sphérique Vi, (R) du canal le plus bas donné en (63) et tracé en figure V.9.
On constate que cette approximation a un canal, qui revient a négliger les
contributions de tous les opérateurs O;;, est excellente pour notre modele
d’une interaction binaire de portée nulle.

Nous montrons également en figure V.11 une représentation de I'empi-
lement des différentes branches. Résumons les principales caractéristiques
de ces deux diagrammes :

— Du c6té a < 0 de la résonance, on retrouve les seuils d’apparition des
trimeres o™, n = 0,1,--- qui forment une progression géométrique,
de raison A = 22.7. Pour chaque seuil, on prédit un pic dans le taux de
recombinaison a trois corps Lz dans un gaz atomique, sur lequel nous
reviendrons au prochain chapitre.

— A résonance, les énergies des triméres forment une suite géométrique
de raison \? =~ 515 [cf. (50)].

— Du c6té a > 0 de la résonance, I'énergie du trimere n rejoint celle du
dimeére (+ un atome libre au repos) pour une valeur a{™. On s'attend

(n)

en ces points a, ~ a une résonance du taux de relaxation inélastique

atome-dimeére Sap. Les valeurs des a&”) forment également une suite
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V' 1/|a] x signe(a)

Ficure V.10. Courbe continue : calcul numérique précis de la branche énergétique
EM) du nieme trimeére d’Efimov en fonction de 1/a. Courbe pointillée : résolution
de I'équation de Schrédinger a un canal (60), pour le potentiel hypersphérique
(63). La longueur de diffusion a et I'énergie ™) sont définies ici i une constante
multiplicative prés, qui dépend du paramétre a trois corps Ry. La droite rouge coté
a > 0 représente le dimére d'énergie E = —h? /ma®. La branche énergétique du
trimére n+ 1 se déduit de cette courbe par une homothétie de centre O et de rapport
1/A. Le tracé de la courbe continue a été effectué en utilisant la paramétrisation
fournie par Naidon & Endo (2017) [leur équation (2.40)].
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(n—1) a () XA ™

ol

_ |E<n>|1/4

0

V' 1/]a] x signe(a)

Frcure V.11. Les énergies des triméres d’Efimov au voisinage d’une résonance en
fonction de 1/a. La droite rouge coté a > 0 représente le dimeére d'énergie E =
—h?/ma?.

géométrique de raison A.

— Les valeurs des o' et des a'™ (de part et d’autre de la résonance) sont
reliées par [voir par exemple Braaten & Hammer (2006) et Xie, Van de
Graalff et al. (2020) et figure V.10] :

) D)

S R213 = o~ 094 (64)

Q% (™)

Lavaleurde a(,n) etle nombre d’onde a résonance KQ;) défini par E}Qf ) —

2
—h? <m(£)) /m sont reliés par (Naidon & Endo 2017) :

a™ k™ ~ 151 (65)

Comme dans le cas mM M, ces lois d’échelle sont d’autant mieux vérifiées
que n est grand.

4 Un premier exemple : le trimeére d’hélium

Apres les prédictions d’Efimov, les physiciens ont recherché des sys-
temes dans lesquels les conditions requises pouvaient étre réalisées, aussi
bien avec des atomes que des noyaux (Efimov 2011). Il fallait que les interac-
tions soient essentiellement a basse énergie, descriptibles par une diffusion
en onde s, et que la longueur de diffusion associée a soit grande devant la
portée b des potentiels en jeu, ce qui est a priori une situation exceptionnelle :
on a d’ordinaire a ~ b.

Les gaz quantiques avec leurs résonances de diffusion a la Fano-
Feshbach sont bien stir des candidats idéaux pour tester cette physique
puisqu’ils permettent d’atteindre des longueurs de diffusion arbitrairement
élevée avec des températures plus basses par plusieurs ordres de grandeur
que l'échelle d’énergie h?/mb?. Nous décrirons en détail au chapitre sui-
vant un certain nombre d’expériences menées avec ces gaz depuis 2005.
Dans cette partie, nous allons présenter les résultats sur un atome qui est
apparu rapidement trés prometteur, I'hélium (Lim, Duffy et al. 1977).

4-1 Un bon candidat: ’atome d’hélium

Le potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium est bien connu.
Nous l'avons décrit dans le cours 2021. Sa portée, caractérisée par la lon-
gueur de van der Waals R.qw, est de 0.27 nm et la longueur de diffusion
a = 9.04nm est ~ 30 fois plus grande. Ce puits de potentiel, tracé sur la
figure V.12, admet un et un seul état lié, qui a été observé pour la premiére
fois par Schollkopf & Toennies (1994) dans une expérience d’interféromé-
trie atomique que nous rappelons brievement ci-dessous. L'énergie de liai-
son de ce dimére (~ 1077 eV) est beaucoup plus faible que la profondeur
du puits de potentiel entre les deux atomes (~ 1072 V), ce qui indique qu'il
n’est que trés marginalement lié (Grisenti, Schollkopf et al. 2000). La dis-
tance moyenne entre les deux atomes est ~ 5nm, comparable & la longueur
de diffusion et beaucoup plus grande que R,qw-.

Dans I'expérience de Schollkopf & Toennies (1994), un jet supersonique
d’hélium est formé a partir d'un container a haute pression (15 bar) percé
d’un trou de diameétre 5 microns. Le jet sortant par cet orifice se propage
dans le vide, il se refroidit du fait de la détente supersonique et devient
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Ficure V.12. Potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium dans leur état
fondamental. Le nombre N indique 'ordre du calcul dans un développement mul-
tipolaire de l'interaction [voir le cours 2021, chap. 1, pour plus de détails)]. Figure
extraite de Tang & Toennies (2003).

donc quasi-monocinétique (Av/v < 5%). La longueur d’onde associée a
chaque type de particule (atome, dimére, trimére), A\qg = h/mwv, est alors
bien définie. Ainsi, pour une température de 30K, ona A\gqg = 0.18 nm pour

les atomes He.

Ce jet est collimaté par deux fentes de largeur 10 microns, situées a 47
cm 'une de l'autre, puis il traverse un réseau périodique sur lequel les
particules peuvent étre diffractées (figure V.13). La période du réseau est
d = 200nm et on s’attend a observer des pics de diffraction a des angles
0, ~ nia/d.

Un exemple de signal est montré sur la figure V.14. On y voit un pic
principal a gauche, correspondant aux particules non diffractées. A droite,
pour un angle 6;, le grand pic correspond au premier ordre (n = 1) de
diffraction des atomes. Entre ces deux grands pics se trouve le signal inté-
ressant. On voit deux pics a 03 = 6, /2 et 03 = 6, /3, qui correspondent a des
particules dont la longueur d’onde est respectivement 2 et 3 fois plus faible
que celles des atomes. Il s’agit respectivement du dimeére et du trimeére, qui
vont a la méme vitesse que les atomes du fait des collisions en sortie de la
source, mais qui ont une masse 2 et 3 fois plus grande.
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Ficure V.13. Schéma expérimental utilisant la diffraction d’ondes de matiére par
un réseau pour détecter la présence de diméres et de trimeéres d’hélium dans un jet
supersonique d’hélium atomique. Figure extraite de Schollkopf & Toennies (1994).

4-2 Le trimere He; fondamental

L'expérience de Schollkopf & Toennies (1994) révele donc l'existence
d’un trimere 1ié Hes. La trés bonne connaissance du potentiel d’interaction
entre deux atomes d’hélium permet de bien comprendre la structure de ce
trimere. Sa taille est de 'ordre du nanometre — donc nettement plus petite
que le dimere — et sa structure est proche d’un triangle équilatéral.

Nous avons représenté sur la figure V.15 la courbe habituelle donnant
I'énergie de liaison du trimeére dans le plan (1/a, E). Cette courbe a été ob-
tenue en prenant le potentiel réel (conduisant a la longueur de diffusion
a = 9.04nm) et en le multipliant par un facteur sans dimension ¢. On ob-
serve les éléments suivants (Braaten & Hammer 2006) :

— Pour ¢ = 1 (le "vrai" potentiel), on s’attend a ce qu'il y ait deux tri-
meres liés, d’énergie —131.84 mK et de taille ~ 1 nm [celui observé par
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Ficure V.14. Distribution angulaire des particules diffractées par le réseau.
Comme le jet est monocinétique, la comparaison des angles de diffraction permet de
remonter directement d la masse des particules diffractées. Le grand pic de gauche
correspond au jet non diffracté, et le grand pic de droite a l'ordre 1 de la diffrac-
tion pour les atomes d’hélium. Les deux petits pics intermédiaires révélent I'exis-
tence des diméres He, et des trimeéres Hes. Figure extraite de Schollkopf & Toennies
(1994).

Schollkopf & Toennies (1994) ] et un autre beaucoup plus faiblement
lié d’énergie £ = —2.65 mK, de taille ~ 8 nm.

— Quand on diminue ¢, on trouve que la longueur de diffusion devient
infinie pour ¢ = 0.97. L'état dimere disparait alors et on a une infinité
d’états trimeres. L'écart entre le trimére fondamental et le premier tri-
mere excité est un facteur 570 (a comparer au facteur 515 attendu pour
le modéle de potentiel de portée nulle).

— La branche du trimere fondamental disparait pour ¢ ~ 0.9.

— Quand on augmente ¢ au dessus de 1, on constate que contrairement
au cas du potentiel de portée nulle, la branche du trimére fondamental
ne rejoint pas la branche du dimére, alors que la branche du trimere
excité le fait.

On peut donc s’interroger sur la nature Efimovienne du trimere fon-
damental. Comme le soulignent Braaten & Hammer (2006), le fait que le
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Frcure V.15. Dimére et trimére d'hélium : diagramme énergétique calculé pour
le potentiel d’interaction a deux corps ¢V (r). Pour {( = 1, on obtient le "vrai"
potentiel d’interaction He-He. La résonance de diffusion a = oo est obtenue pour
¢ = 0.97. Figure adaptée de Kunitski, Zeller et al. (2015).

passage de ¢ = 9nm a a = oo donne "presque” le bon rapport entre les
énergies du trimére fondamental et le premier trimére excité plaide en la
faveur d’une réponse positive. En revanche, le comportement a ¢ > 1 est
différent de celui attendu : la longueur de diffusion a, n’existe pas.

De fagon peut-étre plus problématique, la géométrie de ce trimere n’est
pas celle attendue pour un trimere d’Efimov, a savoir un triangle isocéle al-
longé. Ce "défaut" est illustré sur la figure V.16 gauche. Pour réaliser cette
figure, on positionne dans les deux coins inférieurs gauche et droit les deux
atomes les plus éloignés I'un de 'autre a l'intérieur du trimere. On repré-
sente en fausses couleurs la densité de probabilité pour trouver le troisieme
atome. Pour un trimere allongé de type Efimov, on s’attend a trouver ce
troisiéme atome proche d'un des deux coins inférieurs. Pour le trimeére fon-
damental, on observe une distribution trés différente. Pour le trimeére excité
en revanche, la distribution prédite correspond bien a celle attendue pour
un trimeére d’Efimov (figure V.16, droite). Ce point a bien stir conduit les
expérimentateurs a chercher a mettre en évidence ce trimere excité.
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Ficure V.16. Répartition des atomes dans un trimére d’hélium. On place par
convention les deux atomes les plus éloignés dans les coins inférieurs gauche et
droit. La couleur encode la densité de probabilité pour trouver le troisiéme atome.
Gauche : prévision théorique pour le trimére fondamental. Droite : prévision théo-
rique pour le trimere excité. Figure adaptée de Kunitski, Zeller et al. (2015).

4-3 Le trimeére He; excité

Dans la recherche du trimeére Hes excité, une premiére série d’expé-
riences a été menée dans le groupe de Gottingen. Une stratégie explorée
est représentée en figure V.17. Elle consiste a mener 'expérience de diffrac-
tion en inclinant le réseau pour tirer parti d'un effet "passoire". Si 'objet
a diffracter est trop gros, il devient peu probable qu'il soit transmis par le
réseau de diffraction et on doit observer une chute du signal.

Briihl, Kalinin et al. (2005) ont conclu de leur expérience que la taille
du trimere qu’ils observaient était toujours compatible avec la taille du tri-
meére fondamental, notablement inférieure a la taille du dimére. Ils ont ainsi
pu mettre une borne supérieure de l'ordre de 6 % sur la proportion de tri-
meres excités, alors qu'ils s’attendaient & une proportion d’au moins 10 %.
Leur conclusion était alors la suivante : "We feel that the difference between the
expectation of 10% and the experimental upper limit of 6% is sufficient to entertain
the possibility that the *Hes Efimov state does, in fact, not exist despite the over 40
theory publications which have appeared since 1977."

La recherche du trimere excité a été reprise de maniere différente par
Kunitski, Zeller et al. (2015). Apres avoir sélectionné les triméres par une
expérience de diffraction d’'ondes de matiere comme Schollkopf & Toennies
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Ficure V.17. Expérience de diffraction menée avec un réseau incliné, pour filtrer
en taille les objets diffractés. Figure extraite de Briihl, Kalinin et al. (2005).

(1994), ils ont ionisé les trois atomes par une impulsion laser trés bréve (30
fs) et caractérisé 1’explosion coulombienne qui suit cette ionisation. Une
fois les trois ions observés de maniere résolue en position, la résolution des
équations du mouvement classiques permet de remonter a la distribution
spatiale initiale des atomes (figure V.18).

Kunitski, Zeller et al. (2015) ont observé une distribution bimodale, cor-
respondant a la somme de deux distributions radicalement différentes. Le
poids des deux composantes varie fortement avec la pression du jet su-
personique (figure V.19). A relativement haute pression, c’est uniquement
le trimere fondamental qui est formé. Comme il correspond a des atomes
proches, une grande énergie (~ 5€V) est libérée quand les atomes sont
soudainement ionisés. En revanche, a basse pression, on trouve une contri-
bution significative du trimeére excité, qui donne lieu a une énergie coulom-
bienne beaucoup plus faible (~ 0.57eV). Cette variation inattendue de la
fraction de trimeres excités avec la pression du jet explique le résultat né-
gatif de I'expérience de Briihl, Kalinin et al. (2005). Quarante ans aprés la
prédiction de son existence par Lim, Duffy et al. (1977), le trimére excité
d’hélium était enfin observé!
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Frcure V.18. Explosion coulombienne d'un trimére d’hélium. Figure extraite de
Voigtsberger, Zeller et al. (2014).

5 Appendice:eq. de Skorniakov Ter-Martirosian

5-1 Définition des composantes de Faddeev

Considérons une fonction d’onde a trois corps ¥(rq, 72, 73) solution de
I’équation de Schrodinger

(o + V) |w) = E|w) (66)

ol H, est I'opérateur énergie cinétique pour les trois particules et V' la
somme des trois potentiels binaires

V = Vig + Vas + Var. (67)

A ce stade, nous considérons des potentiels réguliers et nous pourrons
prendre la limite d’un potentiel de portée nulle plus tard. La fonction ¥
solution de (66) vérifie

W)= Go 3 Vlt)  avee Go— _lﬁo. (68)
(i5)
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Ficure V.19. Haut : distribution bimodale de I'énergie reldchée lors de I'explosion
coulombienne des triméres d’Efimov. La courbe noire a été obtenue dans le régime
de basse pression, P = 0.33 Bar, pour lequel les deux trimeres sont présents. La
courbe bleue a été obtenue dans le régime de haute pression, pour lequel seul le
trimeére fondamental est formé. Les points rouges représentent la différence entre
les deux courbes noire et bleue. Bas : Contributions des triméres fondamentaux et
excités en fonction de la pression du jet d’hélium. Figure extraite de Kunitski, Zeller
et al. (2015).
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On se restreint ici a des solutions d’énergie négative (états liés) de sorte

qu’il n'y a pas de probleme lié a d’éventuels poles de H.
Les composantes de Faddeev introduites en § 1-3 sont définies comme
[x3) = GoVi2|¥) (69)

Ix1) = GoVas|¥) Ix2) = GoVa1| W)

D’apres (68), on a donc

[¥) = |x1) + x2) + |x3) (70)

et les trois composantes de Faddeev vérifient

Holxs) + Va2 (Ix1) + Ix2) + |x3)) = Elxs) (71)

et les deux équations déduites par permutation circulaire. (71) s’écrit aussi:

Ixs) = GoVizlxs) + GoViz (Ix1) + [x2)) (72)

et nous utiliserons cette expression au paragraphe §5-3 pour traiter le cas
d’un potentiel séparable.

5-2 Potentiel a un corps séparable

Un potentiel a un corps est dit séparable quand son action sur un état
|) est celle d’un projecteur, a un facteur multiplicatif pres [cf. Cours 2021,
chap.5,§3]: R

V= Vo |do){¢ol, (73)

c’est-a-dire en point de vue position® :

V(r) = aVhgo(r)  avec az/%wwwm% (76)

6. Nous utilisons ici la convention :

(rlg) =7, (rlr')=6(r—7"),  (qld’) = (2n)* (g~ q), (74)
de sorte que les relations de fermeture en impulsion et en position s’écrivent :
N d3q 3
i= [l g = [ Il 75)
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et en point de vue impulsion (ou plutét vecteur d’'onde pour éviter £) :

. _ ~ _ 3
Vit =il avee o= [dila)i@ g (77)
L'état |¢) est choisi normé :
~ 3
Jiompar=1 [la@r gt -1 (78)

Notons qu'un potentiel séparable est généralement non local, puisque
V 4(r) dépend des valeurs de 1 en tout point de l'espace par I'intermé-
diaire du produit scalaire «. Une exception correspond au choix |¢o) = 7o),
qui correspond a une interaction de contact au point .

La recherche d’éventuels états liés (£ < 0) d'un potentiel séparable est
trés simple en point de vue impulsion. Prenons V; < 0 et posons pour une
particule de masse m,

_th‘g 5o _52/@2.
2m, 2m,

Vo = (79)

L'équation de Schrodinger (ﬁo + V) b)) = E ) avec Hy = p? /2m, s'écrit :

h2q2 ~ ~ ~
o ¥(g) +aVo¢o(q) = Ev(q) (80)
ce qui conduit &
~ K-
Y(g) =« e $o(q) (81)

Pour que cette solution soit acceptable, il faut vérifier son autocohérence,
c’est-a-dire qu’elle fournit bien le bon produit scalaire c. Cela vient sélec-
tionner 'unique énergie éventuellement solution de

L [ldol@ dq

k2 >+ k% (2m)3

(82)
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5-3 Probleme a trois corps et potentiels séparables

Un potentiel binaire Vlg est dit séparable si son action sur la variable
relative est celle décrite ci-dessus, tout en laissant intact 1’état de la variable
du centre de masse. Nous supposons ici que le potentiel a trois corps 14
est une somme de potentiels binaires V;; séparables. Il est alors possible
de simplifier considérablement la recherche des énergies des états liés du
probléme a trois corps [voir par exemple Naidon, Endo & Ueda (2014),
Naidon & Endo (2017) et Greene, Giannakeas et al. (2017) ].

Considérons 1'équation (72) que nous allons mettre sous une forme fa-
cilement utilisable. L'état |x3) est défini comme une fonction des deux co-
ordonnées de Jacobi 12, pg :

(r12, p3lx3) = x(T12,P3)- (83)

Pour exploiter le caractere séparable de Vi, nous allons écrire (72) dans
I'espace des impulsions. Les moments conjugués d'un jeu donné de coor-
données de Jacobi, par exemple

1
T2 =T2—T1 pP3 = T3 — 5 (ri+ 7‘2)} ) (84)

Sl

s’écrivent
1

Q= kg kitk) . (89

1
=—(kys—k
qdi2 2(2 1) \/§

Nous définissons la transformée de Fourier de x(712, p3) par rapport
aux deux variables 712, ps :

X(q12, Q3) = / e (@212 HQ38) (15, py) dPrip dPp3 (86)

et nous utilisons I’expression de Hj en terme de ces variables :

F h oo 2
Hb:_7g(vm,+v%). (87)
Nous posons :
2,2 27.2
E:_hn Voz—hko, (88)
m m
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et nous pouvons écrire (72) sous la forme :

—m/h?

/R | v ®) Toolvs
q%2+Q§+l€2 <q12aQ3| 12|X3>+ Z <Q12,Q3‘ 12‘X]>

7j=1,2

92(‘112aQ3) =

(89)
Dans l’expression ci-dessus et dans la suite de ce paragraphe, nous avons
explicité par un exposant (*) le systéme de coordonnées i = 1,2, 3 utilisé
pour chaque ket |q;;, Q). Le premier terme du crochet se calcule directe-
ment

1g10, Qs Violxs) = Vo Dar2, Qsl [(|00)(00))™® @ 5] [xa)
= W &0(‘112) <¢0,Q3|X3>
dSq/

= Vo dolan) / 53(a) X0 Q) 55 (O0)

Les deux autres termes du crochet nécessitent un peu plus de travail. Com-
mengons par remarquer que ces deux contributions sont égales du fait de la
symétrie du probléme. Intéressons-nous par exemple a la contribution de
i = 2, pour laquelle nous introduisons une relation de fermeture pour les
coordonnées de Jacobi associées ai = 2 :

d3(1§1 dSle
(2m)°
(91)

(3)<Q127Q3|‘712|X2> = /(3)<Q127Q3|Vl2|qg1aQ/2>(2) X(qgvaé)

Pour calculer I’élément de matrice intervenant dans cette expression, il
nous faut passer des moments (gs;, @,) aux moments (g4, Q3). On véri-
fiera que :

1 V3 V3 1
T2 = ~5 93 + 7@2 Q; = —5 I~ 5@2 (92)
dont on déduit
1 V3 V3 1
|QQ1>Q/2>(2) = | - 5‘131 + 7@’2 ) —7(151 - iQIQ >(3) (93)
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L'élément de matrice intervenant dans (91) s’écrit alors :

®) <Q127Q3|V12\qg17Q/2>(2) = W QNSO((hz) QBS (—;qlm + ?Qé)
3
x (2 ) (Q3 \F(I31 + Q2> (94)

L'intégrale sur g5, figurant dans (91) disparait du fait de la présence de la
distribution de Dirac et on arrive a :

~ 2 -
@) (12, Q5|Viz|x2) = NG bo(q2) X

/¢0 { (Qs + 2Q2)} {\}(QQ?, +Q3), QQ}

d°Q
(2m)*

(95)

Nous allons maintenant rechercher la solution x(q;,, Q5) sous la forme
directement inspirée de la solution (81) du probléme a deux corps :

kg
qiy + Q3 + K2

ou F est la fonction a déterminer. Pour simplifier les notations, nous ferons
I'hypothese que la fonction ¢o(r) est invariante par rotation, de sorte que
do(q) est également invariante par rotation et ne dépend que de ¢ = |q|. En
substituant la forme (96) dans la série d’équations (89,90,95) et en posant
Q = 2Q;/V3,Q = 2Q),/\/3, nous arrivons a I'équation de Skorniakov &
Ter-Martirosian (1957) :

X(q12,Q3) = éo(‘hz) F (%Qs) (96)

3/
A(Q. k) F(Q) =2 / BQ,Q.x) F(Q) gff (97)
e aQw = L [l o)
TR T gaigra e 2oy
et 7 1 7 1y
B(Q,Q/Mﬁ): ¢0 (|Q +§Q|) ¢0 (|Q+§Q |) (99)

Q@+Q%+Q Q ++’
On a doncramené le probléme a trois corps a la détermination de la fonction
F(Q), solution de 1'équation intégrale (97).
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On peut retrouver le cas d'un potentiel de contact en prenant |¢g) =
7o = 0), ce qui revient a prendre ¢y (q) indépendant de q dans ce qui pré-
cede. Notons qu'il faut alors introduire une coupure ultra-violette — équiva-
lente au parameétre a trois corps — pour régulariser les intégrales intervenant
dans (97), voir par exemple I'appendice de 1’article de revue de Naidon &
Endo (2017) ainsi que Pricoupenko (2012) et Petrov (2012).






Chapitre VI

L'effet Efimov exploré avec des gaz d’atomes froids

Ce dernier chapitre est consacré a la description des principales mani-
festations expérimentales de l'effet Efimov dans des gaz d’atomes ultra-
froids. Cette exploration détaillée a été rendue possible grace aux réso-
nances de diffusion, appelées dans ce contexte résonances de Fano—Feshbach,
qui permettent d’ajuster la longueur de diffusion a a une valeur considé-
rablement plus grande (en valeur absolue) que la portée b des potentiels
inter-atomiques.

Dans ces expériences, la caractérisation des trimeéres d’Efimov se fait es-
sentiellement par un signal de pertes d’atomes ou de diméres. Le taux de
pertes passe par un maximum ou un minimum en des points bien particu-
liers du diagramme énergétique E(a) rappelé en figure VI.1. Nous allons
détailler les processus en jeu en §1 et montrer comment il a été possible
d’observer les principales caractéristiques de la physique d"Efimov de part
et d’autre de la résonance, ce qui revient a relier la physique poura < 0 a
celle pour a > 0 (§2).

Il est également possible d'utiliser des méthodes de spectroscopie (inco-
hérente ou cohérente) basées sur un processus de photo-association pour
étudier différentes facettes de l'effet Efimov. Nous ne les aborderons pas
ici et nous renvoyons les lecteurs intéressés vers Lompe, Ottenstein et al.
(2010), Nakajima, Horikoshi et al. (2011), Machtey, Shotan et al. (2012),
Yudkin, Elbaz, Giannakeas et al. (2019) et Yudkin, Elbaz & Khaykovich
(2020).

Les expériences menées entre 2006 et 2010 sur les gaz d’atomes froids
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ont révélé une propriété inattendue. On attendait pour le parametre a trois
corps Ry des valeurs a priori aléatoires, au moins dans le modéle d’interac-
tion de portée nulle. En fait, pour les interactions de van der Waals en r—%
qui sont dominantes dans ce domaine de basse température, on trouve que

le parametre a trois corps est étroitement lié au rayon de van der Waals,

Ryaw = 3 (mCs/h?) "4 Nous discuterons l'origine de ce lien en nous ap-

puyant sur le formalisme de 1’approche hypersphérique (§3).

La derniére partie (§4) sera consacrée a la présentation de quelques ef-
fets allant au dela de celui initialement considéré par Efimov. Nous nous
intéresserons notamment au cas des fermions, éventuellement accompa-
gnés d’une particule supplémentaire pour les lier. Notre présentation sera
loin d’étre exhaustive ; nous renvoyons donc les lecteurs spécifiquement in-
téressés par le probleme quantique a petit nombre de corps vers le numéro
spécial des Comptes Rendus de Physique de ’Académie des Sciences de
janvier 2011 et vers les articles de revue récents de Naidon & Endo (2017),
Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).



Chapitre VI - Leffet Efimov exploré avec des gaz d’atomes froids
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» 1/a

Frcure VI.1. Représentation schématique des énergies E des trimeres dEfimov en
fonction de 1/a (I'échelle n’est pas respectée). Le nombre imaginaire pur so a pour
module |so| = 1.00624 (cf. chapitre 5).

1 Le taux de recombinaison a trois corps

1-1 Loi d’échelle pour le coefficient L3

La plupart des expériences menées a ce jour sur les gaz d’atomes froids
utilisent un signal de perte d’atomes pour détecter les seuils d’appari-
tion des trimeéres d’Efimov. Ces pertes se produisent notamment quand
trois atomes (supposés ici étre des bosons identiques) sont voisins 'un de
l'autre, avec la possibilité de former une molécule. Pour un gaz atomique
uniforme de densité moyenne p 4, la décroissance du nombre d’atomes N4
obéit alors a la loi

dN 4 g®

O _?LBPiNA- (1)
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Dans cette équation, le facteur g(*) rend compte du groupement bosonique
qui doit étre pris en compte si le gaz est non-dégénéré (effet Hanburry
Brown & Twiss) : il correspond a la somme des différentes contributions
liées a la symétrie d’échange des trois bosons et il vaut alors g©®) = 3! = 6.
Pour un condensat pur, il n'y a pas de corrélations densité-densité et g(*) =
1. On pourra consulter Kagan, Svistunov et al. (1985) et Soding, Guéry-
Odelin et al. (1999) pour plus de détails.

Une simple analyse dimensionnelle, éventuellement complétée par un
traitement plus quantitatif (Fedichev, Reynolds et al. 1996), montre que
dans le cadre des interactions de portée nulle, le coefficient de perte L
s’écrit comme

Ls = 3C(a) ha’ (2)

m

Dans cette expression, le coefficient C' est un nombre sans dimension dé-
pendant du rapport a/Ry, ou Ry est le parameétre a trois corps nécessaire
pour régulariser le probléme au voisinage de l'origine. En dehors de tout
effet Efimovien, Fedichev, Reynolds et al. (1996) avaient prédit C' = 3.9.

Quand on prend en compte les effets liés a la physique d’Efimov, les
processus en jeu dans cette recombinaison a trois corps différent selon que
l'on s’intéresse a la partie a < 0 ou a@ > 0 et nous allons donc les détailler
dans ce qui suit.

Notons que la mesure de L3 dans un gaz d’atomes froids piégés est gé-
néralement affectée par la température. La limite ~ ha’/m est notamment
remplacée par ~ hA?/m quand la longueur d’onde thermique \ devient
inférieure a a. Nous n’aborderons quasiment pas ces effets de température
finie dans ce qui suit et nous renvoyons le lecteur intéressé par exemple vers
Rem, Grier et al. (2013) et Eismann, Khaykovich et al. (2016), dans lesquels
le chauffage qui accompagne ces processus de recombinaison est pris en
compte dans la dynamique du gaz.

1-2 Partie a < 0 de la résonance

De ce c6té de la résonance, les triméres se forment directement a partir
d’une collision entre trois atomes libres ( VI.2). Au seuil de formation, 1a
ot la longueur de diffusion s’approche d"un des a'™, ces trimeres ont une
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Ficure VI.2. Recombinaison d trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du c6té a < 0de la résonance (a ~ at™ ).
L'état final contient un dimére fortement lié non décrit par I'approche du pseudo-
potentiel.

énergie quasi-nulle, une grande extension et ils ont donc un recouvrement
fort avec la fonction d’onde des atomes libres. Une fois ce trimére formé,
il peut se désintégrer en reldchant un atome libre et un dimere fortement
lié (non décrit par 'approche pseudo-potentiel, mais bien présent pour les

potentiels interatomiques réels). On s’attend donc a une augmentation de
(n)

L3 autour de chaque valeur a = a

Cet effet a été initialement prédit par Esry, Greene et al. (1999a) et on
trouvera des références détaillées dans les articles de revue récents de Nai-
don & Endo (2017), Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).
L'analyse de la recombinaison a trois corps et de la formation de dimeres
fortement liés conduit a I’expression suivante ! pour le coefficient L3 (Braa-
ten & Hammer 2004) :

sinh(2n)

a<0:
sin? [\50| ln(a/a(_o))} +sinh?n

C(a) = C’

(3)

avec C" ~ 4590. Ce résultat dépend d’un parametre ajustable, le nombre
sans dimension 1), appelé paramétre d’inélasticité.

La signification physique du parameétre 7 est relativement simple : pour
tenir compte des pertes a trois corps et établir le résultat (3), on résout

1. La structure de cette expression est tres voisine de celle donnant la transmission d"une
cavité optique Fabry-Perot, connue sous le nom de fonction d’Airy. Cette similarité n’est bien
sir pas fortuite, les deux problemes étant formellement similaires.

109

I'équation de Schrédinger pour la fonction d’onde hyperradiale ¢(R) en
modifiant la condition aux limites aux courtes distances. Jusqu'ici, nous
avons posé pour R < |a|, k™1 :

1 . 1
¢(R) ~ \/E sin H50| ln(R/RO)] ~ \/R
otl les deux termes a l'intérieur du crochet peuvent s’interpréter comme les
ondes sortantes et entrantes dans une collision a trois corps : dans cette col-
lision, ’hyperrayon a initialement une valeur grande devant toutes les lon-
gueurs caractéristiques du probléme. Il décroit vers des valeurs de l'ordre
de la portée des potentiels, ce qui correspond a la situation physique ot1 les
trois particules sont relativement proches I'une de I’autre. Il repart ensuite
vers l'infini, ce qui signifie qu’au moins une des trois particules est loin des
deux autres. La description d’'une collision inélastique se fait en imposant
au flux de sortie de la collision d’étre strictement inférieur au flux entrant,
ce qui revient a poser la condition aux limites :

[ei‘SUlln(R/Ro) . e*ilS(}lln(R/Ro)] (4)

1
R)~ —
La détermination de (3) a partir de cette nouvelle condition aux limites est
décrite par Braaten & Hammer (2004) et Braaten & Hammer (2006).

[67277 ei|so|ln(R/Ro) . efi|so|ln(R/Ro)] ) (5)

Le parameétre 7) varie selon les espéces atomiques et la force des transi-
tions conduisant vers les dimeres fortement liés. On vérifiera sur la figure
V1.3 que ce coefficient L3 (normalisé par la valeur "nue" 3ha*/m) passe par
un maximum pour toutes les valeurs de a égales a un des at™ (
du sinus est alors un multiple de 7).

l'argument

On définit la longueur de recombinaison (Esry, Greene et al. 1999a) :

ps = (uLs/m)"* (6)

ot 1 = m/+/3 est la masse réduite a trois corps. On s’attend a ce que les
résonances décrites ci-dessus ne soient bien visibles que si cette longueur
est plus faible que la longueur d’onde thermique des particules, ce qui im-
pose de travailler avec des gaz suffisamment froids (voir par exemple la
figure VL.9). Cette condition est plus difficile a remplir pour les trimeéres
excités que pour le trimere fondamental n = 0, puisque Ls augmente avec
n (I'expression de L; fait intervenir a*).
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Frcure VI.3. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison d trois corps,
C(a) = L3/(3ha*/m), du coté a < 0 de la résonance avec n = 0.1 (trait continu
bleu), n = 0.3 (trait tireté rouge) et n = 1 (trait pointillé noir).

1-3 Partie ¢ > 0 de la résonance

Dans ce cas, l'existence du dimere faiblement li¢ d’énergie —h?/ma>
ouvre une nouvelle voie de recombinaison a trois corps (figure V1.4) : trois
atomes libres entrant en collision peuvent donner naissance a un de ces
dimeres, le troisiéme atome repartant de maniere isolée. Un tel processus
peut étre analysé entierement dans le cadre de notre approche en terme de
pseudo-potentiel, puisqu’il ne fait pas intervenir d’états fortement liés. Le
résultat du calcul du coefficient L3 ne fait donc pas intervenir de parametre
ajustable (contrairement au cas ¢ < 0 ol 7} intervient) et on trouve (Esry,
Greene et al. 1999b; Bedaque, Braaten et al. 2000; Petrov 2004 ; Braaten &
Hammer 2007a; D'Incao 2018) :

a > 0 (dimeéres faiblement liés) :  C(a) ~ C” sin? l|so| In <?1)>1

7)
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Ficure VI1.4. Recombinaison d trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du coté a > 0 de la résonance. L'état final
fait intervenir le dimeére faiblement lié¢ d’énergie —h? /ma?. Le taux de recombinai-
son normalisé C(a) présente des minima (af’)) et des maxima (az(j")) correspon-
dant d un processus d’interférence entre les différents canaux conduisant a cet état
final. Contrairement au cas a < 0, le calcul de ce taux peut étre fait enticrement
dans le cadre du modéle du pseudo-potentiel et il ne nécessite pas l'introduction

d’un paramétre supplémentaire (en dehors de Ry).

avec?
al” ~020a" " ~67.1. (8)
L'annulation de ce taux pour les valeurs af) = aio)e"“/ sl s’inter-

préte comme un effet d’'interférence destructive entre les différents chemins
conduisant a la production du dimere lors d"une collision de trois atomes.
Dans un tel processus, I'hyperrayon est initialement tres grand, il décroit,
puis repart a l'infini. Plusieurs canaux correspondant aux potentiels hyper-
sphériques peuvent avoir simultanément une contribution significative et
le terme en sin®[---] de (7) peut étre compris comme une oscillation de
Stiickelberg, résultant du couplage entre ces différents canaux. L'article de
revue de D’Incao (2018) fournit une description détaillée de ces différents
chemins.

Notons qu’on trouve également dans la littérature la notation aé”) pour

le maximum de la fonction sin®[- - -] intervenant dans (7). Chaque maxi-

(n)

mum a, ’ est a mi-chemin (en coordonnées logarithmiques) entre deux

2. Nous repérons ici af) par rapport a al aulieude al”) . En effet, quand on va au dela de

la limite de portée nulle et qu’'on considére un potentiel réel de type van der Waals, la branche

du trimeére n = 0 ne croise pas la branche du dimeére, ce qui entraine que le point al? est
repoussé a l'infini (voir la discussion a la fin de §2-1).
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Frcure VI.5. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison d trois corps,

E® L
C(a) = Ls/(3ha*/m), du coté a > 0 de la résonance. La valeur de af) est

- N Ey
~ 454" ~ 0.20a""Y, on al™ désigne le point de rencontre entre dimere et
la n-éme branche du trimere. Dans le modéle qui conduit a cette prédiction, la re-

combinaison se fait uniquement vers le dimére faiblement lié qui existe de ce coté-ci
de la résonance.

Ficure VI.6. Liens entre les cotés a < 0 et a > 0 pour les principales caractéris-
tiques de la physique d’Efimov. Figure extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

affiné par Gogolin, Mora et al. (2008) [leur équation (19)] donne :

minima successifs af) et agfﬂ), etonadonc: o™
ﬁ ~ —21.31 (10)
Qs
ai = a{V V227 ~ "t 9)

ce qui signifie que a'™ est en fait proche (en valeur absolue) de al"
La variation de C(a) pour a > 0 est tracée en figure VL5.

a(n) 1

— ~ —0.939 = ——~.
1.065

" .

1-4 Lien entre les deux c6tés de la résonance
On déduit de cette relation le lien entre a_ et a, qui sont les quantités les

Dans le régime universel, on peut relier les points remarquables coté plus facilement accessibles a partir de la mesure du taux de recombinaison
7

< 1. . . N a trois corps entre atomes du gaz :
a < 0, c’est-a-dire les valeurs seuils o™ pour l'existence d’un trimere, et les P &

points remarquables c6té a > 0, c’est-a-dire le croisement ‘dimeére-trimeére’

(n)
agn), ou encore le minimum du taux de recombinaison a trois corps aSr"). % =—4.7 (12)
Le résultat de Braaten & Hammer (2006) [leurs équations (200) et (201)] a;y
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Ficure VI.7. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d'un gaz de
césium dans I'état | f = 3, my = 3), quand on ne prend en compte que les couplages
aux diméres de moment cinétique nul. Figure extraite de Ferlaino, Zenesini et al.
(2011).

Ces principales relations sont récapitulées sur la figure V1.6, extraite de Xie,
Van de Graaff et al. (2020).

2 Observation des principales caractéristiques

2-1 Premiére observation sur le césium

Dans le domaine des gaz d’atomes froids, la premiére mise en évidence
claire d'un effet Efimov a été faite par Kraemer, Mark et al. (2006). L'expé-
rience a été menée sur un gaz de césium préparé dans son état hyperfin? le
plus bas | f = 3, m; = 3) autour d’une résonance de Feshbach. L'atome de
césium se préte bien a ce type d’expériences pour deux raisons :

— La longueur de diffusion "de fond" aye, c’est-a-dire bien en dehors
d’une résonance [cf. cours 2021], est grande devant la portée Ryqw :
a =~ 2200 ap =~ 20 Ryqw, ce qui assure qu'on aura généralement affaire
a des résonances larges, pour lesquelles l'universalité liée a la descrip-
tion en terme de pseudo-potentiel sera assurée. Quand on prend seule-
ment en compte les interactions avec les états moléculaires de moment

3. Rappelons que le noyau de 133Cs a un spin i = 7/2 de sorte que le couplage hyperfin
avec le spin 1/2 de I’électron de valence donne naissance a deux états, f = 3 et f = 4.

112

Il oglgfg d| g
o 47
=
N—" 2» /./J i
© _—
_..E 0,___7,4 __________ (_—:__
(o))
52
£ 4
®
O 4 .
()]

0 20 40 60

Frcure VI.8. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d'un gaz de
césium dans U'état |f = 3,my = 3), quand on ajoute les couplages aux diméres
de moment cinétique non nul. L'axe des abscisses indique le champ magnétique
exprimé en Gauss. Figure extraite de Ferlaino, Zenesini et al. (2011).

cinétique nul, on arrive ainsi au diagramme a(B) de la figure VL7.

— Le césium étant un élément lourd, les effets relativistes jouent un role
important dans la dynamique du couplage électronique. Cela ajoute
des couplages significatifs avec des états moléculaires de moment ci-
nétique non nul, et vient donc enrichir le diagramme a(B). Un zoom
sur la région de faible champ magnétique (marquée par le symbole I
en figure V1.7) est représenté en figure VI.8.

Kraemer, Mark et al. (2006) ont étudié la variation du taux de recom-
binaison a trois corps en se placant autour de B = 7.5G, ot a prend des
valeurs grandes en valeur absolue et négatives. Leur résultat principal est
montré en figure VL9. Pour les points a basse température (10nK), on
constate une augmentation forte du taux de recombinaison a trois corps
au voisinage de a” = —872 (22) ap, correspondant au seuil d’appari-
tion du trimere d’Efimov fondamental. La ligne continue rouge de la fi-
gure V1.9 correspond a un ajustement par la prédiction théorique (3) pour
n=0.10(3).

I est intéressant de comparer les propriétés du trimére observé par
Kraemer, Mark et al. (2006) et celles du trimére fondamental Hez observé
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Ficure VI.9. Longueur de recombinaison a trois corps [définie en (6)] mesurée
par Kraemer, Mark et al. (2006). Les carrés rouges (resp. triangles noirs) corres-
pondent d une température de 10nK (resp. 200nK). Figure adaptée de Ferlaino,
Zenesini et al. (2011).

par Schollkopf & Toennies (1994) (voir chapitre précédent). Comme mon-
tré par Lee, Koehler et al. (2007), ces deux trimeéres ont en commun le fait
que leur branche énergétique, prolongée du coté des valeurs de a petites et
positives, ne croise jamais la branche du dimere [voir également Bruch &
Sawada (1973) et Yudkin, Elbaz & Khaykovich (2020)]. De ce point de vue,
ni le trimére Hegs, ni le trimére Cs; de Kraemer, Mark et al. (2006) ne satis-
font ’ensemble des critéres que 1'on peut imposer a un édifice efimovien.
En revanche, I’état observé par Kraemer, Mark et al. (2006) est indubitable-
ment un état borroméen puisqu’il existe dans une zone a < 0 pour laquelle
il n'existe pas de dimére dans un état faiblement lié (il y a bien stir des di-
meres Cs, fortement liés, mais c’est une autre physique). Par comparaison,
rappelons que Hes a été observé pour a > 0, donc dans une zone ot le
dimere He, faiblement lié existe : ce n’était donc pas un état borroméen.
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Frcure VI.10. Longueur de diffusion et portée effective pour la résonance de Fesh-
bach de "Li. Figure extraite de Gross, Shotan et al. (2009).

Signalons également que 1'expérience de Kraemer, Mark et al. (2006) a
exploré de maniere continue une zone de champ magnétique conduisant
a des longueurs de diffusion de part et d’autre de a = 0. En plus du pic
remarquable montré en figure V1.9 obtenu pour a < 0, les auteurs ont éga-
lement observé des pics du c6té a > 0. Toutefois, il estimportant de signaler
qu’on ne s’attend pas dans ce cas a une relation universelle entre les deux
domaines. Ces relations universelles sont obtenues entre les zones a < 0 et
a > 0 encadrant une résonance a = F00, pas un point d’annulation de a.

2-2 Connexion des régions a < Oeta > 0

En 2009, plusieurs groupes expérimentaux ont annoncé avoir réussi a
connecter les deux domaines a > 0 et a < 0 situés autour d"une résonance
a = oo : Knoop, Ferlaino et al. (2009), Gross, Shotan et al. (2009), Zaccanti,
Deissler et al. (2009) et Pollack, Dries et al. (2009). Pour les deux derniers
cités, on pourra également consulter leur réanalyse partielle des données
dans Roy, Landini et al. (2013) et Dyke, Pollack et al. (2013).

Nous allons nous intéresser a I'expérience de Gross, Shotan et al. (2009).
Elle a été menée sur un gaz d’atomes de "Li (bosons) préparés dans 1état
se connectant a [f = 1,m = 0) en champ nul (le niveau fondamental de
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Frcure VI.11. Taux de pertes d trois corps d travers une résonance de Feshbach
pour un gaz de "Li. Figure extraite de Gross, Shotan et al. (2009).

'atome de “Li est clivé en deux sous-niveaux hyperfins f = 1 et f = 2).
Deux résonances de Feshbach a 846 G et 894 G entrent en jeu (figure VI.10),
avec pour résultat une zone dans laquelle a diverge, tout en gardant une va-
leur relativement faible pour la portée effective r. (résonance large). Cette
configuration est donc bien adaptée a la recherche de 1'universalité efimo-
vienne.

Nous présentons sur la figure VI.11 le résultat obtenu par Gross, Sho-

tan et al. (2009) pour la mesure du coefficient L3 de part et d’autre de la
résonance.

— Coté a < 0 (correspondant aux grandes valeurs de B), L3 passe par un

maximum en a'” = —264 (11) ag et un ajustement des mesures par (3)
donne 7_ = 0.236 (42). Ce résultat donne |a(i))| ~ 8.5r,, de sorte que
le régime universel est bien atteint. La température du gaz (1 1K) ne
permet pas d’observer la résonance suivante, attendue pour une valeur
22.7 fois plus grande de |a.

Coté a > 0 (correspondant aux petites valeurs de B), on observe le
début du comportement oscillant attendu pour Ls [cf. (7)]. On trouve
en particulier un minimum prononcé de L3 autour de a(j) = 1160 ag,
correspondant a 'interférence destructive mentionnée en §1-3.

Nous avions annoncé en § 1-4 le lien entre les deux cotés de la résonance
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avec pour une méme branche de trimeére

a. a’ 4.7
@ =—4.7 ou encore W = o7 = —0.21. (13)
Les valeurs trouvées expérimentalement a@ = —264ag et a(j) = 1160 ag

conduisent au rapport —0.23, proche de celui attendu si I'on suppose que
les deux mesures portent sur deux trimeres consécutifs. Comme 1’écrivent
Gross, Shotan et al. 2009 dans leur conclusion, "This seems like an observation
of the long hunted universal behavior of a three-body observable in a physical system
with resonantly enhanced two-body interactions"!

Indiquons également le résultat obtenu par Zaccanti, Deissler et al.
(2009) et Pollack, Dries et al. (2009) apres la réanalyse mentionnée plus
haut et explicitée par Naidon & Endo (2017) :

— Lexpérience de Zaccanti, Deissler et al. (2009), menée sur 39K, a
conduit a a_/a+ = —3.1(0.3) [valeur avant réanalyse —6.7 (0.6)].

— Lexpérience de Pollack, Dries et al. (2009), menée sur “Li, a conduit a
a—/ay = —2.8(0.3) [valeur avant réanalyse —2.5 (0.6)].

Ces résultats sont notablement plus loin de la limite universelle, proba-
blement en raison des effets liés a la portée effective r., qui était relativement
grande dans ces expériences. On pourra consulter la discussion approfon-
die de Xie, Van de Graaff et al. (2020) pour plus de détails.

2-3 La suite géométrique d’Efimov

L'observation de deux résonances successives du méme c6té de la réso-
nance permet de tester directement le facteur d’échelle 22.7 de la théorie
d’Efimov. Zaccanti, Deissler et al. (2009) et Pollack, Dries et al. (2009) ont
mené des premiéres mesures pour tester cette loi sur les atomes de 3K et
"Li [voir également Williams, Hazlett et al. 2009 pour l'observation d’un
trimére excité].

Nous décrirons ici une expérience plus récente menée a Innsbruck par
Huang, Sidorenkov et al. (2014) sur '33Cs. Dans cette expérience, un soin
particulier a été apporté a I'évaluation des effets de température finie et
a I'extrapolation des quantités mesurées a température nulle. L'expérience
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Ficure VI.12. Observation du deuxiéme trimére d’Efimov pour le césium autour
de 800 G. L'ajustement par un modeéle théorique prenant en compte la température
non nulle du gaz conduit d aV = -20190 (1200) ay, soit a(_l)/a(_o) =21.0(1.3).
Ensemble A : T = 8.7nK, ensemble B : T' = 10.0 nK. Figure extraite de Huang,
Sidorenkov et al. (2014).

a été menée sur une résonance de Feshbach a beaucoup plus haut champ
que celle utilisée par Kraemer, Mark et al. (2006), aux alentours de 800 G.
Cette résonance large, couplée & un bon controéle de la température du gaz
dans le domaine de quelques nanokelvins, permet d’atteindre de grandes
longueurs de diffusion, jusqu’a 10° a.

Dans I'expérience de Huang, Sidorenkov et al. (2014), le gaz est préparé
au voisinage de la dégénérescence quantique dans un piege hybride (ma-
gnétique + optique), a une température entre 7 et 10 nK. La taille de I'état
fondamental du piége est de ~ 5 um, a comparer a la taille attendue pour
le deuxiéme trimeére recherché ~ 1um : il y a assez de place pour ce tri-
mere, mais le suivant (de taille 22.7 fois plus grande) ne logerait pas dans
ce piege...
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La figure VI.12 montre le résultat principal de Huang, Sidorenkov et
al. (2014) avec un pic marqué du coefficient de perte a trois corps autour
de a = —17000aq. Le trimere fondamental avait été observé auparavant
par le méme groupe (Berninger, Zenesini et al. 2011) et il se forme pour
a'” = —963 (11) ay, soit un rapport 17.7 1a ot1 I'universalité d"Efimov prédit
227.

Cette déviation par rapport a la prédiction "universelle” d’Efimov peut
étre due (au moins en partie) a des effets liés a la température non nulle du

gaz. Pour la position a'” du trimere fondamental, les effets liés a la tempé-

rature sont peu importants. Pour prédire la valeur seuil at! pour le trimere
suivant, Huang, Sidorenkov et al. (2014) ont utilisé le modéle développé
par Rem, Grier et al. (2013). Ils ont analysé leurs données expérimentales
en gardant la position aVetla température comme parametres ajustables.
L'ajustement a donné une température tres proche de celle mesurée directe-

ment et fournit la valeur ™) = —20190 (1200) ag, soit un facteur 21.0 (1.3)

au dessus de a'”. C’est remarquablement proche de la valeur universelle
d’Efimov (1.3 0 d’écart). Par ailleurs, on s’attend de toute facon a une dé-
viation non négligeable par rapport a la loi d’échelle pour les tout premiers
trimeres n = 0 et n = 1, en particulier du fait des effets de portée non nulle
(Schmidt, Rath et al. 2012).

Pour terminer ce paragraphe, rappelons que cette suite géométrique efi-
movienne a également été mise en évidence dans des mélanges mM M :
I'expérience est alors moins contraignante car la raison de la suite géomé-
trique est considérablement réduite quand on va vers des rapports m /M <
1 (voir chapitre 4).

2-4 Le croisement dimére - trimére

Une caractéristique importante du diagramme énergétique du coté a >
0 de la résonance se situe en a." quand l’énergie du trimére devient égale
a I'énergie du dimere (le troisiéme atome étant quasiment au repos, infi-
niment loin du dimere). Si on part d'un mélange atomes-dimeéres, on s’at-
tend a ce que le taux de pertes Sap pour ce mélange soit maximal en un tel
point : lors d’une collision atom-dimere, les partenaires vont passer beau-

coup de temps au voisinage les uns des autres, ce qui favorise la transition
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Frcure VI.13. Collision inélastique atome-dimere assistée par la formation inter-
médiaire d’'un état d’Efimov du c6té a > 0 de la résonance. L'état initial fait inter-
venir le dimére faiblement lié d'énergie —h? /ma?® et I'état final contient un dimere
fortement lié, non décrit dans le modéle du pseudo-potentiel. Le taux de ce proces-
sus est maximal pour a = al™, quand l'énergie du dimere faiblement lié coincide
avec celle du trimére d’Efimov.

vers d’autres états plus profondément liés (figure VI.13). Largument est le

méme que celui qui conduit a une augmentation du taux de pertes a trois
(n)

corps du c6té a < 0 de la résonance aux points a

La premiére mise en évidence des pertes dans un mélange atomes-
dimeres dues a cet effet a été publiée par Knoop, Ferlaino et al. (2009).
Nous allons nous intéresser ici aux expériences plus récentes du groupe
de Boulder, décrites par Chapurin, Xie et al. (2019) et Xie, Van de Graaff et
al. (2020), qui ont permis de vérifier 'universalité d’Efimov entre la valeur
a. et les autres points remarquables du diagramme énergétique.

Xie, Van de Graaff et al. (2020) ont travaillé avec un gaz de 3°K préparé
dans l'état hyperfin |f = 1,m; = —1) autour de B = 33.6 Gauss. Nous
avons décrit dans le cours 2021 les propriétés de la résonance de Fano-
Feshbach correspondante. Cette résonance a le mérite d’avoir une portée
effective assez petite (r. =~ 130ao a résonance), ce qui permet d’augmen-
ter la plage d’universalité des effets efimoviens. Chapurin, Xie et al. (2019)
avaient étudié le coté a < 0 de cette résonance et trouvé a'®) = —908 (11) ag
etn = 0.25 (1) (figure VI1.14).
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Ficure VI.14. Taux de relaxation a trois corps dans un gaz de 39K coté a < 0
pour la résonance de Fano-Feshbach située autour de B = 33.6 Gauss. On trouve
a_ = —908 (11) ag. Figure extraite de Chapurin, Xie et al. (2019).

Les dimeres sont formés par "magnéto-association", obtenue en traver-
sant rapidement la résonance de Fano-Feshbach vers le c6té a > 0. Le
nombre de dimeéres peut ensuite décroitre par simple basculement de spin
d’un des atomes qui le composent, ce qui désintegre le dimeére. Il peut éga-
lement diminuer sous 'effet des collisions avec les atomes, ce qui constitue
le processus intéressant, et qui conduit a 1’évolution du nombre de dimeres
Np en présence d'une densité d’atomes pa selon la loi :

dNp

T (14)

= —Bap pa Np.
Le taux Bap qui décrit ce processus est tracé en figure V1.15, avec un ajus-
tement selon la loi proposée par Braaten & Hammer (2007b) [voir aussi
Braaten & Hammer (2009) et Helfrich & Hammer (2009)] :

sinh(2n) ha
sin? [soln(a/a)] + sinh2(n) m

Bap = (15)
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Ficure VI.15. Taux de pertes d deux corps (atomes-diméres) au voisinage de al!

dans un gaz de *°K. Figure extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

La structure de ce terme est trés voisine de celle proposée en (VI.3) pour
la recombinaison a trois corps; c’est logique puisque ces deux termes dé-
crivent la méme physique, avec la formation d’édifices fortement liés, non
précisés dans le modeéle et décrits par le parametre 7.

Le résultat de 1'analyse de Xie, Van de Graaff et al. (2020), extrapolé
a température nulle, donne alV = 884 (14) ag et n = 0.28 (2). Les mémes
auteurs ont également mesuré le taux de recombinaison a trois corps L3
(donc sans dimere) coté a > 0 et ont obtenu l'oscillation presque sinusoi-
dale (apres division de L3 par a*) montrée en figure V1.16, comme attendu

d’apres (7). On en déduit la position du premier minimum af) = 246 (6) aop
et du premier maximum az(,o) = 876 (28) ay.

Récapitulons I'ensemble des résultats obtenus par Chapurin, Xie et al.
(2019) et Xie, Van de Graaff et al. (2020) (en unité de ay) :

o' =246 o =876 o’ =84 a”=-908 (16)

o 60(6) nK > 150(6)nK v 210(23) nK
_ o0l o 23026)nK 410(40)nK = 460(30)nK |
T MC-vdW 40 nK }n .
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Fiure VI.16. Taux de pertes d trois corps dans un gaz de 3°K coté a > 0. Figure
extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

Cet ensemble constitue un test remarquable de I'universalité d’Efimov avec
les différents rapports

(1)
alV 884 ‘
a(—_o) = "o08 —0.97 Valeur attendue : — 1.065 (17)
(0)
ap’ 876 _ .
a(—P) = 008 = 0.96 Valeur attendue: — 1 (18)
(0)
876
W _ 00 _ 356 Valeur attendue : 4.76 (19)
0 216

Notons que pour la derniére équation, la valeur relativement petite de a(f)

(comparée a la portée effective r.) rend problématique 'atteinte de la va-
leur universelle, ce qui peut expliquer la déviation observée.
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3 Le parametre a trois corps

3-1 Une coincidence surprenante?

Dans 'approche que nous avons présentée ici, basée sur une interaction
de portée nulle, le parametre a trois corps Ry est un parameétre ad hoc, sans
lien avec les autres quantités physiques du probleme. On s’attendait initia-
lement a ce qu'il en aille de méme pour l'interaction de van der Waals qui
est en jeu dans les gaz d’atomes froids. Ce fut donc une surprise quand,
apres avoir compilé les valeurs expérimentales de R, pour différentes ré-
sonances de Fano-Feshbach d’une espéce atomique donnée — le césium —
(Gross, Shotan et al. 2010; Berninger, Zenesini et al. 2011) ainsi que pour
différentes especes atomiques, on a constaté que ces valeurs étaient étroite-
ment liées a la longueur de van der Waals

_1 m06)1/4

(20)

Par exemple, si on s’intéresse au pic a'” du taux de recombinaison 2 trois
corps du cdté a < 0 de la résonance, on constate que la position de ce pic
semble "verrouillée" autour de —10 R,qw avec quelques exceptions notam-
ment du c6té des résonances de Fano-Feshbach trés étroites (voir la figure
VIL.17 pour plus de détails).

Pour éclaircir la situation sur le plan théorique, Wang, D’Incao et al.
(2012) ont étudié le comportement de ce rapport al” /Ryaw pour différents
potentiels a deux corps en variant a chaque fois le nombre d’états liés dans
ces potentiels [ voir aussi Mestrom, Wang et al. (2017) ]. Leurs résultats sont

indiqués en figure VI.18; ils ont été obtenus pour :

C C
Vi(r) = —75 7122 Cha = X°Cs (21)
V){’(T) = f% exp (f)\6/7"6) (22)
C
Vv}(lfw(r) = BusO(rns—r) — .5 (r —rus) (23)
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Ces potentiels ont tous un comportement en =5 a grande distance? et

4. Pour le potentiel de van der Waals avec cceur dur Vvh;W(r) ("hs"=hard sphere), les para-

metres sont ajustés pour travailler au seuil d’apparition du premier état lié.
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Figure VI.17. Valeurs du rapport a(_o) /Ryvaw pour le premier trimére d’Efimov
pour différentes espéces atomiques, en fonction de la largeur s,es de la résonance
de Fano—Feshbach. La zone grise correspond a al” /Ryaw = —9.7 + 1.5. Figure
extraite de Chapurin, Xie et al. (2019).

conduisent au "tir groupé" observé expérimentalement a'” ~ —10 Ryaw.
Le quatrieme potentiel utilisé en figure VI.18, Ve, (r), décroit exponentiel-
lement vite a 'infini et nous ne le discuterons pas ici.

Le lien trouvé entre le parametre a trois corps et R,qw n’est donc pas
fortuit : on le retrouve théoriquement et il s’agit maintenant de comprendre
son origine physique.
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Ficure VI.18. Valeurs du rapport al” /Rvaw pour le premier trimeére d’Efimov
calculé pour différents potentiels d’interaction d deux corps. Figure extraite de
Wang, D’Incao et al. (2012).

3-2 Retour vers I’'approche hypersphérique

Pour comprendre l'origine de ce lien entre parametre a trois corps et
Ryqw, nous allons revenir sur la démarche décrite au chapitre précédent
pour traiter le probléme a trois corps. Une fois le passage dans le référentiel
du centre de masse effectué, le probleme est décrit par 6 variables, I’hyper-
rayon I? avec

R? = (7"%2 + 12, + rgl) (24)

Wl Do

et 5 angles :
— les 2 angles a (Delves) et 8 (Jacobi) qui déterminent la forme du tri-
angle (& une homothétie pres),
— les 3 angles d’Euler qui déterminent 'orientation du triangle dans 'es-
pace.
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Dans ce qui suit, nous noterons 2 le quintuplet formé par ces cinq angles,
une configuration donnée du triangle dans le référentiel du laboratoire
étant donc définie par (R, 2).

L'approche hypersphérique prend pour point de départ I'équation de
Schrodinger mise sous la forme (D’Incao, Greene et al. 2009) :
o? - mE
R + Hang(S2R)| ©(R,Q2) = EQ(R, Q) avec & = = (25)
ot 'opérateur H,,,(£2; R) fait intervenir des dérivées par rapport aux cinq
angles de Q (opérateur de moment cinétique généralisé), et contient égale-
ment les potentiels d’interaction entre les trois particules. Lhyperrayon R
joue le role de parametre dans H,,s(€2; R) : cet opérateur est local en R et
ne contient pas de dérivées par rapport a R.

On commence par résoudre le probléme aux valeurs propres pour I’hy-
perangle Q & R fixé et on trouve ainsi une série de fonctions propres et de
valeurs propres paramétrées par R :

Hong (4 R)F; (4 R) = €;(R) Fi(Q; R), (26)

Pour tout R, ces fonctions F; forment une base orthonormée des fonctions
de © avec

@WWEW»:/EW%MFM%me:%T (27)

Une fois cette premiére étape effectuée, on cherche la solution de I'équation
initiale (25) sous la forme générale :

(R, Q) = Z¢j(R) Fj(% R), (28)

ol1 les fonctions ¢;(R) sont a ce stade inconnues. Pour les déterminer, on
injecte cette forme dans (25) et on projette le résultat sur un F; particulier
pour trouver :

d%¢;
T b aR)(R) + [++] = E0u(R). (29)
Dans cette expression, le terme |- - - ] apparait du fait de la dépendance en R

des fonctions F}; (€2; R) ; on trouve plus précisément, avec la notation utilisée
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en (27):

= _QZ %; (Fi|OrF}) Z@(R)(Fﬂé)ﬁﬂ} (30)

Lapproche la plus simple consiste a négliger complétement le terme
[...]. Cela correspond a l'approximation de Born-Oppenheimer en phy-
sique moléculaire et c’est également ce que nous avons présenté au cha-
pitre 5, §4.1 : le potentiel hypersphérique que nous avions alors introduit,
[s2(R) — 1/4]/ R?, n’était autre que le terme ¢;(R) qui apparait dans (29).

7

A l'inverse, si on garde le systeme infini d’équations couplées pour les
¢;, on a une description exacte du probleme. En pratique, elle sera d’autant
meilleure que la troncature de ce systéme se fera pour un indice j élevé.

Une solution intermédiaire qui va nous guider ici consiste a ne garder
qu'une seule fonction inconnue ¢; tout en prenant en compte les corrections
provenant de la dépendance en R de F;(Q; R) dans (30). Aprés un calcul
relativement simple [voir par exemple Dalibard, Gerbier et al. (2011) ou le
cours 2014, chap. 3,§4], on arrive a la forme simple suivante pour I'équation
vérifiée par 1; :

{[1;}{ —Ai(R)| +e(R)+ Vi(R)} ¢i(R) = & ¢i(R) (31)

oit l'on a fait apparaitre deux potentiels géométriques A; et V; :

Ai(R) = (Fy(R)|0rFi(R))  Vi(R) =Y _[(OrFi(R)|[F;(R)[*| (32)

J#i

Si la variable R évoluait dans un espace de dimension supérieure a 1, le
potentiel A; serait un "potentiel vecteur" et décrirait une possible phase de
Berry. Pour le probléme qui nous intéresse ici, ol la variable R est unidi-
mensionnelle, A; ne joue pas de role. Il peut d’ailleurs étre éliminé par un
changement de jauge pour la fonction ¢;, en posant ¢;(R) = ¢;(R)e~X(7)
avec x(R fo A;(R)dR’. En revanche, le "potentiel scalaire”" V;(R) va
jouer un role 1mportant Notons tout de suite qu'il est toujours positif et
d’autant plus grand que 1’état angulaire |¢;(R)) varie vite avec R.

3-3 Emergence d’un cceur dur en ~ 2R qw

Pour apprécier de maniére quantitative le role du potentiel géométrique
défini au paragraphe précédent, il est intéressant d’examiner les résultats
de Wang, D’Incao et al. (2012) déja cités, ainsi que ceux de Naidon, Endo &
Ueda (2014) [avec leur erratum Naidon, Endo & Ueda (2021) ]. Ces auteurs
ont considéré deux types de potentiels a deux corps

Cs
r6 + o6

V;-Oft(’l“):— et VLJ(T‘):—f—Fi. (33)

Pour Cs fixé, ils ont fait varier le nombre d’états liés en changeant o ou C12,
puis calculé le potentiel total résultant W;(R) = ¢;(R) + V;(R) pour le canal
de plus basse énergie i = 0. Le calcul a été fait dans le cas unitaire (a = c0)
pour lequel le potentiel adiabatique €o(R) est égal a —(|so|? + 1/4)/R? sila
portée du potentiel a deux corps peut étre négligée.

Le résultat tracé sur la figure VI.19 est frappant. Dés que le nombre
d’états liés dépasse 3, la forme de W;(R) devient quasiment indépendante
de ce nombre d’états liés et donc de la profondeur du potentiel a deux corps
V (r) originel. Plus précisément :

— Pour R 2 10R.qw, on retrouve le potentiel d’Efimov déterminé au
chapitre précédent pour une portée nulle, —(|so|* + 1/4)/R>.

— Pour 2Ryqw < R S 10R,qw, le potentiel W;(R) est significativement
plus profond que le potentiel d’Efimov pour une portée nulle.

— Pour R = 2R,qw, un cceur dur émerge et cela méme si le potentiel a
deux corps de départ V(r) est strictement monotone, comme c’est le
cas pour Vo (7).

I ne reste plus qu’a comprendre pourquoi le potentiel W (R) fait appa-
raitre ce quasi coeur dur a courte distance. L'explication de Wang, D’Incao
et al. (2012) et Naidon, Endo & Ueda (2014) repose sur la forme optimale
du trimere en fonction de I'hyperrayon R :

— Quand R > Ryaw, la forme optimale est la méme que pour un po-
tentiel de portée nulle : c’est un triangle allongé avec deux particules
proches I'une de I'autre et la troisieme beaucoup plus loin.

— Quand l'hyperrayon devient de l'ordre de quelques R,qw, la forme
optimale du triangle est plus proche d’un triangle équilatéral. En ef-
fet, la forme allongée impliquerait d’avoir deux particules a une dis-
tance < Ryqw, ce qui est peu probable quand on regarde la solution
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Ficure VI.19. Potentiel total W;(R) = ¢;(R) + Vi(R) pour le canal i = 0. Le
calcul est fait a 'unitarité, c’est-a-dire pour a = oo. Figures extraites de Wang,
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Ficure VI.20. Densité de probabilité pour la fonction d’'onde d deux corps d’énergie
nulle pour les différents potentiels donnés en (33). Dés qu’il y a plusieurs états liés
pour ces potentiels, la probabilité pour trouver les deux atomes a une distance infé-
rieure 4 R,aw devient trés faible. Les lignes en traits fins indiquent les potentiels
utilisés pour le calcul. Le calcul est fait pour a = oo. Figure extraite de Naidon,
Endo & Ueda (2014).

du probléme a deux corps indiquée sur la figure VI.20 [voir également
le cours 2021, chapitre 4, §4].

La forme du triangle varie donc rapidement au voisinage R ~ 2R,qw, ce
qui crée un potentiel géométrique scalaire Vy(R) important [cf. (32)].

Notons que cette explication repose sur une analyse d’un potentiel bi-
naire a un canal. Dans les expériences menées sur les gaz d’atomes froids,
on utilise des résonances de Fano-Feshbach pour approcher la situation
a = oo et les parametres de la résonance, comme sa largeur et la longueur
d’onde de fond (background scattering length), peuvent jouer un role signi-
ficatif. On pourra consulter Schmidt, Rath et al. (2012), Wang & Julienne
(2014) et Langmack, Schmidt et al. (2018) pour un traitement détaillé dans
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ce cas.

Le cas des résonances de Feshbach étroites est particulier du fait de la
portée effective > R,qw qui apparait dans le probléeme (Petrov 2004). Le
recours a un parametre a trois corps pour régulariser la situation n’est alors
plus nécessaire et Gogolin, Mora et al. (2008) ont pu fournir une solution
analytique au probleme a trois corps dans ce cas [voir aussi Castin & Ti-
gnone (2011b), Endo & Castin (2016), Secker, Ahmed-Braun et al. (2021)
et Kraats, Ahmed-Braun et al. (2022) et refs. in]. Plusieurs expériences ré-
centes ont été menées dans ce régime, parmi lesquelles Johansen, DeSalvo
et al. (2017), Yudkin, Elbaz, Giannakeas et al. (2019), Xie, Van de Graaff
etal. (2020), Li, Yudkin et al. (2022) et Etrych, Martirosyan et al. (2022).

4 Audela de l'effet Efimov standard

Le travail original d"Efimov (1970) portait sur trois bosons identiques en
interaction résonante et c’est sur ce cas que nous nous sommes concentrés
dans ces deux derniers chapitres. Pour conclure cette présentation, nous
allons maintenant passer en revue quelques situations différentes, par la
nature statistique ou par le nombre de particules en jeu. Compte tenu de
la place impartie, notre discussion sera forcément parcellaire et nous ren-
voyons les lecteurs intéressés vers Naidon & Endo (2017) qui présentent en
détail de nombreux prolongements au probleme d’Efimov.

4-1 Trois fermions identiques

Commencons par le cas simple ot 'on remplace les trois bosons iden-
tiques de 'effet Efimov par trois fermions polarisés. Il n'y a alors plus d’in-
teraction binaire en onde s et il faut se tourner vers les interactions binaires
enonde p (¢ = 1) pour lesquelles I'amplitude de diffusion f; (k) s’écrit [ voir
le cours 2021, chap. 3, §2.3] :

1 1 Jrke e
— & — — ik,
fi(k)

k2
ot1 v est le volume de diffusion et k. un terme de portée effective (toujours
négatif au voisinage de la résonance). La transposition de |a| = co pour une

(34)
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(b)

0.75

Ficure VI.21. Nombre d'onde q définissant 1'énergie du trimére —h?q* /m formé
d partir de trois fermions identiques. La portée effective est notée ici « = —k. /2. Le
paramétre b désigne la portée du potentiel, obtenu ici par une modélisation d’une
résonance de Fano—Feshbach avec un couplage gaussien entre le canal ouvert et
le canal fermé. Figure de gauche (resp. droite) : parité positive (resp. négative).
Ligne noire continue : v = oo. ligne tiretée bleue : v = 410483, ligne tiretée
rouge/orange : v = £103b3, ligne tiretée verte : v = +10%b3. Figures extraites de
Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008).

résonance en onde s correspond alors a un volume de diffusion v infini. Un
état faiblement lié du dimeére apparait du c6té v > 0 de la résonance.

Ce probleme a été étudié par Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008)
[voir aussi Levinsen, Cooper et al. (2008) et Braaten, Hagen et al. (2012)].
Ces auteurs ont montré que pour le canal de moment cinétique 1, il pou-
vait exister deux trimeres liés, un de chaque parité, pour v choisi suffisam-
ment proche de la résonance v = co. Ces trimeres peuvent étre de nature
borroméenne, c’est-a-dire exister pour des valeurs grandes et négatives du
volume de diffusion, pour lesquelles il ny a pas d’état faiblement lié & deux
corps. La position de ces trimeres est universelle dans la mesure ot1 elle ne
dépend que des parameétres du probléme a deux corps, en l'occurrence les
valeurs de v, k. et de la portée b du potentiel (figure VI.21).

IIn'y a donc pas d’effet Efimov dans ce cas, c’est-a-dire pas d’émergence
d’une série infinie d’états liés a trois corps au seuil de formation du dimeére.
Par ailleurs, il n’est pas nécessaire d’introduire un parameétre a trois corps
pour décrire I'énergie des deux trimeres universels mentionnés ci-dessus.
Ce probléme a été repris récemment par Chen & Greene (2022), qui ont
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confirmé les conclusions de Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008) pour
des potentiels de type Lennard-Jones —r—% 4 r=12,

4-2 Trois particules discernables

Quand on considére trois particules discernables, la fonction d’'onde n’a
pas a étre symétrisée ou antisymétrisée, ce qui relache une contrainte pré-
sente pour des particules indiscernables. Pour une méme force des inter-
actions, 'énergie de 1’état fondamental du systeme a trois particules dis-
cernables est donc forcément inférieure ou égale a celle calculée pour des
bosons ou des fermions.

Si les trois interactions en onde s sont résonantes (|a;;| = 00) et les trois
masses égales, on retrouve en fait le méme résultat que pour trois bosons
identiques du fait de la symétrie du systeme. On a en particulier le para-
metre d’échelle A = e™/I0l ~ 22.7 avec |sg| = 1.00624.

Si deux interactions sont résonantes et la troisieme nulle, par exemple
la12] = |a13] = +0 et azz = 0, on retrouve formellement le cas mM M étu-
dié aux chapitres 3 et 4. Si la relation m < M n’est pas vérifiée, 'approche
de Born-Oppenheimer n’est plus valable mais un traitement similaire a ce-
lui adopté dans le chapitre 5 reste possible. On retrouve alors un effet Efi-
mov, avec un paramétre d’échelle A = e™/I*0| ~ 2000 avec |sq| = 0.414 (Nai-
don & Endo 2017). La tres grande valeur de ce parametre A rend difficile
toute vérification expérimentale.

4-3 Quatre bosons identiques

Nous continuons notre discussion par le cas de quatre bosons iden-
tiques, de spin nul ou polarisés. La aussi, la premiére question qui se pose
est celle d'un véritable effet Efimov a quatre corps, c’est-a-dire 1'existence
d’une infinité d’états liés de tétrameres au seuil d’apparition a!” du pre-
mier trimeére d’Efimov, c6té a < 0. Cette question a en fait été abordée
trés peu de temps apres la publication d’Efimov par Amado & Greenwood
(1973) et la réponse est négative.

Ce résultat ne clot malgré tout pas completement la question. Sans

123

a<0 Energy a>0

A+A+A+A 1/a

D+A+A

Frcure VI.22. Les deux branches de tétrameéres universels attachées a chaque
branche de trimeére d’Efimov. Figure extraite de Ferlaino, Knoop et al. (2009).

qu'une série efimovienne de tétrameres existe, il peut y avoir un ou
quelques tétrameres attachés a chaque trimere d’Efimov. Il s’agit d'un édi-
fice a quatre particules, d’énergie négative et inférieure a I'énergie du tri-
mere. La prédiction de tels tétrameres "universels”" a été faite par Ham-
mer & Platter (2007), puis affinée par Stecher, D’Incao et al. (2009). 11y a
deuxbranches de tétrameéres attachées & chaque branche de trimeres (figure
VI1.22). Ces tétrameres sont qualifiés d universels car une fois la position du
trimere connue, leur énergie peut étre calculée sans nécessiter 1'introduc-

tion d’un parametre a quatre corps®.

Ces tétrameéres ont une nature borroméenne, dans le sens qu’ils peuvent
exister pour une longueur de diffusion inférieure en valeur absolue a la

longueur de diffusion at™ (négative) pour laquelle le trimére apparait. La
prédiction de Stecher, D’Incao et al. (2009) est

al)) =0.43a" al), = 0.90a"” (35)

L'existence de ces tétrameres a été confirmée par Ferlaino, Knoop et al.

5. Cette affirmation nécessite quelques précautions pour le trimére fondamental, car les
tétrameres correspondants ont une taille plus petite que lui et peuvent donc étre sensibles a la
physique a courte portée [voir Naidon & Endo (2017) ].
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Ficure VI.23. Décroissance du nombre d’atomes de césium au voisinage du seuil
d’apparition du premier trimére d’Efimov. Ligne tiretée (pointillée) : pertes a trois
(quatre) corps uniquement. Ligne continue : prédiction déduite de (36). Figure
extraite de Ferlaino, Knoop et al. (2009).

(2009) dans une expérience qui tire précisément parti de cette nature bor-
roméenne. Les chercheurs d'Innsbruck ont étudié les pertes d’atomes dans
un piege de césium au voisinage du seuil d’apparition a!” = 8704, du
trimere. IIs ont observé deux valeurs de a pour lesquelles les pertes s’ex-
pliquaient par la somme d’'une loi a trois corps et d"une loi a quatre corps
(figure V1.23) :

N

N

5 0 0 PP
Les valeurs trouvées pour aib)l et aflb)Q sont en bon accord avec la prédiction

(35) [coefficients mesurés : 0.47 et 0.84].

= —L3p2 — L4p3. (36)

4-4 N; fermions identiques et une autre particule

Le systtme mM MM, c’est-a-dire Ny = 3 fermions identiques et une
autre particule, ainsi que sa généralisation a Ny = 4, sont les seuls systémes
connus® qui présentent un véritable effet Efimov. Le cas Ny = 3 a été étudié

6. En particulier, le systéeme mM M M avec M bosonique ne présente pas cette propriété
(Adhikari & Fonseca 1981). Il en va de méme pour le systéme a quatre fermions mmM M
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par Castin, Mora et al. (2010) et le cas Ny = 4 par Bazak & Petrov (2017).

La question que nous abordons dans ce paragraphe peut se formuler de
la maniére suivante : combien de fermions polarisés de masse M peuvent
étre liés par interaction avec une unique particule légére de masse m < M ?
Pour commencer, rappelons le résultat important obtenu aux chapitres 3
et 4 pour le cas Ny = 2. Nous avons considéré le systéme a trois corps
mM M pour une interaction de portée nulle avec |a| = +o0 et indiqué que
(Kartavtsev & Malykh 2007) :

— un effet Efimov peut se produire quand M /m > 13.607;
— pour 8.173 < M/m < 13.607, il existe c6té a > 0 un (ou deux) tri-

meres "universels”, dont 1'énergie ne dépend pas d'un parametre a
trois corps.

Pour étudier le probleme mM M M, donc avec un fermion M supplé-
mentaire, Castin, Mora et al. (2010) se sont placés eux aussi a l'unitarité
pour une interaction binaire mM de portée nulle. Les interactions MM
entre deux fermions identiques sont supposées négligeables (il ne pourrait
s’agir que d’interactions en ondes impaires, a priori faibles a basse tempé-
rature). On considére donc ’hamiltonien purement cinétique

R 4R2
H=-Y —V
=1

2mi

(37)

avec les conditions aux limites de Bethe-Peierls aux points ol la particule
légere m vient au contact d’un des fermions M. La question est de savoir si
cet hamiltonien admet des états d’énergie négative dans lesquels les trois
particules lourdes sont liées ensemble par la particule légere.

Comme pour le probléme a trois corps, il est utile pour un probléme a
N corps (avec ici N = Ny + 1) d’isoler d’abord les 3 variables du centre
de masse (que 'on prendra au repos dans ce qui suit), puis de séparer les
d = 3N — 3 variables restantes en

— une variable R, 'hyperrayon, donnant 1'échelle de longueur du pro-
bléme;
— d — 1 = 3N — 4 hyperangles, notés collectivement §2, définissant 1’ar-

rangement spatial des NV corps (a une homothétie prés) et ’orientation
de cet arrangement dans l'espace.

(Endo & Castin 2015).
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L'expression générale de l'opérateur énergie cinétique en dimension d
peut s’écrire en fonction de ces variables (voir par exemple Greene, Gian-

nakeas et al. (2017)) :
2

H=Tx+ WAQ (38)
ou l'opérateur énergie cinétique radiale est :
A h? ( 0?2 d-10 )
Th=——F——\755+—F 5 39
"7 "om,\OR? " R OR (39)

et ott Ag est l'opérateur "grand moment cinétique" pour le systéme de
dimension d. Cet opérateur fait intervenir les hyperangles et les dérivées
d’ordre 1 et 2 par rapport a ces angles’, mais pas ’hyperrayon R.

Notons que la définition précise du couple "hyperrayon — masse réduite"
varie selon les auteurs par des facteurs numériques d’ordre unité. Dans ce
qui suit, nous ne rentrerons pas dans des calculs quantitatifs et nous n’au-
rons donc pas besoin de spécifier ce choix. On pourra consulter par exemple
Greene, Giannakeas et al. (2017) pour une construction explicite des hyper-
angles, de '’hyperrayon et de la masse réduite associée.

En regle générale, quand a n’est pas infinie ou nulle, les conditions aux
limites de Bethe—Peierls couplent hyperrayon et hyperangles, ce qui rend le
probleme particuliérement complexe. Dans le cas |a| = +oo (ou dans le cas
sans interaction a = 0), les conditions aux limites de Bethe-Peierls ne font
intervenir que les hyperangles. C’est une signature de l'invariance d’échelle
du systéme déja mentionnée plusieurs fois dans les chapitres précédents :
il n’y a aucune échelle de longueur a mettre en rapport avec R pour obtenir
une équation sans dimension. C’est ainsi que pour le probléme a trois corps,
nous avons abouti au chapitre 5 a 'équation traduisant ces conditions aux
limites pour la partie angulaire F'(«) de la fonction d’onde :

(), 757

7. Par exemple, en dimension d = 3, on a l'expression bien connue en fonction de I'angle
polaire 0 et 'angle azimuthal ¢ :

) =0. (41)

la = + u
a| = +00: —
3

A2 2
A2L:18.98 1 0

T2 80 sin20 992"

-9 4
sin0 06" 06 (40)
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Le traitement de Castin, Mora et al. (2010) part donc du fait que 'on
peut chercher alors les états propres de H sous une forme factorisée :
__¢(R) . d-1
II faut dans un premier temps résoudre le probléme aux valeurs propres
pour la partie angulaire F'(2) en prenant en compte les conditions aux li-
mites de Bethe-Peierls :

ALF(Q) = AF(9). (43)

Une fois cette étape (délicate!) franchie, I'équation radiale s’écrit simple-
ment

¢ £-1/4
dR? R?

ot [¢f. Eq. (C-13) de Werner & Castin (2006) ]

P(R) = e d(R) (44)

52 :>\+i(d—2)2 (45)

est un nombre dépendant de M /m, mais indépendant de R, et ot1 on a posé
€ =2m,E/h%.

Nous nous retrouvons alors en terrain familier : si des valeurs négatives
de s? sont possibles, un effet Efimov apparaitra. Le résultat de Castin, Mora
et al. (2010) pour N = Ny + 1 = 4 est qu'effectivement, cet effet peut se
produire quand

M
13.384 < — (46)
m

Cette condition est (légérement) moins contraignante que celle trouvée
pour le probleme mM M. Il existe donc un intervalle de valeurs de M/m,
[13.384,13.607], sur lequel le probleme a quatre corps est Efimovien alors
que celui a trois corps nel’est pas (voir la figure V1.24). Pour M /m > 13.607,
il est difficile d’énoncer des résultats généraux sur le probleme (3 + 1) dans
la mesure ot la résolution du probléme Efimovien (2 + 1) nécessite 1'intro-
duction d’un parametre a trois corps non universel. Nous avons représenté
cette zone en violet sur la figure V1.24.



(2+1)

M/m
8.173 13.607
(3+1)
M/m
8.862 13.384
(4+1)
M/m
9.672 13.279

Ficure VI.24. Les états liés possibles de Ny fermions de masse M en interaction
binaire résonante avec une particule de masse m (Ny = 2,3, 4). Ces données sont
extraites de Kartavtsev & Malykh (2007), Castin, Mora et al. (2010), Bazak &
Petrov (2017) et Bazak (2020). L'échelle de I'axe M /m n’est pas linéaire. Il n'y a
pas d’effet Efimov pour Ny = 5 ou 6 (Bazak 2020).

On peut également chercher un tétramere universel pour des valeurs
de M/m plus faibles, similaire au(x) trimere(s) universel(s) de Kartavt-
sev & Malykh (2007). Un tel tétrameére existe effectivement sur l'intervalle
[8.862,13.384] (Blume 2012; Bazak 2020).

Comme nous I’avons annoncé en introduction de ce paragraphe, le pro-
bleme (4 + 1), c’est-a-dire Ny = 4 fermions de masse M et une particule
légere de masse m, conduit lui aussi a un effet Efimov original avec la for-
mation de pentameéres, dans un (petit) domaine de valeurs de M/m pour
lequeliln’y a pas de trimeres d"Efimov, ni de tétrameéres d’Efimov (Bazak &
Petrov 2017). En revanche, on peut montrer qu’il n’existe pas d’états d"Efi-
mov pour les systémes (5 + 1) et (6 + 1) (Bazak 2020). Ces résultats sont
eux aussi résumés sur la figure VI1.24.
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