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Introduction

Une des toutes premières descriptions mathématiques du problème à
trois corps se trouve dans les Principia de Newton, publiés en 1687. On
connait le succès éclatant deNewton pour la résolution du problème à deux
corps de massesm1 etm2 en interaction gravitationnelle :

V (r1, r2) = −
Gm1m2

r12
, r12 = |r1 − r2|. (1)

Une fois la solution du problème à deux corps bien établie, Newton s’est
intéressé à un système à trois corps du type Soleil-Terre-Lune représenté
sur la figure 1. Ce problème, appelé “théorie lunaire", correspond à une
énergie potentielle du système

V (r1, r2, r3) = −G
Å
m1m2

r12
+
m2m3

r23
+
m3m1

r31

ã
. (2)

Newton s’est notamment posé la question de la stabilité d’un tel système. Il
l’a abordé en mettant en œuvre des calculs complexes fondés sur la théorie
des perturbations. À son grand dépit – il en perdit l’appétit et le sommeil–
Newton ne réussit pas à y apporter une réponse générale convaincante. Il
écrivit d’ailleurs à un de ses amis, John Machin, qu’il n’avait jamais mal à
la tête, sauf lors de ses recherches sur la théorie lunaire... (Westfall 1980).

Cette question a ensuite occupé les plus brillantsmathématiciens et phy-
siciens pendant le XVIIIème et XIXème siècles : Euler, d’Alembert, Clairault,
Lagrange, Laplace, Poisson, Jacobi, Cauchy... y feront des contributions no-
tables sans le résoudre véritablement. Au tournant duXXème siècle, Poincaré
identifie pour ce problème une dépendance sensible aux conditions ini-
tiales et développe des outils mathématiques désormais centraux en théo-
rie du chaos, une branche très active de la physique et des mathématiques
(Gutzwiller 1998 ; Chenciner 2014).

1

Figure 1. Le système soleil-terre-lune décrit par Newton dans ses Principia.

Dans ce cours, nous allons nous intéresser à la transposition du pro-
blème à trois corps au domaine quantique. Comme pour le problème lu-
naire, nous allons nous concentrer sur un système dans lequel l’énergie
d’interaction peut s’écrire comme une somme de termes binaires :

V = V12 + V23 + V31. (3)

Toutefois, l’interaction binaire sera très différente de celle des astronomes.
La loi en 1/r de l’attraction gravitationnelle (1) sera remplacée par une in-
teraction à courte portée. Plus précisément, la portée b des potentiels bi-
naires interatomiques sera supposée beaucoup plus petite que la distance
moyenne entre les édifices à trois corps qui seront formés (figure 2).
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1

r12
r23

r31
1

2

3
Figure 2. Trois corps en interaction. La taille des boules représente la portée du
potentiel à deux corps, notée b. Nous nous intéresserons principalement à des si-
tuations où la distance entre particules rij est grande devant b.

Pour l’instant, nous écrivons cette interaction sous la forme

Vij = g δ(ri − rj), (4)

où le symbole δ(r) représente "presque" une distribution de Dirac. Le point
central de ce cours portera sur le cas résonnant, c’est-à-dire une combinai-
son des masses atomiques et de l’intensité g du potentiel telle qu’un état lié
à deux corps soit juste au seuil d’apparition pour l’hamiltonien (voir figure
3)

Ĥ =
p̂2
1

2m
+

p̂2
2

2m
+ V̂12. (5)

Notons que dans l’équation ci-dessus, nous avons donné la même masse
aux deux particules, mais nous rencontrerons également des situations in-
téressantes dans lesquelles ces masses sont différentes.

Une notion très importante du cours sera l’émergence pour le problème
à trois corps d’un potentiel variant comme l’inverse du carré d’une distance
caractéristique R :

V (R) = − γ

R2
. (6)

La distance R en jeu ici pourra être par exemple l’hyperrayon pour le sys-

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

r2|ψ0(r)|2

r2|ψ1(r)|2

r2|ψ2(r)|2

0

−V0

r/b

V (r)

Figure 3. Un exemple de résonance de diffusion pour un potentiel gaussien
V (r) = −V0 exp(−r2/2b2), mis en évidence sur la densité de probabilité radiale
r2|ψn(r)|2 des états liés pour un moment cinétique nul (ℓ = 0). On a choisi le
couple (V0, b) de sorte que le dernier état lié ψ2(r) est très proche de la limite de
dissociation (2mb2V0/ℏ2 = 23.5). L’extension de cet état faiblement lié est alors
beaucoup plus grande que la portée b. L’état fondamental ψ0(r) et le premier état
excité ψ1(r) sont au contraire fortement liés et d’extension ∼ b. C’est la physique
associée à l’état faiblement lié qui va nous intéresser principalement dans ce cours.

tème à trois corps
R ∝

»
r212 + r223 + r231. (7)

Cette émergence d’un potentiel attractif en 1/R2 a été découverte par Vi-
taly Efimov dans une série d’articles remarquables (Efimov 1970 ; Efimov
1971 ; Efimov 1972 ; Efimov 1973). Insistons sur le fait que ce potentiel à
longue portée est absent de la physique à deux corps qui, comme nous
l’avons écrit, est à courte portée, voire même de portée nulle. C’est pour
cette raison qu’on le qualifie de propriété "émergente", qui ne se concrétise
que lorsque les trois corps sont simultanément présents.

La particularité du potentiel en 1/R2 est son invariance d’échelle qui va
nous occuper intensivement dans les premiers chapitres de ce cours. Cette
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Figure 4. Anneaux borroméens tirant leur nom de la famille italienne des Borro-
mée, dont les armoiries portent les anneaux depuis le XVème siècle. Photo de Wiki-
media Commons, prise dans l’église San Pancrazio à Florence.

invariance s’illustre de manière simple sur l’hamiltonien à une particule

Ĥ = − ℏ2

2m

d2

dR2
+

γ

R2
. (8)

Si une fonction d’onde ψ(R) est état propre de cet hamiltonien pour l’éner-
gie E, on peut alors vérifier que la famille infinie de fonctions ψ(λR) pour
λ réel quelconque est également état propre de Ĥ pour la valeur propre
λ2E. Cette propriété du potentiel en 1/R2 est unique dans la famille des
interactions en loi de puissance !

La physique découverte par Efimov (et pressentie auparavant par
d’autres physiciens commeThomas (1935)) entraîne l’existence d’états bor-
roméens. Même si le potentiel V (r12) est légèrement trop faible pour ad-
mettre un état lié à deux corps, le problème à trois corps peut quant à lui
posséder un certain nombre d’états liés. Ces états ne "tiennent" que parce
que les trois corps sont simultanément présents. Cette situation rappelle
celle des trois anneaux entrelacés et inséparables montrés sur la figure 4 :
si on en sectionne un, les deux autres sont libérés.

Quand Efimov publia ses prédictions au début des années 1970, il n’y
avait que très peu de systèmes dans la nature sur lesquels on pouvait espé-
rer les tester. Efimov s’intéressait essentiellement à des problèmes de phy-

sique nucléaire, comme trois particules α pouvant se lier pour former un
noyau de carbone 12C ou encore le problème du noyau de tritium formé
de deux neutrons et un proton. Mais la théorie d’Efimov était difficilement
applicable à ces situations car les interactions binaires n’y étaient pas réson-
nantes.

La physique atomique, notamment avec les gaz quantiques et leurs réso-
nances de Fano–Feshbach ajustables, est venue enrichir considérablement
le paysage en offrant des systèmes où l’invariance d’échelle trouvée par Efi-
mov et l’universalité qui lui est liée pouvaient être testées de manière quan-
titative. Les expériences sur le trimère He3 (Schöllkopf & Toennies 1994 ;
Kunitski, Zeller et al. 2015) et celles menées sur un gaz de césium (Krae-
mer, Mark et al. 2006) ont ouvert un vaste champ de recherche que nous
allons décrire dans les cours qui vont suivre. Compte tenu du temps limité,
cette description ne sera bien sûr que partielle et nous renvoyons les lec-
teurs désireux d’en apprendre plus vers les articles de revue publiés sur le
sujet au cours des vingt dernières années, comme Nielsen, Fedorov et al.
(2001), Braaten & Hammer (2006), Braaten & Hammer (2007a), Ferlaino
& Grimm (2010), Efimov (2011), Petrov (2012), Wang, Julienne & Greene
(2015), Greene, Giannakeas et al. (2017), Naidon & Endo (2017) et D’Incao
(2018).

Le cours de cette année sera composé de trois grandes parties, chacune
constituée de deux chapitres.

— Dans les deux premiers chapitres, nous allons nous intéresser au pro-
blème à deux corps et montrer pourquoi le potentiel en 1/r2 est sin-
gulier parmi tous les potentiels en loi de puissance 1/rβ . Nous mon-
trerons que cette particularité du potentiel est liée à son invariance
d’échelle, et plus généralement à son invariance conforme qui se ma-
nifeste dans la dynamique du problème. Nous illustrerons ces pro-
priétés sur plusieurs exemples, comme l’interaction charge-fil et l’in-
teraction charge-dipôle. Nous décrirons également quelques résultats
théoriques remarquables du problème uni-dimensionnel (Calogero-
Sutherland-Moser).

— Dans les chapitres 3 et 4, nous aborderons le problème à trois corps
dans une version relativement simple, celui de deux particules lourdes
de masseM liées par une particule légère de massem≪M . Nous uti-
liserons une approche de type Born–Oppenheimer : dans un premier
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Chapitre – TABLE DES MATIÈRES § 0. TABLE DES MATIÈRES

temps, nous supposerons les particules lourdes immobiles à une dis-
tance R l’une de l’autre et nous déterminerons l’énergie E(R) de l’état
fondamental de la particule légère. Nous verrons ainsi comment une
loi E(R) ∝ −1/R2 peut émerger. Nous passerons ensuite au mouve-
ment des particules lourdes, avecE(R) jouant le rôle de potentiel effec-
tif d’interaction entre elles. Nous montrerons qu’il apparaît alors une
série théoriquement infinie d’états liés pour le système mMM , avec
des énergies en progression géométrique, et nous décrirons des expé-
riences menées sur des gaz d’atomes froids ayant mis en évidence les
premiers états de cette suite.

— Les chapitres 5 et 6 seront consacrés au problème à trois corps pour
des bosons identiques, ce qui correspond au cas initialement consi-
déré par Efimov. Le traitement théorique complet est alors considé-
rablement plus complexe que dans le cas mMM . Nous décrirons ses
grandes lignes en nous appuyant sur le formalisme des potentiels hy-
persphériques. Nous décrirons un certain nombre d’expériences me-
nées récemment sur un jet d’hélium ou sur des gaz d’atomes froids.
Nous discuterons également une universalité inattendue, celle portant
sur le paramètre à trois corps. L’introduction de ce paramètre est néces-
saire pour empêcher la chute vers le centre du système à trois corps et
correspond à lamise en place d’une coupure à courte distanceR0. Pour
de nombreuses espèces atomiques, il apparaît que R0 est uniquement
déterminé par la masse des atomes et leur coefficient de van der Waals
C6. Nous terminerons par une brève discussion de la physique à petit
nombre de corps au delà du cas à trois bosons considéré par Efimov.
Nous verrons que l’universalité efimovienne ne se reproduit générale-
ment pas, sauf dans deux cas spécifiques que nous discuterons.

Note. Ce cours est le troisième d’une série consacrée aux interactions
entre atomes dans les gaz quantiques. Il n’est pas utile d’avoir suivi ou lu
les cours des deux années précédentes pour comprendre celui-ci. Toutes les
notions utilisées seront rappelées (sans démonstration) quand elles seront
nécessaires et les références précises aux cours précédents seront indiquées.

Remerciements. Je suis très reconnaissant envers Jérôme Beugnon, Ra-
phael Lopes et Sylvain Nascimbene pour leurs commentaires sur une ver-

sion préliminaire de ces notes de cours.
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Chapitre I

Le potentiel en 1/r2 et son invariance d’échelle

Comme annoncé dans l’introduction générale de ce cours, l’effet Efimov
pour le problème à trois corps trouve son origine dans l’émergence d’un
potentiel attractif à longue portée, variant comme 1/r2 où r est une coor-
donnée spatiale pertinente, l’hyperrayon dans le cas de trois particules en
interaction.

Le simple problème d’une particule unique en mouvement dans un po-
tentiel en g/r2 est en fait très riche et d’une grande subtilité. L’intuition
qu’on a pu acquérir en étudiant par exemple le potentiel coulombien en
−e2/r est souvent mise en défaut. Par exemple, il n’y a pas d’état fonda-
mental dans ce potentiel en g/r2 avec g négatif et suffisamment grand en
valeur absolue : partant d’un état lié donné, on peut fabriquer des états
d’énergie négative arbitrairement grande. C’est le problème de "la chute de
la particule vers le centre" [Landau & Lifshitz (1975), § 35].

Le mouvement d’une particule de masse m dans un potentiel en 1/r2

est un bel exemple d’un problème invariant d’échelle, pour lequel les
constantes physiques nécessaires pour sa description ne fournissent aucune
échelle de longueur. Par opposition, le problème coulombien conduit natu-
rellement à l’échelle de longueur du rayon de Bohr a0 = ℏ2/me2. Le remède
auproblème quantique de la chute vers le centre impose une tailleminimale
ad hoc aux états physiquement acceptables, ce qui vient briser – au moins
partiellement – cette invariance d’échelle.

Le problème du potentiel en 1/r2 est traité explicitement dans plusieurs
livres et articles. Enplus deLandau&Lifshitz (1975) déjàmentionné, citons

notamment Mott & Massey (1949), chapitre II, § 7, Case (1950), Coon &
Holstein (2002), Essin & Griffiths (2006), Dereziński & Richard (2017) et
Paik (2018). Ce problème reste néanmoins relativementméconnu et Essin&
Griffiths (2006) avancent une "bonne" raison pour cela : " It violates every rule
in the book, and discredits all the intuition we are trying to instill in our students.
" Comme ce problème joue un rôle central dans la physique efimovienne,
il nous a donc semblé utile de lui consacrer ce chapitre et le suivant.

Dans ce premier chapitre, nous allons commencer par rappeler les bases
du traitement quantique du mouvement d’une particule dans un potentiel
central, en particulier la recherche des états liés. Après avoir établi les ré-
sultats généraux principaux pour un potentiel en g/rβ , nous nous concen-
trerons sur le cas β = 2 pour explorer l’invariance d’échelle mentionnée
plus haut. Nous examinerons également un premier exemple d’application,
portant sur l’interaction entre un atome polarisable et un fil uniformément
chargé.

11



Chapitre I – Le potentiel en 1/r2 et son invariance d’échelle § 1. Le problème à deux corps

1 Le problème à deux corps

1-1 Séparation des variables

Considérons deux particules de masse mj , j = 1, 2 interagissant par le
potentiel V (r1 − r2). L’hamiltonien total

Htot =
p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+ V (r1 − r2) (1)

se réécrit en fonction des variables du centre de masse

R =
m1r1 +m2r2
m1 +m2

, P = p1 + p2, (2)

et de la variable relative

r = r1 − r2, p =
m2p1 −m1p2

m1 +m2
, (3)

sous la forme

Htot = Hcm +Hrel avec Hcm =
P 2

2M
, Hrel =

p2

2mr
+ V (r) (4)

où nous avons introduit la masse totaleM = m1 +m2 et la masse relative
mr = m1m2/(m1 +m2).

On vérifie simplement que les variables du centre de masse commutent
avec les variables relatives, de sorte que l’on peut chercher une base de fonc-
tions propres communes à Hcm et Hrel. Une base de fonctions propres de
Hcm est constituée par les états d’impulsion bien déterminée (ondes planes
en eiK·R), ce qui n’appelle pas de commentaire particulier. Dans ce qui
suit, nous supposerons que nous nous sommes placés dans le référentiel
du centre de masse, c’est-à-dire que nous avons choisi l’étatK = 0, et nous
nous intéresserons aux états propres de Hrel.

On s’est donc ramené d’un problème à 6 degrés de liberté (r1, r2) à un
problème à trois degrés de liberté seulement (r) en exploitant l’invariance
par translation de l’hamiltonien (1).

1-2 L’invariance par rotation

Nous allons maintenant nous intéresser au cas fréquemment rencontré
en pratique d’un potentiel V à symétrie centrale : V (r) = V (r). L’hamil-
tonien relatifHrel commute alors avec les trois composantes de l’opérateur
moment cinétique L = r × p, de sorte que l’on peut chercher une base de
fonctions propres communes àHrel,L2, et une des trois composantes deL,
par exemple Lz .

On écrit donc les fonctions propres Ψ(r) en coordonnées sphériques
sous la forme

Ψ(r) = ψ(r)Yℓ,m(θ, φ) (5)

où la dépendance angulaire Yℓ,m(θ, φ) est entièrement fixée par le fait d’im-
poser àΨ d’être état propre deL2 et de Lz . Rappelons que le nombre quan-
tique ℓ est un entier positif ou nul, et qu’il caractérise la valeur propre de
L2. Le nombre quantiquem, qui appartient à l’ensemble {−ℓ,−ℓ+1, · · · , ℓ},
caractérise la valeur propre de Lz :

L2Yℓ,m = ℏ2ℓ(ℓ+ 1) Yℓ,m LzYℓ,m = ℏm Yℓ,m. (6)

Il ne reste plus qu’à déterminer la dépendance radiale ψ(r) de la fonc-
tion d’onde Ψ. En pratique, il est commode d’introduire la fonction d’onde
radiale réduite u(r) = r ψ(r) qui vérifie l’équation uni-dimensionnelle :

− ℏ2

2mr
u′′(r) +

ï
V (r) +

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2

ò
u(r) = E u(r) (7)

Chaque valeur de ℓ définit un canal d’interaction, pour lequel on obtient
une équation aux valeurs propres qui a la structure d’une équation de
Schrödinger avec un potentiel total :

Vtot(r) = V (r) +
ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2
(8)

somme du potentiel réel et du potentiel centrifuge. Cette équation est défi-
nie a priori sur la demi-droite r ≥ 0. Si nous faisons l’hypothèse que Ψ(r)
est régulière en r = 0, cela impose :

u(0) = 0. (9)
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Chapitre I – Le potentiel en 1/r2 et son invariance d’échelle § 1. Le problème à deux corps

Faisons de plus l’hypothèse que V (r) → 0 quand r → +∞. L’équa-
tion (49) admet généralement des solutions d’énergie E négative, corres-
pondant à des états liés du système à deux corps, et des solutions d’éner-
gie positive, décrivant une collision (élastique) entre les deux particules
asymptotiquement libres. Compte tenu de la définition des harmoniques
sphériques, la condition de normalisation pour la fonction d’onde des états
liés s’écrit :

1 =

∫
|Ψ(r)|2 d3r =

∫
|ψ(r)|2|Yℓ,m(θ, φ)|2 r2 sin θ dr dθ dφ

=

∫ ∞

0

|u(r)|2 dr. (10)

En exploitant l’invariance par translation de l’hamiltonien (1), puis l’in-
variance par rotation du potentiel d’interaction, on est donc passé d’un pro-
blème à 6 degrés de liberté (r1, r2) à un problème à un seul degré de liberté
(r).

1-3 Recherche des états liés

Une partie importante du cours de cette année sera consacrée à la re-
cherche d’états liés à plusieurs corps. Indiquons donc comment cette re-
cherche peut se faire pour le problème à deux corps.

Commençons par établir une borne inférieure à l’énergie d’éventuels
états liés. Si le potentiel V (r) est lui-même borné inférieurement par une
valeur −|V0|, comme les potentiels carrés ou gaussiens représentés sur les
figures I.1ab, on peut montrer simplement que l’énergie de chaque état lié,
quand il en existe, est toujours supérieure à−|V0|. Il suffit pour cela demul-
tiplier (7) par u∗(r) et intégrer le résultat entre 0 et +∞ pour trouver, en
utilisant (10) :

ℏ2

2mr

∫
|u′(r)|2 dr +

∫ ï
V (r) +

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2

ò
|u(r)|2 dr = E. (11)

Le premier terme du membre de gauche est toujours positif (énergie ciné-

0 1

-1

0

(a)

r/b

V
(r
)/
V
0

0 1 2

−1

0

1

Ra Rb

(b)

r/b

0 1 2

−1

0

1

Ra Rb

(c)

r/b

Figure I.1. Quelques potentiels à deux corps simples. (a) Puits carré de profon-
deur V0 et de portée b. (b) Potentiel gaussien. (c) Potentiel gaussien superposé au
potentiel centrifuge pour ℓ ̸= 0. On a indiqué en (b) et (c) les points tournants
utilisés pour le calcul de l’énergie d’un état lié par la méthode WKB.

tique), et le second est supérieur ou égal à −|V0| puisque :
∫ ï

V (r) +
ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2

ò
|u(r)|2 dr ≥

∫
V (r) |u(r)|2 dr ≥ −|V0|

∫
|u(r)|2 dr

(12)
d’où le résultat annoncé en utilisant (10).

Existence d’états liés. Rappelons que l’existence d’états liés n’est pas ga-
rantie, même si V (r) est négatif en tout point. Prenons l’exemple du poten-
tiel carré représenté en figure I.1b, que nous avons étudié en détail dans
le cours 2021 (chapitre 3, § 3), intéressons-nous au canal de moment ci-
nétique ℓ = 0 et posons V0 = ℏ2k20/2mr. On peut montrer simplement
que le puits ne contient aucun état lié si k0b/π ≤ 1/2, contient un seul
état lié pour 1/2 < k0b/π < 3/2, et plus généralement n états liés pour
n− 1/2 < k0b/π < n+ 1/2.

Nombre d’états liés. Sur l’exemple du puits carré que nous venons de
donner, le nombre d’états liés est toujours fini, quelles que soient les va-
leurs de la profondeur V0 et de la portée b. Il en va de même pour tout
potentiel tendant suffisamment vite vers 0 à l’infini, mais ce n’est pas le cas
du potentiel coulombien que nous examinerons un peu plus loin.
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√
Ṽ0

N

Figure I.2. Ligne rouge continue : Nombre d’états liés dans le potentiel gaussien
V (r) = −V0 e−r2/2b2 , avec Ṽ0 = 2mrV0b

2/ℏ2. Ligne bleue tiretée : valeur appro-
chée donnée par l’argument de la fonction I(x) en (15).

Une méthode simple pour estimer le nombre d’états liés consiste à uti-
liser la méthode semi-classique, encore appelée méthode WKB (Wentzel -
Kramers - Brillouin). Nous nous contenterons d’énoncer ici le résultat utile
pour notre étude et nous renvoyons le lecteur intéressé vers Schiff (1968)
et vers le cours 2021 (chapitre 4, § 1), où cette méthode a été présentée en
détail.

Le résultat principal de laméthodeWKBpour les états liés s’écrit comme
une condition de quantification de l’énergie E du nème état lié 1 :

∫ Rb

Ra

kE(r) dr ≈ nπ (13)

où kE est le nombre d’onde local associé à l’énergie E :

ℏ2k2E(r)
2mr

+ Vtot(r) = E avec Vtot(r) = V (r) +
ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2
. (14)

Les points Ra et Rb correspondent aux points de rebroussement gauche et
droit du mouvement classique : Vtot(Ra) = Vtot(Rb) = E.

1. En toute rigueur, le terme de droite de (13) n’est pas nπ, mais plutôt (n − 1/2)π ou
(n − 1/4)π, selon que les variations du potentiel aux deux points tournants classiques Ra et
Rb sont "douces" (figure I.1c) ou qu’un des deux bords est "dur" (figure I.1b). Mais ce détail
n’a pas d’importance si l’on s’intéresse à des valeurs de n relativement grandes.

Pour estimer la position des états liés, on peut donc balayer la valeur de
E depuis E = −|V0| jusqu’à E = 0. Pour chaque valeur de E, on calcule
l’intégrale (13) et on obtient une valeur approchée de l’énergie d’un état lié
quand cette intégrale est un multiple entier de π. En particulier, la valeur
de l’intégrale en E = 0 donne une estimation généralement assez fiable du
nombre d’états liés :

Nlie ≈ I
ñ
1

π

∫ Rb

Ra

kE=0(r) dr

ô
(15)

où I(x) désigne l’entier le plus proche de x et où Ra et Rb sont les points
tournants du mouvement classique d’énergie nulle, par exemple Ra = 0,
Rb = +∞ dans le cas de la figure I.1b. L’existence d’un nombre infini d’états
liés se manifeste alors par la non-convergence de cette intégrale enRb =∞.

Le critère de validité de l’approximation semi-classique est lié au fait
que le nombre d’onde kE(r) doit varier assez lentement avec r. Plus pré-
cisément, si on introduit la longueur de de Broglie λ = 2π/k, ce critère
s’écrit :

1

2π

dλ

dx
≪ 1. (16)

Nous verrons un peu plus loin comment ce critère s’applique pour des po-
tentiels en loi de puissance.

Exemple. Pour un potentiel gaussien V (r) = −V0 e−r2/2b2 , on trouve pour
l’argument x de la fonction I(x) la valeur

»
Ṽ0/π, avec Ṽ0 = 2mrV0b

2/ℏ2.
La comparaison entre le nombre approché d’états liés

»
Ṽ0/π et le nombre

trouvé par une résolution numérique de l’équation de Schrödinger est in-
diquée en figure I.2.

1-4 Solution d’énergie nulle et longueur de diffusion

Pour terminer ce bref rappel sur la description des interactions à deux
corps, intéressons-nous pour simplifier au canal de collision ℓ = 0 et à la
solution d’énergie nulle, qui vérifie :

E = 0 : −u′′(r) + 2mrV (r)

ℏ2
u(r) = 0 (17)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

r/b

Figure I.3. De bas en haut : Fonction d’onde réduite u(r) pour les trois états liés
et l’état d’énergie nulle dans le potentiel gaussien V (r) = −V0 e−r2/2b2 avec Ṽ0 =
2mrV0b

2/ℏ2 = 29. Les états ne sont pas normalisés.

Considérons la solution de cette équation satisfaisant la condition aux li-
mites u(0) = 0 [ou la condition u(Ra) = 0 si l’on est conduit à impo-
ser un cœur dur en Ra pour régulariser le potentiel V (r)]. Cette solution
est intéressante car l’examen de son nombre de nœuds permet de déduire
immédiatement le nombre d’états liés dans le potentiel V (r) pour le ca-
nal considéré (ici ℓ = 0). Ce point découle directement du théorème de
Sturm–Liouville, qui permet de classer les états propres de l’hamiltonien
par énergie croissante en comptant le nombre de nœuds de leur fonction
d’onde. L’état fondamental n’a pas de nœud 2, le premier état excité a un et
un seul nœud, etc. Si l’état d’énergie nulle possède n nœuds, on en déduit
donc qu’il y a n états d’énergie E < 0, donc liés.

Longueur de diffusion. Supposons que le potentiel V (r) décroît "vite" à
l’infini [en pratique, cela veut dire plus vite que 1/r3 (Landau & Lifshitz
1975)]. Rappelons la forme de la solution d’énergie nulle de l’équation ra-
diale (7) dans ce cas : dans une région loin de l’origine, telle que le potentiel

2. L’annulation en r = 0 ou au niveau du cœur dur Ra ne compte pas comme un nœud.

V (r) est négligeable, c’est-à-dire pour r grand devant la portée b du poten-
tiel, cette équation devient simplement u′′(r) = 0, dont les solutions sont
de la forme u(r) = c0 + c1r, que l’on écrit plutôt

E = 0, r ≫ b : u(r) ∝ r − a ⇔ ψ(r) ∝ 1

a
− 1

r
(18)

La quantité a est appelée longueur de diffusion. Elle peut être positive, nulle
ou négative, voire infinie, et elle constitue la caractéristique principale du
processus de diffusion à très basse énergie.

Un exemple est donné pour le potentiel gaussien sur la figure I.3. On
voit le comportement linéaire u(r) ∝ r − a avec ici a ≈ 3b. On a également
tracé les états liés dans ce piège, qui sont au nombre de trois pour la valeur
choisie pour Ṽ0 = 2mrV0b

2/ℏ2. Comme attendu, l’état fondamental n’a pas
de nœud, et les deux états excités ont un et deux nœuds. L’état d’énergie
nulle possède 3 nœuds, les deux premiers étant très proches de ceux du
dernier état lié, et le troisième est ici voisin de la longueur de diffusion a.

On pourra consulter le cours 2021, chapitre 3, pour une présentation
détaillée du traitement de la collision de deux particules à basse énergie et
pour des exemples de calculs de longueur de diffusion.

2 Potentiels attractifs en loi de puissance 1/rβ

2-1 Approche qualitative en terme de paquet d’ondes

Dans la partie précédente, nous n’avons pas considéré explicitement le
cas où le potentiel V (r) pouvait être à la fois attractif et singulier à l’origine,
c’est-à-dire V (r) → −∞ quand r → 0. Ainsi, les potentiels représentés sur
la figure I.1 sont tous bornés inférieurement, ce qui vient immédiatement
mettre une limite inférieure à l’énergie du fondamental [cf. § 1-3].

Nous allons nous intéresser maintenant aux potentiels en loi de puis-
sance

V (r) =
g

rβ
, (19)

où l’exposant β est à ce stade quelconque et où nous considérons essentiel-
lement le cas attractif, c’est-à-dire g < 0. Aumoins pour le canal demoment
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1

r
r0

V(r) = g
rβ

Figure I.4. Paquet d’ondes de position et d’extension ∼ r0 dans un potentiel at-
tractif en loi de puissance.

cinétique ℓ = 0, l’existence d’une borne inférieure pour l’état fondamental
n’est alors pas acquise.

Commençons cette étude par une remarque fondée sur l’analyse dimen-
sionnelle. Pour une particule de massemr placée dans un potentiel en g/rβ
avec β ̸= 2, on peut construire en mécanique quantique une échelle natu-
relle de longueur

r∗ =

Å
mr|g|
ℏ2

ã1/(β−2)

(20)

Pour le potentiel coulombien, on retrouve ainsi (à un facteur multiplicatif
près) le rayon de Bohr. À cette échelle de longueur r∗ est associée l’échelle
d’impulsion ℏ/r∗, ainsi que l’échelle d’énergie ℏ2/mrr

2
∗. Cet argument di-

mensionnel disparaît bien sûr quand on prend β = 2 puisque (20) n’a plus
de sens. On pressent ainsi que ce cas β = 2 va jouer un rôle particulier dans
l’étude des potentiels en loi de puissance.

Pour obtenir une intuition des différents cas de figure possibles, consi-
dérons un paquet d’ondes centré 3 en r0 et d’extension également ∼ r0 (fi-
gure I.4). On sait que l’énergie moyenne de ce paquet d’ondes est néces-
sairement supérieure à l’énergie de l’état fondamental (théorème à la base
de la méthode variationnelle). L’énergie cinétique du mouvement relatif

3. Pour être plus précis, on peut prendre une coquille de rayon r0 et d’épaisseur∆r égale
à une fraction de r0. Nous ne le ferons pas ici pour ne pas multiplier les symboles mathéma-
tiques.

(a)

r0

E
(r

0
)

(b)

r0

Figure I.5. Énergie totale d’un paquet d’ondes de taille r0 dans un potentiel en
loi de puissance, V (r) = g/rβ avec g < 0. (a) Cas β < 2, l’énergie cinétique
(positive) domine à courte distance. (b) Cas β > 2, l’énergie potentielle (négative)
domine à courte distance, ce qui permet de générer des paquets d’ondes d’énergie
arbitrairement négative.

Ec ∼ (∆p)2/2mr est liée au confinement sur la taille r0, donc à une disper-
sion en impulsion ∆p d’au moins ∼ ℏ/r0. L’énergie cinétique et l’énergie
potentielle Ep sont ainsi respectivement de l’ordre de

Ec ∼
ℏ2

2mrr20
, Ep ∼ −

|g|
rβ0
, (21)

de sorte que deux situations émergent pour la variation de l’énergie totale
E = Ec + Ep avec la taille r0, selon que l’exposant β est inférieur ou supé-
rieur à 2 (voir figure I.5). Nous allonsmaintenant passer ces deux situations
en revue.

2-2 Le cas β < 2.

Dans ce cas, l’énergie cinétique (positive) est dominante pour les pe-
tites valeurs de r0 et l’énergie potentielle (négative) est dominante pour les
grandes valeurs de r0. L’énergie totale passe donc par un minimum pour
une valeur de r0 de l’ordre de r∗ (figure I.5a). Cela indique qu’un état fon-
damental peut exister, ce qu’une analyse quantitative confirme.
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Le potentiel coulombien fournit un exemple de ce cas, avec β = 1 et
g = −e2. La minimisation de l’énergie totale

E ∼ ℏ2

2mrr20
− e2

r0
(22)

fait apparaître la taille caractéristique r0 = ℏ2/mre
2 égale au rayon de Bohr

et l’énergie −mre
4/2ℏ2, l’énergie de l’état 1s de l’atome d’hydrogène 4.

2-3 Le cas β > 2.

La situation est alors inversée : l’énergie cinétique domine aux grandes
valeurs de r0, alors que l’énergie potentielle domine aux petites valeurs
de r0 (figure I.5b). Il s’ensuit que l’on peut fabriquer des paquets d’ondes
avec une énergie négative et arbitrairement grande en valeur absolue, ce qui
indique que le système n’a pas d’état fondamental bien défini. Le spectre
de l’hamiltonien s’étend jusqu’à E = −∞ et on qualifie cette situation de
"chute vers le centre" (fall to the center).

On rencontre ce cas pour les interactions de van der Waals (β = 6,
g = −C6) ainsi que pour les interactions dipole-dipole (β = 3) bien que
ce dernier cas soit un peu plus compliqué à traiter en raison du caractère
anisotrope du potentiel V (r). Le remède à ce problème est bien connu, et
physiquement tout à fait pertinent. Les interactions de van der Waals par
exemple ne représentent que la composante à grande distance des interac-
tions entre deux atomes neutres. À courte distance, quand les nuages élec-
troniques des atomes commencent à se recouvrir, des forces répulsives de-
viennent dominantes et empêchent l’effondrement qui amènerait les deux
atomes l’un sur l’autre.

Unmoyen phénoménologique simple de décrire cette répulsion à courte
distance et de s’affranchir de la chute vers le centre est d’imposer un cœur
dur à une distanceRa > 0, c’est-à-dire u(Ra) = 0 (figure I.6a). Une alterna-
tive consiste à prendre un potentiel répulsif additionnel en loi de puissance,

4. Le fait que l’on trouve exactement le résultat pour la taille de l’état fondamental ne doit
pas faire illusion. Notre estimation de l’énergie cinétique et l’énergie potentielle du paquet
d’ondes n’était qu’approchée...

(a)

Ra

r

V
(r
)

(b)

r

V
(r
)

Figure I.6. Ajout d’un potentiel répulsif à courte distance pour empêcher la chute
vers le centre dans un potentiel algébrique en r−β avec β > 2. (a) : cœur dur en
r = Ra, (b) : ajout d’un potentiel répulsif avec une loi de puissance plus élevée.

par exemple le potentiel de Lennard-Jones :

VLJ(r) = −
C6

r6
+
C12

r12
(23)

pour empêcher l’effondrement en r = 0 (figure I.6b). Dans ce qui suit, nous
adopterons la première stratégie, qui est plus simple à traiter mathémati-
quement.

Cas "frontière" β = 2. Ce cas, qui jouera un rôle central dans la suite du
cours, sera abordé en détail un peu plus loin. Signalons simplement que
le fait qu’énergie cinétique et énergie potentielle ont alors la même dépen-
dance vis-à-vis de la taille r0 du paquet d’ondes est une signature de l’in-
variance d’échelle du potentiel en r−2.

2-4 Combien y a-t-il d’états liés?

Pour le potentiel coulombien, la réponse est bien connue. Les états liés
sont repérés par le nombre quantique principal n et ont pour énergie En =
−EI/n

2, où−EI est l’énergie de l’état fondamental (−13.6 eV pour l’atome
d’hydrogène). Le nombre n peut s’écrire n = n′+ ℓ+1, où n′ est le nombre
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Exposant β Comportement Nombre Exemple
à l’origine d’états liés

β < 2 régulier infini coulombien
β > 2 non régulier fini van der Waals

Table I.1. Comportement des états liés d’une particule en mouvement dans un po-
tentiel V (r) = −|g|/rβ . Un comportement non régulier à l’origine indique qu’il
faut régulariser le potentiel V (r) à courte distance, par exemple avec l’ajout d’un
potentiel de cœur dur, pour assurer l’existence d’un état fondamental d’énergie fi-
nie.

quantique radial, c’est-à-dire le nombre de nœuds de la fonction d’onde
radiale ψ(r). Comme n peut être égal à n’importe quel entier positif, on en
déduit que le nombre d’états liés est infini, quelle que soit la valeur ℓ du
moment cinétique.

On peut retrouver ce résultat simplement à partir de l’estimation don-
née en (15). Considérons les états demoment cinétique nul pour simplifier,
c’est-à-dire Vtot(r) = −e2/r. Le résultat (15) devient :

Nlie ≈
√
2mre2

πℏ

∫ +∞

0

dr√
r
. (24)

Cette intégrale est divergente vis-à-vis de sa borne supérieure r = +∞,
indiquant que l’on peut former un nombre infiniment grand d’états liés
avec des énergies arbitrairement proches de zéro.

La divergence de cette intégrale va subsister pour tous les potentiels en
loi de puissance V (r) = −|g|/rβ jusqu’à la valeur β = 2 incluse. On s’attend
donc à un nombre infini d’états liés pour toute cette classe d’exposants.

Pour β > 2, nous avons vu qu’il est nécessaire de régulariser le potentiel
V (r) au voisinage de l’origine pour assurer l’existence d’un état fondamen-
tal d’énergie bien définie. Pour la régularisation obtenue en imposant un
cœur dur en r = Ra (figure I.6), on obtient à partir de (15) :

Nlie ≈ I
ñ√

2mr|g|
πℏ

∫ +∞

Ra

dr

rβ/2

ô
. (25)

L’intégrale est convergente et il y a un nombre fini d’états liés.

Pour le potentiel de van der Waals, V (r) = −C6/r
6, on trouve ainsi

Nlie ≈ I
ï
2

π

R2
vdW

R2
a

ò
avec RvdW =

1

2

Å
2mrC6

ℏ2

ã1/4
, (26)

un résultat déjà mentionné dans le cours 2021 (Chapitre 4, § 2.1). Les résul-
tats présentés dans cette section sont regroupés dans le tableau I.1.

Validité de l’approche semi-classique. Pour un potentiel en loi de puis-
sance, le critère de validité écrit en (16) s’écrit pour la solution d’énergie
nulle :

d(1/k)

dr
=

ℏβ√
8mr|g|

r
β
2 −1 ≪ 1. (27)

Là encore, il est essentiel de séparer les cas β < 2 et β > 2 :
— Si β < 2, i.e. β

2 − 1 < 0, ce critère de validité est satisfait aux
distances r suffisamment grandes. Même si l’approximation semi-
classique ne décrit pas correctement le comportement aux petits r, la
conclusion concernant le nombre infini d’états liés, qui sont essentiel-
lement concentrés loin de l’origine, reste valable.

— Si β > 2, i.e. β
2 −1 > 0, ce critère de validité est au contraire rempli pour

les petites valeurs de r. Une étude plus précise du cas du potentiel de
van derWaals, obtenu pour β = 6, montre que l’on décrit correctement
presque tous les états liés (cf. cours 2021, chapitre 4, § 4) : seule la posi-
tion du dernier état lié est mal estimée par l’approche semi-classique.
En particulier, l’estimation du nombre total d’états liés donnée en (26)
est tout à fait pertinente.

— Pour β = 2, on remarque que le critère de validité (27) n’apporte pas
de contrainte sur la position r, mais seulement sur l’amplitude du po-
tentiel |g|, qui doit être notablement plus grande que ℏ2/mr.

On notera que le cas β = 2 joue là aussi un rôle de frontière séparant
deux situations radicalement différentes.

3 Le potentiel 1/r2 en mécanique classique

L’essentiel du cours sera consacré aux propriétés quantiques de parti-
cules en mouvement dans un potentiel en 1/r2. Il est toutefois intéressant
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ux

uy

r

θ

ur

uθ

Figure I.7. Définition des coordonnées polaires pour décrire le mouvement clas-
sique d’une particule dans un potentiel central.

de commencer notre étude par la version classiqueduproblème, qui contient
plusieurs précurseurs des spécificités qui vont nous occuper dans la suite.

3-1 Mouvement classique et chute vers le centre

Rappelons brièvement la nature du mouvement classique d’une parti-
cule de massemr dans un potentiel central quelconque. Partant de la posi-
tion r = rur de la particule (voir figure I.7), on trouve sa vitesse en coor-
données polaires :

dr

dt
= ṙur + ru̇r = ṙur + rθ̇uθ. (28)

On en déduit l’accélération
d2r

dt2
=
Ä
r̈ − rθ̇2

ä
ur +

Ä
2ṙθ̇ + rθ̈

ä
uθ. (29)

Les projections de l’équation du mouvement sur l’axe radial et sur l’axe
orthoradial conduisent à :

mr

Ä
r̈ − rθ̇2

ä
= −dV

dr
2ṙθ̇ + rθ̈ = 0. (30)

avec pour le cas qui nous intéresse ici V (r) = g/r2.

La deuxième équation de (30) traduit la conservation du moment ciné-
tique

L = mrr × v = mrr
2θ̇uz, (31)
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Figure I.8. Trajectoires classiques dans le potentiel g/r2 avec g < 0. Gauche,
moment cinétique L > Lc : L/Lc = 1.025, 1.13, 1.27, 1.41. Droite, chute vers le
centre pour L < Lc : L/Lc = 0.85, 0.92, 0.99.

ce qui entraîne que le mouvement est planaire, ce plan étant défini par les
vecteurs position initiale ri et vitesse initiale vi.

La première équation s’interprète comme l’équation d’unmouvement à
une dimension :

mrr̈ = −
dVtot
dr

avec Vtot(r) = V (r) +
L2

2mrr2
(32)

Cette équation doit bien sûr être vue comme l’équivalent classique de
l’équation de Schrödinger radiale donnée en (7).

Pour le potentiel V (r) = g/r2 avec g < 0, on voit donc que deux cas sont
possibles (figure I.8) :
— Si L > Lc, où Lc est la valeur critique définie par

Lc =
»
2mr|g| (33)

une particule arrivant de l’infini ne pourra pas s’approcher arbitrai-
rement du centre puisque Vtot(r) → +∞ quand r → 0. Elle pourra
éventuellement effectuer un ou plusieurs tours avant de repartir vers
l’infini.
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— Si L < Lc, la particule tombe alors sur le centre.
Si l’on introduit le paramètre d’impact b et la vitesse v de l’atome arrivant

depuis l’infini, on a L = mrvb de sorte que la condition de chute vers le
centre s’écrit

L < Lc ⇔ b <

 
2|g|
mrv2

. (34)

Le fait que le critère de chute vers le centre puisse s’écrire aussi simplement
en terme du seul moment cinétique est spécifique du potentiel en r−2, qui
a la même dépendance spatiale que le terme d’énergie centrifuge. Nous
retrouverons d’ailleurs la condition (34) à peine modifiée dans le cas quan-
tique.

3-2 L’interaction atome – fil chargé

Nous allons maintenant décrire une première implémentation expéri-
mentale du mouvement d’une particule atomique dans un potentiel en
1/r2, due à Denschlag, Umshaus et al. (1998). Bien qu’on ait affaire à des
particules microscopiques, il n’est pas nécessaire d’avoir recours au forma-
lisme quantique pour traiter ce problème qui est bien décrit par une ap-
proche classique.

La géométrie est bi-dimensionnelle, et utilise le potentiel électrostatique
créé par un fil rectiligne uniformément chargé, avec une densité linéique de
charges que nous noterons Λ (figure I.9). Le fil est orienté selon l’axe z et
on s’intéresse au mouvement des particules dans le plan xy.

Le fil crée en tout point de l’espace (en dehors du fil lui-même) le champ
électrique

E =
Λ

2πϵ0r
ur. (35)

On considère un atome neutre de polarisabilité αa > 0 placé dans ce champ
électrostatique. Un dipôle électrique d = αaE est induit au sein de l’atome,
et l’énergie d’interaction entre l’atome et le champ s’écrit :

E = −αa

2
E2 =

g

r2
avec g = −αa

2

Å
Λ

2πϵ0

ã2
< 0. (36)

On génère donc bien le potentiel attractif en 1/r2 désiré.

1

r
r0

V(r) = g
rβ

atomes  
de 7Li

Rw

Figure I.9. Principe de l’expérience de Denschlag, Umshaus et al. (1998). On étu-
die le mouvement d’atomes neutres polarisables (7Li) dans le champ électrostatique
créé par un fil uniformément chargé.

3-3 Les résultats de Denschlag et al

L’expérience de Denschlag, Umshaus et al. (1998) a été menée avec des
atomes de lithium de masse m capturés dans un piège magnéto-optique.
Le fil métallique chargé électriquement peut être placé au centre du piège
magnéto-optique ou bien à l’extérieur de ce piège (inset de la figure I.11,
gauche). On mesure le taux de pertes des atomes dans les deux cas, en
variant la charge linéique du fil et en utilisant le fait que les atomes venant
au contact du fil se collent sur lui. La chute vers le centre se traduit donc
par une perte accrue d’atomes, s’ajoutant aux pertes inévitables dues aux
collisions avec les molécules du gaz résiduel dans l’enceinte expérimentale.

Le fil ayant une extensionRw non nulle, on pourramontrer que la condi-
tion (34) pour perdre un atome incident avec un paramètre d’impact b et
une vitesse v devient (voir figure I.10)

b <

 
R2

w +
2|g|
mv2

. (37)

Il faut ensuite moyenner cette condition sur les positions et les vitesses des
atomes piégés pour en déduire le taux de perte d’atomes induit par la pré-
sence du fil chargé.
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E

Vtot(r)

0

L < Lc

r

E < Ecrit

Ecrit
Vtot(r)

0
RW

L > Lc

r

Figure I.10. Les deux cas possibles dans l’expérience de Denschlag, Umshaus et
al. (1998). Si L < Lc (figure de gauche), la chute vers le centre se produit avec
certitude, quelle que soit l’énergie incidente. Si L > Lc (figure de droite), l’atome
peut toucher le fil de rayon Rw si son énergie dépasse la valeur critique Ecrit =
Vtot(Rw), ce qui correspond à la condition (37).

Un résultat typique montrant la décroissance du nombre d’atomes pié-
gés est représenté en figure I.11, gauche. La présence du fil chargé à l’in-
térieur du nuage d’atomes conduit à une augmentation spectaculaire du
taux de décroissance. Pour un fil de rayon Rw donné, ce taux de décrois-
sance augmente quasi-linéairement avec la charge linéique Λ, comme at-
tendu d’après (37) quand la contribution deRw devient négligeable (figure
I.11, droite). Les résultats expérimentaux sont en excellent accord avec la
modélisation du processus prenant en compte la polarisation de l’atome de
lithium.

4 Le potentiel en 1/r2 en mécanique quantique

Nous nous intéressonsmaintenant à la version quantique du cas critique
β = 2, qui va jouer un rôle crucial dans la physique à trois corps. L’analyse
en terme de paquet d’ondes nous amontré que les deux contributions anta-
gonistes, énergie cinétique et énergie potentielle, ont la même loi d’échelle
vis-à-vis de la taille r0. On pressent donc que tout va se jouer en fonction
de l’amplitude g du potentiel.
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FIG. 2. When moved onto the wire the atom trap decays
exponentially, as can be seen by monitoring the atomic
fluorescence signal. Charging the wire (100 V ¯ 6.4 pCycm)
creates an attractive 1yr2 potential and enhances the decay rate.
Insert: Steps a, b and c are discussed in the text.

Hamiltonian for the radial motion,

H ≠
p2

r

2 M
1

L2
z

2 M r2 2
2a q2

r2 ≠
p2

r

2M
1

L2
eff

2Mr2 , (2)

and together form an effective (attractive or repulsive)
potential. Equation (2) has the same form as the free

FIG. 3. Dependence of the trap decay rates on the wire charge
for different wire thickness. The decay rate for uncharged wires
is proportional to their actual diameters. For increasing charges
the absorption rate becomes a linear function of the charge, a
characteristic of the 1yr2 singularity. The slope is independent
of the wire diameter. The data are well described by Eq. (6).
Because the trap parameters sy , sx , sy were slightly different
for the three measurements, the original curves have been
normalized to equal temperatures and trap sizes.

Hamiltonian except that the angular momentum Lz is
replaced by an effective angular momentum Leff ≠p

L2
z 2 4M a q2. There exist no stable orbits for the

atom around the line charge. Depending on the sign of
L2

eff, the atom either falls into the center or escapes away
from the wire towards infinity [2] (Fig. 1b). Consider a
parallel beam of classical particles of momentum p im-
pinging on an infinitely thin charged wire. Particles with
an impact parameter of b ≠ Lzyp , 2q

p
Mayp will

fall onto the wire. Assuming that all atoms hitting the
wire are adsorbed an absorption cross section (sabs) can
be defined which is given by twice the impact parameter
b (note that in two dimensions the cross section actually
has the dimension of length). This linear dependence of
sabs on the line charge q is one of the characteristics
of the 1yr2 singularity. For a charged wire with finite
thickness one obtains the following velocity dependent
absorption cross section where the linear dependence on
the charge still persists for high q:

sabs ≠ 2

s
R2

w 1
4a

M
q2

y2 . (3)

Rw is the radius of the wire and y is the velocity of the
incoming particles. This absorption cross section can in
principle be measured by placing the wire in an atomic
beam and then by counting the number of atoms hitting
the wire. In practice this technique is not very feasible.
In our experiments the wire is placed in the boxlike MOT
mentioned earlier that is filled with a gas of N cold atoms.
The charged wire introduces a loss mechanism for atoms
in the trap which is related to the absorption cross section
by the following rate equation:

dN
dt

≠ 2N
Z

rs $xw , $ydsabs

p
y2

x 1 y2
y d $y dz

1 L1 2 L2 , (4)

where rs $xw , $yd is the normalized [
R

rs $x, $ydd3x d3y ≠ 1]
atomic phase space density at the location of the wire $xw .
L1 is a residual loading rate for the low light MOT and
L2 stands for losses due to collisions with the thermal
background gas. The density distribution rs $xw , $yd is time
independent if there is an effective mechanism which
randomizes the atomic motion in the trap and refills
the phase space of the absorbed atoms. In our case
randomization is accomplished by light scattering in the
MOT. Then as long as all terms of the sum in Eq. (4) are
either constant or linearly dependent on N , the number of
atoms in the box (N) will decay exponentially:

Nstd ≠ N0e2sD1Db dt 1 const. (5)

Db stems from the L1 2 L2 term and we call Db
the “background” decay. The decay constant D is due
to the atom-wire interaction and equals the integral in
Eq. (4). If the atomic density distribution in space and
velocity rs $x, $yd is Gaussian (which is typical for a low
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Figure I.11. Pertes induites au sein d’un piège magnéto-optique de lithium par un
fil métallique uniformément chargé. Figure extraite de Denschlag, Umshaus et al.
(1998).

4-1 L’invariance d’échelle

Le potentiel en 1/r2 possède une propriété spécifique, unique parmi
les potentiels en loi de puissance : il est invariant d’échelle, ce qui signi-
fie qu’une solution donnée de l’équation de Schrödinger (indépendante ou
dépendante du temps) permet de générer une famille infinie de solutions
de cette même équation. Ce résultat est indépendant de la dimension d’es-
pace.

Commençons par le cas indépendant du temps et considérons une fonc-
tion Ψ(r) état propre de l’hamiltonien :

− ℏ2

2mr
∇2Ψ+

g

r2
Ψ = EΨ. (38)

Introduisons la fonction Φ définie par

Φ(r) = Ψ(λr), (39)

où λ est un nombre réel positif, qui peut être pris quelconque à ce stade 5.

5. Une valeur λ > 1 correspond à une fonctionΦ plus concentrée à l’origine que la fonction
de départΨ. Son énergie cinétique est donc augmentée (elle varie sur une échelle plus courte)
ainsi que son énergie potentielle en valeur absolue.

21



Chapitre I – Le potentiel en 1/r2 et son invariance d’échelle § 4. Le potentiel en 1/r2 en mécanique quantique

Il est immédiat de vérifier que Φ vérifie l’équation

− ℏ2

2mr
∇2Φ+

g

r2
Φ = (λ2E)Φ. (40)

La fonctionΦ est donc elle aussi état propre de l’hamiltonien, avec l’énergie
λ2E. Cela correspond au résultat annoncé : partant de l’énergie propreE et
de sa fonction propre associée, n’importe quelle énergie E′ de même signe
que E peut s’écrire E′ = λ2E et est donc également valeur propre de l’ha-
miltonien. Cela résulte simplement du fait que l’opérateur∇2 provenant de
l’énergie cinétique et le terme 1/r2 provenant de l’énergie potentielle ont le
même comportement dans le changement d’échelle de longueur r → λr.

L’invariance d’échelle que nous venons de trouver pour les états propres
de l’hamiltonien se généralise aux problèmes dépendant du temps. Consi-
dérons une fonction d’onde Ψ(r, t) solution de

iℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ2

2mr
∇2Ψ+

g

r2
Ψ. (41)

On peut alors vérifier que la fonction

Φ(r, t) = Ψ
(
λr, λ2t

)
(42)

est également solution de (41). Ce changement d’échelle sur le temps est
relié au changement d’échelle sur l’énergie, E → λ2E, apparaissant sur
(40). En effet, si ΨE(r) est état propre de l’hamiltonien pour l’énergie E, la
substitution :

Ψ(r, t) = ΨE(r) e
−iEt/ℏ −→ Φ(r, t) = ΨE(λr) e

−iEλ2t/ℏ (43)

indique que l’on a trouvé une fonction ψE(λr) d’énergie λ2E.

Invariance d’échelle en mécanique classique. Cette invariance d’échelle
du potentiel en 1/r2 est également présente enmécanique classique.Notons
d’abord que dans le changement d’échelle r → λr, t→ λ2t, les vitesses sont
modifiées selon la loi :

v =
dr

dt
−→ v

λ
. (44)

On peut alors vérifier que, partant d’une trajectoire de condition initiale
(ri,vi) et satisfaisant aux équations du mouvement

m
dv

dt
= −∇

( g
r2

)
=

2g

r3
ur, (45)

on obtient une famille de trajectoires solutions de l’équation dumouvement
r′(t′),v′(t′) en posant t′ = λ2t, r′ = λr et v′ = v/λ. Toutes ces trajectoires se
déduisent donc les unes des autres par une homothétie de rapport λ. On re-
marquera également que lemoment cinétiqueL = mr×v n’est pasmodifié
par ce changement d’échelle, ce qui assure que la condition de chute vers
le centre (34) reste la même pour tous les membres d’une même famille.
C’était bien sûr indispensable pour qu’on puisse passer d’un membre de la
famille à un autre par une homothétie.

4-2 Brisure de l’invariance d’échelle

Pour les énergiesE positives, décrivant les états de diffusion, ce résultat
concernant l’invariance d’échelle n’appelle pas de commentaire particulier.
Il est très commode en pratique, puisqu’il assure que la connaissance d’un
état de diffusion à une énergie donnée permet de générer une famille infinie
d’autres états de diffusion, d’énergie arbitraire.

Pour les énergies E négatives, décrivant les états liés, ce résultat est au
contraire problématique. Il indique que si un état lié d’énergie E existe,
on peut générer des états d’énergie E′ = λ2E arbitrairement négative : le
spectre de l’hamiltonien n’est donc pas borné inférieurement, ce qui n’est
pas acceptable physiquement. Sur le plan mathématique, cela indique que
l’hamiltonien n’est pas auto-adjoint (voir remarque ci-dessous).

Le remède à cette difficulté a déjà été mentionné plus haut pour les po-
tentiels en 1/rβ avec β > 2 : pour éviter la chute de la particule sur le centre,
il faut régulariser le potentiel au voisinage de l’origine, par exemple en im-
posant la présence d’un cœur dur en r = Ra > 0. Notons que ce remède
vient briser l’invariance d’échelle continue que nous venons de décrire. Si
on se donne λ > 0 quelconque et un état propreΨ(r) d’énergieE < 0 satis-
faisantΨ(r) = 0 en r = Ra, il n’y a aucune raison pour que l’état transformé
Φ(r) = Ψ(λr) satisfasse égalementΦ(r) = 0 enRa. En d’autres termes, une
fois imposé le cœur dur en Ra, partant de Ψ(r) avec l’énergie E < 0, on ne
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pourra pas fabriquer des états propres d’énergie E′ < 0 avec |E′| arbitrai-
rement grande, ce qui conduirait à un spectre non borné inférieurement.

Remarque : opérateurs hermitiens et opérateurs auto-adjoints. En ma-
thématiques, on définit l’adjoint Â† d’un opérateur Â de la manière sui-
vante (voir par exemple les discussions de Bonneau, Faraut et al. (2001) et
Araujo, Coutinho et al. (2004) qui prennent des exemples simples basés sur
l’équation de Schrödinger à une dimension) :
— On part d’un opérateur Â défini par son action sur les fonctions d’onde
|ϕ⟩ et par son domaineD(Â), c’est-à-dire l’espace des fonctions d’onde
physiquement pertinentes sur lesquelles Â va agir. La définition du do-
maine prend en compte les conditions aux limites, comme la contrainte
u(0) = 0 pour la fonction d’onde radiale réduite.

— On définit l’adjoint Â† et le domaine de l’adjoint D(Â†) comme l’en-
semble des fonctions |ψ⟩ telles que la forme linéaire

|ϕ⟩ ∈ D(Â) −→ ⟨ψ|Âϕ⟩ (46)

soit continue. On sait alors que pour chaque |ψ⟩ ∈ D(Â†), il existe un
état |ψ′⟩ de l’espace de Hilbert tel que ⟨ψ|Âϕ⟩ = ⟨ψ′|ϕ⟩ pour tout |ϕ⟩ ∈
D(Â). On pose |Â†ψ⟩ = |ψ′⟩, c’est-à-dire

⟨ψ|Âϕ⟩ = ⟨Â†ψ|ϕ⟩. (47)

— L’opérateur Â est dit symétrique (ou hermitien) si Â et Â† ont la même
expression mathématique, en terme de dérivée par rapport aux va-
riables r ou multiplication par des fonctions de r par exemple.

— L’opérateur Â est dit auto-adjoint s’il est symétrique et si les domaines
D(Â) et D(Â†) coïncident.

On peut montrer que l’existence d’une borne inférieure au spectre
d’énergie et donc d’un état fondamental n’est assurée que pour des opéra-
teurs auto-adjoints. En dimension finie, l’opérateur Â peut être représenté
par unematrice carrée et les deux notions "hermitien" et "auto-adjoint" coïn-
cident. En dimension infinie, ce n’est pas toujours le cas, un exemple simple
étant fourni par le puits de potentiel carré infini (Bonneau, Faraut et al.
2001). On trouvera une discussion de ce problème pour le cas spécifique
du potentiel en 1/r2 dans Essin & Griffiths (2006).

4-3 Potentiel adimensionné et solution d’énergie nulle

Revenons maintenant au cas spécifique d’un mouvement à 3 dimen-
sions. Rappelons que puisque le potentiel g/r2 est isotrope, nous pouvons
chercher les états propres de l’hamiltonien sous la forme ψ(r)Yℓ,m(θ, φ).
L’équation aux valeurs propres vérifiée par la fonction d’onde radiale ré-
duite u(r) = r ψ(r) s’écrit

− ℏ2

2mr

d2u

dr2
+

ï
g

r2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2

ò
u(r) = E u(r) (48)

avec E < 0 pour un état lié, ou encore

−u′′ + α

r2
u = ϵ u (49)

où nous avons posé

α =
2mrg

ℏ2
+ ℓ(ℓ+ 1) ϵ =

2mrE

ℏ2
(50)

Notons que même si le coefficient g est choisi ici négatif (potentiel attrac-
tif), le coefficient α peut être positif ou négatif, selon la valeur du moment
cinétique. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons principalement au cas
où α reste négatif, c’est-à-dire à un moment cinétique suffisamment faible
pour que l’attraction due à V (r)domine la répulsion centrifuge. Pourα > 0,
l’équation (49) n’admet évidemment pas d’états liés.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser uniquement à la solution
d’énergie nulle et nous reportons la recherche explicite des états liés au cha-
pitre suivant. Comme nous l’avons vu en § 1-4, le nombre de nœuds de cette
solution d’énergie nulle fournit d’emblée une indication du nombre d’états
liés. Rappelons également que le potentiel en 1/r2 décroît trop lentement
quand r → +∞ pour que le concept de longueur de diffusion soit appli-
cable.

Nous considérons donc l’équation

−u′′ + α

r2
u = 0, u(Ra) = 0. (51)

Les solutions peuvent être recherchées sous une forme simple pour le po-
tentiel en 1/r2 :

u(r) = r ψ(r) = rs+1 (52)
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avec [−s(s+ 1) + α] rs−1 = 0. L’exposant s est donc solution de l’équation
du second degré

s2 + s− α = 0 (53)

dont les racines s’écrivent

s1 = −1

2
+

…
α+

1

4
s2 = −1

2
−
…
α+

1

4
(54)

Ces deux racines, réelles ou complexes selon le signe de α + 1
4 , corres-

pondent à deux solutions indépendantes de l’équation (51), comme at-
tendu pour une équation du deuxième ordre.

La prise en compte de la condition aux limites pour un cœur dur en Ra

fournit la fonction solution recherchée :

ψ(r) =

Å
r

Ra

ãs1
−
Å
r

Ra

ãs2
(55)

à une constante multiplicative près.

Deux cas sont à discuter, selon le signe de l’argument de la racine carrée
qui intervient dans (54).

Cas : α > −1/4. Ce cas, qui se produit si |g| est choisi d’emblée petit ou
quand on prend ℓ assez grand, conduit à des valeurs réelles pour s1 et s2,
avec s2 < − 1

2 < s1. La fonction ψ(r) n’a alors pas de nœuds (figure I.12),
ce qui veut dire qu’il n’y a pas d’états propres d’énergie négative, donc pas
d’états liés.

Ce résultat très fort provient du caractère radical utilisé pour régulariser
le potentiel à l’origine, en imposant un cœur dur en Ra. Une régularisation
plus douce pourrait conduire à la présence d’un ou plusieurs états liés mais
en tout état de cause, on ne trouve pas dans ce cas un nombre infini d’états
liés comme c’était le cas pour le potentiel coulombien, ou comme on va le
voir dans ce qui suit pour une valeur plus grande de |α|.

Notons que la régularisation par un cœur dur en Ra n’est pas indispen-
sable dans ce cas α > −1/4. Quand on fait tendre Ra vers 0 dans l’expres-
sion (55), on trouve, à un facteur multiplicatif près :

ψ(r) ∝ rs1 −R
√
4α+1

a rs2 (56)

0 2 4 6 8 10

r/Ra

ψ
(r
)

Figure I.12. Cas α > −1/4. Fonction propre d’énergie nulle pour le potentiel
α/r2, tracée pour α = −1/8.

ce qui signifie que le poids de rs2 dans cette solution tend vers 0 quand
Ra → 0. On peut retrouver ce résultat en imposant à l’intégrale donnant la
valeur moyenne de l’énergie potentielle, proportionnelle à

∫
g

r2
|ψ(r)|2 d3r = 4πg

∫ ∞

0

|ψ(r)|2 dr, (57)

d’être convergente en r = 0. Cela signifie que ψ(r) doit diverger moins vite
que r−1/2 au voisinage de l’origine. C’est bien le cas pour la racine s1, mais
pas pour la racine s2.

Cas : α < −1/4. Il s’agit de la situation qui sera la plus intéressante dans
les chapitres qui vont suivre. Dans ce cas, les deux racines (54) sont com-
plexes conjuguées l’une de l’autre et s’écrivent

α < −1/4 : s1 = −1

2
+ i|s0|, s2 = −1

2
− i|s0|, (58)

avec

α < −1/4 : s0 ≡
…
α+

1

4
= i

ñ
2mr|g|
ℏ2

−
Å
ℓ+

1

2

ã2ô1/2
∈ iR (59)

La fonction ψ(r) s’écrit alors

ψ(r) =

…
Ra

r

î
ei|s0| ln(r/Ra) − e−i|s0| ln(r/Ra)

ó
(60)
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Figure I.13. Cas α < −1/4. Fonction propre d’énergie nulle pour le potentiel
α/r2, tracée pour s0 ≡ (α+ 1/4)1/2 = 10i.

ou encore, à une constante multiplicative près

ψ(r) =
1√
r
sin [|s0| ln(r/Ra)] (61)

Cette fonction "log-périodique" est tracée en figure I.13 pour |s0| = 10.

Cette fonction possède une infinité de nœuds, localisés aux points rn
tels que

|s0| ln(rn/Ra) = nπ ⇒ rn = Ra e
nπ/|s0|. (62)

où n est un entier strictement positif. Ces nœuds forment une suite géomé-
trique de raison eπ/|s0| > 1. On en déduit qu’il y a une infinité d’états liés
dans ce potentiel, en dépit de la régularisation par le cœur dur enRa. La si-
tuation est donc radicalement différente de celle trouvée pour les potentiels
décroissant plus rapidement à l’infini (β > 2).

Pour résumer, le potentiel en α/r2 pour α < −1/4 combine les deux
types de "pathologie" décrits en § 2 (cf. table I.2) :
— Ce potentiel diverge vite au voisinage de l’origine et nécessite une ré-

gularisation, par exemple avec un cœur dur en Ra, tout comme les po-
tentiels en 1/rβ avec β > 2. Cette régularisation n’est au contraire pas
nécessaire pour le potentiel coulombien en 1/r. Comme signalé plus
haut (cf. figure I.6), on peut choisir une régularisation plus douce pour
empêcher la chute vers le centre, voire même invoquer des effets liés

Exposant β Comportement Nombre Exemple
à l’origine d’états liés

β < 2 régulier infini coulombien
β > 2 non régulier fini van der Waals

β = 2 et α < −1/4 non régulier infini efimovien

Table I.2. Version complétée de la table I.1, incluant le cas du potentiel g/r2.

aux interactions de champ moyen dans les systèmes à N corps [voir
par exemple Sakaguchi &Malomed (2011), Astrakharchik&Malomed
(2015) et Malomed (2018)].

— Ce potentiel tend lentement vers 0 à l’infini et conduit à une infinité
d’états faiblement liés, tout comme le potentiel coulombien.

Le cas du potentiel coulombien. Dans ce cas, la solution d’énergie nulle
de ψ′′ + 2

rψ
′ + 1

rψ = 0 (état ℓ = 0) s’écrit ψ(r) = J1(2
√
r)/
√
r où J1 est la

fonction de Bessel d’ordre 1. La fonctionψ(r)possède donc bien une infinité
de zéros, mais ne présente pas de singularité en r = 0.

4-4 Point critique α = −1/4 et anomalie quantique

L’étude du problème quantique nous a révélé l’existence du point cri-
tique α = −1/4, c’est-à-dire

2mrg

ℏ2
+ ℓ(ℓ+ 1) = −1

4
(63)

ou encore Å
ℓ+

1

2

ã
ℏ =
»

2mr|g|. (64)

Il est intéressant de relier ce point critique à celui trouvé enmécanique clas-
sique Lc =

√
2mr|g| en identifiant la valeur caractéristique du moment ci-

nétique du canal associé au nombre quantique ℓ : L ∼
(
ℓ+ 1

2

)
ℏ. On re-

trouve donc ce même point critique dans les deux problèmes, classique et
quantique.
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Quand α est plus grand que la valeur critique −1/4 (cas quantique)
ou quand L > Lc (cas classique), les approches classiques et quantiques
révèlent toutes les deux une invariance d’échelle sans singularité notable :
— Une famille infinie de trajectoires rλ(t) avec r → +∞ quand t→ ±∞,

ces trajectoires se déduisant les unes des autres par une homothétie de
facteur λ au niveau classique.

— Une famille infinie d’états propres, tous d’énergie positive, se dédui-
sant les uns des autres par Φλ(r) = Ψ(λr) au niveau quantique.

Quand α est inférieur à la valeur critique −1/4, l’invariance d’échelle
subsiste telle quelle au niveau classique avec des familles de trajectoires
"tombant toutes sur le centre". En revanche, nous avons vu que cette in-
variance d’échelle est brisée au niveau quantique, du fait de l’introduction
indispensable de l’échelle de régularisation Ra pour assurer que l’hamilto-
nien reste auto-adjoint.

Cette brisure de l’invariance d’échelle est un exemple d’anomalie quan-
tique (Coon & Holstein 2002 ; Moroz 2011 ; Sundaram, Burgess et al. 2021).
Partant d’un problème possédant une symétrie au niveau classique, ici l’in-
variance d’échelle, nous constatons que cette symétrie ne peut pas être
maintenue quand on quantifie le problème. En l’occurrence, nous verrons
plus loin qu’une partie de cette symétrie subsiste, dans lamesure où il existe
une invariance d’échelle discrète, une fois la version quantique de ce pro-
blème établie. Le lien entre ce point critique et la notion habituelle de tran-
sition de phase est discutée par Ovdat & Akkermans (2021).
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Chapitre II

États stationnaires et dynamique dans un potentiel en 1/r2

Nous avons expliqué au chapitre précédent l’importance d’une bonne
compréhension du mouvement d’une particule dans un potentiel attrac-
tif en −1/r2 pour aborder ensuite la physique à trois corps dans le régime
d’Efimov. Ce type de potentiel émerge en effet quand les interactions bi-
naires sont résonantes, c’est-à-dire décrites par une longueur de diffusion
infinie, ou au moins grande devant la taille des édifices atomiques considé-
rés.

Nous allons poursuivre ici l’étude du problème à un corps décrit par
l’équation aux valeurs propres

− ℏ2

2mr
∇2Ψ+

g

r2
Ψ = EΨ, g < 0, (1)

pour laquelle nous avons présenté au chapitre précédent la solution d’éner-
gie nulle. Nous allons continuer cette étude et déterminer les éventuels états
liés (E < 0) pour ce problème. Nous illustrerons nos résultats sur un pro-
blème concret : une charge électrique et un dipôle électrique peuvent-ils
former un état lié? Nous terminerons notre étude par une généralisation
de l’invariance d’échelle déjà abordée : nous introduirons la notion d’inva-
riance conforme et nous expliquerons pourquoi celle-ci entraîne des pro-
priétés remarquables pour la dynamique du système.

Commençons par rappeler les principaux résultats obtenus au chapitre
précédent. Pour tirer parti de l’invariance par rotation du problème, on peut
travailler dans un canal demoment cinétique ℓ donné et chercherΨ(r) sous
la forme Ψ(r) = ψ(r)Yℓ,m(θ, φ) où Yℓ,m est une harmonique sphérique.

On introduit la fonction d’onde radiale réduite u(r) = r ψ(r) qui vérifie
l’équation de Schrödinger à une dimension

− ℏ2

2mr

d2u

dr2
+

ï
g

r2
+

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

2mrr2

ò
u(r) = E u(r). (2)

Cette équation s’écrit sous la forme compacte

−u′′ + α

r2
u = ϵ u (3)

avec

α =
2mrg

ℏ2
+ ℓ(ℓ+ 1) ϵ =

2mrE

ℏ2
(4)

Pour l’énergie nulle ϵ = 0, les solutions de cette équation peuvent être
cherchées sous forme d’une loi de puissance

u(r) = r ψ(r) = rs+1 avec s2 + s− α = 0. (5)

Les deux racines de cette équation du second degré donnent chacune un
exposant possible pour la loi de puissance

s1 = −1

2
+

…
α+

1

4
, s2 = −1

2
−
…
α+

1

4
. (6)

Le cas intéressant pour la suite de ce cours, conduisant à l’existence
d’états liés, correspond à la situation α + 1

4 < 0 pour laquelle les deux
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Figure II.1. Fonction d’onde à énergie nulle dans un potentiel en 1/r2 dans le cas
α < −1/4. Haut coordonnées linéaire, bas : coordonnées semi-logarithmiques.

racines sont complexes conjuguées l’une de l’autre

s1 = −1

2
+ i|s0|, s2 = −1

2
− i|s0|, (7)

avec le nombre imaginaire pur s0 défini par

s0 ≡
…
α+

1

4
∈ iR (8)

Pour résoudre le problème de la "chute vers le centre", c’est-à-dire le
caractère non borné inférieurement du spectre de l’hamiltonien intervenant
dans (1) ou dans (3), nous supposons la présence d’un cœur dur en r =

Ra > 0, ce qui revient à imposer ψ(Ra) = u(Ra) = 0. La solution d’énergie
nulle s’écrit alors

E = 0 : ψ(r) =
1√
r
sin [|s0| ln(r/Ra)] (9)

et elle admet une infinité de nœuds, situés aux points rn tels que (cf. figure
II.1)

|s0| ln(rn/Ra) = nπ ⇒ rn = Ra e
nπ/|s0|. (10)

Nous allons maintenant nous appuyer sur ces résultats pour construire les
états d’énergie négative.

1 Les états liés du potentiel en α/r2

1-1 Absence d’état lié pour α > −1/4

En examinant la forme de la fonction d’onde à énergie nulle en présence
d’un cœur dur en Ra, nous avons montré au chapitre précédent qu’il ne
pouvait y avoir d’état lié quand α était supérieur à la valeur critique −1/4.
Cette fonction d’onde s’écrit en effet :

ψ(r) =

Å
r

Ra

ãs1
−
Å
r

Ra

ãs2
(11)

où s1 et s2 sont les solutions de l’équation du second degré (5) : s2+s−α =
0. Comme ces racines s1 et s2 sont réelles si α > −1/4, cela entraîne que
ψ(r) n’a pas de nœud dans l’intervalle ]Ra,+∞[ : c’est l’état fondamental
du système et il ne peut pas y avoir d’état propre d’énergie inférieure à 0.

Montrons comment retrouver ce résultat directement, en l’absence de
toute régularisation du potentiel en 1/r2. Nous allons pour cela suivre une
méthode proposée par Essin & Griffiths (2006). Commençons par remar-
quer que l’équation de Schrödinger (3) vérifiée par la fonction radiale ré-
duite peut se mettre sous la forme

ϵ u =

Å
− d2

dr2
+
α

r2

ã
u =

Å
d

dr
+
s+ 1

r

ãÅ
− d

dr
+
s+ 1

r

ã
u (12)
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où s est une solution de s2+s−α = 0. Notons par ailleurs que si s est réel, on
trouve pour tout couple de fonctions u1(r), u2(r) régulières sur l’intervalle
[0,+∞[, tendant vers 0 en +∞ et vérifiant la condition aux limites uj(0) =
0 :
∫ ∞

0

u∗2(r)
ïÅ

d

dr
+
s+ 1

r

ã
u1(r)

ò
dr =

∫ ∞

0

ïÅ
− d

dr
+
s+ 1

r

ã
u2(r)

ò∗
u1(r) dr

(13)

Supposons qu’un état lié d’énergie E < 0 et de fonction d’onde radiale
réduite u(r) (normée) existe. Multiplions l’équation aux valeurs propres
(12) par u(r), intégrons sur l’intervalle [0,+∞[ et utilisons le résultat (13).
On trouve

2mrE

ℏ2
=

∫ ∣∣∣∣
Å
− d

dr
+
s+ 1

r

ã
u(r)

∣∣∣∣
2

dr (14)

ce qui est clairement impossible pour une énergie E < 0, puisque le
membre de droite est toujours positif ou nul. On ne peut donc pas avoir
d’état lié régulier sur [0,+∞[.

1-2 L’invariance d’échelle partiellement retrouvée

La recherche des états liés passe par la résolution de l’équation différen-
tielle (3). Celle-ci peut bien sûr se faire numériquement, ou alors en passant
par des fonctions spéciales, en l’occurence les fonctions de Bessel modifiées
de première et de deuxième espèce, Iν(x) etKν(x), solutions de

x2 y′′(x) + x y′(x)− (x2 + ν2)y(x) = 0 (15)

Pour α < −1/4, on peut en effet réécrire l’équation aux valeurs propres
sous cette forme en posant pour E < 0 :

x = κr y(x) =
u(r)√
r

=
√
r ψ(r) avec ν = s0, κ =

√
2mr|E|
ℏ

,

(16)
et comme précédemment s0 = (α+1/4)1/2 ∈ iR. Pour obtenir une fonction
normalisable, tendant vers 0 à l’infini, on doit en fait se limiter à la fonction
Ki|s0| (Essin & Griffiths 2006) et les valeurs de κ correspondant aux états
liés sont obtenues en imposant l’annulation de ψ(r) en Ra.

Les fonctions d’onde ψn(r) des premiers états liés sont tracées sur les fi-
gures II.2, II.3, ainsi que la fonction d’onde d’énergie nulle (9). Pour mettre
en évidence les éléments importants de ces fonctions d’onde, nous avons
en fait représenté

√
r ψ(r) et nous avons choisi des coordonnées logarith-

miques pour l’axe des abscisses, de sorte que la fonction d’onde (9) pour
E = 0 est une simple sinusoïde.

Ce tracé appelle plusieurs commentaires qui vont jouer un rôle impor-
tant dans toute la suite de ce cours :

1. Une partie significative du tracé des états liés excités (et dans une
moindre mesure de l’état fondamental n = 0) est pratiquement iden-
tique à l’état d’énergie nulle. Cela se comprend aisément : dès que r
est significativement plus petit que le point de rebroussement dumou-
vement classique Rb, défini par |α|/R2

b = κ2, l’équation différentielle
définissant l’état lié

−u′′ + α

r2
u = −κ2u (17)

est pratiquement identique à l’équation pour l’énergie nulle

−u′′ + α

r2
u = 0 (18)

puisque la contribution de κ2u est alors négligeable devant celle de
αu/r2. Par exemple, sur la figure II.3, l’état excité ψn=4(r) (κRa ≈ 6.4×
10−4) est très proche de l’état d’énergie nulle sur toute la plage r/r0 ∈
[1, 1000], c’est-à-dire jusqu’à κr ∼ 0.6.

2. Le fait que les états liés soient sur la majeure partie de leur étendue
(grosso modo avant leur dernière arche) bien décrits par la solution
d’énergie nulle,

√
r ψ(r) ∝ sin [|s0| ln(r/Ra)] vient restaurer une in-

variance d’échelle, discrète cette fois-ci. Considérons par exemple la
fonction d’onde du quatrième état excité, ψ4(r), et faisons la transfor-
mation d’échelle

ϕ(r) = ψ4(λr) (19)

avec
|s0| ln(λ) = π. (20)

En coordonnées logarithmiques, cette homothétie sur r revient à faire
une translation vers la gauche de longueur ln(λ), en oubliant la partie
de la fonction qui va se retrouver en deçà du cœur dur en Ra. Or le
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Figure II.2. Traits continus : fonctions d’onde radiales
√
r ψn(r) (non normali-

sées) des cinq premiers états liés pour un potentiel en−|g|/r2 tronqué par un cœur
dur enRa. La courbe pointillée noire représente l’état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour α = −2 (et donc |s0| ∼ 1.32). La loi d’échelle
ψn+1(r) ∝ ψn(r/λ) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discrète car l’axe x est logarithmique.
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Figure II.3. Traits continus : fonctions d’onde radiales
√
r ψn(r) (non normali-

sées) des cinq premiers états liés pour un potentiel en−|g|/r2 tronqué par un cœur
dur enRa. La courbe pointillée noire représente l’état d’énergie nulle donné en (9).
Ces courbes ont été tracées pour α = −4 (et donc |s0| ∼ 1.94). La loi d’échelle
ψn+1(r) ∝ ψn(r/λ) se manifeste ici par une simple invariance par translation
discrète car l’axe x est logarithmique.
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choix proposé pour λ assure pour un état de la forme sin [|s0| ln(r/Ra)]
que l’on retrouve un zéro en r = Ra. On génère ainsi un autre état
propre possible de l’hamiltonien, avec un nœud de moins que l’état de
départ ψ4. On obtient donc en très bonne approximation l’état ψ3, et
ainsi de suite.

3. Le fait que l’état lié ψn−1(r) se déduise de l’état lié ψn(r) par une trans-
formation d’échelle de paramètre λ donné en (19) entraîne que leurs
énergies sont reliées par

En =
1

λ2
En−1 ou encore En

En−1
= e−2π/|s0| (21)

On obtient ainsi les énergies de la série infinie d’états liés, de plus en
plus proches de la limite de dissociation E = 0, ces énergies formant
une suite géométrique de raison e−2π/|s0|. Les énergies calculées nu-
mériquement sont tracées en figure II.4 pour deux valeurs différentes
de α (donc de |s0|) et on peut constater que cette loi d’échelle est très
bien vérifiée. Cette invariance d’échelle discrète jouera un rôle central
dans la physique d’Efimov. On trouve en figure II.5 une autre manière
de tracer ces données, mettant en évidence que le rapportEn+1/En est
effectivement quasi-indépendant de n, pour une valeur donnée de α.

En résumé, l’introduction d’un cœur dur en Ra a brisé l’invariance
d’échelle continue du problème initial, mais elle ne l’a pas complète-
ment supprimée. Une invariance d’échelle discrète subsiste, avec le facteur
d’échelle eπ/|s0| pour les distances et e2π/|s0| pour l’énergie, ces facteurs
d’échelle étant (heureusement !) indépendants de la valeur choisie pourRa.

Quelles valeurs prendre pour α (ou s0)? Dans ce qui précède, la valeur
de l’amplitude g du potentiel V (r) et donc des coefficients sans dimension
α et s0 définis en (4) et (8) sont quelconques. Dans l’effet Efimov de base,
qui se produit entre trois particules identiques bosoniques avec une inter-
action binaire résonante, nous verrons aux chapitres 5 et 6 que l’on arrive
à α ≈ −1.263, ce qui est en valeur absolue bien supérieur au seuil de −1/4
que nous avons dégagé. Le paramètre s0 vaut alors s0 ≈ i × 1.00624 et le
paramètre d’échelle associé est λ = eπ/|s0| ≈ 22.7. Ce nombre est relative-
ment grand et rend difficile l’observation de plusieurs états liés puisqu’il y
a un facteur λ2 ≈ 515 entre les énergies de deux états consécutifs.

0 1 2 3 4
10−11

10−8

10−5

10−2

Rang n de l’état propre

|En|
Ea

α = −4 (λ2 ≈ 26)

α = −2 (λ2 ≈ 116)

Figure II.4. Energies de liaison En des premiers états liés dans un potentiel en
−1/r2 tronqué par un cœur dur en Ra, pour deux valeurs du paramètre sans di-
mension α. L’indice n = 0 correspond à l’état fondamental. L’unité d’énergie est
Ea ≡ ℏ2/mrR

2
a. Les lignes continues représentent la loi d’échelle En = E0/λ

2n.

Dans le cas où deux particules de masse M sont en interaction réso-
nante avec une troisième demassem≪M , nous verrons aux chapitres 3 et
4 qu’une interaction effective en −1/r2 peut également se produire. Dans
ce cas, le paramètre |s0| peut devenir arbitrairement grand quand M/m
tend vers l’infini. Cela facilite l’observation de plusieurs états liés consé-
cutifs puisque le paramètre d’échelle λ est alors notablement réduit.

1-3 L’énergie de l’état fondamental

Une fois établie la relation (21) entre les énergies des différents états
liés, il ne reste plus qu’à déterminer l’énergie d’un état lié, par exemple
l’état fondamental, pour en déduire l’énergie des autres. Nous utiliserons
dans ce qui suit l’échelle d’énergie naturelle du problème,Ea ≡ ℏ2/mrR

2
a et

nous considérerons uniquement le canal de moment cinétique ℓ = 0 pour
simplifier les notations.

Plusieurs approches peuvent être développées pour cela. La première
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Figure II.5.RapportEn+1/En pour différentes valeurs deα. De bas en haut :α =
−1,−2,−4,−6. Les lignes continues indiquent la prédiction e−2π/|s0| avec s0 ≡√
α+ 1/4. Pour α = −1, seuls les trois premiers états liés ont pu être déterminés

avec une précision convenable. L’indice n = 0 correspond à l’état fondamental.
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Figure II.6. Valeur absolue de l’énergie de l’état fondamental dans un potentiel
g/r2 attractif, avec g = ℏ2α/2mr et α < 0, en présence d’un cœur dur en Ra.
L’unité d’énergie est Ea ≡ ℏ2/mrR

2
a. Les états liés n’existent que pour |α| > 1/4.

La courbe tiretée rouge donne le résultat approché (22) de Essin&Griffiths (2006),
valable pour |α| proche de 1/4. La courbe pointillée représente le résultat (26) de
l’approche WKB présentée dans le texte.

est numérique, qui conduit aux résultats tracés en figure II.6 avec une
ligne continue noire. Une autre approche consiste à utiliser l’expression
asymptotique des zéros de la fonction de Bessel modifiée de deuxième es-
pèce, Ki|s0|(x), qui est la solution physiquement pertinente de l’équation
de Schrödinger pour un état lié [cf. (15)]. Cette approche est développée
en particulier par Essin & Griffiths (2006). Nous ne la reproduirons pas ici
et nous donnons simplement son résultat dans la limite α ≈ −1/4 :

|α| → 1/4+ :
E0

Ea
≈ − 2

γ2
exp

Å
− 2π

|s0|

ã
(22)

où γ = eC , C = 0.577 · · · étant la constante d’Euler. Cette prédiction est
tracée en ligne tiretée rouge sur la figure II.6. Elle est particulièrement utile
quand on souhaite étudier le voisinage du point critique α = −1/4 par
une approche "groupe de renormalisation". Nous ne détaillerons pas cette
approche ici car elle ne sera pas nécessaire dans la suite. Nous renvoyons
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V (r)

0
RbRa

E

r

Figure II.7. Points tournants Ra et Rb associés à l’énergie E < 0, intervenant
dans le calcul de l’intégrale WKB (23).

les lectrices et lecteurs intéressés vers Gupta & Rajeev (1993), Camblong,
Epele et al. (2000), Camblong, Epele et al. (2001a), Camblong, Epele et al.
(2001c), Burgess, Hayman et al. (2017) et Paik (2018).

On peut également utiliser l’approximationWKB pour estimer l’énergie
de l’état fondamental, même si l’on sait que cette approximation est plutôt
adaptée au régime quasi-classique, donc aux états excités. Nous avons vu
au chapitre 1 (§ 2.4) que, pour un potentiel en 1/r2, cette approximation
est valable pour |α| notablement plus grand que 1, donc le régime opposé
du résultat (22). Avec un cœur dur en Ra, la condition de quantification
semi-classique s’écrit :

∫ Rb

Ra

k(r, En) dr =

Å
n+

3

4

ã
π (23)

avec n = 0 pour l’état fondamental. Le point tournant extérieur Rb est relié
à l’énergie cherchée E0 par (cf. figure II.7)

E0 =
ℏ2α

2mrR2
b

< 0 (24)

et un calcul relativement simple de l’intégrale de (23) conduit à :

ln [tan(u/2)] + cos(u) = − 3π

4
√
|α|

avec sinu =
Ra

Rb
. (25)

Limitons-nous pour simplifier au cas où α n’est pas extrêmement grand
devant 1, ce qui entraîne que Rb est significativement plus grand que Ra.
En pratique, cette simplification est encore valable pour α ∼ 10 et per-
met de traiter u comme un petit paramètre dans (25). On trouve alors
u ≈ 2 exp[−1− 3π/(4

√
|α|)], ce qui conduit à

approche WKB : E0

Ea
≈ −2|α|

e2
exp

Ç
− 3π

2
√
|α|

å
(26)

Le résultat est tracé en ligne pointillée sur la figure II.6. Pour des valeurs
encore plus grandes de α (non pertinentes en pratique pour les problèmes
qui nous intéresseront dans ce cours), Rb et Ra sont comparables et l’ap-
proximation conduisant à (26) n’est plus valable. L’état fondamental va se
concentrer tout au fond du puits de potentiel et on attend E0 ≈ − |α|

2 Ea.

Loi d’échelle approchée. Dans l’hypothèse Ra/Rb ≪ 1, l’approche WKB
fournit une valeur approchée pour l’énergie de chaque état lié :

approche WKB : En

Ea
≈ −2|α|

e2
exp

ñ
− 2π√
|α|

Å
n+

3

4

ãô
(27)

ce qui correspond à la loi d’échelle En+1/En = exp
Ä
−2π/

√
|α|
ä
. On re-

trouve la loi (21) à condition de faire la substitution

|s0| =
 ∣∣∣∣α+

1

4

∣∣∣∣ ≈
»
|α| (28)

valable dans l’hypothèse |α| notablement plus grand que 1, ce qui est une
condition nécessaire de validité de l’approche WKB, comme mentionné
plus haut.

2 Interaction électrostatique et potentiel en 1/r2

2-1 L’interaction charge-dipôle

Nous étudierons dans les chapitres suivants l’émergence d’un potentiel
en 1/r2 à partir d’une interaction de courte portée (mais résonnante) entre
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différents constituants. Ici, nous allons aborder une situation physique où le
potentiel en 1/r2 est naturellement présent : l’interaction entre une charge
électrique q et un dipôle électriqueD, supposé ponctuel. L’énergie d’inter-
action électrostatique entre ces deux objets s’écrit

V =
qD · r
4πϵ0r3

=
qD

4πϵ0r2
cos θ (29)

où θ désigne l’angle entre l’orientation du dipôle et le rayon vecteur r joi-
gnant le dipôle et la charge (figure II.8). On trouve donc bien la dépendance
radiale en 1/r2, superposée à une dépendance angulaire en cos θ qui est un
ingrédient nouveau par rapport à ce que nous avons étudié auparavant.

L’orientation du dipôle est supposée fixe et nous la prendrons par
convention alignée avec l’axe z. Nous allons nous intéresser ici aux états
propres Ψ(r) de l’hamiltonien du mouvement relatifÅ−ℏ2

2mr
∇2 +

qD

4πϵ0r2
cos θ

ã
Ψ(r) = EΨ(r). (30)

Le système étant invariant par rotation autour de l’axe z, nous allons cher-
cher ces états propres en coordonnées sphériques sous la forme

Ψ(r) =
1

r
Φ(r, θ) eimφ, (31)

où φ désigne l’angle azimutal et θ l’angle polaire d’axe z. Nous cherchons
donc des fonctions propres communes à l’hamiltonien et à la projection L̂z

de l’opérateur moment cinétique sur l’axe z (avec la valeur propre ℏm).

Nous utiliserons dans ce qui suit l’expression de l’opérateur laplacien
∇2 dans ces coordonnées :

∇2 = ∇2
r +

1

r2
(
∇2

θ +∇2
φ

)
(32)

où nous avons posé

∇2
rΨ ≡

1

r

∂2

∂r2
(rΨ) ∇2

θΨ ≡
1

sin θ

∂

∂θ

Å
sin θ

∂Ψ

∂θ

ã
∇2

φΨ ≡
1

sin2 θ

∂2Ψ

∂φ2

(33)

q

D

θ r

Figure II.8. Interaction électrostatique entre une charge q et un dipôleD.

Nous cherchons donc les fonctions Φ(r, θ) solutions de l’équation aux va-
leurs propres :ï

− ∂2

∂r2
− 1

r2
∇2

θ +
1

r2

Å
m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

ãò
Φ = ϵΦ (34)

où l’on a introduit le dipôle réduit (sans dimension)

D̃ =
2mrqD

4πϵ0ℏ2
(35)

Ce problème a fait l’objet de plusieurs études théoriques (essentielle-
ment concordantes) au milieu des années 1960 (Turner & Fox 1966 ; Mit-
tleman & Myerscough 1966 ; Brown & Roberts 1967 ; Levy-Leblond 1967 ;
Coulson & Walmsley 1967). Il a également été abordé sur le plan expéri-
mental par Desfrançois, Abdoul-Carime et al. (1994), avant d’être repris
théoriquement – notamment avec des outils provenant du groupe de renor-
malisation – parCamblong, Epele et al. (2001b), Alhaidari (2008), Connolly
& Griffiths (2007) et Alhaidari & Bahlouli (2008).
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2-2 Une charge peut-elle lier un dipôle?

Pour trouver les éventuels états liés solutions de (30), nous allons cher-
cher les fonctions Φ solutions sous une forme factorisée

Φ(r, θ) = u(r) f(θ), (36)

en utilisant la méthode de séparation des variables. Nous retrouverons une
méthode similaire lorsque nous aborderons le problème à trois corps en
utilisant la technique des potentiels hypersphériques.

L’équation aux valeurs propres (34) s’écrit alors

−u′′f +
u

r2

ßï
−∇2

θ +
m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

ò
f

™
= ϵ uf. (37)

La stratégie est alors simple : on commence par chercher des fonctions
propres f(θ) de l’opérateur apparaissant entre accolades {· · · } dans (37)
sous la forme : ï

−∇2
θ +

m2

sin2 θ
+ D̃ cos θ

ò
f(θ) = α f(θ) (38)

La valeur propre α joue ici le rôle de constante de séparation. Une fois déter-
minées les valeurs propres possibles, on reporte le résultat dans (37) pour
obtenir l’équation aux valeurs propres pour la fonction radiale u(r) :

−u′′(r) + α

r2
u(r) = ϵ u(r) (39)

On s’est bien ramené à notre équation radiale désormais familière dans un
potentiel en α/r2.

On sait d’après notre étude précédente que la question de l’existence
d’états liés se ramène à la condition :

états liés si et seulement si α < −1

4
(40)

et toute la question est donc reportée sur l’équation aux valeurs propres
(38) pour la fonction f(θ). Pour un dipôle D̃ donné, nous cherchons la plus
petite valeur propre possible α pour déterminer si elle atteint le seuil cri-
tique−1/4. Pour atteindre ce seuil, il est clair que l’on a intérêt à minimiser

le potentiel toujours positifm2/ sin2 θ en prenantm = 0. On se ramène donc
au problème plus simple :Ä

−∇2
θ + D̃ cos θ

ä
f(θ) = α f(θ) (41)

La résolution de cette équation peut se faire en développant f(θ) sur la
base des polynômes de Legendre Pn(cos θ) :

f(θ) =

∞∑

n=0

cn Pn(cos θ), (42)

ces polynômes étant solutions de l’équation

−∇2
θPn(cos θ) = n(n+ 1)Pn(cos θ). (43)

Les polynômes de Legendre vérifient par ailleurs la relation

xPn(x) =
n

2n+ 1
Pn−1(x) +

n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x). (44)

On arrive ainsi à un système tri-diagonal pour déterminer les coefficients
cn :

D̃
n

2n− 1
cn−1 + [n(n+ 1)− α] cn + D̃

n+ 1

2n+ 3
cn+1 = 0. (45)

En pratique, on peut tronquer ce système à une valeur nmax, puis écrire
la condition pour avoir une solution {cn} ̸= 0 : le déterminant de ce système
doit être nul. Si on prend nmax = 1, on arrive ainsi à

∣∣∣∣∣
−α D̃/3

D̃ 2− α

∣∣∣∣∣ = α2 − 2α− D̃2

3
= 0, (46)

auquel cas la valeur critique αc = −1/4 est atteinte pour D̃c = 3
√
3/4 ≈

1.299. On peut affiner ce résultat en prenant nmax plus grand et on trouve
D̃c ≈ 1.279 (figure II.9).

Considérons le cas d’un électron en présence d’un dipôle électrique
beaucoup plus lourd, soitmr ≈ melectron. On obtient alors :

Dc = 5.5 10−30 C.m = 1.6 Debye (47)
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Figure II.9. Valeur propre α minimale pour le problème aux valeurs propres an-
gulaire (41), en fonction du dipôle réduit D̃. La valeur critique α = −1/4 est
obtenue pour D̃c ≈ 1.279.

avec 1 Debye = 3.336 10−30 C.m. Pour un dipôle inférieur à cette valeur, il
n’y aura pas d’état lié charge-dipôle. Pour undipôle supérieur à cette valeur,
notre modèle prédit qu’il y aura au contraire une infinité d’états liés dans
le canalm = 0.

Comme nous l’avons vu plus haut, pour assurer que le système ad-
met un état fondamental, il faut prendre en compte le fait que le potentiel
α/r2 ne s’applique pas jusqu’à des distances arbitrairement petites. En l’oc-
currence, la notion de dipôle électrique n’est pas valable aux très courtes
distances : c’est une idéalisation d’un système de deux charges ±Q sépa-
rées par une distance d, avec D = Qd. Quand la variable r devient ≲ d, il
faut résoudre explicitement le problème à trois corps +Q,−Q, q [voir par
exemple Wallis, Herman et al. (1960), Mittleman & Myerscough (1966),
Levy-Leblond (1967) et Crawford (1967)]. On retrouve alors l’invariance
d’échelle discrète présentée dans la partie précédente.

State-selected Rydberg electron attachment to sulfur hexafluoride clusters 
at different collision energies 
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Rate constants for negative-ion formation have been measured for the electron transfer 
reactions between state-selected Rydberg atoms and sulfur hexafluoride clusters at various 
collision energies. At low values of the principal quantum number of the Rydberg atoms, post-
attachment interactions not only lead to Coulombic complex formation and internal to 
translational energy exchange, but also to a new effect which corresponds to an evaporative 
process due to the influence of the positive atomic core upon the negative clusters. 

I. INTRODUCTION 
During recent years, increased attention has been paid 

to negatively charged van der Waals clusters which are of 
interest for ion chemistry, either in the gas phase (atmo-
spheric processes), or in condensed phases (oxydation re-
duction in solutions, biochemistry) and for fundamental 
atomic and molecular physics (solvated electrons). Three 
different techniques for negative cluster production have 
mainly emerged: glow gas discharge in supersonic expan-
sions, low-energy electron-beam bombardment and thermal 
Rydberg electron attachment. The former has been used for 
the creation of new stable species I and to obtain high ion 
yields for further optical studies.2•3 The second technique is 
suitable for dissociative or evaporative attachment processes 
in the electron energy range in between a few tens of me V 
and several eV.4•5 In order to explore the thermal energy 
domain, Kondow and his colleagues6 were the first to use 
Rydberg atoms, formed by electron impact, for cluster stud-
ies. Improved energy resolution has since been achieved with 
laser excitation of state-selected Rydberg atoms.7•8 

In a previous communication, we have reported8 pre-
liminary measurements of principal quantum number n de-
pendence of electron transfer rates for the following process: 

Xe* * (nj) + (SF 6 ) N -+ Xe + + (SF 6 ) N . (l ) 

In this work, we extend our previously communicated 
workS to the study of the influence of the relative collision 
energy on the attachment rates. In Sec. II, our experimental 
setup is presented in more detail and, in Sec. III, our experi-
mental results. In Sec. IV, we discuss these results and com-
pare them with previous data and models. 

II. EXPERIMENT 
A. Apparatus 

A schematic drawing of our experimental setup is dis-
played in Fig. 1. We use an entirely pulsed crossed-beam 
experiment with a pulsed excitation laser and a time-of-flight 
mass spectrometer. 

A differentially pumped pulsed valve (Lasermetrics 
LPV) creates a supersonic beam of xenon atoms [stagnation 
pressure 2 bars; nozzle diameter 0.1 mm; nozzle temperature 
300 K; full width at half maximum (FHWM) 100 ,us]. This 

beam is first submitted to a pulsed and synchronized elec-
tron bombardment (electron energy 100 V; FHWM 150,us) 
and is further collimated. A pair of electric deflection plates 
( ± 1.5 keY) removes the charged species and undesirable 
Rydberg atoms in undefined states. Only ground state and 
metastable xenon atoms penetrate into the collision region. 

A pulsed amplified YAG laser is frequency tripled (35 
m] at 355 nm, 10 ns, 20 Hz) and pumps a tunable dye laser 
(Coumarine 460 and 480) delivering 0.5 to 1 m] per laser 
shot in the 460 to 495 nm tuning range. The laser beam en-
ters a quartz optical fiber (600 ,urn i.d.) and is further fo-
cused into the collision region in order to excite the metasta-
ble xenon atoms towards nj Rydberg states (9..;n..;25). For 
lower n values, the results would be much more difficult to 
interpret due to the dominant influence of the atomic ionic 
core and for n larger than 25, the attachment rates exhibit no 
significant variations. The Y AG laser is synchronized with 
the xenon pulsed valve at the maximum metastable peak 
intensity in the collision region. 

A similar pulsed valve with a 0.1 mm conical nozzle at 
300 K is fed by either neat SF6 , or SF6 (5%) in 7 bars of rare 
gases (He, Ar, Kr, Xe). The produced supersonic beam is 
skimmed 1 em downstream (conical skimmer, entrance 
diam 1 mm) and 10 em downstream crosses, at right angle, 
the atomic and laser beams in the collision region. An inde-

b 
FIG. I. Experimental setup. (a) Cluster pulsed valve. (b) Xenon pulsed 
valve. (c) Xenon beam electron bombardment. (d) Field ionization region 
(3000 VI cm) for destruction of undefined Rydberg atoms and charged par-
ticles removal. (e) Tunable pulsed laser beam. (f) Thermal SF 6 calibration 
inlet. (g) MCP ion detector. 
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Figure II.10. Schéma expérimental utilisé pour étudier la capture d’un électron
par le champ électrique créé par le dipôle d’une molécule. (a) : valve pour le jet
moléculaire, (b) : valve pour le xénon, (c) : excitation du xénon par un faisceau
d’électrons, (d) : zone de filtrage des différents niveaux de Rydberg, (g) galette
multi-canaux pour la détection des ions. Figure extraite de Desfrançois, Khelifa et
al. (1992).

2-3 L’expérience de Desfrançois et al.

L’expérience de Desfrançois, Abdoul-Carime et al. (1994) a consisté à
prendre une série d’espèces moléculaires possédant un moment dipolaire
électrique non nul et déjà mesuré par ailleurs, et une structure électronique
avec une couche complète, de sorte que l’affinité électronique de lamolécule
M est avec une bonne probabilité négative.

Pour mesurer si un électron peut se lier à la molécule sous l’effet du seul
potentiel dipolaire, on effectue une collision entre un jet de ces molécules 1
et des atomes de xénon portés dans un état de Rydberg (nombre quantique
principal n élevé, figure II.10). Ce nombre quantique est varié de n = 7 à
n = 70 : on varie ainsi fortement l’énergie à fournir pour détacher l’élec-

1. Ces molécules sont ensemencées dans un jet atomique d’hélium. Les molécules ont une
température rotationnelle de 5 à 10 K.
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We have chosen the study of aldehydes, ketones, and
cyanides since they are closed-shell molecules with avail-
able dipole moments [20], which lie between 2 and
4 D. Some of them, such as acrolein, were directly dis-
carded since their electron affinities were already known
to be positive [4]. For the others, the presence of a dipole-
bound state was experimentally detected by the shape of
the n dependency of the anion formation rate constant.
Pyruvonitrile, for instance, gives birth to previously un-
observed anions with a smooth creation rate n depen-
dency over the whole n = 7 to 70 explored range and
thus behaves like molecules which are known to pos-
sess positive electron affinities [18,19,21]. On the con-
trary, the anions reported here exhibit n dependences of
their creation rates, which are strongly peaked (Fig. 1) as
for the previously reported acetonitrile anion [17]. The
peak n values do not directly correspond to the ther-
moneutral values (equality of the Rydberg atom ioniza-
tion potential and the anion electron-binding energies),
but they are approximately correlated to the molecule
dipole moments p, (small p, values correspond to large
peak n values). In order to ascertain the dipole-bound na-
ture of these anions, field detachment measurements have
been performed. When anions possess very small binding
energies (~1 meV), acceleration and focusing fields are
increased until they are large enough to detach anions to-
tally. The nondetection thus directly provides a measure
of the critical electric detachment field. For larger values
of the electron-binding energies, electric field detachment
is performed by means of a set of three grids perpendic-
ular to the ion path [16]. In both cases we calculate the
quasiclassical tunneling probability of the excel electron
in a bound negative-ion state, with binding energy Eb,
through the potential-energy barrier lowered by the exter-
nal electric field when the molecular dipole moment and
the applied field are antiparallel. We thus obtain experi-
mental Eb values by fitting the experimental field detach-
ment probability curves. In all cases, we observe only one

s 0,4-

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Rydberg quantum number n

sharp transition in these curves, suggesting that anions are
always created in a single ground state. This confirms
a prediction of Garrett [22] which states that the infinite
number of excited electronic states existing in the fixed
nuclear approximation shrinks to only one for low dipole
values (~3 D) when nuclear motion is included. Criti-
cal detaching fields are determined with a precision better
than 10%, but, as previously discussed [17],the above Eb
determination can be altered by dynamical processes oc-
curring during the field detachment process. Since anion
and neutral configurations are expected to be almost iden-
tical, these Eb values can be considered as estimates of
the adiabatic electron affinities.
The obtained Eb values (Table I) almost cover our

experimental range which is determined by the mini-
mum electric field in the time-of-fiight spectrometer
(15 V/cm) and the maximum detachment field we can
apply (30 kV/cm). For a p, /r2 binding potential, the
critical detachment field F is classically related to the
electron-binding energy Eb by the expression (in a.u.)
27p,F /4 = Eb. Our measured Eb values lie between 0.1
and 17 meV. Even if larger dipole moments correspond
to larger Eb values (e.g., cyanide compounds), rather
different Eb values can be associated with the same dipole
moment p, (see, ketones and trifiuoromethylbenzene).
This tneans that general trends can be deduced from a
large set of measurements while individual Eb values
also depend on specific properties other than p, for each
individual molecule. The lowest molecular dipole giving
an experimentally observed anion is here p, = 2.66 ~
0.06 D (pivaldehyde), while we did not observe propanal
or formaldehyde anions (2.52 and 2.33 D).
Ab initio calculations of such small electron affini-

ties are still very difficult but, as shown by Garrett [3],
rather accurate Eb values can be derived from a pseu-
dopotential method. More recently, Clary described a
simple method leading to accurate energy levels and au-
todetachment widths for dipole-bound anions of sym-
metric top molecules [9]. Along these guidelines, we
performed model calculations as follows. We take the
excess electron-molecule pseudopotential as V(r, 8) =
V~(r, 8) + V (r) + Vsa(r), where r and 8 are the excess
electron cylindrical coordinates with respect to the molec-
ular symmetry axis, and V~, V, and Vsa are the dipo-
lar, charge-induced dipole, and short range potential terms
which are expressed as (in a.u.)

V~(r, 8) = —p, cos8/r for r ) p, /2,
V(r, 8) = 8r cos8/p —for r & p, /2,
V (r) = (a/2r )f(r), —

FIG. 1. The n dependences of relative rate constants for
the formation of acetouitrile (filled triangles), cyclohexanone
(open circles), acetone (open triangles), cyclobutanone (open
squares), aud acetaldhyde (diamonds) anions in collisions ofXe**(nf) atoms.

where

f(r) = 1 —exp[—(r/ru) ],
VsR(r) = Vc exp[—(r/r, ) ].
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Figure II.11.Taux de formation deM− en fonction du nombre quantique principal
de l’état de Rydberg de Xe fournissant l’électron à la molécule neutreM . Par ordre
de moment dipolaire décroissant : triangles pleins : acétonitrile ; disques creux :
cyclohexanone, triangles creux : acétone, carrés creux : cyclobutanone, losanges :
acétaldéhyde. Figure extraite de Desfrançois, Abdoul-Carime et al. (1994).

tron externe de l’atome de xénon, cet électron étant ensuite capturé par la
molécule dipolaire :

Xe∗ (n) + M −→ Xe+ + M−. (48)

Les ionsM− sont ensuite accélérés et détectés derrière un spectromètre
de masse. On montre en figure II.11 le taux de création deM− en fonction
du nombre quantique n de l’état de Rydberg du xénon. Le caractère as-
sez fortement piqué de ce taux est en accord avec l’idée que l’électron peut
être capturé de manière résonnante par la molécule pour former un état lié.
L’énergie à laquelle cette résonance se produit dépend de la molécule.

Pour déterminer précisément l’énergie de liaison deM−, on mesure le
champ électrique nécessaire pour détacher l’électron capturé lors de la ré-
action (48). Les résultats sont reportés sur la figure II.12 en fonction du
moment dipolaire de la molécule. Pour des molécules demoment dipolaire
inférieur à 2.6 Debye, aucun signal n’a été mesuré. Pour les moments dipo-
laires plus grands, un état lié est effectivement détecté avec une énergie en
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TABLE I. Experimental electron binding energies of molecular anions measured by field
detachment. Formaldehyde and propanal anions were not observed (see text).

Molecule

Formaldehyde HCHO
Propanal CH3CH2CHO
Pivaldehyde(CH 3)3CCHO
Butanal CH3(CH2), CHO
Acetaldehyde CH 3CHO
2-butanone CH3CH2COCH3
Trifluoromethylbenzene C7H5F3
Cyclohexanone C6H»O
Acetone CH3COCH 3
Cyclopentanone C5H80
Cyclobutanone C&H60
Methylacrylonitrile CH2CCH3CN
Acrylonitrile CH2CHCN
Acetonitrile CH3CN

p (D)

2.33
2.52
2.66
2.72
2.75
2.78
2.86
2.87
2.88
2.88
2.89
3.69
3.87
3.92

Eb (meV)

( 0.1 (not obs. )( 0.1 (not obs. )
0.50
0.7
0.36
1.0
2.2
3.3
1.5
1.7
1.0
6.3
6.9
1 1.5

As can be seen from these expressions, V„and V van-
ish for r values lower than p, /2 and ro, respectively, while
VsR tends to V, & 0 for r & r„ thus taking into account
the short-range repulsion due the Pauli exclusion princi-
ple. In order to restrict the number of pseudopotential
parameters and because they are not all independent from
each others, we take ro = o. '/ and V, = 1 a.u. , keeping
only p„a, and r, as actual physical parameters. Electron-
binding energies are then calculated using Clary's rota-
tionally adiabatic theory [9] with total angular momentum
J = 0, since Eb does not depend on 1 but only on the
molecular rotational constant B and the above pseudo-
potential parameters. The calculated Eb values are dis-
played in Fig. 2 as a function of the dipole moment p, for
two sets of molecular parameters, together with all known
experimental values from our measurements (Table I),
those of Lineberger et al. for cyanomethyl [7], acetalde-
hyde enolate [8], and alkali halide anions [23] and Bowen
et al. measurement for LiH [24]. The first set of param-
eters (r, = 2.7 a.u. , B = 1 cm ', u = 4 A ) is suitable
for small diatomic anions (such as LiH and LiC1 ), while
the second set (r, = 4.2 a.u. , B = 0.1 cm, u = 8 A )
corresponds to molecular parameters for heavier diatomics
(e.g., CsC1 ) and for most molecules of the present work.
Except for very large polar molecules for which the pa-
rameter r, should be larger than 4.2 a.u. , the two dis-
played curves should correspond to the region inside
which observation of molecular dipole-bound anions can
be expected. If we set a lower physical limit to E& equal
to the rotational constant B, we thus conclude that the
minimum dipole moment required to bind an extra elec-
tron must lie between 2.0 and 2.2 D.
This result is in very good agreement with the original

predictions of Garrett [3] and Crawford [6] who suggested
that "any real gas phase molecule or radical with p, ~ 2 D
probably can bind an electron and almost certainly if

p, & 2.5 D." We might, nevertheless, stress the experi-
mental difficulties which one would encounter in explor-
ing the region between 2.0 and 2.5 D. Light diatomics
with dipole moment in this range do not seem to exist, and
one must then deal with heavy diatomics or polyatomic
molecules for which the corresponding electron-binding
energies should lie between 0.01 and 0.1 meV and with
rotational constants B around O. l cm '. Such weak bind-
ing energies would require external electric fields used
for mass selection lower than 0.5 and 15 V/cm,

10

10
Dipole moment Ij/D

FIG. 2. Electron-binding energies of molecular anions as a
function of parent molecular dipole moments. Solid and dashed
lines correspond to results of pseudopotential calculations, re-
spectively, for "large" and "small" molecules (see text). Down
triangles correspond to excited dipole-bound anions and open
circles to the present work experimental values given in Ta-
ble I. Up triangles are results of ab initio calculations of
nucleic base anions. The solid square and the open dia-
monds correspond to photoelectron spectroscopy experimental
determinations.
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Figure II.12. Énergie de liaison de l’édifice M− en fonction du dipôle électrique
(noté ici µ et mesuré en Debye) de la molécule parente M . Les courbes en traits
plein et tireté correspondent à deux prédictions théoriques fondées sur des modéli-
sations différentes de la physique à courte distance, quand la distance charge-dipôle
devient comparable à l’extension du dipôle lui-même. Figure extraite de Desfran-
çois, Abdoul-Carime et al. (1994).

bon accord avec la modélisation théorique proposée par les auteurs. Cette
modélisation consiste à tronquer le potentiel en α/r2 à courte distance par
un autre potentiel faisant intervenir des paramètres moléculaires connus
(polarisabilité par exemple).

On notera que l’on ne détecte dans cette expérience qu’un seul état lié
de l’électron autour du dipôle moléculaire, alors que la théorie que nous
avons développée jusqu’ici en prédit une infinité, formant une suite géo-
métrique. Desfrançois, Abdoul-Carime et al. (1994) relient ce résultat à la
prédiction de Garrett (1980), selon laquelle le mouvement des atomes com-
posant la molécule dipolaire vient fortement restreindre le nombre d’états
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molécule dipole (Debye)
RbYb 0.21
KRb 0.57
RbCs 1.2
RbSr 1.5
NaK 2.7
NaRb 3.3
LiRb 4.1
LiCs 5.5

Table II.1. Moment dipolaire de quelques molécules di-atomiques utilisées dans
les expériences de gaz ultra-froids. Valeurs extraites de Gadway & Yan (2016).

M− possibles.

On remarquera également que la valeur seuil trouvée expérimentale-
ment, 2.6 Debye, est notablement supérieure à la limite trouvée en (47).
Cela est dû (au moins en partie) au fait que les auteurs ne disposaient que
demolécules relativement complexes, et que la détection d’états faiblement
liés était alors rendue compliquée par le mouvement de rotation de ces mo-
lécules aux températures disponibles. Les progrès récents dans la prépa-
ration de molécules di-atomiques ultrafroides pourraient permettre de re-
prendre ces expériences avec des moments dipolaires voisins de la valeur
critique attendue théoriquement (table II.1).

3 Potentiel en 1/r2 et invariance conforme

3-1 Les symétries de l’équation de Schrödinger

L’invariance d’échelle du potentiel en 1/r2 que nous avons mention-
née au chapitre précédent fait partie d’un ensemble plus vaste de symé-
tries de l’équation de Schrödinger, appelé groupe d’invariance conforme.
Ces symétries viennent s’ajouter aux propriétés d’invariance géométrique,
comme la symétrie de translation ou la symétrie de rotation.

Pour une particule libre décrite par l’équation de Schrödinger, cette in-

variance conforme a été découverte par Hagen (1972) et Niederer (1972).
Elle a été étendue au cas d’une particule dans un piège harmonique par
Niederer (1973), puis au cas du potentiel qui nous intéresse ici, 1/r2, par
Alfaro, Fubini et al. (1976).

Cette invariance peut se généraliser à un ensemble de particules en in-
teraction, pourvu que le potentiel correspondant satisfasse à la propriété
d’invariance d’échelle (Pitaevskii & Rosch 1997)

V (λr1, · · · , λrN ) =
1

λ2
V (r1, · · · , rN ). (49)

Elle est également présente dans un gaz de fermions de spin 1/2 à la li-
mite unitaire avec m↑ = m↓ (Werner & Castin 2006). Dans ce cas, la lon-
gueur de diffusion est infinie et ne fournit donc aucune échelle de longueur.
Par ailleurs, le caractère fermionique des particules empêche la formation
d’édifice à trois corps qui pourraient eux aussi amener une échelle de lon-
gueur.

Cette invariance conforme se manifeste par ailleurs pour l’équation de
Gross–Pitaevskii à deux dimensions, qui décrit par un champ classique la
dynamique de particules interagissant par un potentiel de contact gδ(ri −
rj) (Pitaevskii & Rosch 1997 ; Saint-Jalm, Castilho et al. 2019). Dans ce cas,
l’invariance d’échelle résulte du fait que l’on a à deux dimensions

δ(λr) =
1

λ2
δ(r). (50)

La recherche des propriétés d’invariance de l’équation de Schrödinger
se fait de la manière suivante. Partant d’une solution ψ(r1, · · · , rN , t) de
cette équation dans un potentiel extérieur U(r) :

iℏ
∂ψ

∂t
= Ĥψ avec Ĥ =

∑

i

ï
− ℏ2

2m
∇2

i + U(ri)

ò
+ V (r1, · · · , rN ),

(51)
on cherche s’il existe des transformations des positions et du temps

r′i = g(ri, t) t′ = h(t) (52)

accompagnées d’un changement de jauge de la fonction d’onde

ψ′(r′1, · · · , r′N , t′) = f(r1, · · · , rN , t) ψ(r1, · · · , rN , t) (53)
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de sorte que ψ′ soit également solution de l’équation de Schrödinger (51).

3-2 Particule unique dans un potentiel extérieur

Pour simplifier cette présentation, nous allons considérer ici le cas d’une
particule unique, mais les résultats peuvent s’étendre sans difficulté au cas
de N particules, voir par exemple Werner & Castin (2006). Nous ne traite-
rons pas ici les symétries bien connues de translation ou de rotation, et nous
allons nous concentrer sur la symétrie "cachée" (ou symétrie dynamique),
liée à l’invariance conforme.

Nous nous intéressons dans un premier temps au cas où la particule est
libre ou évolue dans le potentiel U(r) = g/r2. L’équation de Schrödinger
s’écrit donc :

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ +

g

r2
ψ. (54)

Donnons-nous une matrice réelle 2× 2 de déterminant 1 :

[M ] =

Å
γ1 γ2
γ3 γ4

ã
avec γ1γ4 − γ2γ3 = 1, (55)

c’est-à-dire un élément de SL2(R), et considérons les transformations :

r′ = g(r, t) =
r

γ3t+ γ4
, t′ = h(t) =

γ1t+ γ2
γ3t+ γ4

(56)

On peut vérifier (le calcul est fastidieux, mais sans difficulté de principe)
que cette transformation, associée au changement de jauge

f(r, t) = (γ3t+ γ4)
D/2 exp

Å
−imγ3r

2/2

γ3t+ γ4

ã
(57)

où D est la dimension de l’espace (D = 3 dans ce cours), remplit notre ca-
hier des charges : la fonction ψ′(r′, t′) est également solution de (54) (Nie-
derer 1972 ; Alfaro, Fubini et al. 1976).

Pour acquérir une intuition physique des transformations décrites par
(56), remarquons que l’on dispose de 4 paramètres réels pour décrire la
matrice 2× 2 avec la contrainte portant sur son déterminant, de sorte qu’il

y a trois paramètres indépendants. On peut identifier trois types de trans-
formations, correspondant à trois cas particuliers importants pour cettema-
trice :
— Les translations dans le temps :

[M ] =

Å
1 t0
0 1

ã
: r′ = r, t′ = t+ t0. (58)

Cette invariance provient simplement du fait que l’hamiltonien est sta-
tionnaire.

— Les dilatations :

[M ] =

Å
λ 0
0 1/λ

ã
: r′ = λr, t′ = λ2t (59)

que nous avons déjà introduites plus haut. L’invariance de l’équation
de Schrödinger est assurée par l’invariance d’échelle du potentiel en
1/r2.

— Les expansions :

[M ] =

Å
1 0
γ3 1

ã
: r′ =

r

γ3t+ 1
, t′ =

t

γ3t+ 1
. (60)

qui peuvent être considérées comme des dilatations avec un facteur
d’échelle dépendant du temps.

Notons que la transformation de jauge (57) est triviale dans les deux pre-
miers cas puisque l’on a alors γ3 = 0.

On forme ainsi un groupe continu de transformations, avec trois pa-
ramètres indépendants. L’opération associée à l’application successive de
deux transformations successives [M ] et [M ′] est caractérisée par la matrice
[M ′′] obtenue en faisant le produit matriciel [M ′]× [M ], ce qui donne toute
sa pertinence à cette écriture matricielle. On notera par ailleurs que la ma-
trice identité, γ1 = γ4 = 1, γ2 = γ3 = 0 est associée à une absence de
modification pour les fonctions d’onde : r′ = r, t′ = t, ψ′ = ψ. Les trans-
formations au niveau des fonctions d’onde (52-53) et (56-57) constituent
donc une représentation linéaire du groupe des matrices réelles 2 × 2 de
déterminant 1, SL2(R).

Une fois identifiée cette structure, l’étape suivante est en principe de
déterminer ses générateurs infinitésimaux. Toutefois, avant de procéder à
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cette opération, il est utile de généraliser les résultats qui précèdent au cas
d’une particule plongée dans un piège harmonique (Niederer 1973).

Nous considérons donc dans ce qui suit l’hamiltonien

Ĥ = − ℏ2

2m
∇2 + U(r) (61)

où U(r) est le potentiel isotrope

U(r) =
g

r2
+ Uho(r) avec Uho(r) =

1

2
mω2r2. (62)

La partie enmω2r2/2 vient briser l’invariance d’échelle trouvée pour g/r2,
mais on peut modifier simplement les transformations (56)-(57) pour re-
trouver l’invariance conforme de l’équation de Schrödinger. Partant tou-
jours d’une matrice 2× 2 à coefficients réels et de déterminant 1, prenons

r′ =
r

λ(t)
, tan(ωt′) =

γ1 tan(ωt) + γ2
γ3 tan(ωt) + γ4

(63)

avec

λ(t) =
[
(γ1S + γ2C)

2 + (γ3S + γ4C)
2
]1/2

, S = sin(ωt), C = cos(ωt).
(64)

Là encore, un calcul (également fastidieux) permet de montrer que la fonc-
tion ψ′, construite à partir de ψ et de la transformation de jauge

f(r, t) = λD/2(t) exp

Ç
−imλ̇r

2

2λ

å
(65)

est également solution de l’équation de Schrödinger (D est la dimension
d’espace). On pourra consulter Werner & Castin (2006) pour la version à
N particules du même problème.

3-3 Les générateurs associés à l’invariance conforme

Disposant maintenant d’un groupe de transformations continues qui
laissent invariante l’équation de Schrödinger

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m
∇2ψ +

Å
g

r2
+

1

2
mω2r2

ã
ψ, (66)

il est intéressant de trouver les générateurs associés à ces transformations.

Pour commencer, rappelons ce que sont ces générateurs pour les trans-
formations géométriques habituelles, translations ou rotations. Pour la
translation selon x par exemple,

ψ(x, y, z) −→ ψ′(x, y, z) = ψ(x− x0, y, z) (67)

on prend x0 infiniment petit de sorte que

ψ′(x, y, z) ≈ ψ(x, y, z)− x0
∂ψ

∂x
(68)

que l’on écrit :

ψ′ ≈
Å
1− i

x0p̂x
ℏ

ã
ψ avec p̂x = −iℏ ∂

∂x
. (69)

L’opérateur p̂x introduit ici coïncide avec l’expression habituelle de la com-
posante selon x de l’opérateur impulsion. Les générateurs infinitésimaux
des translations sont donc les trois composantes de l’opérateur impulsion
p̂, dont on rappelle les relations de commutation :

[p̂i, p̂j ] = 0. (70)

Pour une rotation d’angle φ0 autour de l’axe z, on a en coordonnées
sphériques :

ψ(r, θ, φ) −→ ψ′(r, θ, φ) = ψ(r, θ, φ− φ0), (71)

soit pour φ0 infiniment petit :

ψ′ ≈
Ç
1− i

φ0L̂z

ℏ

å
ψ avec L̂z = −iℏ ∂

∂φ
. (72)

Les générateurs infinitésimaux des rotations sont donc les trois compo-
santes de l’opérateur moment cinétique L̂, dont on rappelle les relations
de commutation :

[L̂i, L̂j ] = iℏϵijkL̂k. (73)

On peut procéder de la même façon pour les transformations liées à
l’invariance conforme que nous avons identifiées plus haut. Les calculs dé-
taillés sont présentés par exemple en appendice de l’article de Saint-Jalm,
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Castilho et al. (2019) et nous donnons ici simplement le résultat à l’instant
t = 0 pour la transformation (63-65). Un choix possible pour les trois géné-
rateurs est (Pitaevskii & Rosch 1997)

L̂1 =
1

2ℏω
Ä
Ĥ − 2Uho

ä
L̂2 =

1

4ℏ
(p · r + r · p) L̂3 =

1

2ℏω
Ĥ

(74)
L’étude du groupe associé à cette symétrie conforme est conditionnée par
les relations de commutation entre les générateurs

[L̂1, L̂2] = −iL̂3 [L̂2, L̂3] = iL̂1 [L̂3, L̂1] = iL̂2 (75)

Ces relations semblent voisines de celles du moment cinétique (73), mais
la présence du signe − dans la première vient changer significativement
l’algèbre. Ces relations sont en fait caractéristiques de l’algèbre SO(2,1), le
groupe de Lorentz à deux dimensions d’espace et une dimension tempo-
relle, alors que l’algèbre du moment cinétique correspond à SO(3). Elles se
généralisent directement au cas à N particules (Werner & Castin 2006).

Exemple : opérateur associé à une dilatation infinitésimale. Considé-
rons la dilatation de paramètre λ très proche de 1 et posons γ4 = 1/γ1 =
1 + ϵ, γ2 = γ3 = 0 dans (56,57,59) avec ϵ ≪ 1. Au premier ordre en ϵ, on
trouve en dimension D :

ψ′(r) = γ
D/2
4 ψ(γ4r) = (1 + ϵ)D/2ψ [(1 + ϵ) r] (76)

≈ ψ(r) + ϵ

Å
D

2
+ r ·∇

ã
ψ(r) (77)

= ψ(r) +
ϵ

2
[∇ · (rψ) + r ·∇ψ] (78)

qui peut également être écrit (1 + 2iϵL̂2)ψ. Cela montre que l’opérateur L̂2

est le générateur associé à la transformation d’échelle spatiale introduite
plus haut.

3-4 La tour d’états propres

Les relations de commutation entre les opérateurs L̂i permettent de dé-
gager une série de propriétés importantes du système, aussi bien sur le plan
statique que dynamique (Pitaevskii & Rosch 1997).

Nous allons nous concentrer ici sur la recherche des états stationnaires
et nous introduisons pour cela les deux opérateurs

L̂± = L̂1 ± iL̂2. (79)

En utilisant le fait que L̂3 est proportionnel à Ĥ , il est immédiat de vérifier
que

[Ĥ, L̂±] = ±2ℏω L̂±. (80)
Partant d’un état propre |ψ⟩ de Ĥ d’énergie E, on déduit de cette relation
que

Ĥ
Ä
L̂+|ψ⟩

ä
= (E + 2ℏω)

Ä
L̂+|ψ⟩

ä
Ĥ
Ä
L̂−|ψ⟩

ä
= (E − 2ℏω)

Ä
L̂−|ψ⟩

ä
(81)

Par application répétée de L̂±, on génère ainsi une tour d’énergies propres
E + 2nℏω, n ∈ Z.

Si on se limite au cas d’un coefficient g suffisamment grand pour éviter
la chute vers le centre (α > −1/4), on sait qu’il existe un état fondamental
bien défini et que les énergies sont bornées inférieurement. La tour ainsi
construite est donc semi-infinie, le bas de la tour correspondant à un état
tel que L̂−|ψbas⟩ = 0. Là encore, le résultat se transpose tel quel au cas de
N particules en interaction présentant une invariance d’échelle (Werner &
Castin 2006).

On peut vérifier explicitement l’existence de cette tour d’états pour le
cas de l’hamiltonien à une particule (61-62), en considérant par exemple les
solutions isotropes. Introduisons la fonction d’onde radiale réduite u(r) =
r ψ(r), qui vérifie l’équation aux valeurs propres

−u′′(r) +
( α
r2

+ r2
)
u(r) =

2E

ℏω
u(r), (82)

où les distances sont exprimées en unités de aho = (ℏ/mω)1/2.

Cherchons une solution de cette équation sous la forme

u0(r) = rs+1e−r2/2 (83)

où l’enveloppe gaussienne est caractéristique des états propres de l’oscilla-
teur harmonique. On trouve u est solution de (82) si et seulement si

E0 = ℏω
Å
s+

3

2

ã
et s2 + s− α = 0 (84)
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Nous avons déjà rencontré cette équation du second degré lors de notre
recherche de la solution d’énergie nulle dans le potentiel en 1/r2. Nous al-
lons nous concentrer ici sur le casα > −1/4, de sorte que les racines de cette
équation sont réelles. Le cas α < −1/4, conduisant à des racines complexes,
nécessite une régularisation du potentiel en 1/r2 comme nous l’avons vu
plus haut.

On doit choisir pour s la plus grande des deux racines possibles :

s = −1

2
+

…
α+

1

4
, (85)

cette racine étant toujours supérieure à−1/2. L’autre racine est quant à elle
toujours inférieure à−1/2 et elle conduirait à une intégrale divergente pour
l’énergie potentielle moyenne. Notons que pour g = 0, on a s = 0 et on
retrouve l’état fondamental de l’oscillateur harmonique ψ(r) = e−r2/2.

L’état u(r) obtenu n’a pas de nœud en dehors de r = 0 et correspond
donc à l’état fondamental du problème. Quand l’opérateur L̂+ agit sur cet
état, nous avons vu que cela génère une tour d’états d’énergie

En = ℏω
Å
2n+ s+

3

2

ã
(86)

À chaque étape, l’opérateur L̂+ fait intervenir d2

dr2 , r
d
dr , ainsi que la mul-

tiplication par r2 et r−2. On peut alors montrer assez simplement que la
fonction d’onde un obtenue après n actions de L̂+ a la structure suivante :

un(r) = rs+1 e−r2/2 Pn(r
2) (87)

où Pn est un polynôme de degré n [polynôme de Laguerre généralisé, Wer-
ner & Castin (2006)]. La fonction un possède n racines positives et il s’agit
du n-ème état excité.

L’action de L̂+ permet donc de générer tout le spectre de Ĥ pour les états
isotropes et d’obtenir les états propres correspondants. On peut également
vérifier directement qu’un état de la forme (87) peut être solution de (82)
en établissant la relation de récurrence entre les différents coefficients du
polynôme Pn.

3-5 Le mode de respiration

Pitaevskii & Rosch (1997) ont montré qu’une manifestation spectacu-
laire de la symétrie dynamique liée au groupe SO(2,1) était l’existence
d’un mode de respiration non amorti (voir également Kagan, Surkov et al.
(1996)). Ils ont étudié le cas d’un gaz de Bose à deux dimensions décrit
par une théorie de champ classique, mais ce résultat s’étend aux autres sys-
tèmes présentant l’invariance conforme comme le gaz de Fermi à 3D dans
le régime unitaire (Castin 2004 ; Werner & Castin 2006), ou encore une as-
semblée de particules en interaction en 1/r2ij , quelle que soit sa dimension
d’espace (Benjamin, Quiroga et al. 1996).

Nous allons montrer que l’évolution temporelle du second moment de
la position ⟨r2⟩ = 2

mω2 ⟨Ûho⟩ est périodique, quelles que soient les condi-
tions initiales. Nous utilisons pour cela les équations du mouvement des
générateurs L̂j en point de vue de Heisenberg :

dÛho

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, Ûho] = −i 2ℏω2[L̂1, L̂3] = 2ℏω2L̂2 (88)

et
dL̂2

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, L̂2] = i 2ω[L̂3, L̂2] = 2ωL̂1 =

1

ℏ
Ä
Ĥ − 2Ûho

ä
. (89)

En combinant ces deux équations, on arrive à :

d2Ûho

dt2
+ 4ω2Ûho = 2ω2Ĥ. (90)

Prenons la moyenne de cette équation sur l’état initial. En utilisant le fait
que ⟨Ĥ⟩ ≡ E est une constante du mouvement, on en déduit que le second
moment de la position ⟨r2⟩ obéit à l’équation différentielle :

d2⟨r2⟩
dt2

+ 4ω2⟨r2⟩ = Constante (91)

Il évolue donc périodiquement en temps avec la période π/ω.

Ce mode a été observé dans le cadre de gaz 2D décrits par l’équation
de champ classique de Gross-Pitaevskii, et de faibles déviations dues à la
nature quantique du mouvement des atomes ont également été mesurées
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(voir cours 2017, chapitre 6). En revanche, il n’a pas encore été mis en évi-
dence expérimentalement pour des particules avec un potentiel d’interac-
tion en 1/r2.

4 Le cas uni-dimensionnel

4-1 Le spectre du problème à N corps

Dans un article célèbre, Calogero (1971) s’est intéressé au spectre de
N particules bosoniques ou fermioniques évoluant sur un axe et interagis-
sant deux à deux par un potentiel binaire en V (xij) ∝ x2ij + x−2

ij , avec
xij = xi − xj . Moyennant une transformation des variables, on peut rame-
ner ce problème à une assemblée 1D de N particules évoluant sous l’effet
de l’hamiltonien

Ĥ =

N∑

i=1

Å
p2i
2m

+
1

2
mω2x2i

ã
+
∑

i<j

g

(xi − xj)2
(92)

Ce problème peut être étendu au cas de particules bougeant librement sur
un cercle de périmètre L, avec une interaction en sin−2 (π(xi − xj)/L) (Su-
therland 1972).

Il nous faut tout de suite préciser les conditions aux limites sur les fonc-
tions d’onde Ψ(x1, · · · , xN ) éligibles. Considérons le cas N = 2 pour sim-
plifier. Pour que la moyenne de l’énergie potentielle soit non divergente, il
faut que l’intégrale ∫

g

x2
|Ψ(x,X)|2 dx dX (93)

soit convergente en x = 0, avec x = x1−x2 etX = (x1+x2)/2 qui désignent
respectivement la variable relative et la variable du centre de masse. Quelle
que soit la valeur non nulle de g, il faut donc queΨ(x,X) s’annule plus vite
que
√
x quand x→ 0. Cette condition est évidemment absente quand g est

strictement nul. Cela entraîne qu’on ne peut pas espérer retrouver le cas
de particules sans interaction en prenant la limite g → 0 dans ce qui suit,
contrairement au cas 3D étudié plus haut (cf. § 3-4).

Calogero a montré que ce problème est exactement soluble et que son
spectre d’énergie est composé de valeurs équidistantes, séparées de ℏω

quelle que soit la force du couplage g pourvu que α > −1/4 :

En = ℏω
Å
n+

N(N − 1)

2
s+

N2

2

ã
avec s = −1

2
+

…
α+

1

4
(94)

où α = mg/ℏ2 et où n est un entier positif ou nul (n = 1 est exclu). Il
a également trouvé la forme explicite de l’état fondamental (avec aho =

(ℏ/mω)1/2) :

Ψ(x1, . . . , xN ) =
∏

i<j

(xi − xj)s+1
exp

(
−
∑

i

x2i /2a
2
ho

)
(95)

qui est (comme on s’y attend) une fonction d’onde sans nœud en dehors
des points xi = xj . On pourra vérifier à titre d’exercice que cette fonction
d’onde est effectivement état propre de (92) avec la valeur propre En cor-
respondant à n = 0. La dégénérescence de chaque niveau d’énergie donné
en (94) est discutée en détail dans Calogero (1971).

Cas de N = 2 particules. Dans ce cas, on peut séparer le mouvement du
centre de masse, qui est purement harmonique avec un spectre en (n1 +
1/2)ℏω, n1 ∈ N, et le mouvement de la particule relative, que nous avons
étudié en § 3-4. L’équation de Schrödinger régissant le mouvement relatif
est

−ψ′′ +
( α
x2

+ x2
)
ψ =

2E

ℏω
ψ (96)

où α = 2mrg/ℏ2 et où les distances sont exprimées en unité de
√
ℏ/mrω

avec mr = m/2 la masse relative. La transposition de (84-85) donne pour
le mouvement relatif l’état fondamental ψ(x) = xs+1e−x2/2 et l’énergie
ℏω(s+3/2) avec s donné en (94), d’où l’énergie totale du fondamental pour
l’ensemble des deuxmouvements 2 E0 = ℏω(s+2). On retrouve bien l’éner-
gie donnée en (94) en y insérant N = 2, n = 0. L’état fondamental est

Ψ(x,X) = xs+1 e−x2mω/4ℏ e−X2mω/ℏ

= (x1 − x2)s+1 e−mω(x2
1+x2

2)/2ℏ. (97)
2. Quand g → 0, s → 0 et cette énergie tend vers 2ℏω, ce qui correspond au premier

état excité de deux particules indépendantes placées dans un potentiel harmonique. On ne
retrouve donc pas le fondamental du système à g strictement nul, ce qui est une conséquence
de la condition imposée sur les fonctions d’onde, cf. discussion après (93).
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Le premier état excité, d’énergie ℏω(s+3) est obtenu en plaçant le centre
demasse dans son premier état excité, tout en laissant le mouvement relatif
dans son état fondamental. Les états excités du mouvement relatif, d’éner-
gie ℏω(2n + s + 3/2), sont obtenus en construisant la "tour d’états" décrite
en § 3-4 (voir aussi Werner (2008), appendice B).

4-2 Dynamique du système

Comme le spectre àN corps est composé de niveaux équidistants sépa-
rés de l’énergie ℏω, on endéduit que toute observable va avoir une évolution
périodique. En effet, un état initial quelconque |Φ(0)⟩ va se décomposer sur
la base des états propres |Ψν⟩ du système à N corps

|Φ(0)⟩ =
∑

ν

cν |Ψν⟩ (98)

pour donner l’état à l’instant t (à une phase globale près, sans importance) :

|Φ(t)⟩ =
∑

ν

cνe
−inνωt|Ψν⟩ (99)

de sorte que toute valeur moyenne d’opérateur Ô s’écrit :

⟨Ô⟩(t) =
∑

ν,ν′

c∗νcν′ ⟨Ψν |Ô|Ψν′⟩ ei(nν−nν′ )ωt. (100)

Cette quantité est périodique, de période 2π/ω. Ce résultat valable à 1D est
bien sûr beaucoup plus fort que la périodicité de ⟨r2⟩ obtenue en § 3-5 (mais
celle-ci était valable en dimension quelconque).

4-3 Le mouvement classique

La simplicité remarquable trouvée pour le spectre dumouvement quan-
tique se transcrit au mouvement classique des N particules. Pour g > 0,
on peut montrer notamment le résultat suivant, illustré sur la figure II.13.
Partons d’un état asymptotique (t → −∞) où les particules sont loin les
unes des autres (énergie d’interaction négligeable) avec une numérotation

t

x
i

(i
=

1
,·
··
,N

)

Figure II.13. Collision entre N = 5 particules interagissant avec le potentiel bi-
naire g/(xi − xj)2, avec g > 0.

x1 < x2 < · · · < xN et des vitesses initiales v1 > v2 > · · · > vN . Les parti-
cules se regroupent sous l’effet de leurs vitesses initiales, puis se séparent
de nouveau. On trouve pour les vitesses finales v′i :

v′i = vN+1−i, i = 1, · · · , N (101)

c’est-à-dire un simple échange deux-à-deux des vitesses des particules,
comme si les particules s’étaient croisées sans interagir !

Ce résultat résulte de l’intégrabilité du système à N corps pour un po-
tentiel en 1/r2, pour lequel on peut exhiber N constantes du mouvement
(Calogero 2003).
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Chapitre III

De l’interaction de contact au potentiel en 1/r2

Nous abordons dans ce chapitre le problème à trois corps sous son angle
le plus simple, celui de deux particules lourdes, de masse M , liées entre
elles par une particule légère de masse m ≪ M . Cette hiérarchie entre les
masses va simplifier considérablement notre étude, par comparaison au cas
de trois particules identiques qui sera abordé aux chapitres 5 et 6. Nous
allons utiliser l’approche de Born–Oppenheimer, initialement développée
en physique moléculaire pour tirer profit de la grande différence de masse
entre les électrons qui assurent la liaison chimique et les atomes composant
une molécule.

Cette approche Born–Oppenheimer consiste à travailler en deux étapes,
en tirant parti des deux échelles de temps très différentes du problème, celle
associée au mouvement rapide de la particule légère et celle associée au
mouvement lent des deux particules lourdes :
— Dans un premier temps, on traite le problème à un corps décrivant le

mouvement de la particule légère m dans le champ de force créé par
les particules lourdesM , supposées fixes à une distance R. On trouve
pour cette particule légère un ensemble d’énergies propres En(R), en
particulier l’énergie de l’état fondamental E0(R).

— Dans un deuxième temps, on s’intéresse au mouvement des particules
lourdes, en particulier la variation dans le temps de leur séparation
R. On suppose que l’état de la particule légère suit adiabatiquement ce
mouvement, de sorte que les énergiesEn(R) jouent le rôle de potentiels
effectifs d’interaction entre les deux particules lourdes.

Cette séparation du problème à trois corps en un problème à un corps

suivi d’un problème à deux corps est évidemment une simplification consi-
dérable. Le point remarquable est qu’elle permet de retrouver l’essentiel de
l’universalité de la physique d’Efimov pour trois particules identiques, avec
un "bonus" représenté par la variable de contrôle supplémentaire représen-
tée par le rapportM/m.

Cette situation mMM a été proposée par Efimov (1973) pour le cas
d’une interaction de contact, que nous allons nous aussi considérer dans
ce qui suit. Elle a ensuite été reprise par Fonseca, Redish et al. (1979) pour
un potentiel séparable du type de ceux introduits par Yamaguchi (1954).

Les questions que nous souhaitons aborder dans ce cours et le suivant
sont par exemple :

— Peut-il y avoir un état lié à 3 corpsmMM même si le dimèremM n’est
pas lié?

— Si le dimèremM est lié tout comme le trimèremMM , lequel est le plus
stable? Est-ce que le trimère n’a pas intérêt à éjecter unM pour abaisser
encore son énergie?

Nous allons commencer ce chapitre par la présentation en § 1 de l’inter-
action de contact et sa prise en compte sous la forme de condition aux li-
mites de Bethe–Peierls, ce qui nous permettra de préciser la notion de ré-
sonance de diffusion. Nous débuterons ensuite notre étude du problème à
trois corps par ce cas résonant (longueur de diffusion infinie) pour mettre
en évidence l’émergence du potentiel en E0(R) ∝ 1/R2 à la base de l’effet
Efimov (§ 2). La partie 3 sera consacrée à la détermination de l’interaction
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effective E0(R) de part et d’autre de la résonance. Enfin, nous explique-
rons brièvement en partie 4 comment cette approche se généralise au cas où
plusieurs particules légères et plusieurs particules lourdes sont présentes
simultanément.

La deuxième étape de l’approche de Born-Oppenheimer, c’est-à-dire
le mouvement des particules lourdes sous l’effet de l’interaction effective
E0(R) sera abordée dans le chapitre suivant.

1 Interaction à deux corps à basse énergie

1-1 Diffusion en onde s

Nous nous limitons dans ce chapitre au cas de particules neutres dont
la vitesse est suffisamment basse pour que dans le problème à deux corps,
seules les interactions dans le canal de moment cinétique nul (onde s) sont
significatives.

L’expression asymptotique de l’état stationnaire de diffusion décrivant
cette interaction est

r ≫ b : ψk(r) ∼ eik·r + f(k)
eikr

r
, (1)

où k est le vecteur d’onde relatif incident. L’état stationnaire de diffusion
est un état propre de l’hamiltonien décrivant lemouvement relatif des deux
particules, avec la valeur propreE = ℏ2k2/2mr oùmr est lamasse réduite. Il
décrit la situation physique d’une collision avec un moment incident relatif
k et une onde sphérique sortante d’amplitude f(k) (figure III.1).

L’expression asymptotique (1) est proche de l’expression exacte de
ψk(r) quand r est plus grand que la portée b du potentiel diffusant, en l’oc-
currence le rayon de van der Waals

RvdW =
1

2

Å
2mrC6

ℏ2

ã1/4
(2)

pour un potentiel d’interaction à longue distance de type van derWaals (en
−C6/r

6) entre atomes neutres.

Figure III.1. Situation physique décrite par l’état stationnaire de diffusion (1),
avec l’onde plane incidente de vecteur d’onde k et l’onde sphérique sortante eikr/r,
d’amplitude f(k).

L’interaction entre deux particules est donc décrite par l’amplitude de
diffusion f(k), qui se met sous la forme (cf. cours 2021, chapitre 3) :

f(k) ≈ −a
1 + ika+ 1

2rek
2
, (3)

où a est la longueur de diffusion et re la portée effective. Aux petites valeurs
de k qui nous intéresseront ici, le terme de portée effective sera négligeable
et nous conserverons uniquement 1+ika au dénominateur de cette fraction.
La longueur de diffusion a peut être positive ou négative, voire nulle ou
infinie.
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Quand kr ≪ 1, l’expression (1) se simplifie pour donner :

b≪ r ≪ k−1 : ψk(r) ∼ 1− a

1 + ika

Å
1 + ikr

r

ã
+O(r)

∼ −a
1 + ika

Å
1

r
− 1

a

ã
+O(r) (4)

que nous écrirons plus simplement sous la forme (à ce stade, l’état ψk est
non normé, donc défini à un facteur multiplicatif près) :

b≪ r ≪ k−1 : ψk(r) ∼
1

r
− 1

a
+O(r) (5)

soit un terme en r−1, un terme en r0, et des termes correctifs en rn avec
n ≥ 1.

1-2 Résonances de diffusion

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que le potentiel d’interaction
V (r) entre les particules comporte une partie attractive et peut donner nais-
sance à un ou plusieurs états liés. Quand on augmente progressivement la
composante attractive de V (r) pour faire apparaître un nouvel état lié, on
observe la variation suivante pour la longueur de diffusion (théorème de
Levinson) :
— Quand la composante attractive est légèrement trop faible pour que

l’état lié apparaisse, la longueur de diffusion est grande et négative.
— Au seuil d’apparition de l’état lié, la longueur de diffusion est infinie.

Son signe n’a pas d’importance, c’est plutôt l’écriture 1
a = 0 qui est

pertinente en ce point, comme on peut le voir sur l’expression asymp-
totique (5).

— Quand la composante attractive a dépassé la valeur seuil pour l’appa-
rition de l’état lié, la longueur de diffusion est grande et positive.

Ce comportement est illustré pour un puits carré attractif de profondeur
V0 et de portée b (figure III.2, haut). On peut montrer que le seuil d’appa-
rition du premier état lié s’écrit (cours 2021, chapitre 3, § 3) :

k0b =
π

2
avec ℏ2k20

2mr
= V0, (6)

r

V (r)

b

−V0

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
−10
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10

k0b/π

a
/b

Figure III.2. Haut : Puits de potentiel carré de profondeur V0 et de portée b. Bas :
Variation de la longueur de diffusion d’un puits carré avec la profondeur V0.

et le seuil pour le n-ième état lié est

k0b =

Å
n− 1

2

ã
π. (7)

La longueur de diffusion vaut quant à elle

a = b− tan(k0b)

k0
(8)

et elle diverge pour chaque valeur de k0 satisfaisant (7). La variation de a
avec la profondeur V0 est tracée sur la figure III.2, bas.

Dans ce qui va suivre, nous allons nous intéresser aux effets physiques
qui apparaissent quand un système à deux particules est sur le point d’avoir
un état lié, ou quand cet état lié vient d’apparaître. Dans le cadre d’une
modélisation par un puits carré, cela revient à se placer autour du point
(6), k0b ≈ π/2 (figure III.3).
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Figure III.3. Zoom de la figure III.2 autour du seuil d’apparition du premier état
lié, en k0b = π/2.

Note. Les états fortement liés, même s’ils sont présents en pratique, ne
vont pas jouer de rôle pour l’instant. Ils interviendront plus tard en tant
qu’ingrédients pour des processus inélastiques dans une collision à trois
corps : des atomes initialement libres peuvent former après la collision un
dimère fortement lié, la conservation de l’énergie et de l’impulsion étant
assurée par la présence du troisième corps.

1-3 Le pseudo-potentiel

Le pseudo-potentiel est défini à trois dimensions. Il peut être vu comme
un potentiel de portée b nulle, conduisant à une diffusion dans l’onde s
uniquement, avec une longueur de diffusion a ajustable.

L’action du pseudo-potentiel V̂pp sur une fonction d’onde ψ(r) s’écrit

V̂ppψ(r) = gδ(r)
∂

∂r
[rψ(r)] . (9)

On peut déterminer analytiquement une base d’états propres de l’hamil-
tonien relatif décrivant l’interaction entre deux particules sous l’effet de ce

pseudo-potentiel :

Ĥ =
p̂2

2mr
+ V̂pp. (10)

Pour g < 0, on trouve uniquement des états propres d’énergie positive

ψk(r) = eik·r − a

1 + ika

eikr

r
E =

ℏ2k2

2mr
(11)

avec

g =
2πℏ2a
mr

(12)

Pour g > 0, il faut ajouter à cette famille d’états propres l’état lié (unique)

ψ(r) =
e−r/a

r
E = − ℏ2

2mra2
(13)

pour former une base de l’espace de Hilbert.

Nous avons étudié en détail les propriétés de ce pseudo-potentiel dans
le cours 2021 (chapitre 3, § 4). Nous nous conterons donc de rappeler ici
plusieurs propriétés importantes pour la suite :
— L’expression (11) rappelle la forme asymptotique d’un état station-

naire de diffusion. Toutefois, cette expression est valable ici quelle que
soit la valeur de r ̸= 0, ce qui correspond bien à l’idée d’un potentiel
de portée b nulle.

— L’expression (11) fournit la valeur exacte de l’amplitude de diffusion
du pseudo-potentiel :

f(k) =
−a

1 + ika
. (14)

Il s’ensuit qu’il n’y a pas de correction de portée effective re comme
en (3), ni de correction d’ordre supérieur en k. La quantité a définie à
partir de (12) donne la valeur exacte de la longueur de diffusion.

— Toutes les fonctions propres (11) et (13) ont le même comportement
au voisinage de l’origine pour a ̸= 0 :

r ≪ k−1, a : ψ(r) ∼ 1

r
− 1

a
+O(r). (15)
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Comme les fonctions physiquement acceptables doivent s’écrire
comme combinaisons linéaires des fonctions propres de l’hamiltonien,
cela signifie qu’un problème impliquant le pseudo-potentiel n’a pas le
même espace de fonctions qu’un problème pour un potentiel régulier.
Pour un potentiel régulier, on ne considère que des fonctions égale-
ment régulières en tout point, en particulier en r = 0. Elles doivent
donc s’écrire

Potentiel régulier : ψ(r) = β +O(r) (16)

où β est une constante quelconque, éventuellement nulle. Pour le
pseudo-potentiel, ces fonctions doivent s’écrire

Pseudo-potentiel : ψ(r) =
α

r
+ β +O(r) (17)

avec le lien entre les coefficients α et β :

β = −α
a
. (18)

de sorte que les fonctions physiquement pertinentes s’écrivent :

Pseudo-potentiel : ψ(r) = α

Å
1

r
− 1

a

ã
+O(r) (19)

On notera qu’on peut approcher ce pseudo-potentiel en revenant au
puits carré du paragraphe 1-2, en prenant la limite d’une portée nulle b→ 0
et d’une profondeur infinie k0 → ∞. Plus précisément, cette limite doit se
prendre en prenant k0b = π

2 + 1
k0as

où as est la longueur de diffusion visée,
ce qui revient à se placer au voisinage du seuil d’apparition du premier état
lié.

1-4 Conditions aux limites de Bethe-Peierls

Une manière commode de traiter les problèmes où le pseudo-potentiel
intervient est de poser a priori les conditions aux limites (19) comme do-
maine des fonctions éligibles. Cela revient de fait à éliminer le point r = 0
du domaine pertinent de l’espace, et on peut alors se limiter à un hamilto-
nien purement cinétique

Ĥ =
p̂2

2mr
. (20)

x

V (x)

V0

−b/2 b/2
x

−b/2 b/2

Figure III.4. Les deux approches pour traiter un puits carré. Gauche : on traite
séparément les régions permises et interdites en utilisant la forme explicite de V (x)
dans ces régions, et on raccorde les solutions. Droite : on prend la limite V0 →∞ et
on prend en compte le potentiel par la condition aux limitesψ(±b/2) = 0. L’énergie
est alors purement cinétique.

La situation est très voisine de la démarche adoptée pour traiter le puits
carré dans les cours de base de mécanique quantique (voir figure III.4). Si
le puits est de profondeur finie, on traite explicitement l’action du poten-
tiel V (x) à la fois dans les régions permises et interdites pour trouver les
états propres du problème. Mais quand on prend la limite du puits infini
(l’équivalent de notre limite de portée nulle), on oublie le potentiel V (x) et
on le remplace par la condition aux limites sur toutes les fonctions d’onde
ψ(±b/2) = 0.

Il existe plusieurs techniques équivalentes pour écrire en pratique
la condition aux limites de Bethe–Peierls (19). On peut remarquer par
exemple que

lim
r→0

[rψ(r)] = α lim
r→0

ï
∂ [rψ(r)]

∂r

ò
= −α

a
(21)

de sorte qu’on peut imposer quelle que soit la valeur du coefficient multi-
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plicatif α :

lim
r→0

ï
∂ [rψ(r)]

∂r

ò
= −1

a
lim
r→0

[rψ(r)] . (22)

Cette condition s’écrit également

lim
r→0

∂ ln [rψ(r)]

∂r
= −1

a
. (23)

On peut enfin déterminer "à lamain" le coefficient de r−1 et de r0 et imposer
à ces deux coefficients d’être dans un rapport−a, c’est la méthode que nous
utiliserons dans la suite.

2 Force à longue portée pour le problèmemMM

2-1 Le problème à trois corpsmMM

Dans l’approche exacte du problème à trois corps, toutes les particules
sont traitées de la même façon, ce qui entraîne la manipulation de fonc-
tions d’onde avec de nombreuses variables (9 coordonnées de position).
Avant d’aborder cette approche exacte dans un chapitre ultérieur, nous al-
lons traiter ici un cas plus simple, mais très instructif, introduit par Efimov
(1973) [voir aussi Fonseca, Redish et al. (1979)] : une des trois particules
(de masse m) est beaucoup plus légère que les deux autres (de masseM)
et elle interagit de manière quasi-résonante avec elles ; les deux particules
lourdes n’interagissent pas entre elles, sauf éventuellement via un potentiel
de cœur dur qui leur interdit de s’approcher à moins queR0, pour éviter la
chute sur le centre que nous avons étudiée dans les cours précédents.

Comme expliqué en introduction de ce chapitre, cette hiérarchie des
masses va nous permettre d’utiliser une approximation en tout point iden-
tique à l’approximation de Born–Oppenheimer en physiquemoléculaire (la
particule légère jouant le rôle d’un électron), en séparant notre traitement
en deux étapes :
— Dans un premier temps, nous allons supposer que les deux particules

lourdes sont immobiles, séparées par une distance R, et nous allons
étudier le mouvement de la particule légère interagissant avec ces par-
ticules lourdes. Il s’agit donc d’un problème à un corps dont nous sou-

haitons déterminer en particulier l’énergie de l’état fondamental que
nous noterons à partir de maintenant E0(R) ≡ E(R).

— Dans un deuxième temps (cf. cours suivant), nous traiterons l’énergie
E(R) comme une énergie potentielle d’interaction entre les deux par-
ticules massives et nous étudierons leur mouvement. Il s’agira alors
d’un problème à deux corps, pour lequel la résolution est bien balisée.

Le résultat principal de cette approche est l’émergence, dans le cas
où l’interaction mM est résonnante, du potentiel effectif attractif E(R) ∝
−1/R2, conduisant à l’invariance d’échelle que nous avons discutée dans
les cours 1 et 2.

Remarque. On peut s’interroger sur le cas particulier R = 0, quand les
deux particules lourdes sont superposées. En fait, ce problème est mal dé-
fini dans le cadre d’une interaction décrite par le pseudo-potentiel et il faut
revenir à une interaction de portée non nulle pour lui donner un sens pré-
cis. C’est ce que nous ferons au chapitre suivant quand nous décrirons le
collapse de Thomas.

2-2 Quels états liés pour la particule légère?

Nous abordons le problème à trois corps mMM , avec les particules
M supposées pour l’instant infiniment lourdes, et donc immobiles. Nous
notons R leur distance et nous supposons qu’elles sont placées symétri-
quement par rapport à l’origine des coordonnées, aux points ±R/2 (avec
R ̸= 0). Nous nous intéressons aux états liés dumouvement de la particule
légère de massem en supposant qu’elle interagit de la même façon avec les
deux particules lourdes, interaction décrite par un pseudo-potentiel associé
à la longueur de diffusion a.

Nous allons chercher la forme du ou des états liés en traitant l’action du
pseudo-potentiel par l’intermédiaire des conditions aux limites de Bethe–
Peierls. Notons

E = −ℏ2κ2

2mr
(24)

l’énergie de l’état lié recherché, avec κ > 0. Notons que puisqueM ≫ m, on
amr ≈ m. Notre but est de déterminer la valeur de κ en fonction des deux
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paramètres du problème, la longueur de diffusion a caractérisant l’interac-
tionmM et la distance R entre les deux particules lourdes.

En dehors des points±R/2, la fonction d’onde de l’état lié doit être une
solution régulière de l’équation

− ℏ2

2mr
∇2ψ(r) = E ψ(r) ⇒ ∇2ψ = κ2ψ (25)

et cette fonction d’onde doit obéir aux conditions aux limites (à un coeffi-
cient multiplicatif près)

r → ±R/2 : ψ(r) ∝ 1

|r ∓R/2| −
1

a
(26)

Cette fonction d’onde est donc de la forme :

ψ(r) = A
e−κ|r−R/2|

|r −R/2| +B
e−κ|r+R/2|

|r +R/2| (27)

Il nous faut maintenant trouver, pour un R donné, le choix de κ, A et B qui
permet d’assurer que cette condition aux limites est bien vérifiée.

Quand on prend la limite r → R/2, les termes en |r − R/2|−1 et en
|r −R/2|0 s’écrivent :

|r −R/2|−1 : A (28)

|r −R/2|0 : −Aκ+B
e−κR

R
. (29)

Ces deux termes doivent être dans un rapport −1/a pour vérifier la condi-
tion aux limites (26), ce qui impose :

−Aκ+B
e−κR

R
= −A

a
. (30)

De même, on trouve pour r → −R/2

A
e−κR

R
−Bκ = −B

a
. (31)

Pour chaque valeur de κ, on obtient donc un système de deux équations
à deux inconnues pour déterminer les coefficients A et B :

A

Å
1

a
− κ
ã
+B

e−κR

R
= 0 (32)

A
e−κR

R
+B

Å
1

a
− κ
ã
= 0. (33)

Ce système admet une solution autre que la solution triviale (0, 0) si et
seulement si son déterminant est nul, ce qui impose que κ soit tel que :

∣∣∣∣∣
1
a − κ e−κR

R
e−κR

R
1
a − κ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ 1

a
− κ = ±e−κR

R
(34)

ce qui se ramène aux deux équations suivantes :

κR− R

a
= e−κR et donc A = B (35)

et

κR− R

a
= −e−κR et donc A = −B (36)

La symétrie ou l’antisymétrie des coefficients A et B pouvait être pressen-
tie puisque les deux particules M jouent des rôles similaires. En d’autres
termes, l’hamiltonien et les conditions aux limites de Bethe–Peierls sont in-
variants dans le changement r → −r, et on peut donc chercher les états
propres de l’hamiltonien sous forme de fonctions paires ou impaires.

Ces deux solutions symétriques et antisymétriques sont très semblables
aux orbitales liantes et antiliantes de la liaison chimique. Il est simple de vé-
rifier que la valeur de κ solution de (35) est toujours supérieure à celle pour
(36), ce qui entraîne que (35) correspond à l’énergie minimale −ℏ2κ2/2m.
La fonction d’onde de la particule légère (27) n’a alors pas de nœudpuisque
A = B, comme on l’attend pour tout état fondamental. Au contraire la so-
lution de (36) conduit à A = −B et la fonction d’onde (27) s’annule sur le
plan médian des deux particules lourdes.

Pour progresser dans la résolution de ce problème, il est maintenant
utile de séparer les trois cas |a| = +∞, a > 0, et a < 0, et nous allons
commencer par le cas résonnant, |a| = +∞.
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Figure III.5. Résolution graphique de l’équation (35) dans le cas |a| = +∞,
c’est-à-dire κR = exp(−κR). On trouve une et une seule solution κR = Ω avec
Ω ≈ 0.567 143.

2-3 Le cas résonnant |a| = +∞

Une situation particulièrement remarquable se produit dans le cas réso-
nant a = ±∞, pour laquelle les deux équations (35) et (36) s’écrivent :

solution symétrique : κR = e−κR (37)

et
solution antisymétrique : κR = −e−κR (38)

Les quantités κ et R étant toutes deux positives, seule la première de ces
deux équations, qui correspond à l’orbitale lianteA = B dans (27), possède
une solution.

Rappelons que l’on est alors juste au seuil d’apparition d’un état lié pour
le problème à deux corps mM , quand une seule des particules lourdes est
présente. En revanche, quand les deux particules lourdes sont présentes,
la solution de (37) est une valeur non nulle de κ, donc un état lié de la
particule légère autour des particules lourdes :

a = ±∞ : κ =
Ω

R
avec Ω ≈ 0.567 (39)

où la constanteΩ est l’unique solution de l’équation transcendanteΩ = e−Ω

(figure III.5).

L’énergie fondamentale de la particule légère en interaction avec les
deux particules lourdes est alors :

a = ±∞ : E(R) = −Ω2 ℏ2

2mR2
avec Ω2 ≈ 0.322 (40)

Quand nous interpréterons plus loin cette énergie commeun potentiel d’in-
teraction entre les deux particules lourdes, nous disposerons ainsi de la loi
en 1/R2 conduisant à l’invariance d’échelle mentionnée dans les chapitres
précédents. Nous voyons donc comment une interaction à longue portée
peut émerger à partir d’un potentiel de portée nulle.

Notons que par simple analyse dimensionnelle, on pouvait prévoir que
l’énergie de l’état fondamental de la particule légère dans le cas a = ∞
serait proportionnelle à ℏ2/mR2, puisque c’est la seule échelle d’énergie du
problème. On ne pouvait néanmoins pas prévoir le signe de cette énergie
et encore moins le coefficient de proportionnalité −Ω2/2.

3 Longueur de diffusion finie et problèmemMM

3-1 Préliminaire : la fonction de Lambert

Dans ce qui suit, nous serons amenés à utiliser la fonction de Lambert
W (x) [cf.figure III.6] définie comme l’unique solutionW (x)pour x ≥ −e−1

de l’équation
W eW = x. (41)

La fonctionW −→ W eW étant une bijection de [−1,+∞[ vers [−e−1,+∞[,
elle est inversible et il y a un seulW solution de (41) pour toute valeur de
x dans l’intervalle [−e−1,+∞[. La fonction de Lambert est croissante et on
trouve pour les petites valeurs de x :

|x| ≪ 1 : W (x) ≈ x− x2 +O(x3), (42)

Dans le régime opposé des grandes valeurs de x, on a

x≫ 1; W (x) ≈ lnx, (43)
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Figure III.6. Haut : fonctionW →W eW . Bas : la fonction de LambertW (x) est
l’inverse de la fonction tracée en haut, définie sur le domaine x ≥ −e−1.

à des corrections logarithmiques près. Signalons enfin un point particulier
que nous avons déjà rencontré en § 2-3 ; il s’agit de Ω ≡ W (1) = 0.567 · · · ,
c’est-à-dire la solution de ΩeΩ = 1.

3-2 Cas d’une longueur de diffusion a > 0

Nous nous intéressons maintenant à la situation où un état lié à deux
corps mM existe. Nous retrouvons cet état lié en prenant la limite R →
∞ dans (34), qui conduit à κ = 1/a : la particule légère se lie à une des
deux particules lourdes pour former un dimèremM d’énergie −ℏ2/2ma2.
La question est maintenant de voir si on peut obtenir un abaissement de
l’énergie de cet état lié, c’est-à-dire une augmentation de κ, quand les deux
particules lourdes se rapprochent l’une de l’autre.

L’orbitale liante. Cette solution est associée au nombre d’onde κ solution
de (35), que nous reproduisons ici :

κR− R

a
= e−κR. (44)

Pour une valeur donnée de R/a, la résolution de cette équation transcen-
dante avec l’inconnue κR peut se faire de manière graphique et on trouve
immédiatement qu’il y a toujours une et une seule solution (figure III.7).
Ce choix conduit à la fonction d’onde symétrique A = B en (27).

Cette solution peut s’écrire formellement en terme de la fonction de
Lambert introduite en § 3-1. Pour cela, écrivons (44) sous la formeÅ

κ− 1

a

ã
R = e−κR = e−(κ− 1

a )Re−R/a, (45)

ou encore
W eW = e−R/a avec W =

Å
κ− 1

a

ã
R, (46)

ce qui conduit à :

a > 0, orbitale liante : κ(R) =
1

a
+
W
(
e−R/a

)

R
(47)
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−R/a κ = 1/a solution
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Figure III.7. Résolution graphique de l’équation (44) dans le cas a > 0 pour
l’orbitale liante, c’est-à-dire x − x0 = e−x avec x = κR et x0 = R/a. On trouve
une et une seule solution avec κ > 1/a pour toute valeur de R.

L’énergie correspondante E(R) = −ℏ2κ2(R)/2m pour le système mMM
est tracée en trait continu sur la figure III.8. Elle est toujours plus basse que
l’énergie −ℏ2/2ma2 du dimère mM et cela d’autant plus que R est petit.
Cela suggère que l’échange de la particule légère entre les deux particules
lourdes permet de stabiliser le système à trois corps, nous y reviendrons en
détail plus tard.

Aux grandes distances R ≫ a, on peut utiliser le développement
W (x) ∼ x pour x≪ 1, qui conduit à :

R≫ a : κ ≈ 1

a
+

e−R/a

R
(48)

et donc à l’énergie

R≫ a > 0, orbitale liante : E(R) ≈ − ℏ2

2ma2
− ℏ2

ma

e−R/a

R
(49)

ce qui correspond à un potentiel de Yukawa de portée a.

Dans la limiteR≪ a, on peut négliger le terme en 1/a dans (44) devant
le terme en 1/R (e−κR est d’ordre 1 dans ce cas) et on se retrouve dans la

0 0.5 1 1.5 2

0
−0.5

−3

R/a

E
(R

)
[h̄

2
/m

a
2
]

Figure III.8. Pour a > 0, variation de l’énergie E(R) de la particule légère (en
unités de ℏ2/ma2) en fonction de la distance R (en unités de a) entre les deux
particules lourdes. Pour l’orbitale liante [A = B dans (27) et solution de (44)],
l’énergie représentée en trait continu est abaissée en tout point R par rapport à
l’énergie du dimère mM , donnée par −ℏ2/2ma2. Pour l’orbitale antiliante [A =
−B dans (27) et solution de (51)], l’énergie représentée par un trait pointillé est
une fonction décroissante de R à partir de R > a et ne peut pas conduire à la
formation d’un édifice à trois corps stable.

situation (37), ce qui conduit à :

R≪ a : κ ≈ Ω

R
, E(R) ≈ −Ω2 ℏ2

2mR2
, Ω2 ≈ 0.322. (50)

L’invariance d’échelle associée au potentiel en −1/R2 ne sera toutefois pas
exacte, puisque ce potentiel ne s’étend pas jusqu’à l’infini.

L’orbitale antiliante. Considérons maintenant l’équation (36), condui-
sant à la solution A = −B, c’est-à-dire une orbitale antiliante avec une
fonction d’onde pour la particule légère qui s’annule sur le plan médian
des deux atomes lourds.

On doit donc résoudre

κR− R

a
= −e−κR. (51)
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Figure III.9. Résolution graphique de l’équation (44) dans le cas a > 0 pour
l’orbitale antiliante, c’est-à-dire x − x0 = −e−x avec x = κR et x0 = R/a. On
a pris deux valeurs de R, R1 < a et R2 > a. On trouve une solution pour R2

(droite en trait continu), mais pas pour R1 (droite tiretée).

Cette équation admet une solution si et seulement si R/a > 1, et la valeur
de κ obtenue est toujours inférieure à 1/a (figure III.9). En d’autres termes,
l’énergie de liaison à trois corps −ℏ2κ2/2m est moins grande (en valeur
absolue) que l’énergie de liaison −ℏ2/2ma2 du dimèremM seul. L’énergie
du système sera donc minimisée en éloignant les deux particules lourdes
l’une de l’autre (R → ∞), ce qui n’est pas favorable à la formation d’un
trimèremMM (figure III.8, courbe pointillée).

Quand cette solution existe, on peut là aussi l’exprimer à partir de la
fonction de Lambert :

R > a > 0, orbitale antiliante : κ(R) =
1

a
+
W
(
−e−R/a

)

R
(52)

qui est définie quand son argument est plus grand que −e−1, donc pour
R > a. On en déduit l’énergie à grande distance :

R≫ a > 0, orbitale antiliante : E(R) ≈ − ℏ2

2ma2
+

ℏ2

ma

e−R/a

R
(53)
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Figure III.10. Résolution graphique de l’équation (54) dans le cas a < 0, c’est-à-
dire x+x0 = e−x pour l’orbitale liante, et x+x0 = −e−x pour l’orbitale antiliante
(x = κR, x0 = R/|a|). La solution pour l’orbitale liante n’existe que siR/|a| < 1.
Il n’y a jamais de solution pour l’orbitale antiliante.

3-3 Cas d’une longueur de diffusion a < 0

Dans ce cas, il n’y a pas d’état lié pour le dimèremM : l’attraction entre
M et m n’est pas suffisamment forte pour lier les deux particules. En re-
vanche, si R est suffisamment petit, plus précisément si R < |a|, la réso-
lution graphique de la figure III.10 montre qu’il y a une solution κ > 0 à
l’équation (35) pour l’orbitale liante, que nous réécrivons ici en prenant en
compte le fait que a est négative :

κR+
R

|a| = e−κR. (54)

L’énergie fondamentale de la particule légère est donc négative dans le
cas R < |a| (figure III.11). Elle croît avec R jusqu’au point R = |a|, et elle
s’annule à partir de ce point. Le potentiel d’interaction est attractif (à sup-
port borné), et cela ouvre la possibilité qu’un ou plusieurs états liés du
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système à trois corps mMM puissent exister dans ce cas, comme nous le
verrons au chapitre suivant.

La résolution de (54) peut toujours se faire à l’aide de la fonction de
Lambert et on trouve :

a < 0, R < |a|, orbitale liante : κ = − 1

|a| +
W (eR/|a|)

R
(55)

On s’intéresse à des solutions avec κ > 0 pour que la fonction d’onde (27)
tende vers 0 à l’infini. Il faut donc que

W (eR/|a|) >
R

|a| (56)

ce qui permet de retrouver le critère R < |a| (on a en effetW (e) = 1).

Notons pour terminer que l’équation (36) déterminant la valeur de κ
pour l’orbitale antiliante n’a pas de solution pour a < 0, puisque les deux
membres de gauche devraient être positifs alors que le membre de droite
est négatif dans ce cas.

4 Généralisation au problème à N corps

La modélisation des interactions binaires mM par la condition aux li-
mites de Bethe–Peierls est formellement très simple et elle se prête bien à
une généralisation où l’on augmente le nombre de particules légères et/ou
de particules lourdes. Nous allons en donner quelques exemples (sans
souci d’exhaustivité) dans les paragraphes qui suivent.

4-1 Peut-on lier l’édifice à quatre corpsmmMM ?

Pour commencer notre étude à plus de trois corps, supposons que l’on
dispose de deux particules légères identiques, n’interagissant pas entre
elles. Ces particules évoluent autour des particules lourdes, toujours sup-
posées immobiles en±R/2. On se pose la question de la stabilité de cet édi-
fice : son énergie s’abaisse-t-elle quand on approche les particules lourdes

0 0.5 1 1.5 2

0

−2

R/|a|

E
(R

)
[h̄

2
/m

a
2
]

Figure III.11. Pour a < 0, variation de l’énergie E(R) de la particule légère (en
unités de ℏ2/ma2) en fonction de la distance R (en unités de a) entre les deux
particules lourdes. On rappelle que dans ce cas a < 0, le dimèremM n’est pas lié
et l’énergie du système mM est toujours positive. L’énergie de l’état fondamental
de la particule légère dans le système mMM est négative pour R < |a|, et nulle
au delà.

depuis R = ∞? Cette question est équivalente, pour une interaction en
pseudo-potentiel, à celle de la formation de la molécule H2, dans un état
singulet ou triplet, avec les deux protons dans le rôle des particules lourdes
et les deux électrons dans le rôle des particules légères.

Cette question n’est pertinente que si les particulesm sont fermioniques.
S’il s’agit de bosons, on peut bien sûr en accumuler autant qu’on veut dans
l’orbitale liante et obtenir un édifice dont l’énergie croît avec R ; on peut
alors espérer former un état lié, au moins en absence de potentiel répulsif
à courte portée entre les particules lourdes.

Si les particules m sont des fermions de spin 1/2, on peut placer deux
particules sur l’orbitale liante si l’état de spin total est un état singulet, et
obtenir l’énergie 2E(R), où E(R) = −ℏ2κ2/2m avec κ donné en (47) ou en
(55). Là encore, on fabrique un étatmmMM dont l’énergie croît avec R, et
qui donc va tendre à former un état lié.

Le cas où les particules légères sont des fermions polarisés est moins
évident. Il faut alors disposer une particule légère sur l’orbitale liante et
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Figure III.12. Énergie du système mmMM quand on place les deux particules
légères sur les deux orbitales liante et antiliante. Les particules lourdes M sont
supposées fixes et séparées par une distance R. Le calcul est fait pour 0 < a < R,
condition nécessaire pour que l’orbitale antiliante existe.

l’autre sur l’orbitale anti-liante, ce qui nécessite bien sûr que celle-ci existe.
Cette condition exclut d’emblée la situation a < 0 et a = ∞. Dans le cas
a > 0, il faut se placer dans la situation R > a et l’énergie obtenue s’écrit

R > a : Etot(R) = E+(R) + E−(R) = −
ℏ2

2m

(
κ2+ + κ2−

)
(57)

avec

κ±(R) =
1

a
+
W
(
±e−R/a

)

R
. (58)

Cette énergie est tracée sur la figure III.12. C’est une fonction décroissante
de R, ce qui indique que l’édifice mmMM n’est pas lié. Il va tendre à se
séparer en deux dimèresmM qui sont quant à eux bien liés, puisque nous
avons considéré le cas a > 0.

Nous pouvons trouver une expression asymptotique de Etot(R) pour
R≫ a en utilisant le développement (42) de la fonction de Lambert :

κ±(R) ≈
1

a
± e−R/a

R
− e−2R/a

R
. (59)

Cela donne pour Etot(R) définie en (57) :

R > a > 0 : Etot(R) ≈ −
ℏ2

ma2
+

2ℏ2

maR

(
1− a

2R

)
e−2R/a (60)

qui est effectivement une fonction décroissante de R et qui conduit bien
à une dissociation en deux dimères. Cette énergie est tracée en pointillé
sur la figure III.12 et elle donne effectivement une bonne approximation
du résultat exact dès que R ≳ 1.5 a. Ce résultat est un cas particulier de
celui dérivé pour N particules lourdes et N particules légères par Petrov,
Astrakharchik et al. (2007) (voir § 4-4).

4-2 Deux particules lourdes et N particules légères

Dans ce paragraphe, nous considérons l’extension de la procédure déve-
loppée précédemment au cas où les deux particules lourdes sont plongées
dans un bain de particules légères. Nous supposons que ces particules lé-
gères sont des fermions polarisés, et qu’elles sont préparées à température
nulle. Nous souhaitons déterminer le type d’interaction médiée par le bain
qui apparaît entre les deux particules lourdes.

De manière générale, une particule lourde placée dans un bain de parti-
cules légères (bosoniques ou fermioniques) forme un polaron (voir Scazza,
Zaccanti et al. (2022) pour une revue récente). Le problème qui nous inté-
resse ici peut donc être formulé en termes d’interaction polaron-polaron,
dans le cas simple d’un bain de fermions sans interaction. On pourra
consulter Fujii, Hongo et al. (2022) et ses références pour la discussion d’un
bain superfluide, donc composé de particules en interaction.

Pour résoudre le problème qui nous intéresse, à savoir l’état à tempéra-
ture nulle du bain de fermions polarisés, il faut déterminer les N premiers
niveaux d’énergie des particules légères du fait de la présence des parti-
cules lourdes en±R/2. Ce problème a été traité par Nishida (2009) et nous
suivons ici sa démarche, qui est directement inspirée de l’approche de Beth
& Uhlenbeck (1937) pour calculer le deuxième coefficient du viriel (cours
2022, chapitre 1).

Les états accessibles aux particules légères sont de deux types :
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— État(s) discret(s) d’énergie négative : on sait qu’il y en a un ou deux
dans le cas a > 0 (selon la valeur du rapportR/a) et un seul pour a < 0
ou a = ∞. Nous connaissons déjà ces états, obtenus par résolution de
(35-36).

— États du continuum : ces états ont une énergie positive, ils occupent
l’ensemble de l’espace, et leur fonction d’onde est "distordue" par la
présence des particules lourdes.

Puisque nous connaissons déjà les deux états discrets, intéressons-nous
maintenant aux états du continuum. Ce sont des solutions de

− ℏ2

2m
∇2ψ = Eψ ⇔ ∇2ψ + k2ψ = 0 avec E =

ℏ2k2

2m
. (61)

On s’intéresse aux solutions régulières en tout point sauf en r = ±R/2 et
qui satisfont en ces deux points la condition de Bethe–Peierls.

États de diffusion pour un centre unique. Rappelons tout d’abord ce qui
est attendu pour un seul centre diffuseur décrit par la condition de Bethe-
Peierls et placé en r = 0. On sait que la diffusion ne se produit qu’en onde s
et que les autres ondes partielles ne sont pas affectées par le centre diffuseur.
Pour tout vecteur d’onde incident k, l’état stationnaire de diffusion est de
la forme

ψk(r) = eik·r + f(k)
eikr

r
, (62)

ce qui donne après projection sur l’onde s (c’est-à-dire moyenne sur les
angles en coordonnées sphériques θ, φ) :

ψ̄k(r) =
eikr − e−ikr

2ikr
+ f(k)

eikr

r
, (63)

ou encore
ψ̄k(r) = −

e−ikr

2ikr
+

eikr

2ikr
e2iδ(k) (64)

où l’on a introduit le déphasage δ(k) pour la diffusion en onde s

f(k) =
1

2ik

Ä
e2iδ(k) − 1

ä
⇔ 1

f(k)
=

k

tan δ(k)
− ik. (65)

La forme (64) peut encore s’écrire, à un facteur global eiδ(k) près, sans im-
portance ici :

ψ̄k(r) =
sin [kr + δ(k)]

kr
. (66)

États de diffusion pour deux centres. Dans le cas de la diffusion par deux
centres du pseudo-potentiel localisés en +R/2 et −R/2 (c’est-à-dire les
deux particulesM supposées fixes), on peut chercher les états stationnaires
de diffusion sous la forme :

ψk,±(r) =
sin [k|r −R/2|+ δ±(k)]

k|r −R/2| ± sin [k|r +R/2|+ δ±(k)]
k|r +R/2| (67)

L’indice ± désigne ici la symétrie de chaque état par échange des centres :
R/2 ↔ −R/2. En effet, comme en § 2, on peut chercher les états propres
de l’hamiltonien sous forme de fonctions paires ou impaires de r, étant en-
tendu que le déphasage pour un état pair, δ+(k) (le même pour chacun des
deux centres diffuseurs), est a priori différent du déphasage pour un état
impair, δ−(k) (là aussi le même pour chaque centre diffuseur).

La condition de Bethe–Peierls impose :

− 1

ka
sin[δ±(k)] = cos[δ±(k)]±

sin[kR+ δ±(k)]
kR

(68)

qui se résout en

tan[δ±(k)] = −
kR± sin(kR)
R
a ± cos(kR)

. (69)

Pour évaluer la modification apportée par les particules lourdes à la
densité d’états pour la particule légère, supposons que celle-ci est conte-
nue dans une grande sphère de rayon R0 ≫ R, et que sa fonction d’onde
ψk,±(r) doit s’annuler sur les parois de cette sphère. Utilisons le dévelop-
pement suivant dans l’argument des sinus intervenant dans (67)

r ≫ R : |r ±R/2| ≈ r ± 1

2
R cos θ (70)

où θ est l’angle entre r et R, et prenons plus simplement |r ±R/2| ≈ r au
dénominateur de (67). On trouve alors que la condition d’annulation de
ψk,±(r) en r = R0 est satisfaite pour tout θ si et seulement si :

sin [kR0 + δ+(k)] = 0 ou cos [kR0 + δ−(k)] = 0 (71)

soit deux ensembles de valeurs possibles pour k :

kn,+R0 + δn,+ = nπ kn,−R0 + δn,− = (n+ 1/2)π (72)
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Rappelons par ailleurs qu’en l’absence de potentiel diffuseur, les conditions
de quantification dans une sphère de rayon R0 s’écrivent knR0 = nπ [resp.
knR0 = (n + 1/2)π] pour les ondes de moment cinétique ℓ pair [resp. im-
pair].

Énergie de Fermi pour les particules légères. Nous étudions maintenant
l’énergie nécessaire pour remplir tous les niveaux d’énergie des particules
légères jusqu’à une valeur donnée µ = ℏ2k2F /2m. Le changement d’énergie
lié à la présence des deux centres diffuseurs s’écrit donc :

∆E(R) = − ℏ2

2m
(κ2++κ

2
−)+

ℏ2

2m

kF∑ î(
k2n,+ + k2n,−

)
−
(
k2n,+ + k2n,−

)
0

ó
(73)

En utilisant

k2n,+ =
1

R2
0

(nπ − δn,+)2 ≈
Å
nπ

R0

ã2
− 2nπ

R2
0

δn,+ (74)

on peut écrire ce changement d’énergie comme :

∆E(R) = − ℏ2

2m
(κ2+ + κ2−)−

ℏ2

mπ

∫ kF

0

k [δ+(k) + δ−(k)] dk. (75)

L’énergie d’interaction entre les deux particules lourdes vaut alors

V (R) = ∆E(R)−∆E(+∞) =
ℏ2k2F
2m

v(kFR) (76)

où la quantité sans dimension v(kFR) caractérise les propriétés physique
du problème. Cette quantité, elle-même dépendant du paramètre sans di-
mension kFa, est tracée en figure III.13, extraite de Nishida (2009) et elle
présente les caractéristiques suivantes :
— Dans le régime unitaire a = ∞, l’invariance d’échelle du problème à

trois corps est brisée puisque le bain fermionique amène son échelle
de longueur k−1

F . On voit sur la figure III.13 que v(kFR) présente des
oscillations amorties avec cette échelle de longueur caractéristique.

— Dans le régimedes valeurs positives et relativement faibles de a (kFa <
1), le bain fermionique crée un potentiel répulsif assimilable à un cœur
dur en r ≈ a.
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Figure III.13. Energie d’interaction effective v(kFR) entre deux particules
lourdes plongées dans un bain de particules fermioniques polarisées. Trait tireté :
(akF )

−1 = −5, trait plein : régime unitaire (akF )
−1 = 0, trait pointillé :

(akF )
−1 = 5. La figure du bas est un agrandissement de la figure supérieure.

Figures extraites de Nishida (2009).
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— Dans le régime des valeurs négatives et relativement faibles de a
(kF |a| < 1), le bain crée un potentiel essentiellement attractif, qui
prenddes valeurs significatives pour r ≲ |a|. Dans la limite a→ 0−, Ni-
shida (2009) montre que l’on retrouve le potentiel RKKY (Ruderman–
Kittel–Kasuya–Yosida) entre deux impuretés magnétiques dans un li-
quide de Fermi.

Cette étude de Nishida (2009) a récemment été reprise par Sun & Cui
(2019) avec en ligne demire le cas d’impuretés 133Cs plongées dans un bain
de 6Li. Nous aurons l’occasion de revenir sur ce mélange dans le chapitre
suivant.

4-3 N particules lourdes et 1 particule légère

Le cas mMM · · ·M est lui aussi une généralisation directe du forma-
lisme que nous avons mis en place dans la section 2. On considère N par-
ticules de grande masse, immobiles aux points R1, · · · ,RN . Une particule
légère, de massem, évolue au sein de cet ensemble de centres diffuseurs et
on cherche les états liés possibles de cette particule. Un exemple possible,
étudié par Christianen, Cirac et al. (2022), est celui d’un atome de 6Li bou-
geant dans une assemblée d’atomes de 133Cs.

La fonction d’onde de la particule légère associée à une énergie E néga-
tive (donc un état lié) peut être cherchée sous la forme

ψ(r) =

N∑

j=1

Aj
e−κ|r−Rj |

|r −Rj |
, E = −ℏ2κ2

2m
. (77)

Cette fonction d’onde est la généralisation de la fonction d’onde (27) uti-
lisée dans le cas N = 2. En dehors des points r = Rj , c’est une solution
de l’équation de Schrödinger pour une particule libre d’énergie négative,
∇2ψ = κ2ψ et il faut maintenant s’assurer que la condition aux limites de
Bethe–Peierls est satisfaite aux N pointsRj .

Prenons un point Ri parmi les N possibles. Le terme en |r −Ri|−1 qui
émerge dans (77) quand on prend la limite r → Ri est :

terme en |r −Ri|−1 : Ai (78)

De même, le terme en |r −Ri|0 dans cette limite r → Ri est

terme en |r −Ri|0 : −κAi +
∑

j ̸=i

Aj
e−κRij

Rij
(79)

La condition de Bethe-Peierls exprime que ces deux termes doivent être
dans un rapport −1/a, ce qui s’écrit :

−1

a
Ai = −κAi +

∑

j ̸=i

Aj
e−κRij

Rij
. (80)

Cette condition doit être vérifiée pour tous les indices i = 1, · · · , N , ce qui
signifie que les coefficientsAi doivent satisfaire un système deN équations
à N inconnues :

[M][Ai] = 0 (81)

où [M] désigne la matrice N ×N définie par :

Mii =
1

a
− κ i ̸= j : Mij =

e−κRij

Rij
(82)

Pour que la solution de ce système soit autre que la solution nulle Ai = 0
pour tout i, il faut que le déterminant de la matrice [M] soit nul :

det[M] = 0 (83)

ce qui fournit, pour un jeu de positions Rj données, une série de valeurs
positives possibles pour κ, et donc une série d’états liés pour la particule
légère.

4-4 Système dilué : le potentiel binaire retrouvé

Nous poursuivons notre étude du casmMM · · ·M et nous nous plaçons
dans ce paragraphe dans le cas a > 0, c’est-à-dire quand il existe un état lié
entre la particule légère et une particule lourde. Nous supposons de plus
que le gaz de particules lourdes est dilué, avec une distance moyenne entre
particules lourdes grande devant a. Ce cas a été étudié en détail par Petrov,
Astrakharchik et al. (2007) et nous allons suivre ici leur démarche.
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Chapitre III – De l’interaction de contact au potentiel en 1/r2 § 4. Généralisation au problème à N corps

Si les particules lourdes sont infiniment loin les unes des autres, le ni-
veau fondamental de la particule légère est N fois dégénéré et il a pour
énergie E0 = −ℏ2/2ma2, c’est-à-dire κ = 1/a. La particule légère peut en
effet se lier à une des N particules lourdes, sans que les N − 1 particules
restantes ne jouent un rôle.

Prenons maintenant en compte de manière perturbative le couplage
possible entre les effets de ces particules lourdes. La dégénérescence d’ordre
N du niveau d’énergie E0 va être levée et on va obtenir une série de N
états d’énergie autour E0. Introduisons x ≡ 1

a − κ que nous allons traiter
comme un petit paramètre. Cette variable apparaît directement sur les N
coefficients diagonaux de la matrice [M]. Par ailleurs, les coefficients non
diagonaux de cette matrice peuvent se développer sous la forme

i ̸= j : Mij =
e−κRij

Rij
≈ Gij + xHij , (84)

où l’on a posé

Gij =
e−Rij/a

Rij
, Hij = e−Rij/a. (85)

Ces coefficients Gij et Hij sont exponentiellement petits quand la distance
moyenne entre particules lourdes devient grande devant a. Le déterminant
de la matrice [M] peut donc se développer comme un polynôme vis-à-vis
de la variable x dans lequel on ne va garder que les termes dominants, en
utilisant Gij , Hij ≪ x≪ 1 :

0 = det[M] =

∣∣∣∣∣∣∣

x · · · Gij + xHij · · ·
... x

...
· · · Gij + xHij · · · x

∣∣∣∣∣∣∣
(86)

≈ xN − 1

2
xN−2

′∑

i,j

(Gij + xHij)
2 (87)

≈ xN − xN−1

′∑

i,j

GijHij −
1

2
xN−2

′∑

i,j

G2
ij (88)

où les sommes portent sur toutes les paires (i, j) en excluant le cas i = j
(c’est le sens du symbole ’ sur le signe somme). Le facteur 1

2 évite le double

comptage de (i, j) et (j, i). Les termes négligés 1 font intervenir des puis-
sances supérieures des e−Rij/a. On obtient ainsiN valeurs de x, donc de κ,
que nous noterons xα et κα (α = 1, . . . , N).

Supposonsmaintenant que l’on dispose deN particules légères, traitées
comme des fermions polarisés, soitm · · ·mM · · ·M . L’état fondamental du
système à N +N particules s’obtient en disposant les N particules légères
sur les N états que nous venons d’identifier, et on s’intéresse à l’énergie de
cet état fondamental :

E = −
N∑

α=1

ℏ2κ2α
2m

= − ℏ2

2m

(
N

a2
− 2

a

∑

α

xα +
∑

α

x2α

)
(89)

Cette quantité peut être évaluée à partir des relations bien connues donnant
les sommes des racines d’un polynôme de degré N . À partir de (88), on
trouve :

∑

α

xα =

′∑

i,j

GijHij

′∑

α,β

xαxβ = −
′∑

i,j

G2
ij (90)

dont on déduit

∑

α

x2α =

′∑

i,j

G2
ij +

Ñ
′∑

i,j

GijHij

é2

(91)

où le second terme dumembre de droite est exponentiellement petit devant
le premier.

On arrive alors à l’énergie de l’état fondamental des N particules lé-
gères :

E ≈ E0 +
1

2

′∑

i,j

U(Rij) avec E0 = −N ℏ2

2ma2
(92)

où le potentiel binaire U(R) est identique à celui apparaissant en (60) :

U(R) =
2ℏ2

maR

(
1− a

2R

)
e−2R/a (93)

1. On néglige en particulier des termes en e−Rij/ae−Rjk/a qui ne sont significatifs que si
les trois particules lourdes i, j, k sont dans un voisinage de taille a.
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Chapitre III – De l’interaction de contact au potentiel en 1/r2 § 4. Généralisation au problème à N corps

Il s’agit d’un potentiel répulsif entre les particules lourdes, l’énergie étant
minimisée en plaçant infiniment loin les uns des autres les dimèresmM .

En conclusion, si le cas mM · · ·M peut donner naissance à un état lié
collectif en abaissant l’énergie par rapport à mM (avec les N − 1 autres
particulesM immobiles à l’infini), ce n’est pas le cas si on cherche à mettre
autant de particules légères que de particules lourdes. Le principe de Pauli
oblige en effet à placer certaines des particules m sur des orbitales anti-
liantes, ce qui déstabilise l’édifice N + N . Une question intéressante, mais
qui dépasse le cadre de ce cours, porte sur le cas généralN ′

m+NM , abordée
par exemple par Givois, Tononi et al. (2022) qui prévoient dans un modèle
à une dimension, la formation d’ondes de densité.
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Chapitre IV

L’effet Efimov pour un système léger-lourd-lourd

Dans ce chapitre, nous continuons notre étude du problème à trois
corps, composé de deux particules lourdes de masseM et d’une particule
légère de masse m (figure IV.1). Comme au chapitre précédent, nous sup-
posons que les particules lourdes n’interagissent pas entre elles, en dehors
d’un potentiel de cœur dur qui les empêche de s’approcher à une distance
inférieure à R0. L’interactionmM est décrite par les conditions aux limites
de Bethe–Peierls pour une longueur de diffusion a, qui peut être positive,
négative, ou encore infinie pour le cas résonant.

Au chapitre précédent, nous avons supposé que les particules lourdes
étaient au repos en ±R/2 et nous avons déterminé les états d’énergie pos-
sibles de la particule légère, en particulier son état fondamental d’énergie
E(R) ≤ 0. Nous allons maintenant nous intéresser à la dynamique des par-
ticules lourdes en nous plaçant dans le cadre de l’approximation de Born–
Oppenheimer (Efimov 1973 ; Fonseca, Redish et al. 1979) ; cela signifie que
nous considérons que ces deux particules lourdes évoluent dans le potentiel
effectif :

V (R) = E(R) si R > R0 (1)
V (R) = +∞ si R < R0 (2)

où le cœur dur en R0 (avec R0 ≪ |a|) empêche la "chute sur le centre" qui
peut se produire pour un potentiel en 1/R2 (cf. chapitres 1 et 2). Nous al-
lons voir que les deux particules lourdes peuvent ainsi se lier l’une à l’autre
grâce à l’échange de la particule légère : le fait que cette particule légère
puisse sauter d’un atome lourd à l’autre crée en effet une interaction effec-

tive attractive entre ces deux atomes lourds.

L’approximation de Born-Oppenheimer repose sur l’inégalité m ≪ M ,
qui entraîne que l’échelle de temps associée au mouvement de la particule
légère est beaucoup plus courte que celle associée aux atomes lourds. Cela
assure que la particule légère suit adiabatiquement le mouvement des par-
ticules lourdes. Par rapport à l’approximation adiabatique standard, on fait
dans l’approximation de Born–Oppenheimer l’hypothèse supplémentaire
que l’on peut négliger le rôle des potentiels géométriques scalaire et vec-
toriel (ce dernier étant notamment à l’origine de la phase de Berry). Nous
reviendrons sur le rôle de ces potentiels au chapitre 6, quand nous analyse-
rons l’origine du "paramètre à trois corps", qui généralise la notion de cœur
dur quand les trois particules sont identiques.

Rappelons les principaux résultats du chapitre précédent concernant
l’énergie E(R) de l’état fondamental de la particule légère, selon la valeur
de la longueur de diffusion a (figure IV.2) :

— Dans le cas a = ±∞, l’énergie E(R) varie comme 1/R2, avec un coeffi-
cient qui fait intervenir la racine de l’équation transcendante x = e−x.
Cette racine est notée Ω ≈ 0.567 143 et on a trouvé

a = ±∞ : E(R) = − ℏ2Ω2

2mR2
. (3)

— Pour une longueur de diffusion a < 0, l’énergie E(R) est strictement
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Chapitre IV – L’effet Efimov pour un système léger-lourd-lourd § 0.

M M

m

R

Figure IV.1. Le problème mMM étudié dans ce chapitre. L’interaction MM est
supposée entièrement due à la présence de la particule légère, en dehors d’une inter-
action de cœur dur qui empêche les deux particules lourdes de s’approcher à moins
de R0 l’une de l’autre.

nulle pour R ≥ |a|. En dessous de cette valeur, elle est donnée par

a < 0, R < |a| : E(R) = − ℏ2

2m

ñ
1

|a| −
W
(
eR/|a|)

R

ô2
(4)

oùW (x) est la fonction de Lambert, solution deW eW = x. Rappelons
qu’il n’y a pas de dimère liémM dans ce cas pour une interactionmM
décrite par le pseudo-potentiel (i.e. par les conditions aux limites de
Bethe–Peierls).

— Pour une longueur de diffusion a > 0, nous avons montré pour l’orbi-
tale liante que

a > 0 : E(R) = − ℏ2

2m

ñ
1

a
+
W
(
e−R/a

)

R

ô2
. (5)

En particulier, pourR→ +∞, on retrouve l’énergie dudimère liémM :

Edim = − ℏ2

2ma2
. (6)

R0 |a|

V (R)

0

R

R0

V (R)

0

R

− h̄2

2ma2

R0
a

V (R)

0

R

Figure IV.2. Les trois cas possibles pour le potentiel effectif V (R) généré entre les
deux particules lourdes par échange de la particule légère [Eqs. (1-2)]. Haut : cas
a < 0, pour lequel V (R) est strictement nul pour R > |a| [Eq. (4)]. Milieu : cas
résonant a = ±∞ conduisant à V (R) ∝ 1/R2 en dehors du cœur dur [Eq. (3)].
Bas : cas a > 0, pour lequel le dimère liémM d’énergie−ℏ2/2ma2 existe [Eq. (5)].
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Chapitre IV – L’effet Efimov pour un système léger-lourd-lourd § 1. L’effet Efimov pour a =∞

Rappelons que la condition m ≪ M entraîne que la masse réduite du
systèmemM est voisine dem.

Pour analyser le mouvement des deux corps de masse M , nous nous
plaçons comme toujours dans le référentiel de leur centre de masse et nous
nous intéressons à la dynamique de la particule relative de coordonnéesR,
de masse réduiteM/2, et soumise au potentiel V (R) défini en (1-2). Ce po-
tentiel étant invariant par rotation, on cherche une base propre commune
à l’hamiltonien, à L̂2 et à L̂z . La partie angulaire est donnée par une har-
monique sphérique et l’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde
radiale réduite u(R) = Rψ(R) s’écrit, pour une longueur de diffusion a
donnée :

− ℏ2

M
u′′(R) +

Å
V (R) +

ℏ2ℓ(ℓ+ 1)

MR2

ã
u(R) = E u(R). (7)

Nous allons nous intéresser aux possibles états liés, d’énergie E < 0. Rappe-
lons que si les particules lourdes sont des bosons (resp. fermions) polarisés,
seuls les canaux de ℓ pair (resp. impair) sont autorisés. Si ces particules sont
discernables, par leur état de spin par exemple, il n’y a pas de contrainte sur
ℓ.

En pratique, puisque nous nous intéressons principalement à l’état fon-
damental du système (àM/m et a fixés), nous allons nous concentrer sur
les états ℓ = 0 pour des bosons et ℓ = 1 pour des fermions polarisés, les
autres canaux de moment cinétique correspondant à une énergie minimale
notablement plus élevée.

1 L’effet Efimov pour a =∞

1-1 Le collapse de Thomas

L’article de Thomas (1935) constitue une des toutes premières applica-
tions de la physique quantique au problème à trois corps, en l’occurrence
dans un contexte de physique nucléaire. Thomas s’intéressait à la stabilité
du noyau de tritium (1 proton, 2 neutrons) et il a montré que l’énergie de
l’état fondamental de ce système ne pouvait pas s’écrire uniquement en
fonction de la longueur de diffusion p−n, mais qu’il devait faire intervenir
nécessairement la portée finie des forces nucléaires.

Nous n’allons pas reproduire ici l’intégralité du raisonnement de Tho-
mas, qui est relativement complexe.Nous allons nous limiter au cas de deux
particules lourdes demasseM , supposées être des bosons sans spin et n’in-
teragissant pas l’une avec l’autre. La particule légère de masse m interagit
de manière résonante avec chaque particule lourde.

Comme nous avons déjà eu l’occasion de le mentionner, une manière
simple de décrire l’interaction quasi-résonante entre deux particules (ici
mM) consiste à prendre un puits de potentiel carré V (r) de profondeur V0
et de portée b, et à se placer au voisinage du seuil d’apparition du premier
état lié :

k0b ≈
π

2
avec k0 =

√
2mV0/ℏ. (8)

La limite d’un potentiel de portée nulle et de longueur de diffusion fixée
(conditions aux limites de Bethe–Peierls) est alors obtenue en prenant b→
0 et (V0, k0)→∞ tout en maintenant

a = b− tan(k0b)

k0
(9)

constante (cours 2021, chap. III, § 3.1). Rappelons de nouveau qu’on prend
ici m ≪ M , ce qui entraîne que la masse réduite de la paire mM est à peu
près égale à m (ce n’était pas le cas pour le problème considéré par Tho-
mas).

Si on met les deux particules lourdes au même point de l’espace (c’est
possible puisqu’on a supposé qu’elles n’interagissent pas, on oublie donc le
cœur dur enR0 pour un instant), le potentiel ressenti par la particule légère
est doublé : V (r) → 2V (r), c’est-à-dire un potentiel de portée b et de pro-
fondeur 2V0. Ce potentiel admet alors un état lié d’énergie proportionnelle
à −V0 (en fait ≈ −0.36V0, figure IV.3), de sorte que son énergie va tendre
vers−∞ quand on va prendre la limite d’un potentiel de portée nulle : c’est
le résultat obtenu par Thomas.

Il faut donc prendre en compte la portée du potentiel (ou un autre “pa-
ramètre à trois corps") pour que le problème ne soit pas singulier. Dans
ce qui va suivre, c’est le rayon R0 du potentiel de cœur dur entre les deux
particules lourdes qui va jouer ce rôle.
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r

V (r)

−V0

b

r

V (r)

−2V0

b

Figure IV.3.Gauche : puits de potentiel carré au seuil d’apparition du premier état
lié, avec k0b ≈ π/2, k0 =

√
2mV0/ℏ. Droite : puits de potentiel de même portée b,

mais de profondeur double. Ce puits admet un état lié d’énergie ∝ V0.

1-2 Le cas des bosons : onde s

Nous revenons maintenant au problème à trois corps décrit dans le
cadre de l’approximation de Born–Oppenheimer, en nous concentrant ici
sur le cas le plus “spectaculaire", celui où la longueur de diffusion a est
infinie, c’est-à-dire où l’état lié du dimèremM est sur le point d’apparaître.

Dans ce cas, le potentiel V (R) à prendre en compte a été donné en (3).
Il est attractif et varie comme 1/R2 à toutes les échelles de longueur. Pour
un canal de moment cinétique non nul, il faut lui ajouter le potentiel centri-
fuge Vcentrif(R) = ℏ2ℓ(ℓ+ 1)/MR2 [cf. (7)]. En reprenant les notations des
chapitres 1 et 2 avec ici g = −ℏ2Ω2/2m, l’ensemble s’écrit

R > R0 : Vtot(R) = V (R) + Vcentrif(R) = α
ℏ2

MR2
(10)

avec

α = −M
2m

Ω2 + ℓ(ℓ+ 1) (11)

Comme ce potentiel varie comme 1/R2 pour des distances arbitrairement
grandes, nous pouvons donc reprendre telles quelles les conclusions du
chapitre 2 :

— Il peut exister un état d’énergie négative dans le canal de moment ci-
nétique ℓ si α < −1/4, c’est-à-dire :

état lié si : M

2m
Ω2 > ℓ(ℓ+ 1) +

1

4
=

Å
ℓ+

1

2

ã2
. (12)

Intéressons-nous au canal ℓ = 0 qui conduit aux états d’énergie la
plus basse possible. En utilisant Ω2 ≈ 0.322, cette condition se réécrit
M/m > 1.6, condition qui est évidemment remplie ici puisqu’on a sup-
posé M ≫ m pour utiliser l’approche de Born–Oppenheimer. Il y a
donc toujours au moins un état lié à trois corps dans le cas de parti-
cules lourdes bosoniques.

— La régularisation de V (R) à courte distance est assurée par l’hypo-
thèse d’un potentiel de cœur dur au rayon R0 entre les deux parti-
cules lourdes. Pour fixer les idées, nous pouvons prendreR0 de l’ordre
du rayon de van der Waals RvdW. En réalité, les deux atomes lourds
peuvent s’approcher l’un de l’autre à des distances plus courtes que
cela, mais la physique en jeu dépasse alors celle de l’universalité que
nous cherchons à décrire ici en modélisant les interactions mM par le
pseudo-potentiel.

— Une fois cette régularisation effectuée, onpeut trouver l’état fondamen-
tal du mouvement des deux particules lourdes. Au dessus de cet état
fondamental, on va trouver une infinité d’états liés dont les énergies
formeront en bonne approximation (d’autant meilleure que l’on s’ap-
proche de la limite de dissociation) une suite géométrique de raison
1/λ2 avec pour ℓ = 0 :

λ = eπ/|s0| avec s0 =

Å
α+

1

4

ã1/2
∈ iR (13)

ou encore

λ = eπ/|s0| avec |s0| =
Å
M

2m
Ω2 − 1

4

ã1/2
(14)

La variation duparamètre d’échelleλ avecM/m est tracé en figure IV.4.
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Figure IV.4. Variation du paramètre d’échelle avec le rapport de masseM/m, cal-
culé dans le cadre de l’approximation de Born–Oppenheimer. Pour une comparai-
son avec le résultat exact, voir par exemple Petrov (2012).

On arrive ainsi à la conclusion trouvée initialement par Efimov : alors
que le potentiel à deux corps n’admet pas d’états liés (a =∞), on peut pro-
duire une infinité d’états liés à trois corps, ces états étant reliés les uns aux
autres par une invariance d’échelle.Nous avons tracé sur la figure IV.5 la po-
sition des quatre premiers états liés dans le casM/m = 20, ℓ = 0, correspon-
dant à peu près à la situation rencontrée expérimentalement pour un mé-
lange de 6Li et 133Cs. On vérifie bien la loi d’échelle En/En+1 ≈ e2π/|s0| ≈ 38
avec |s0| ≈ 1.7 pour ce rapportM/m.

1-3 Le paramètre à trois corps R0

Nous avons introduit ci-dessus la longueur R0, que nous avons assimi-
lée à un cœur dur empêchant les deux particules lourdes de s’approcher
arbitrairement près l’une de l’autre. L’introduction d’un tel paramètre est
nécessaire dans le problème à trois corps pour assurer la régularité de la
solution.

Ce paramètre additionnel par rapport à la longueur de diffusion à deux
corps est appelé de manière générique paramètre à trois corps. Nous conser-

0
−1

−10−2

−10−4

−10−6

1/a

E n = 3
n = 2
n = 1
n = 0

Figure IV.5. Cas résonnant : positions des énergies E des premiers états liés du
trimère mMM obtenus à partir de (7). On a pris ici a = ∞ etM/m = 20, cor-
respondant à peu près au rapportM(133Cs)/m(6Li) = 22.2. Les énergies (expri-
mées en unité de ℏ2/MR2

0) forment en très bonne approximation une progression
géométrique de raison e−2π/|s0| ≈ 1/38 (|s0| ≈ 1.7).

verons ici cette dénomination, même si dans le cas qui nous intéresse, il
s’agit plutôt d’une propriété du système binaire MM . La détermination
précise de ce paramètre pour le casmMM a été menée par Wang, Wang et
al. (2012), en utilisant des potentiels de Lennard-Jones pour modéliser les
interactions mM etMM . Ces auteurs ont dégagé une universalité pour ce
paramètre en le reliant au rayon de van der Waals RvdW pour l’interaction
MM [voir également l’article de Zhao, Han et al. (2019), qui propose un
résultat simple dans le cas d’une résonance pour aMM]. Nous reviendrons
sur l’origine physique de cette universalité au chapitre 6 en considérant le
cas de trois particules identiques.

1-4 Le cas des fermions polarisés : onde p

Pour des fermions polarisés, le nombre quantique ℓ associé au moment
cinétique ne peut prendre que des valeurs impaires. L’état d’énergie le plus
bas est obtenu pour le canal ℓ = 1 et la condition (12) s’écrit alors M

2mΩ2 > 9
4
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ou encore :

Fermions polarisés en onde p : M

m
> 14.0 (15)

Il s’agit d’une contrainte forte qui réduit considérablement le choix des es-
pèces atomiques utilisables. Un triplet candidat possible est 171Yb–171Yb–
6Li conduisant àM/m = 28.5 (Khramov, Hansen et al. 2014). Notons que
nous avons obtenu le résultat (15) de manière analytique en utilisant l’ap-
proximation de Born–Oppenheimer. Un traitement numérique exact, du
type de celui que nous aborderons au chapitre suivant, conduit à une li-
mite très voisine :M/m = 13.606 966 (Kartavtsev & Malykh 2007).

Les autres canaux de moment cinétique ℓ ≥ 3 ne sont pas utilisables en
pratique, à moins de modifier artificiellement la masse d’une espèce ato-
mique en la confinant dans un réseau optique par exemple.

2 Autour de la résonance : a < 0 ou a > 0

2-1 Le cas a < 0 et les états borroméens

Passonsmaintenant au cas où la longueur de diffusion caractérisant l’in-
teractionmM est négative. Dans le modèle du pseudo-potentiel, cela signi-
fie que bien qu’attractive, cette interaction est trop faible pour lier le dimère
mM . Nous allons voir maintenant que si |a| est assez grande, c’est-à-dire si
1/a n’est pas trop loin de 0, on peut malgré tout observer des états liés du
trimère, c’est-à-dire des états à trois corps d’énergie E négative.

Cette situation est souvent qualifiée de borroméenne à l’image des an-
neaux représentés sur la figure IV.6. Les trois particules mises ensemble
peuvent former un édifice stable, mais une paire quelconque de deux par-
ticules ne peut en revanche former un état lié.

Pour simplifier l’analyse, nous allons nous concentrer dans ce qui suit
sur le cas des bosons, en nous limitant au canal de moment cinétique ℓ = 0.
Nous avons rappelé en introduction le potentiel V (R) dans ce cas [cf. (4)]
et ce potentiel est tracé sur la figure IV.2. Nous détaillons sur la figure IV.7
le résultat d’une recherche numérique des états propres un et des énergies

Figure IV.6. Anneaux borroméens : ces trois anneaux ne peuvent être détachés
par une déformation continue, mais l’ouverture d’un des cercles libère également
les deux autres (Figure : Wikipedia).

propres associées En de l’équation de Schrödinger radiale (7) pour un mo-
ment cinétique ℓ = 0 etM/m = 20.

Plus précisément, nous traçons en coordonnées linéaires ou logarith-
miques la variation avec 1/a de l’énergie du niveau fondamental n = 0
et des trois premiers états excités n = 1, 2, 3. Une conclusion immédiate-
ment visible sur cette figure est que le trimère mMM n’est pas toujours
stable. Pour R0/a < −0.093, c’est-à-dire |a| < 10.8R0, il n’y a aucun état
lié mMM . Le premier état lié n = 0 apparaît pour a ≈ −10.8R0 et il reste
l’unique solution jusqu’à a ≈ −72.5R0, valeur pour laquelle un premier
état lié excité (n = 1) apparaît également. Un deuxième état excité apparaît
pour a ≈ −455R0 et ainsi de suite. Plus on se rapproche de la limite réso-
nante |a| = +∞, plus le nombre d’états liés est important. Plutôt que l’éner-
gie, on peut préférer tracer le module du nombre d’onde κ =

√
M |E|/ℏ en

fonction de R0/a, ce qui est fait en figure IV.8 (on trace en fait
√
κ ∝ |E|1/4

en fonction de
√

1/a pour "écraser" un peu plus les courbes et mieux dis-
tinguer plusieurs branches).

Un examen attentif de la figure IV.7 fait apparaître une symétrie
d’échelle (homothétie) pour différentes quantités. On retrouve par exemple
la loi d’échelle En−1/En ≈ 38 quand |a| → ∞, déjà obtenue au paragraphe
précédent pour cette valeur deM/m. Mais on constate également une ho-
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Figure IV.7. Cas borroméen (a < 0) : variation des énergies En(a) des premiers
états liés du trimèremMM en fonction de la longueur de diffusion a, supposée ici
négative, pourM/m = 20. Les mêmes données sont tracées en coordonnées lin-lin
(haut), log-log (milieu) et semi-log (bas). Les énergies sont exprimées en unité de
ℏ2/MR2

0. Pour améliorer la lisibilité du tracé du bas, l’énergie du niveau n a été
multipliée par λ2n avec λ = eπ/|s0| ≈ 6.2.

−0.4 −0.2 0

−0.5

−0.25

0

−
√
R0/|a|

−|En|1/4

n = 3
n = 2
n = 1
n = 0

Figure IV.8. Cas borroméen (a < 0) : variation de |En|1/4 avec
√
R0/|a| pour

M/m = 20. L’énergie est exprimée en unité de ℏ2/MR2
0.

mothétie sur les valeurs critiques a(n)− auxquelles les différents états liés ap-
paraissent, avec a(n)− /a

(n−1)
− ≈ 6.2. Nous allons chercher à rendre compte

de ces symétries d’échelle et montrer le résultat général :

En−1(a) = λ2 En(λa) avec λ = eπ/|s0| (16)

Les deux homothéties mentionnées ci-dessus s’en déduiront en prenant les
cas particuliers |a| = +∞ pour la première, et En = 0 pour la seconde
(rappelons que pour le rapport de masse M/m choisi pour la figure IV.7,
on a |s0| ≈ 1.72 et λ ≈ 6.2).

Nous allonsmaintenant expliquer l’origine de ces deuxhomothéties. Les
arguments utilisés sont voisins de ceux développés au chapitre 2, mais ils
nécessitent un léger aménagement du fait que le potentiel n’est pas propor-
tionnel à 1/R2 jusqu’à R =∞.
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Pour progresser, nous remarquons tout d’abord que dans le domaine
x = R/|a| ≪ 1, la fonction de Lambert vaut W

(
eR/|a|) ≈ W (1) = Ω et

l’expression 1 de E(R; a) se simplifie en

R0 < R≪ |a| : E(R; a) ≈ −Ω2 ℏ2

2mR2
. (17)

Dans ce domaine, on retrouve donc à peu près le même potentiel que pour
|a| =∞. Les étatsmMM fortement liés dans ce potentiel, c’est-à-dire ceux
tels que |E| ≫ ℏ2/ma2, ne seront pas beaucoup affectés par la coupure du
potentiel pourR > a. En revanche, on s’attend à ce que tous les états faible-
ment liés du cas résonnant, d’énergie |E| ≲ ℏ2/ma2, disparaissent du fait
de cette coupure. On comprend donc qu’il reste un nombre fini d’états liés
mMM (au lieu de l’infinité d’états trouvés pour |a| = +∞).

Rappelons également que la fonction d’onde radiale réduite un(R) de
tous les états s’annule pour R = R0 ≪ |a|. D’après ce que nous avons
vu au chapitre 2, nous savons que pour un état suffisamment excité (en
pratique n = 2 ou 3 suffit), cette fonction d’onde s’annule également au
point R ≈ λR0 avec λ = eπ/|s0|, pourvu que ce point reste lui-même bien
inférieur à |a|.

Nous pouvons alors effectuer le raisonnement suivant. Partons du nième

état propre (avec n > 0) pour la longueur de diffusion a, dont la fonction
d’onde radiale réduite un vérifie l’équation de Schrödinger pour ℓ = 0 :ï

− ℏ2

M

d2

dR2
+ V (R; a)

ò
un(R; a) = En(a) un(R; a). (18)

Considérons le problème aux valeurs propres pour la longueur de diffusion
a/λ et intéressons-nous à la fonction

R > R0 : v(R) = un(λR; a), (19)
R < R0 : v(R) = 0.

Comme nous l’avons signalé, cette fonction s’annule enR0 puisque un pos-
sède un nœud (approximativement) en λR0 : elle est donc éligible comme
fonction d’onde pour notre problème ; plus précisément, si un(R; a) pos-
sède n nœuds dans l’intervalle ]R0,+∞[, la fonction v(R) possèdera n − 1

1. Nous écrivons explicitement la dépendance des quantités E, V , un vis-à-vis de la lon-
gueur de diffusion a car cette dépendance va jouer un rôle important dans ce qui suit.

nœuds sur ce même intervalle. Par ailleurs, en utilisant la propriété du po-
tentiel V (R; a) déduite de l’expression (4) faisant intervenir la fonction de
LambertW (eR/|a|) :

R > R0 : V (λR; a) =
1

λ2
V
(
R;

a

λ

)
, (20)

on constate que v(R) vérifie l’équation aux valeurs propres :ï
− ℏ2

M

d2

dR2
+ V

(
R;

a

λ

)ò
v(R) = λ2En(a) v(R). (21)

La fonction v(R) est donc solution de l’équation de Schrödinger radiale
pour la longueur de diffusion a/λ avec la valeur propre λ2En(a) et elle
satisfait la condition aux limites v(R0) = 0. Comme cette fonction pos-
sède n− 1 nœuds sur l’intervalle ]R0,+∞[, on en déduit qu’elle est égale à
un−1(R; a/λ) (à une constante multiplicative près) et que l’on a la relation
entre les énergies propres :

En−1(a/λ) = λ2En(a), (22)

ce qui constitue le résultat annoncé en (16).

Pour vérifier cette loi d’échelle, nous avons repris les énergies En(a) déjà
montrées en figure IV.7 et nous les avons retracées en figure IV.9 sous la
forme [x = λnR0/a, y = λ2nEn(a)]. On constate que cette loi est remar-
quablement bien vérifiée : les tracés pour n = 2 et n = 3 sont quasiment
indiscernables, et le tracé n = 1 en est très proche. Seul l’état fondamen-
tal n = 0 présente une différence notable mais comme nous l’avons signalé
dans ce qui précède, on ne s’attendait pas à ce que la loi d’échelle fonctionne
de manière précise pour lui.

Une conséquence immédiate de cette loi d’échelle est obtenue pour les
points d’apparition a(n)− des trimères, pour lesquels En s’annule. On trouve
la loi d’échelle

a
(n)
− = λa

(n−1)
− , (23)

une relation que l’on avait pressentie sur la figure IV.7. Nous verrons que
cette relation est testable expérimentalement et constitue une signature
forte de l’universalité de la physique d’Efimov.
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Figure IV.9. Vérification de la loi d’échelle (16) pour des longueurs de diffusion
a < 0. Le calcul est fait pourM/m = 20 et les énergies sont exprimées en unité
de ℏ2/MR2

0.

2-2 Le cas a > 0 et la compétition dimère-trimère

Nous passons maintenant à la branche a > 0 pour laquelle nous savons
qu’il existe un état lié du dimère mM , d’énergie Edim = −ℏ2/2ma2. Pour
qu’un état lié à trois corps soit stable, il ne suffit donc pas que son énergie
soit négative, contrairement à ce que nous avons utilisé pour a < 0. Il faut
que son énergie soit inférieure à Edim, sinon il est préférable sur le plan
énergétique de casser le trimère pour former un dimère mM d’un côté, et
une particuleM au repos loin du dimère.

Pour analyser le problème de la formation d’un état lié à trois corps
mMM dans le cadre de l’approximation de Born–Oppenheimer, nous pou-
vons suivre une démarche très voisine de celle utilisée pour a < 0. Pour
commencer, nous remarquons que le potentiel d’interactionmM donné en
(5) peut toujours se mettre sous la forme :

R < R0 : V (R) = +∞ (24)

R0 < R : V (R) = − ℏ2

2mR2
F(R/a) (25)

avec :
F(x) =

[
W
(
e−x
)
+ x
]2
. (26)

QuandR→ +∞, le potentiel V (R) (tracé sur la figure IV.2) tend versEdim.
On retrouve donc bien que le trimère lié, pour être l’état fondamental du
sytème à trois corps, doit avoir une énergie inférieure à Edim. Par ailleurs,
la différence V (R)−Edim varie comme e−R/a quand R augmente, de sorte
que le potentiel susceptible de lier le dimère est de portée finie, de l’ordre
de a : on sait d’emblée qu’il ne peut y avoir qu’un nombre fini d’états liés
dans un tel potentiel.

Le résultat de la recherche numérique des états liés mMM dans le
cadre de l’approximation de Born–Oppenheimer estmontré en figure IV.10.
Il confirme l’existence d’un nombre fini (ou nul) d’états pour toute va-
leur de a > 0. Pour a = 100R0 par exemple, on trouve quatre états liés
(n = 0, 1, 2, 3), d’énergie En < Edim. Cela signifie que si on avait préparé
un trimère dans un état d’énergie En avec n > 3 au point |a| = +∞, puis
ramené adiabatiquement a à la valeur 100R0, ce trimère se serait dissocié
pour donner un dimèremM et un atomeM libre.

Pour interpréter les résultats montrés en figure IV.10, nous remarquons
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Figure IV.10. Compétition dimère—trimère pour a > 0 : variation des énergies
En(a) des premiers états liés du trimèremMM en fonction de la longueur de dif-
fusion a, supposée ici positive, pourM/m = 20. Les mêmes données sont tracées
avec différents systèmes de coordonnées. Les énergies sont exprimées en unité de
ℏ2/MR2
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de ℏ2/MR2

0.

72



Chapitre IV – L’effet Efimov pour un système léger-lourd-lourd § 2. Autour de la résonance : a < 0 ou a > 0

que la démonstration de la loi d’échelle (16),

En−1(a) = λ2En(λa) pour n assez grand, (27)

que nous avons faite dans le cas a < 0 en § 2-1 reste valable dans le cas
a > 0 puisque la forme générique (24,25) du potentiel est inchangée. En
fait, puisque la grandeur pertinente est ici l’écart entre En et l’énergie du
dimère, nous réécrirons cette loi sous la forme :

En−1(a)− Edim(a) = λ2 [En(λa)− Edim(λa)] pour n assez grand (28)

Cette réécriture est possible car Edim(a) ∝ 1/a2 dans le modèle du pseudo-
potentiel utilisé ici. Le test de cette loi d’échelle est représenté sur la figure
IV.11. On constate que cette loi est effectivement bien vérifiée pour n assez
grand, mais qu’elle ne fonctionne pas pour n = 0, 1, 2, contrairement au
cas a < 0 (cf. figure IV.9). Or, nous verrons en § 3 qu’il est difficile d’obser-
ver en pratique des états mMM pour un nombre quantique n au delà de
2. Cette loi d’échelle du côté a > 0 est donc moins pertinente sur le plan
expérimental que son équivalent pour a < 0.

Notation. Dans ce qui suit, nous noterons (en suivant la tradition) a(n)∗ la
valeur (positive) de la longueur de diffusion a pour laquelle l’énergie du
nième trimère est égale à celle du dimère mM . Tout comme la valeur a(n)− ,
cette quantité a(n)∗ est une fonction de R0. On pourrait se demander pour-
quoi la notation a(n)+ n’a pas été utilisée pour désigner ce point de rencontre
entre l’énergie du trimère et celle du dimère. La raison en est que cette no-
tation a(n)+ est plutôt utilisée pour désigner un minimum du taux de pertes
à trois corps (également du coté a > 0 de la résonance), comme nous le
verrons au chapitre 6.

2-3 Courbes complètes

Pour faire la synthèse de ce que nous avons trouvé des deux côtés a < 0
et a > 0 de la résonance |a| = +∞, nous avons regroupé sur la figure
IV.12 les résultats déjà montrés séparément. Ces courbes sont présentées
en échelle logarithmique avec un axe x un peu particulier puisqu’il repré-
sente − ln(R0/|a|) du côté a < 0, et + ln(R0/a) du côté a > 0. Le gap entre
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Figure IV.12. Variation des énergies En(a) des premiers états liés du trimère
mMM en fonction de la longueur de diffusion a, pour M/m = 10 (haut), 20
(milieu) et 40 (bas). Les données sont tracées en coordonnées log-log (voir le texte
pour la description précise de l’axe des abscisses). Les énergies sont exprimées en
unité de ℏ2/MR2

0.
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Figure IV.13. Variation de−|En|1/4 avec
√
R0/|a| pour les premiers états liés du

trimèremMM (M/m = 20).

R0/a = −10−5 et R0/a = +10−5, qui devrait être en toute rigueur infini
pour de "vraies" coordonnées logarithmiques, a été remplacé par un seg-
ment de longueur finie. Ces mêmes données sont tracées en coordonnées
linéaires sur la figure IV.13.

On vérifiera sur la figure IV.12 le resserrement des niveaux quand le
rapportM/m augmente. Ce resserrement est dû à la diminution du facteur
d’échelle λ = eπ/|s0| avec |s0| ≈ Ω

√
M/2m [cf. eq. (14)].

On notera par ailleurs que les points remarquables signalés de part et
d’autre de la résonance, a(n)− et a(n)∗ , sont chacun proportionnels à R0 et à
λ−n, où λ dépend du rapportM/m. On trouve par exemple (cf. figures IV.9

THREE-BODY PROBLEM IN HETERONUCLEAR MIXTURES . . . PHYSICAL REVIEW A 81, 042715 (2010)
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|E|
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FIG. 2. (Color online) Dependence of the trimer energy on the
inverse scattering length 1/a in arbitrary units (dashed line). The
parameters a− and a∗ specify where the trimer state hits the three-atom
and atom-dimer thresholds, respectively.

positions of such resonances as a function of the scattering
length. The universality can thus be tested experimentally by
measuring the lifetime of a cold atomic gas as a function of
a. Ideally, in order to see the universal scaling, one needs to
detect more than one resonance in a single universal region,
that is, a region where the three-body parameter can be
assumed constant. This is believed to happen in a narrow
vicinity of a Feshbach resonance, where large variations of
a are accompanied by (assumed) much weaker variations of
the three-body parameter. We now discuss three-body loss
resonances in a heteronuclear mixture as predicted by the
universal theory.

A. Resonance positions

The mechanism of three-body losses and its relation to
the positions of Efimov levels in the heteronuclear case are
qualitatively the same as for three identical bosons. The
scattering-length dependence of the energy of a generic trimer
is illustrated in Fig. 2. On the negative side of a Feshbach
resonance, the trimer hits the three-body scattering threshold at
a = a− < 0, which leads to an enhanced probability of finding
three atoms at distances of the order of |a|. Such atoms can
then approach each other to distances of the order of !vdW and
recombine into a deeply bound dimer and a residual atom. The
released binding energy [of order h̄2/(2µ!2

vdW)] transforms
into the kinetic energy of the recombination products, which
hence leave the trap. On the positive side of the Feshbach
resonance there exists a weakly bound (shallow) dimer state
with binding energy Bd = h̄2/(2µa2). This formula taken
with a minus sign determines the atom-dimer threshold (solid
line in Fig. 2). By following the dashed line in Fig. 2
from negative to positive values of a, one can see that the
trimer crosses the atom-dimer threshold at a = a∗ > 0, where
one predicts an elastic atom-dimer resonance. At this point,
formation of deep dimer states (in this case called relaxation) in
atom-dimer collisions is also enhanced for the same reason as
above. According to [12], the atom-dimer scattering resonance
should be noticeable even in a purely atomic sample due to
rescattering processes. Indeed, before leaving the trap, shallow
dimers formed in the process of three-body recombination
can collide with other atoms. The recombination rate itself is
featureless around a = a∗, but the atom-dimer cross section
in the vicinity of this point is highly a dependent. Thus, at
a = a∗ the three-body recombination can be enhanced in the
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FIG. 3. (Color online) Solid line: a(n)
∗ /|a(n)

− | vs δ, where n is the
index of the Efimov state [see Eq. (1)]. Dashed line: a(n+1)

∗ /|a(n)
− | =

exp(π/s0)a(n)
∗ /|a(n)

− |.

sense that many more than three atoms are expelled from the
trap, leading to a measurable trap loss. We come back to this
issue in Sec. V.

The ratio of the two resonance positions, a∗/|a−|, is of
fundamental importance for studies of the universal three-body
physics as in the universal limit it does not depend on the
three-body parameter. In order to calculate this ratio we solve
the bound-state Eq. (9) for Bt = 0, a < 0, and for Bt = Bd ,
a > 0, with the same (arbitrary) cutoff $. The solid line in
Fig. 3 shows a

(n)
∗ /|a(n)

− | as a function of the mass ratio δ.
Here we use the index n introduced in Eq. (1) in order to
emphasize that the values of a∗ and a− are taken for one and
the same Efimov state (connected by the dashed line in Fig. 2).
The dashed line in Fig. 3 differs from the solid one by the
scaling factor exp(π/s0) and shows the ratio a

(n+1)
∗ /|a(n)

− |. Note
that the scaling factor rapidly increases with δ for δ >∼ 1 and
one can conclude that a sequence of Efimov resonances is more
likely to be seen in systems with smaller mass ratios.

B. Three-body recombination for a > 0

Let us now discuss the shapes of the inelastic loss
resonances and calculate the three-body rate constants in a
heteronuclear system. We first consider the case of positive
scattering length, a > 0, where the atoms can recombine into
the shallow dimer and into deep dimers. The recombination
into the shallow dimer can be related to the T -matrix element
shown in Fig. 4(a).

The event rate constant for inelastic scattering α is defined
by the rate equation

d

dt
n2 = 2

d

dt
n1 = −2αn1n

2
2, (10)

where ni denotes the atomic number densities of the corre-
sponding species.

(a) (b)

FIG. 4. Diagrammatic representation of (a) the three-body re-
combination amplitude and (b) the elastic three-body scattering. Line
patterns are the same as in Fig. 1.

042715-3

Figure IV.14. Courbe continue rouge : variation du rapport a(n)∗ /|a(n)− | (pour n
assez grand) avec le rapport de masse δ ≡ m/M . Pour m/M = 1/20, on trouve
a
(n)
∗ /|a(n)− | ∼ 1/40 [cf. (30)]. Courbe tiretée noire : rapport a(n+1)

∗ /|a(n)− |. Figure
extraite de Helfrich, Hammer & Petrov (2010).

et IV.11) :

M

m
= 20 : λn

R0

a
(n)
−
≈ −0.0815 λn

R0

a
(n)
∗
≈ 3.540 (29)

dont on déduit :

Pour M

m
= 20 :

a
(n)
−

a
(n)
∗
≈ −43 pour n ≥ 3. (30)

La vérification du lien entre ces paramètres a− et a∗ correspondant aux
deux côtés de la résonance |a| = +∞ constitue un test très important de
l’universalité de l’effet Efimov. Helfrich, Hammer & Petrov (2010) ont étu-
dié la variation de ce rapport avecM/m et nous avons reporté leur résultat
en figure IV.14.
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3 Expériences sur le cas léger-lourd-lourd

3-1 Expériences sur les mélanges de gaz atomiques

Les premières manifestations de la physique d’Efimov dans les gaz
d’atomes froids ont été observées par Kraemer, Mark et al. (2006) sur un
gaz de césium. Il s’agissait d’un système homonucléaire, dont la descrip-
tion théorique est plus compliquée que celle du système mMM considéré
jusqu’ici. Nous repoussons donc la description des résultats de Kraemer,
Mark et al. (2006) au chapitre 6 et nous allons nous concentrer ici sur des
expériences plus récentes,menées àHeidelberg (Pires, Ulmanis et al. 2014),
puis à Chicago (Tung, Jiménez-García et al. 2014), dans lesquelles trois
branches de trimères ont été observées, avec (approximativement) le rap-
port d’échelle attendu.

Notons qu’en plus des expériences de Heidelberg et Chicago que nous
allons regarder en détail, d’autres mélanges ont été étudiés à la recherche
d’une physique liée à l’universalité découverte par Efimov :
— Barontini,Weber et al. (2009) [voir aussi Barontini,Weber et al. (2010)]

ont publié des résultats tendant à prouver la formation de trimères
K-K-Rb et K-Rb-Rb liée à une physique "efimovienne" du côté a < 0

(a−
?
= −246(14) a0). Ils ont étudié pour cela un mélange de 41K et

87Rb (résonance de Fano-Feshbach à 38.4G). Ils ont également décrit
une possible résonance à trois corps du côté a > 0 (a∗

?
= 667(1) a0).

— Bloom,Hu et al. (2013) ont étudié unmélange très voisin (40Ket 87Rb),
mais ils n’ont observé aucune résonance côté a < 0 qui aurait pu être
attribué à un effet Efimov [voir aussi Hu, Bloom et al. (2014)]. Du côté
a > 0, ils ont observé un processus efimovien dans la relaxationmM en
collision avec M , correspondant à a∗ = 230(10) a0, mais ce pic n’était
pas à la position de la résonance annoncée par Barontini, Weber et al.
(2009) [voir également les travaux plus récents de Wacker, Jørgensen
et al. (2016) et Kato, Wang et al. 2017].

— Williams, Hazlett et al. (2009) ont observé un pic dans le signal de re-
combinaison à trois corps dans un gaz de 6Li avec trois composantes
de spin également peuplées. Cemême système a été utilisé par Lompe,
Ottenstein et al. (2010) pour mettre en évidence des trimères d’Efimov
formés par photoassociation.

belowour detection limit, indicates that the dimer association rate ismuch smaller than their loss rate. Assuming
a quasi-stationary state, inwhich each producedmolecule immediately gets lost through atom-dimer collisions,
the time dependent Li atom loss at a givenmagnetic field is governed by K M

2 and thus can be described through
the following equation

= −N N e , (1)n K t
Li Li

0 M
Cs 2

where NLi
0 is the initial number of Li atoms in the non-resonant state, nCs denotes the density of the Cs gas cloud,

t is the length of the applied rf pulse and K M
2 contains the functional form (see below) of themolecular

association rate.Here we neglect single-body losses and assume constant nCs, which is justified by the fact that
we are working in a low saturation limit of the rf transition. By solving the full systemof rate equationswe
estimate that this approximation, using the simple equation (1),may introduce aminor error on the fitted atom
loss amplitude, which does not exceed 10%. Since the number of produced LiCsmolecules at any given point
through the experimental cycle is insignificant, we do not include the loss terms associatedwith themolecule-
molecule recombination.

The two-body association rate K M
2 is determined by the energy-dependent wave-function overlap of the

scattering atompair with the finalmolecular state [32]. For a thermal ensemble it can be expressed as

∫ ε ε ε ε= + +γ
∞

( ) ( ) ( )K E C h F E L E E E( ) , , d , (2)M
r r b b r r2 rf

0
rf 0

where ε ∝ ε−h ( ) er
k Tr b is the number density of colliding atompairs with relative energy εr and temperatureT,

and

Figure 1.Radio-frequency association of LiCsmolecules. Themixture is initially prepared in the non-resonant scattering channel,
here ∣ − 〉 ⊕ ∣ 〉Li 1 2, 1 2 Cs 3, 3 , at amagnetic field close to the broad 843 G s-wave Feshbach resonance in the resonant scattering
channel ∣ 〉 ⊕ ∣ 〉Li 1 2, 1 2 Cs 3, 3 , which couples to the weakly boundmolecular state under study. Depending on the frequency of
the rf driving field either free–free (with the energy E0) or free-bound (with the energy +E Eb0 ) transitions can be studied. An
analogous scenario is implemented close to the second broad Li–Cs Feshbach resonance in the ∣ − 〉 ⊕ ∣ 〉Li 1 2, 1 2 Cs 3, 3 scattering
channel close to 889 G. In this case themixture is initially prepared in the ∣ 〉 ⊕ ∣ 〉Li 1 2, 1 2 Cs 3, 3 channel.

Figure 2.Remaining number of Li atoms after an rf association (free-bound) pulse of LiCsmolecules at amagneticfield of 842.04 G
and relative Li–Cs temperature of 400 nK. Each data point is an average of threemeasurements and the error bars represent the
standard error. The binding energy is determined from the fit of equation (1) to the data (solid line) and yields =E h 69.7(1.6) kHzb
and γ = 5(1) kHz for a pulse length =t 3 s. The vertical dashed line corresponds to thefitted binding energy.
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Figure IV.15. Photoassociation de dimèresmM dans un mélange de 6Li et 133Cs.
Figure extraite de Ulmanis, Häfner, Pires, Kuhnle, Weidemüller et al. (2015).

— Maier, Eisele et al. (2015) ont étudié un mélange 7Li–87Rb et ont mis
en évidence une résonance attribuable à un effet Efimov.

3-2 Résonance de Fano–Feshbach lithium-césium

Les expériences de Heidelberg et de Chicago ont été menées avec un
mélange d’atomes de césium dans le rôle de la particule lourde (M = 133)
et de lithium dans le rôle de la particule légère (m = 6), soit un rapport de
masseM/m = 22.2. Ce système présente plusieurs résonances de Feshbach
pour le problème à deux corps mM . Les deux groupes se sont placés à un
champ magnétique voisin de 840 Gauss, pour lequel une résonance large
se produit.

L’étude détaillée des paramètres de cette résonance est décrite par Ul-
manis, Häfner, Pires, Kuhnle, Weidemüller et al. (2015). Elle est fondée sur
une technique de photoassociation des dimères, comme représenté sur la fi-
gure IV.15. On mesure l’énergie de liaison de dimère en fonction du champ
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⎞
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is the energy normalized Franck–Condon density between the scatteringwave function of a free Li–Cs atompair
and a bound Feshbach dimer with binding energyEb [12, 32]. ′Eb is defined through the Li–Cs reducedmass μ
and the non-resonant channel scattering length ′a as  μ′ = ′E a(2 )b

2 2 . The convolution of the spectroscopic line
shapewith the Lorentzian profile ε+ +γL E E E( , )b rrf 0 ofwidth γ accounts for the strong collisional
broadening, yielding an estimated lifetime of LiCsmolecules in themixture of around μ30 s. The prefactorC
contains all the numerical factors resulting from the integration of rate equations, and experimental parameters
that affect themolecule production rate, butwhich are approximately constant for a givenmagnetic field, as well
as species-dependent atom-dimer inelastic collision rates4. It also accounts for uncertainties in the
determination of the absolute gas densities, which, under realistic experimental conditions, can vary up to a
factor of two due to systematic errors inmeasurements of the trap frequencies, temperature and the exact
number of atoms.

The binding energy of the Feshbach dimers at a givenmagnetic field is extracted by fitting equation (1) to the
loss spectrumof Li atoms, as displayed infigure 2.We useEb, NLi

0 , γ, andC as free fitting parameters and set
′ = −a a28.5 0 [25–27]. Small variations in a′ that are of the order of a few of percent affect the fitted binding
energies on a permille level. The temperature of each species is determined in an independentmeasurement with
identical trapping parameters and is keptfixed during the fit. To exclude systematic effects associatedwith the
precise determination of relative temperature we verify that by increasing it by a factor of two the value of the
fitted binding energy does not change bymore than 1 kHz. By performing themeasurements and the fitting
procedure for different externalmagnetic fields, we record the binding energy dependence, which is displayed in
figure 3 for the two broadest FRs in the Li–Csmixture.

The extracted binding energy can be affected by several other systematic effects. One of them is themean-
field shift, which starts to dominate in the regimewhere the scattering length is comparable to the interparticle
spacing, i.e. ∼na 13 . For our experimental densities of ≈ −n 10 cm11 3 such shifts would become relevant at
magnetic field regionswith binding energies on the order of ≈E 1 kHzb , which is sufficiently far away from the
regionwhere the experiments were performed. Additionally, by changing the backgroundCs atomdensity we
checked that the observedmolecular association line shifts stay within the statistical uncertainties of the fit, and
therefore we do not include themean-field shift in the analysis.

Figure 3.Binding energies of LiCs Feshbachmolecules and atom losses. The left and right panels correspond to themagnetic field
regions near the 843 and 889 GFeshbach resonance, respectively. The blue crosses display the dimer binding energy −E hb that is
extracted from a fit of equation (1) to the rf association spectrum at the givenmagneticfield. The error bars represent one standard
deviation of the total error, which results from statistical and systematic uncertainties. The blue (solid) and red (dashed) lines show the
calculatedmolecular state energies from the coupled-channelsmodel and the universal binding energy  μ=E a(2 )b

2 2 with the
resonance parameters from table 1, respectively. The red shaded region corresponds to the uncertainty of the FR parameters. The
green squares show the remaining Cs atomnumber for a corresponding atom lossmeasurement. Here the error corresponds to one
standard error of themean. The systematicmagneticfield uncertainty for the atom lossmeasurements in thisfigure is 30mG. The
vertical dashed line displays the resonance pole position, and the gray shaded region corresponds to the uncertainty. The arrow in the
left panel shows the position of the second excited LiCsCs Efimov resonancewith scattering length −a (2).

4
The prefactorC depends on nCs and nLi. For atom losses, which do not exceed≈30%of the initial number of atoms, it does not change by

more than 5%.

4
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Figure IV.16. Croix bleues : Energie de liaison des dimèresmM dans un mélange
de 6Li et de 133Cs. Carrés verts : signal de pertes d’atomes de Cs. La bande verticale
grisée donne la position de la résonance et son incertitude (Bres = 842.829G).
Figure extraite de Ulmanis, Häfner, Pires, Kuhnle, Weidemüller et al. (2015).

magnétique, cette énergie devant s’annuler à la résonance. Au voisinage de
la résonance, du côté a > 0, cette énergie est en bonne approximation don-
née par −ℏ2/2mra

2, où mr ≈ 5.7 est la masse réduite du système à deux
corps. Le résultat expérimental pour la mesure de cette énergie de liaison
est montré en figure IV.16, avec la prédiction simple−ℏ2/2mra

2 ainsi que le
résultat d’un modèle plus sophistiqué prenant en compte plusieurs canaux
de collision couplés. Le résultat pour la longueur de diffusion mM se met
sous la forme "traditionnelle" :

a = abg

Å
1− ∆

B −Bres

ã
(31)

avec abg = −29.4 a0, ∆ = −58.21G et Bres = 842.829G.

Nous montrons en figure IV.16 le résultat de Ulmanis, Häfner, Pires,

Kuhnle, Weidemüller et al. (2015) pour la mesure de la perte d’atomes de
Cs au voisinage de la résonance. Ces auteurs concluent que ces deux me-
sures sont en relativement bon accord l’une avec l’autre, la mesure basée
sur la photoassociation donnant des résultats dix fois plus précis.

3-3 La formation de trimères du côté a < 0

Les deux expériences de 2014 menées à Heidelberg et à Chicago se sont
concentrées sur le côté a < 0 de la résonance (c’est-à-dire B > Bres). Le
principe en est simple : quand la longueur de diffusion est voisine d’un des
seuils a(n)− correspondant à l’apparition d’un trimère (figure IV.17), on ob-
serve une perte importante d’atomes liée à la recombinaison à trois corps :
les trois atomes se couplent temporairement pour former un état d’Efimov,
qui se désintègre ensuite pour former un dimère fortement lié et un atome
isolé. L’énergie relâchée par la formation du dimère est convertie en énergie
cinétique des deux partenaires, qui s’échappent du piège (D’Incao & Esry
2005b ; D’Incao & Esry 2006b). Nous détaillerons la description théorique
du processus de recombinaison plus tard dans ce cours ; dans ce qui suit,
nous nous contenterons d’admettre que ce processus est maximal quand a
est voisin d’un des a(n)− .

Plusieurs signaux typiques de pertes sont représentés sur la figure IV.18.
Cette figure, correspondant à des données du groupe deChicago,montre la
décroissance du nombre d’atomes de Lithium pour deux valeurs du champ
magnétique : B = 848.0G pour la figure du haut (donc relativement loin
de résonance), B = 842.7G pour la figure du bas (donc très proche de
la résonance). Ces données ont été obtenues pour un gaz de lithium pur
(symboles évidés) et pour un mélange lithium-césium (symboles pleins).
Les données pour le lithiumpur sont quasiment indépendantes de la valeur
de B alors que celles pour le mélange montrent une augmentation specta-
culaire du taux de décroissance aux temps courts pour les données acquises
près de la résonance.

Notons que les pertes d’atomes de césium sont toujours très significa-
tives dans ce domaine de champ magnétique, indépendamment de la pré-
sence d’atomes de lithium. Cela vient du fait que la longueur de diffusion
Cs-Cs est négative et de grande valeur absolue : |aCsCs| > 1000 a0.
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Geometric Scaling of Efimov States in a 6Li-133Cs Mixture
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In few-body physics, Efimov states are an infinite series of three-body bound states that obey universal
discrete scaling symmetry when pairwise interactions are resonantly enhanced. Despite abundant reports of
Efimov states in recent cold atom experiments, direct observation of the discrete scaling symmetry remains
an elusive goal. Here we report the observation of three consecutive Efimov resonances in a heteronuclear
Li-Cs mixture near a broad interspecies Feshbach resonance. The positions of the resonances closely follow
a geometric series 1, λ, λ2. The observed scaling constant λexp ¼ 4.9ð4Þ is in good agreement with the
predicted value of 4.88.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.113.240402 PACS numbers: 03.75.-b, 21.45.-v, 34.50.Cx, 67.85.-d

The emergence of scaling symmetry in physical phe-
nomena suggests a universal description that is insensitive
to microscopic details. Well-known examples are critical
phenomena, which are universal and invariant under
continuous scaling transformations [1]. Equally intriguing
are systems with discrete scaling symmetry, which are
invariant under scaling transformations with a specific
scaling constant [2]; a classic example is the self-similar
growth of crystals, as in snowflakes. Surprisingly, such
discrete scaling symmetry also manifests in the infinite
series of three-body bound states that Vitaly Efimov
predicted in 1970 [3].
In the Efimov scenario, while pairs of particles with

short-range resonant interactions cannot be bound, there
exists an infinite series of three-particle bound states. These
bound states have universal properties that are insensitive to
the details of the molecular potential and display discrete
scaling symmetry; the size Rn and binding energy En of the
Efimov state with the nth lowest energy scale geometrically
as Rn ¼ λRn−1 and En ¼ λ−2En−1, where λ is the scaling
constant. An alternative picture to understand discrete
scaling symmetry is based on renormalization group limit
cycles [4]. Away from the two-body scattering resonance,
Efimov states couple to the scattering continuum and
induce a series of three-body scattering resonances at
scattering lengths aðnÞ− < 0, which also follow the scaling
law aðnÞ− ¼ λaðn−1Þ− [5] (Fig. 1).
Ultracold atom systems are ideal to test Efimov scaling

symmetry given that their interatomic interactions can be
tuned over several orders of magnitude using Feshbach
resonances [6]. The first evidence of an Efimov state was
reported in ultracold Cs atoms [7]; subsequent observations
of Efimov resonances [8] in homonuclear systems were
also reported in 7Li [9,10], 39K [11], 85Rb [12], 133Cs
[13,14], and 6Li [15,16]. Despite these numerous obser-
vations, experimental confirmation of discrete scaling
symmetry remains a challenging goal.

The confirmation of universal discrete scaling symmetry
requires the observation of multiple Efimov resonances.
With two consecutive Efimov resonances, the scaling
symmetry can be tested through a comparison between
the ratio of the resonance positions and theory; with three or
more resonances one can perform a model-independent
test. The observation of multiple resonances is experimen-
tally challenging because higher order Efimov resonances
diminish when the scattering rate is unitarity limited
[7,17,18]. This challenge is acute in homonuclear systems
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FIG. 1 (color online). Discrete scaling symmetry of Efimov
states. A series of Efimov states (dashed curves) exists near a
Feshbach resonance located at B0. Away from the resonance, on
the side with scattering length a < 0, they merge into the three-
body scattering continuum (crosses). Physical observables in the
Efimov scenario—including the molecular size Rn, the binding
energies En, and the Efimov resonance positions at the scattering
length an (associated with the magnetic field Bn)—show discrete
scaling symmetry. The discrete scaling law is graphically
represented by the location of the resonances on the B axis
and the size of the spheres, respectively.
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Figure IV.17. Principe de la détection de trimères d’Efimov : on cherche les champs
magnétiques Bj pour lesquels la longueur de diffusion est négative et égale à une
des valeurs seuils a(n)− pour l’apparition d’un trimère. Noter que l’axe x est orienté
dans le sens des champs magnétiques croissants, et donc des valeurs de 1/a décrois-
santes, ce qui est l’opposé de la convention utilisée dans les figures IV.7, IV.10 et
IV.12. Figure extraite de Tung, Jiménez-García et al. (2014).

Quand on trace le nombre d’atomes de lithium restant dans le piège au
bout d’un temps τ donné en fonction du champ magnétique (donc de la
longueur de diffusion aLiCs), on observe trois résonances successives cor-
respondant aux trois valeurs de Bj montrées en figure IV.17. Nous mon-
trons en figure IV.19 les données obtenues à Chicago.

L’analyse détaillée des données expérimentales deHeidelberg et de Chi-
cago a été faite par Ulmanis, Häfner, Pires, Kuhnle, Weidemüller et al.
(2015), grâce à la détermination précise de la position de la résonance de
Fano-Feshbach pour aLiCs faite à partir de la figure IV.16. La table IV.1 ré-
sume le résultat de cette analyse. La valeur universelle attendue pour le rap-
port a(n)− /a

(n−1)
− [cf. eq.(23)] est λ = 4.9 (Braaten & Hammer 2006 ; D’In-

with large scaling constant λ ≈ 22.7 [3], such that the
detection of an additional Efimov state demands a reduc-
tion of temperature by a factor of λ2 ≈ 515. Features from
excited Efimov states in homonuclear systems have been
observed in 6Li [19], 39K [11], 7Li [20], and 133Cs [14].
These results are consistent with the scaling prediction, but
do not provide an independent test of the scaling symmetry.
Heteronuclear systems consisting of one light atom

resonantly interacting with two heavy atoms can have a
scaling constant significantly lower than 22.7 [4,21–23];
however, experiments in heteronuclear systems are con-
siderably more challenging than those in homonuclear
systems. Before our work, observations of Efimov reso-
nances in heteronuclear systems were reported in K-Rb
mixtures [24,25]. Recently, in a Li-Cs mixture [26], two
Efimov resonances are found in the measurement of
three-body loss coefficients, and the number loss data hint
at the existence of a third Efimov resonance.
Here we report the observation of discrete scaling

symmetry of Efimov states in a Fermi-Bose mixture of
6Li and 133Cs. Taking advantage of the large mass ratio
between Li and Cs atoms, with a predicted scaling constant
λ ¼ 4.88 [21,23], we identify three consecutive Efimov
resonances near a wide, isolated s-wave interspecies
Feshbach resonance [27]. From the measured locations
of the resonances, we provide a model-independent proof
of the geometric scaling symmetry and determine a scaling
constant λexp ¼ 4.9ð4Þ.
Our experiment is based on a mixture of 6Li and 133Cs

atoms near quantum degeneracy in an optical dipole trap. In
our experiment, both species are prepared in their lowest
states, jF ¼ 1=2; mF ¼ 1=2i for Li and jF ¼ 3; mF ¼ 3i
for Cs, where F is the total angular momentum andmF is its
projection. We prepare mixtures with up to NLi ¼ 3.4 ×
104 Li atoms, and NCs ¼ 5.2 × 104 Cs atoms at temper-
atures in the range 190 nK < T < 800 nK [28]. Efimov
resonances manifest themselves as enhanced three-body
recombination losses. In such collisions three atoms res-
onantly couple to an Efimov state and then decay into
a deeply bound molecule and a free atom; the released
binding energy allows them to escape the trap. We measure
the Li and Cs atom numbers from which we infer atom loss
and identify the Efimov resonances.
The mixture of 6Li and 133Cs has two primary inelastic

collision pathways: three-body recombination of Cs-Cs-Cs
and Li-Cs-Cs. At low temperatures, Li-Li-Cs as well as
Li-Li-Li collisions are strongly suppressed by Fermi
statistics. We investigate Efimov resonances near the broad
Li-Cs Feshbach resonance located at 842.75 G with a width
of 61.6 G and a strength parameter sres of ∼0.7 [27]. The
Efimov resonances reported in this work are away from
p-wave Feshbach resonances [32], as well as Cs Feshbach
and Efimov resonances [13,33].
Around the magnetic field region probed in this work,

the Cs-Cs scattering length is large and negative, and

Cs-Cs-Cs recombination is the major competing loss proc-
ess, imposing a limitation on the lifetime of Cs. Away from
the Li-Cs Feshbach resonance, Cs decay is dominated by
Cs-Cs-Cs recombination collisions [Fig. 2(a)]; on the other
hand, Li decaysmuch faster in the presence of Cs, indicating
the dominance of interspecies collisional loss. Near the
Feshbach resonance [Fig. 2(b)] both decays of Li and Cs are
enhanced by interspecies collisions.
Ourmeasurements of atom loss and observation ofEfimov

resonances are summarized in Fig. 3. To eliminate the long-
term drift in atom number, we scale the atom number so
that it averages to unity over a fixed magnetic field range.
Each panel shows resonant loss features in the scaled atom
number. The main loss feature in both Li and Cs scans is
associated with a broad Li-Cs Feshbach resonance [27,32].
Loss features associated with excited Efimov resonances on
the negative scattering length side of the Feshbach resonance
are only evident in low temperature scans, and indicated
by arrows inFig. 3. Efimov features areweaker inCsdata due
to fast competing Cs-Cs-Cs recombination processes.
We determine the position of each Efimov resonance

by using both Lorentzian and Gaussian fits with a linear
background. Results from different fit functions and fit
ranges are analyzed and combined to determine the final
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FIG. 2 (color online). Atom number decay of single-species
and Li-Cs mixture samples. (a) At B ¼ 848.0 G, ∼5 G away from
the Li-Cs Feshbach resonance (aLiCs ¼−354a0, aCsCs ¼−1240a0)
Li loss increases significantly when Cs is introduced (left panel).
Cs loss is dominated by Cs-Cs-Cs recombination (right panel).
Sample temperature is T ¼ 390 nK. (b) Near the Li-Cs Feshbach
resonance B ¼ 842.7 G (aCsCs ¼ −1570a0), enhanced atom loss
is evident in both the Li and Cs atom number evolution when
both species are present. Sample temperature is T ¼ 340 nK.
Data in (a) and (b) are scaled to the initial atom numbers,
NLi ¼ 2 ∼ 3 × 104 and NCs ¼ 4 ∼ 5 × 104, obtained from double
exponential fits (continuous and dotted lines), which also serve
as guides to the eye.
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with large scaling constant λ ≈ 22.7 [3], such that the
detection of an additional Efimov state demands a reduc-
tion of temperature by a factor of λ2 ≈ 515. Features from
excited Efimov states in homonuclear systems have been
observed in 6Li [19], 39K [11], 7Li [20], and 133Cs [14].
These results are consistent with the scaling prediction, but
do not provide an independent test of the scaling symmetry.
Heteronuclear systems consisting of one light atom

resonantly interacting with two heavy atoms can have a
scaling constant significantly lower than 22.7 [4,21–23];
however, experiments in heteronuclear systems are con-
siderably more challenging than those in homonuclear
systems. Before our work, observations of Efimov reso-
nances in heteronuclear systems were reported in K-Rb
mixtures [24,25]. Recently, in a Li-Cs mixture [26], two
Efimov resonances are found in the measurement of
three-body loss coefficients, and the number loss data hint
at the existence of a third Efimov resonance.
Here we report the observation of discrete scaling

symmetry of Efimov states in a Fermi-Bose mixture of
6Li and 133Cs. Taking advantage of the large mass ratio
between Li and Cs atoms, with a predicted scaling constant
λ ¼ 4.88 [21,23], we identify three consecutive Efimov
resonances near a wide, isolated s-wave interspecies
Feshbach resonance [27]. From the measured locations
of the resonances, we provide a model-independent proof
of the geometric scaling symmetry and determine a scaling
constant λexp ¼ 4.9ð4Þ.
Our experiment is based on a mixture of 6Li and 133Cs

atoms near quantum degeneracy in an optical dipole trap. In
our experiment, both species are prepared in their lowest
states, jF ¼ 1=2; mF ¼ 1=2i for Li and jF ¼ 3; mF ¼ 3i
for Cs, where F is the total angular momentum andmF is its
projection. We prepare mixtures with up to NLi ¼ 3.4 ×
104 Li atoms, and NCs ¼ 5.2 × 104 Cs atoms at temper-
atures in the range 190 nK < T < 800 nK [28]. Efimov
resonances manifest themselves as enhanced three-body
recombination losses. In such collisions three atoms res-
onantly couple to an Efimov state and then decay into
a deeply bound molecule and a free atom; the released
binding energy allows them to escape the trap. We measure
the Li and Cs atom numbers from which we infer atom loss
and identify the Efimov resonances.
The mixture of 6Li and 133Cs has two primary inelastic

collision pathways: three-body recombination of Cs-Cs-Cs
and Li-Cs-Cs. At low temperatures, Li-Li-Cs as well as
Li-Li-Li collisions are strongly suppressed by Fermi
statistics. We investigate Efimov resonances near the broad
Li-Cs Feshbach resonance located at 842.75 G with a width
of 61.6 G and a strength parameter sres of ∼0.7 [27]. The
Efimov resonances reported in this work are away from
p-wave Feshbach resonances [32], as well as Cs Feshbach
and Efimov resonances [13,33].
Around the magnetic field region probed in this work,

the Cs-Cs scattering length is large and negative, and

Cs-Cs-Cs recombination is the major competing loss proc-
ess, imposing a limitation on the lifetime of Cs. Away from
the Li-Cs Feshbach resonance, Cs decay is dominated by
Cs-Cs-Cs recombination collisions [Fig. 2(a)]; on the other
hand, Li decaysmuch faster in the presence of Cs, indicating
the dominance of interspecies collisional loss. Near the
Feshbach resonance [Fig. 2(b)] both decays of Li and Cs are
enhanced by interspecies collisions.
Ourmeasurements of atom loss and observation ofEfimov

resonances are summarized in Fig. 3. To eliminate the long-
term drift in atom number, we scale the atom number so
that it averages to unity over a fixed magnetic field range.
Each panel shows resonant loss features in the scaled atom
number. The main loss feature in both Li and Cs scans is
associated with a broad Li-Cs Feshbach resonance [27,32].
Loss features associated with excited Efimov resonances on
the negative scattering length side of the Feshbach resonance
are only evident in low temperature scans, and indicated
by arrows inFig. 3. Efimov features areweaker inCsdata due
to fast competing Cs-Cs-Cs recombination processes.
We determine the position of each Efimov resonance

by using both Lorentzian and Gaussian fits with a linear
background. Results from different fit functions and fit
ranges are analyzed and combined to determine the final
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FIG. 2 (color online). Atom number decay of single-species
and Li-Cs mixture samples. (a) At B ¼ 848.0 G, ∼5 G away from
the Li-Cs Feshbach resonance (aLiCs ¼−354a0, aCsCs ¼−1240a0)
Li loss increases significantly when Cs is introduced (left panel).
Cs loss is dominated by Cs-Cs-Cs recombination (right panel).
Sample temperature is T ¼ 390 nK. (b) Near the Li-Cs Feshbach
resonance B ¼ 842.7 G (aCsCs ¼ −1570a0), enhanced atom loss
is evident in both the Li and Cs atom number evolution when
both species are present. Sample temperature is T ¼ 340 nK.
Data in (a) and (b) are scaled to the initial atom numbers,
NLi ¼ 2 ∼ 3 × 104 and NCs ¼ 4 ∼ 5 × 104, obtained from double
exponential fits (continuous and dotted lines), which also serve
as guides to the eye.
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Figure IV.18.Décroissance du nombre d’atomes d’un piège optique contenant ini-
tialement 20 000 à 30 000 atomes de 6Li et (pour les symboles pleins) 40 000 à
50 000 atomes de 133Cs. La température du nuage est de l’ordre de 350 nK. Haut :
B = 848.0G, relativement loin de la résonance pour aLiCs, Bas : B = 842.7G,
proche de résonance. Figure extraite de Tung, Jiménez-García et al. (2014).
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Chapitre IV – L’effet Efimov pour un système léger-lourd-lourd § 3. Expériences sur le cas léger-lourd-lourd

resonance positions and uncertainties. Further details on
the fit and the determination of the resonance positions
and uncertainties are given in Ref. [28]. We determine
the positions of the three Efimov resonances to be
B1 ¼ 848.55ð12Þstatð3Þsyst, and B2 ¼ 843.82ð4Þstatð3Þsyst,
and B3 ¼ 842.97ð3Þstatð3Þsyst G, where ðÞstat denotes the
statistical uncertainty and the systematic uncertainty of
30 mG arises from the daily magnetic field drift.
A precise determination of the Feshbach resonance

position is crucial to check the scaling symmetry. Two
independent methods are developed here. First, we observe
that the strongest dip (Fig. 3) is ubiquitous in all measure-
ments, even at high temperatures where Efimov features
are indiscernible. This indicates that the strongest dip is
associated with the Feshbach resonance. Fits to the lowest
temperature data [Fig. 3(c)] locate the Feshbach resonance
at B0 ¼ 842.75ð1Þstatð3Þsyst G.
We convert our atom loss measurement into a spectrum

of the recombination loss coefficient, see Fig. 4, based on a
rate equation model [28]. The spectrum shows clearly three
Efimov resonance features and can be compared with
theoretical calculation. In addition, after comparing the
extracted K3 with a model that captures the steep rise of
K3 for a > 0 [28], we find the best agreement between the
experiment and themodel whenB0 ¼ 842.75ð1Þstatð3Þsyst G.
The results from both our methods to determine B0 agree
with each other.

The separations between the Efimov resonances and the
Feshbach resonance ΔBn ¼ Bn − B0 are ΔB1 ¼ 5.80ð12Þ,
ΔB2 ¼ 1.07ð4Þ, and ΔB3 ¼ 0.22ð3ÞG; the uncertainties
include both statistical and systematic errors. Remarkably,
they closely follow a geometric progression ΔB1∶ΔB2∶
ΔB3 ≈ 1∶1=5∶1=52 and provide direct evidence of the
discrete scaling symmetry. (Note that ΔBn ∝ −1=aðnÞ−
near the Feshbach resonance.) More precisely, using an
updated scattering model for the Li-Cs Feshbach resonance
[28], we determine the Efimov resonances in scattering
length to be að1Þ− ¼ −323ð8Þa0, að2Þ− ¼ −1635ð60Þa0, and
að3Þ− ¼ −7850ð1100Þa0, where a0 is the Bohr radius. Two
scaling constants are extracted: λ21 ¼ að2Þ− =að1Þ− ¼ 5.1ð2Þ
and λ32 ¼ að3Þ− =að2Þ− ¼ 4.8ð7Þ, which mutually agree within
uncertainty. The averaged scaling constant λexp ¼ 4.9ð4Þ is
in good agreement with the predicted value λ ¼ 4.88 for
LiCs2 Efimov states [21,23].
Even though the observed scaling ratios are consistent

with the predicted value, we would like to point out the
practical factors that could contribute to differences
between experiment and theory. The first Efimov resonance
can be shifted by finite-range corrections given that it
occurs at a scattering length near the van der Waals length
of Cs-Cs (rCsCs ¼ 101a0) and Li-Cs (rLiCs ¼ 45a0). The
location of the Efimov resonance can also be shifted by
finite temperature and finite trap size effects, which are
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FIG. 3 (color online). Observation of three Li-Cs-Cs Efimov resonances. (a) Scaled Li number versus magnetic field showing the first
Li-Cs-Cs Efimov resonance, from the average of 13 individual scans. Here, NLi ¼ 1.3 × 104 and NCs ¼ 2.7 × 104 with typical
temperature T ¼ 800 nK and hold time 225 ms. (b) Scaled Li and Cs [inset, (d)] numbers near the second and third Li-Cs-Cs Efimov
resonances, from the average of 68 scans with typical temperature T ¼ 360 nK and hold time 115 ms. The mean atom numbers
are NLi ¼ 1.4 × 104 and NCs ¼ 2.1 × 104. (c) Scaled Li and Cs [inset, (e)] numbers close to the third Li-Cs-Cs Efimov resonance and
the Li-Cs Feshbach resonance, from the average of 327 scans with typical temperature T ¼ 270 nK and hold time 115 ms. The mean
atom numbers are NLi ¼ 9.1 × 103 and NCs ¼ 1.4 × 104. The scaled atom numbers come from the average of the individual scans
divided by their respective mean values. The vertical dashed lines indicate the Feshbach resonance and arrows indicate the Efimov
resonances. The dashed curves correspond to an interpolation of the data and serve as a guide to the eye.
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Figure IV.19.Variation du nombre d’atomes de lithium dans le piège optique après
un temps d’attente τ , avec τ = 225ms pour la figure de gauche (T = 800nK)
et τ = 115ms pour les deux autres (T = 360 nK pour la figure du milieu et
T = 270 nK pour la figure de droite). Figure extraite de Tung, Jiménez-García et
al. (2014).

cao & Esry 2006a). Notons que cette valeur est obtenue grâce à un calcul
numérique complet du problème à trois corps (tout en continuant à négli-
ger l’interaction mM). La valeur approchée déduite du traitement Born–
Oppenheimer décrit plus haut est de λBO = 5.6.

3-4 Discussions et prolongements

Dans le traitement qui précède, nous avons négligé complètement l’in-
teraction entre les deux atomes lourds. Cette approximation est valable
pour certains mélanges (Li-Rb par exemple), mais est très discutable pour
lemélange Li-Cs étudié àHeidelberg et à Chicago. La longueur de diffusion
Cs-Cs est en effet grande en valeur absolue (> 1000 a0) sur toute la plage
de champ magnétique explorée autour de la résonance à 843G.

Ce problème a été abordé en détail par Petrov & Werner (2015) [voir

This is not surprising, since the assumption of the scaling limit is not strictly justified for the ground state Efimov
resonance [28]. Several theoretical studies have demonstrated that the ground Efimov state can be subject to
largemodifications due to short range physics [41–45] and even three-body forces [46]. Furthermore, the recent
study of thefirst excited-state resonance inCs [47, 48] and the new analysis of 6Li data [49] not only hint at
deviations from the universal scaling, but also to shifts of the ground-state resonances due tofinite range effects.
The exact origin of the abovementioned deviation in the Li–Cs system still remains an open question. The
present analysis also does not consider Efimov resonance shifts arising from finite temperature. This is in
contrast to the recent studies in the homonuclear gases of Cs and Li atoms [47, 49, 50], which have shown that
such effects need to be taken into account in order to accurately determinate the Efimov resonance positions. At
the same time, the scaling factor of the second Efimov period lies well within the universal predictions, and
experimental demonstration of deviations from the universal law, if any, will require access to lower
temperatures and improved control over themagnetic field systematics.

5. Conclusion

In conclusion, we have precisely determined the resonance positions of all the s-wave FRs in the two
energetically lowest Li–Cs scattering channels in themagnetic field range between 800 and 1000 G. The present
work represents almost an order ofmagnitude improvement in accuracy and precision over the previous
determination. It was achieved by performing rf association of colliding Li–Cs atompairs intoweakly bound
dimers close to the broad FRs around 843 and 889 G and complementary atom lossmeasurements of a further
three narrow s-wave resonances. Based on themeasuredmagnetic field dependent binding energies and atom
losses precise singlet and tripletmolecular potential curves for the LiCs electronic ground state were constructed
with the help of a coupled-channels calculation. The obtained potentials were used tomap the Li–Cs scattering
length on the externalmagnetic field. The precise resonance parameters will be pivotal for future experiments in
the Li–Cs systems, where they can serve for the preparation and investigation of ultracold polarmolecules [51–
53], and controlled creation of strongly interactingmixtures and polarons [54–57], as well as enable access to the
Efimov physics in the universal regime [2, 28, 47].

Additionally, the accurate knowledge of the Li–Cs FRparameters has allowed us to re-evaluate the positions
of previously observed Efimov resonances.We have found a slight deviation from the predicted universal scaling
factor for thefirst period of LiCsCs Efimov trimers, while the scaling factor of the second period is consistent
with the universal law. This result is intriguing, since it approaches a regimewhere the applicability of few-body
theories to a realisticmass-imbalanced system can be tested quantitatively. To fully enter it, however, lower
temperatures will be necessary. Presently observed Efimov featuresmay be significantly influenced by the short
range interactions and the unitary limit, which obscure a clear observation of the second excited LiCsCs Efimov
resonance andmight have strong effect already on the first excited one. Thismay lead to shifts of the resonance
positions and requiremore sophisticatedmodels for accurate description of the three- andmore-body physics
near FRs.

Table 2.Positions and scaling factors of LiCsCs Efimov resonances near the 843 GFeshbach
resonance. The values in thefirst and second parenthesis always represent the statistical and sys-
tematic error of the Efimov resonance position determination, respectively. For −a i( ) and the scal-
ing factors − − −a ai i( ) ( 1) the error in the third parenthesis denotes the uncertainty arising from the
a B( )mapping through the Feshbach resonance parameters given in table 1.

i Magnetic field (G) −a i( ) a(10 )3
0 − − −a ai i( ) ( 1)

0 (ground) 848.90 (6)(3)a −0.311 (3)(1)(1) —

1 843.85 (1)(3)a −1.71 (2)(5)(4) 5.48 (7)(16)(10)
2 843.03 (5)(3)a −8.54 (2.12)(1.27)(97) 5.00 (1.24)(76)(46)

0 848.55 (12)(3)b −0.329 (6)(2)(1) —

1 843.82 (4)(3)b −1.76 (7)(5)(4) 5.35 (24)(16)(10)
2 842.97 (3)(3)b −12.2 (2.6)(2.6)(1.9) 6.93 (1.50)(1.48)(97)

a [28].
b [29].

7

New J. Phys. 17 (2015) 055009 JUlmanis et al

Table IV.1. Valeurs du champ magnétique mesurées à Heidelberg (a) et à Chicago
(b) pour l’apparition des trimères d’Efimov dans un mélange 6Li-133Cs, du côté
a < 0 de la résonance. Les rapports de a(i)− /a

(i−1)
− qu’on en déduit sont proches

de la valeur "universelle" attendue. Table tirée de Ulmanis, Häfner, Pires, Kuhnle,
Weidemüller et al. (2015).

aussi Wang, Wang et al. (2012) et Mikkelsen, Jensen et al. (2015)] qui ont
comparé les deux cas limites aMM = 0 et aMM = ∞. Le résultat obtenu
est remarquable : les paramètres à la base de la loi d’échelle de Efimov, |s0|
et λ = eπ/|s0|, ne varient que très peu entre les deux cas. Petrov & Werner
(2015) trouvent :

amM =∞, aMM = 0 : |s0| = 1.98277, λ = 4.87661 (32)

et [voir aussi Yamashita, Bellotti et al. (2013)]

amM =∞, aMM =∞ : |s0| = 2.00308, λ = 4.79887. (33)

En revanche, Petrov &Werner (2015) montrent que le taux de pertes à trois
corps est considérablement augmenté dans le cas du mélange Li-Cs par le
fait que les interactionsMM sont quasi-résonnantes (cf. figure IV.20).

Petrov & Werner (2015) ont également étudié théoriquement l’effet de
la température sur le signal de pertes à trois corps. Un résultat typique,
comparant les cas T = 0 et T = 400nK est représenté en figure IV.20. On
voit qu’une température non nulle tend à lisser les résonances du signal
de pertes, et peut également les déplacer par rapport au cas T = 0. Des
résultats similaires ont été obtenus indépendamment parMikkelsen, Jensen
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D. S. PETROV AND F. WERNER PHYSICAL REVIEW A 92, 022704 (2015)

particle of mass mA. We write m for twice the reduced mass,

m = 2
mAmB

mA + mB
. (1)

The mass ratio is conveniently parameterized by the angle

sin φ = mB

mA + mB
. (2)

For further convenience we also define

θ = π

4
− φ

2
. (3)

We denote by aAB and aBB the AB and BB scattering lengths.
Universal properties, such as the Efimov discrete scaling

invariance, appear in the zero-range limit, which can be
described by a universal theory [1,23]. Accordingly, we
consider zero-range interactions between A and B particles,
while between B particles we assume no interactions in case i
and zero-range interactions in case ii. The validity conditions
for this universal zero-range theory are the following. In case i,
the characteristic interaction ranges and |aBB| should be much
smaller than |aAB| and the typical de Broglie wavelengths.
In case ii, the characteristic interaction ranges should be
much smaller than |aAB|, |aBB|, and the typical de Broglie
wavelengths.

The unitary limit is defined by

aAB = ∞ in case i,
aAB = aBB = ∞ in case ii. (4)

As usual, scattering length values +∞ and −∞ are equivalent.
At the unitary limit, the scattering length(s) does(do) not
introduce any length scale into the problem. Due to the Efimov
effect, there is no continuous scale invariance, but a discrete
one. In particular, the energies of Efimov trimers follow a
geometric series:

En+1/En = e−2π/s0 . (5)

Here s0 is the positive real solution of [24]

λ(s0,φ) = 1 in case i, (6)

1 − λ(s0,φ) − 2λ2(s0,θ ) = 0 in case ii, (7)

where

λ(s0,δ) ≡ 2 sinh(δs0)
s0 cosh(πs0/2) sin(2δ)

. (8)

Note that we do not consider here the case of a very high
mass ratio, where additional Efimovian sectors would appear in
nonzero total angular momentum subspaces. We thus assume
that mB/mA is smaller than the critical value $40, where an
additional Efimov effect appears in the angular momentum
L = 2 subspace [24].

The Efimov effect also implies that the interactions within
the universal zero-range theory are parameterized not only by
the scattering lengths, but also by a three-body parameter. For
this purpose we use a length parameter R0 defined modulo
multiplication by eπ/s0 . This parameter fixes a hyper-radial
node of the three-body wave function at small interparticle
distances and thus fixes all other three-body observables [see
Eq. (C6) for its relation to the spectrum of Efimov trimers].
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FIG. 1. Event rate constant K (in units of !a4
−/m) versus a−/a

for the 6Li-87Rb-87Rb system for various temperatures with the
inelasticity parameter set to η = 0.2.

To account for recombination losses to deeply bound states in
the zero-range theory one allows the three-body parameter to
be complex, R0 → R0 e−iη/s0 , where η > 0 is the inelasticity
parameter [1]. A precise definition of R0 and η is given by the
three-body contact condition, Eq. (18), below.

Summarizing, the external parameters of the zero-range
theory are the scattering length aAB, three-body parameter R0,
and inelasticity parameter η, as well as the scattering length
aBB in case ii. Experimentally, all these parameters depend
on the magnetic field B. However, essential for universal
Efimov physics is only the resonant enhancement of aAB near
a Feshbach resonance. In its sufficiently narrow vicinity the
other parameters can be assumed constant since their B de-
pendence is smooth. It is important to note that the assumption
of constant R0 and η is not directly related to the applicability
conditions of the zero-range approximation mentioned above.
In particular, all our derivations and formulas remain valid
for B-dependent R0 and η. However, these parameters are
assumed constant in Figs. 1 and 2.

A. Loss rate constant

Our system of interest is a mixture of A and B atoms, in the
gaseous nondegenerate regime where the thermal wavelength
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Figure IV.20. Variation du taux de pertes à trois corps dans un mélange Li−Cs,
avec et sans interaction Cs − Cs, et pour deux températures différentes T = 0 et
T = 400 nK. Figure extraite de Petrov & Werner (2015) (voir cet article pour les
paramètres du calcul).

et al. (2015). Dans l’article de Ulmanis, Häfner, Pires, Werner et al. (2016),
le groupe deHeidelberg présente des données expérimentales prises à plus
basse température (120 nK) quedans les expériences initiales de 2014, et qui
confirment les tendances que nous venons de décrire.

Après les publications expérimentales des groupes de Heidelberg et de
Chicago, l’étude de l’effet EfimovmMM a fait l’objet de nombreuses études
théoriques, notamment pour aller au delà de la description des interactions
en terme de potentiel de contact. Les effets de portée finie ont été étudiés
notamment par Zinner & Nygaard (2015), Acharya, Ji et al. (2016) et Wu,
Han et al. (2016).

Ulmanis, Häfner, Pires, Kuhnle, Wang et al. (2016) ont ajouté une me-
sure intéressante concernant le mélange Li-Cs en reprenant les expériences
initiales autour d’une autre résonance de Feshbach située autour de B =
889G. Dans ces conditions, la longueur de diffusion aCsCs = 190 a0 est po-
sitive, ce qui signifie que des dimères faiblement liés Cs2 peuvent jouer un

rôle significatif. Cela conduit à la disparition de la résonance pour l’état
d’Efimov fondamental et à une modification du facteur d’échelle qui de-
vient λ = 4.0 (3) [voir également Häfner, Ulmanis et al. (2017)]. Un trai-
tement théorique détaillé de la relaxation à trois corps dans cette configu-
ration, en particulier de la forme de raie susceptible d’apparaître (profil de
Fano), a été proposé par Giannakeas &Greene (2018), puis par Giannakeas
& Greene (2021).

Les deux résonances de Feshbach mentionnées jusqu’ici pour le couple
Li-Cs (843G et 889G) sont des résonances larges, pour lesquelles la descrip-
tion de l’interaction en terme d’une longueur de diffusion (sans contribu-
tion significative de la portée effective) est appropriée. Johansen, DeSalvo
et al. (2017) ont comparé les résultats obtenus pour la résonance à 889G et
une autre résonance, beaucoup plus étroite 2 à 893G. Une des principales
conclusions de cette étude est un déplacement très significatif de la position
de la résonance par rapport à la prédiction "naïve". Une analyse théorique
complémentaire d’une résonance étroite pour le problème Li-Cs-Cs a été
proposée récemment par Li, Yudkin et al. (2022).

4 Trimères universels de Kartavtsev &Malykh

4-1 Retour sur le cas des fermions

Nous revenons maintenant au cas où les particules lourdes sont des fer-
mions polarisés, de sorte que leurs états accessibles doivent faire intervenir
uniquement les moments cinétiques relatifs impairs.

Comme nous l’avons indiqué en § 1-4, quand on se place à résonance,
c’est-à-dire a = ±∞, deux cas sont possibles pour une interaction mM de
portée nulle :
— Pour M/m plus grand que la valeur critique 13.606 966 · · · , une infi-

nité d’états peuvent apparaître pour l’onde ℓ = 1 dans le potentiel en
α/R2 (α < 0) qui émerge du problème. Comme pour les bosons, on
doit introduire un paramètre à trois corps, en l’occurrence le cœur dur
en R0 pour notre approche, pour empêcher la "chute vers le centre" et

2. Les paramètres caractérisant ces résonances sont sres = 0.66 pour B = 843G et 889G
et sres = 0.05 pour B = 893G (cf. cours 2021, chap. VI).
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assurer que le système admet un état fondamental d’énergie négative
finie. Au dessus de cet état fondamental, on trouve une infinité d’états
liés, avec des énergies formant en très bonne approximation une suite
géométrique En+1 = En/λ

2.

— Pour M/m plus petit que la valeur critique 13.606 966 · · · , aucun état
lié à trois corps n’existe pour a = ±∞.

Après un travail précurseur de Petrov (2003) portant sur la recombi-
naison à trois corps dans ces systèmes, Kartavtsev & Malykh (2007) ont
repris ce problème en se plaçant du côté a > 0 de la résonance et ils ont
montré que l’interaction effective résultant de l’échange de la particule lé-
gère [décrite par le potentiel (5) dans le cadre de l’approximation de Born–
Oppenheimer] pouvait donner naissance à des trimères liés pour un rap-
port de masse inférieur à la valeur critique 13.6. Ces trimères sont qualifiés
d’universels car il n’est pas indispensable d’introduire un paramètre à trois
corps pour définir leur énergie (nous reviendrons sur ce point en § 4-3).
Celle-ci est fonction uniquement de la longueur de diffusion a caractérisant
l’interactionmM (pour rappel, toute interactionMM est négligée ici).

Rappelons par ailleurs que nous faisons ici l’hypothèse d’une interaction
mM caractérisée seulement par la valeur de la longueur de diffusion a, qui
correspond en pratique au cas d’une résonance de Fano–Feshbach large. Le
cas d’une résonance étroite avec 1/a = 0 est abordé par Castin & Tignone
(2011a).

4-2 Approche Born–Oppenheimer

Sur le plan semi-quantitatif, le résultat de Kartavtsev & Malykh (2007)
peut être retrouvé par l’approche Born–Oppenheimer que nous avons sui-
vie jusqu’ici. Nous nous plaçons dans le cas d’un rapport demasse inférieur
à la valeur critique du cas a =∞ [i.e.M/m < 14.0 pour le traitement Born–
Oppenheimer, cf. (15)] et nous posons la question suivante : peut-il y avoir
un état lié dans le potentiel effectif créé par la particule légère auquel on doit
ajouter la barrière centrifuge pour l’onde ℓ = 1? Rappelons l’expression de

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.5

1

1.5

2

R/|a|

Vtot(R)

Figure IV.21. Potentiel total (en unités de ℏ2/ma2) pour le canal ℓ = 1 dans le
cas a < 0. Calcul effectué avec l’approximation de Born–Oppenheimer. De haut en
bas,M/m = 6, 9, 12.

ce potentiel total pour a < 0

a < 0, R < |a| : Vtot(R) = −
ℏ2

2m

ñ
1

|a| −
W
(
eR/|a|)

R

ô2
+

2ℏ2

MR2

a < 0, R > |a| : Vtot(R) =
2ℏ2

MR2
(34)

et pour a > 0 :

a > 0 : Vtot(R) = −
ℏ2

2m

ñ
1

a
+
W
(
e−R/a

)

R

ô2
+

2ℏ2

MR2
. (35)

Pour a < 0, ce potentiel est tracé en figure IV.21 pour différentes va-
leurs deM/m. C’est une fonction toujours décroissante de R, ce qui exclut
l’existence d’un état lié dans ce potentiel. Remarquons que ce potentiel est
de toute façon toujours supérieur au potentiel obtenu dans le cas a = ±∞
pour la même valeur du rapportM/m. Dans la mesure où l’on sait qu’il n’y
a pas d’état lié dans le cas a = ±∞, il ne peut pas y en avoir non plus dans
le cas a < 0.
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Figure IV.22. Potentiel total (en unités de ℏ2/ma2) pour le canal ℓ = 1 dans le
cas a > 0. Calcul effectué avec l’approximation de Born–Oppenheimer. De haut en
bas,M/m = 5, 8, 11.

La situation intéressante est obtenue pour a > 0. Comme on le voit sur la
figure IV.22, le potentiel Vtot(R) n’est pas toujours une fonction monotone
deR. Il peut admettre unminimum absolu quand le rapportM/m dépasse
∼ 7, tout en gardant une limite Vtot(R) → +∞ quand R → 0. Quand R →
∞, le potentiel Vtot(R) tend vers −ℏ2/(2ma2), qui correspond à l’énergie
du dimèremM quand il est loin de l’autre particule de masseM .

Cette forme du potentiel pour a > 0 ouvre la possibilité d’obtenir des
états liés, c’est-à-dire des états dont l’énergie sera strictement inférieure
à l’énergie du dimère −ℏ2/(2ma2). Il est possible d’utiliser l’approche de
Born–Oppenheimer pour déterminer le seuil sur M/m au dessus duquel
un tel état lié apparaît. Toutefois le résultat est très sensible à la forme du
potentiel et il est plus sûr d’utiliser uneméthode numérique précise, comme
l’ont fait Kartavtsev & Malykh (2007).

Notons que même lorsque le seuil d’existence d’un état lié n’est pas at-
teint, la forme non monotone du potentiel, avec un minimum local suscep-
tible d’abriter un état quasi-lié, peut donner naissance à une résonance de
diffusion. Ce phénomène a été observé par Jag, Zaccanti et al. (2014) pour

Low-energy three-body dynamics in binary quantum gases 1435

-5

-3

-1

8 10 12
m/m1

λ1 λ2 λc

E

E2c

E1c
13 13.4

-1.00

-1.06

-1.12

λ2 λc

E2c

Figure 2. Dependences of the bound-state energies (in units of the two-body binding energy) on the
mass ratio m/m1. The arrows mark the mass ratios λi , for which the ith bound state emerges from
the two-body threshold, the critical mass ratio λc and the bound-state energies Eic for m/m1 = λc .
In the inset, the excited-state energy is shown on a large scale.

13.6055 13.606 13.6065

m/m1
λc

E1

E1c-5.9

-5.8

-5.7

-5.6

13.605 13.60 6

m/m1

λc

E2

E2c

-1.135

-1.13

-1.125

Figure 3. Calculated ground-state and excited-state energies (diamonds) for m/m1 ! λc fitted to
the square-root dependence E − Ec ∝

√
λc − m/m1 (lines).

3. Three-body bound states and near-threshold resonances

The dependences of the three-body binding energies on the mass ratio are determined by
solving a system of HREs with the zero asymptotic boundary conditions, fn(ρ) → 0 as ρ →
∞. The results of the calculations are shown in figure 2 and in table 1; it turns out that there are
zero, one and two bound states for 0 < m/m1 < λ1, λ1 ! m/m1 < λ2 and λ2 ! m/m1 ! λc,
respectively. The binding energies increase as the mass ratio increases to the critical value
λc; in the limit m/m1 → λc the energies tend to the finite values Eic (i = 1, 2) following
a square-root dependence Ei − Eic ∝

√
λc − m/m1, which is demonstrated in figure 3.

Note that this mass-ratio dependence comes from the expansion γ 2
1 (0) ∝ λc − m/m1 as

m/m1 → λc.
For the mass ratios λi , at which the three-body bound states arise, there are true bound

states at the threshold energy E = −1, whose wavefunctions are square integrable with a
power fall-off at large distances. Thus, to calculate the precise values λi , a system of HREs is
solved for E = −1 by using the power dependence of the first-channel function, f1(ρ) ∼ ρ−2

Figure IV.23. Energies des états liés "universels" pour le problème mMM dans
le cas où les particules M sont des fermions polarisés sans interaction et où la
longueur de diffusion a caractérisant l’interaction mM est positive. Les énergies
E sont mesurées en unité de ℏ2/(2mra

2) et l’abscisse est le rapport M/m (noté
icim/m1). Figure extraite de Kartavtsev & Malykh (2007).

un mélange 6Li-40K (rapport de masseM/m = 6.7).

4-3 Résultats de Kartavtsev-Malykh et prolongements

Kartavtsev & Malykh (2007) ont utilisé un traitement du problème à
trois corps voisin de ce que nous verrons dans le chapitre suivant, pas-
sant par la résolution des équations hyper-radiales [voir également Petrov
(2003)]. Pour le cas a > 0, ils sont arrivés aux conclusions suivantes quand
les particulesM sont des fermions polarisés :

— PourM/m < λ1 = 8.173, il n’y a pas d’état lié pour le problèmemMM .
— Pour λ1 = 8.173 < M/m < λ2 = 12.917, il y a (en absence de para-

mètre à trois corps complémentaire, voir § 4-3) un et un seul état lié
dont l’énergie s’écrit α1 ℏ2/(2mra

2), avec le coefficient sans dimension
α1 tracé en figure IV.23 etmr = mM/(m+M).
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3. Three-body bound states and near-threshold resonances

The dependences of the three-body binding energies on the mass ratio are determined by
solving a system of HREs with the zero asymptotic boundary conditions, fn(ρ) → 0 as ρ →
∞. The results of the calculations are shown in figure 2 and in table 1; it turns out that there are
zero, one and two bound states for 0 < m/m1 < λ1, λ1 ! m/m1 < λ2 and λ2 ! m/m1 ! λc,
respectively. The binding energies increase as the mass ratio increases to the critical value
λc; in the limit m/m1 → λc the energies tend to the finite values Eic (i = 1, 2) following
a square-root dependence Ei − Eic ∝

√
λc − m/m1, which is demonstrated in figure 3.

Note that this mass-ratio dependence comes from the expansion γ 2
1 (0) ∝ λc − m/m1 as

m/m1 → λc.
For the mass ratios λi , at which the three-body bound states arise, there are true bound

states at the threshold energy E = −1, whose wavefunctions are square integrable with a
power fall-off at large distances. Thus, to calculate the precise values λi , a system of HREs is
solved for E = −1 by using the power dependence of the first-channel function, f1(ρ) ∼ ρ−2
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The dependences of the three-body binding energies on the mass ratio are determined by
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zero, one and two bound states for 0 < m/m1 < λ1, λ1 ! m/m1 < λ2 and λ2 ! m/m1 ! λc,
respectively. The binding energies increase as the mass ratio increases to the critical value
λc; in the limit m/m1 → λc the energies tend to the finite values Eic (i = 1, 2) following
a square-root dependence Ei − Eic ∝

√
λc − m/m1, which is demonstrated in figure 3.

Note that this mass-ratio dependence comes from the expansion γ 2
1 (0) ∝ λc − m/m1 as

m/m1 → λc.
For the mass ratios λi , at which the three-body bound states arise, there are true bound

states at the threshold energy E = −1, whose wavefunctions are square integrable with a
power fall-off at large distances. Thus, to calculate the precise values λi , a system of HREs is
solved for E = −1 by using the power dependence of the first-channel function, f1(ρ) ∼ ρ−2

Figure IV.24. Légende similaire à la figure IV.23. Figure extraite de Kartavtsev &
Malykh (2007).

— Pour λ2 = 12.917 < M/m < λc = 13.607, il y a deux états liés dont
les énergies s’écrivent αj ℏ2/(2mra

2), avec les coefficients αj , j = 1, 2
tracés en figure IV.23.

— Pour 13.607 < M/m, il peut y avoir un nombre arbitrairement élevé
d’états liés quand 1/a → 0+ : c’est l’effet Efimov. La détermination de
l’énergie de ces états liés nécessite l’introduction d’un coefficient à trois
corps, par exemple le rayon de cœur dur R0.

Le ou les états trouvés dans la plage 8.173 < M/m < 13.607 possèdent
un moment cinétique total L = 1. Ils sont qualifiés d’universels puisque
leur énergie ne dépend que du problème à deux corpsmM et ne nécessite
pas l’introduction d’un paramètre supplémentaire lié au problème à trois
corps. Un agrandissement du comportement de l’énergie de ces états au
voisinage du point critique λc est montré en figure IV.24.

A ce jour, les trimères de Kartavtsev-Malykh n’ont pas été observés ex-
périmentalement. Comme indiqué par Endo, García-García et al. (2016),
un système bien adapté pourrait être un mélange de 6Li et de 53Cr, tous
deux fermioniques avecM/m = 8.8.

Remarque sur l’absence de paramètre à trois corps. PourM/m > 8.619,
Kartavtsev&Malykh (2016) ontmontré que pour lemodèle de portée nulle
utilisé ici, il y a une ambiguïté dans la définition de la fonction d’onde à trois
particules, car deux solutions indépendantes, chacune de carré sommable,

sont disponibles. Cette ambiguïté est déjà présente dans le problème à un
corps dans le potentiel en 1/R2. Nous avons vu que l’équation u′′(R) −
α
R2u(R) = 0 admet deux solutions u(R) = Rs±+1 avec s± = − 1

2 ±
»
α+ 1

4 .
Pour −1/4 < α < 3/4, ces deux solutions sont acceptables sur le simple
critère d’intégrabilité en R = 0.

Kartavtsev & Malykh (2016) ont alors introduit un paramètre supplé-
mentaire que nous noterons B3, pour fixer l’amplitude de la solution s−,
divergente en R = 0, par rapport à la solution s+, convergente en R = 0.
L’article initial de Kartavtsev & Malykh (2007), dont nous avons décrit les
résultats ci-dessus, correspondait au choix impliciteB3 = 0. Les spectres at-
tendus quand onprend en compte des valeurs non nulles deB3 sont donnés
par Kartavtsev & Malykh (2016), un troisième trimère pouvant apparaître
dans un petit domaine de paramètres.

Ce problème a été repris par Endo, Naidon et al. (2012), puis plus ré-
cemment par Naidon, Pricoupenko et al. (2022) avec un potentiel VmM de
portée b non nulle. Dans ce modèle, Naidon, Pricoupenko et al. (2022) ont
montré que la limite de portée nulle pour VmM conduit de manière natu-
relle au choix B3 = 0, donc aux résultats de Kartavtsev & Malykh (2007).

Endo, Naidon et al. (2012) ont montré l’existence d’une transition conti-
nue (crossover) vers des trimères non-universels quand on varie le para-
mètre a/b. Cette approche fondée sur un potentielmM de portée non nulle
permet par ailleurs de préciser les conditions où les trimères de Kartavtsev-
Malykh peuvent être observés et elle conduit à une plage très étroite pour
les longueurs de diffusion appropriées : a ≳ 100b (Naidon, Pricoupenko et
al. 2022). Naidon, Pricoupenko et al. (2022) ont également pris en compte
une éventuelle interaction directe 3 MM en onde p et ils ont montré qu’elle
pouvait conduire à la formation de trimères additionnels, potentiellement
plus faciles à observer.

Signalons enfin que Endo, García-García et al. (2016) ont montré que
l’interaction entre trimères deKartavtsev-Malykh est répulsive à basse éner-
gie : il est donc envisageable de former avec eux une phase stable de type
liquide de Fermi si la particule m est elle-même un fermion, pourvu que
M/m ≲ 9.5. Blume (2012) a en effet trouvé qu’au delà de cette valeur, la

3. Le problème de trois fermions identiques et polarisés, interagissant uniquement en onde
p, a été traité par Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008).
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formation d’un tétramèremMMM (lui aussi universel) peut devenir favo-
rable d’un point de vue énergétique.
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Chapitre V

Le problème d’Efimov pour trois bosons identiques

Nous abordons dans ce chapitre le "véritable" effet Efimov, tel qu’étudié
dans la publication originale (Efimov 1970). Nous considérons trois parti-
cules identiques, que nous supposerons être des bosons de spin nul ou po-
larisés, et nous nous intéressons à la situation où les particules interagissent
deux à deux. Nous supposons que cette interaction est caractérisée par la
longueur de diffusion a (positive ou négative) et nous nous concentrons
sur le cas où |a| est très grande devant la portée b du potentiel.

Dans le traitement qui va suivre, nous prendrons en fait un potentiel de
portée nulle (le pseudo-potentiel), en traitant les interactions par l’inter-
médiaire des conditions aux limites de Bethe–Peierls que nous avons déjà
rencontrées aux chapitres précédents. Le cas un peu plus général d’un po-
tentiel binaire séparable est brièvement traité dans l’appendice § 5.

Le résultat trouvé par Efimov est remarquable : pour a = ±∞, alors
qu’il n’y a pas d’état lié à deux corps (au moins dans le modèle de pseudo-
potentiel), on trouve une infinité d’états liés à trois corps, avec des énergies
formant une suite géométrique. Comme nous avons déjà eu l’occasion de
le dire, cette suite géométrique doit être tronquée du côté des énergies très
négatives, puisqu’on requiert que ce système possède un état fondamental.
Ceci nécessite l’introduction d’un paramètre à trois corps que nous note-
rons R0.

Une fois le paramètre à trois corps fixé, tout le spectre du problème s’en
déduit (figure V.1). Du côté a < 0, quand on diminue la valeur de |a|, on
voit les différents états trimères disparaître les uns après les autres car leur

énergie de liaison s’annule. Du côté a > 0, quand on diminue la valeur de
a, les états trimères entrent en compétition avec un état à un dimère et une
particule libre, et ils finissent eux aussi par disparaître. La physique efimo-
vienne est donc véritablement une physique de résonance de diffusion, au
voisinage du point a = ±∞.

Contrairement au cas mMM pour lequel l’approximation de Born–
Oppenheimer permettait de mener pratiquement tous les calculs de ma-
nière analytique, le cas de trois particules identiques est nettement plus
compliqué à traiter. Dans ce qui suit, nous allons d’abord détailler la so-
lution dans le cas strictement résonant, ce qui nous permettra de retrouver
l’interaction en 1/r2 qui a joué le rôle de fil directeur dans tout le cours de
cette année. Nous donnerons ensuite les grandes lignes du traitement en
dehors de la résonance, mais sans mener les calculs explicites qui néces-
sitent de toute façon une étape numérique conséquente si on veut obtenir
une précision raisonnable.

Dans ses travaux des années 70, Efimov envisageait une application de
son modèle à la physique nucléaire. Il mentionnait notamment un assem-
blage de trois particules α (deux protons, deux neutrons) pouvant former
un état excité du noyau de carbone 12C. Il s’est avéré que les conditions de
résonance permettant d’atteindre |a| ≫ b (où b est la portée du potentiel
à deux corps) n’étaient pas remplies dans ce cas. Il a fallu attendre 1994
pour voir apparaître le trimère d’atomes d’hélium (Schöllkopf & Toennies
1994), un état (presque) éligible au statut de trimère d’Efimov, puis les ex-
périences sur les gaz d’atomes froids avec le travail pionnier du groupe de
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 E

1/a

a < 0 a > 0
a = ± ∞

trimère n

trimère n + 1 Edimère

a × 22.7

E/(22.7)2

Figure V.1. Schéma de principe du spectre des dimères et des trimères, dans le
cadre d’une interaction de portée nulle décrite par la longueur de diffusion a. L’in-
troduction d’un paramètre à trois corps R0 est nécessaire pour fixer la position des
niveaux sur l’axe vertical (1/a = 0). Le reste du diagramme en découle de manière
universelle.

R. Grimm à Innsbruck (Kraemer, Mark et al. 2006).

Comme nous l’avons écrit plus haut, nous ne mènerons pas ici tous les
calculs pour arriver au diagramme énergétique final. Ces calculs peuvent se
trouver dans plusieurs articles de revue écrits au cours des vingt dernières
années, citons notamment ceux qui ont servi de base à la préparation de ce
chapitre : Nielsen, Fedorov et al. (2001), Braaten&Hammer (2006),Naidon
& Endo (2017), Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).

1 Paramétrisation de l’espace

Dans toute sa généralité, le problème à trois corps dans un espace tri-
dimensionnel consiste à chercher les fonctions propres de l’hamiltonien,
Ψ(r1, r2, r3), dépendant de neuf variables d’espace. Il est bien sûr impos-
sible d’aborder un tel problème de front et il est impératif de prendre en
compte les différentes symétries du système pour le simplifier.

Pour commencer, nous pouvons nous laisser guider par la solution du
problème à deux corps en interaction : partant des six variables d’espace
{r1, r2}, la séparation "centre de masse – variable relative"

{r1, r2} −→ {R12, r12} (1)

avec
R12 =

1

2
(r1 + r2) , r12 = r1 − r2, (2)

ramène le problème aux trois composantes de r12, puisque le mouvement
du centre de masse R12 est celui d’une particule libre. Ensuite, la prise en
compte de la symétrie de rotation de l’interaction à deux corps permet de se
ramener à un problème uni-dimensionnel, ne portant que sur r12 = |r12|.

Pour le problème à trois corps, les choses ne sont pas si simples. La sé-
paration du mouvement du centre de masse permet de passer simplement
de 9 à 6 variables, mais il est ensuite difficile de simplifier davantage le pro-
blème général. Toutefois, nous allons voir dans cette partie que pour une
interaction de portée nulle, décrite par la condition aux limites de Bethe–
Peierls, on peut ramener le problème à 9 variables à un problème à 2 va-
riables seulement.

1-1 Condition aux limites de Bethe–Peierls

On considère trois particules de masse m interagissant deux à deux
par le pseudo-potentiel associé à la longueur de diffusion a. On prend
en compte cette interaction en utilisant les conditions aux limites de
Bethe–Peierls, qui imposent le comportement de la fonction d’onde totale
Ψ(r1, r2, r3) quand deux particules se rapprochent l’une de l’autre. Par
exemple, quand la position de la particule 3 est fixée ainsi que le milieu
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1 2

3

Figure V.2. Un exemple de situation où la condition aux limites de Bethe–Peierls
(3) intervient.

R12 du segment (1-2), et quand la distance r12 tend vers 0 (figure V.2), on
impose :

r12 → 0 : Ψ(r1, r2, r3) =

Å
1

r12
− 1

a

ã
Φ(R12, r3) +O(r12). (3)

Dans un développement en puissances de r12, la condition de Bethe–Peierls
impose donc une relation entre les deux premiers coefficients du dévelop-
pement, celui de (r12)−1 et celui de (r12)0, sans contraindre les coefficients
suivants [termes en (r12)

n avec n ≥ 1].

Une fois la condition aux limites de Bethe–Peierls imposée, l’hamilto-
nien régissant l’évolution des trois particules est purement cinétique. La
recherche d’états propres du système à trois corps passe donc par la réso-
lution de l’équation aux valeurs propres :

− ℏ2

2m

Ñ
3∑

j=1

∇2
rj

é
Ψ = E Ψ. (4)

O

R12

1

2

3

√
3
2 ρ3

r12

Figure V.3. Un des systèmes de coordonnées de Jacobi pour le problème à trois
corps. Nous avons choisi ici celui qui particularise la paire (1, 2).

1-2 Coordonnées de Jacobi

Comme pour le problème à deux corps, le système total est invariant par
translation. On peut donc séparer le mouvement du centre de masse

R123 =
1

3
(r1 + r2 + r3) , (5)

qui est celui d’une particule libre de masse 3m, du mouvement relatif des
trois particules. Il n’existe pas de choix simple des coordonnées relatives qui
respectent pleinement la symétrie entre les trois particules.Nous utiliserons
ici le systèmede Jacobi (voir figureV.3). En particularisant la particule 3 vis-
à-vis de la paire (1, 2), ce système revient à faire le changement de variables :

{r1, r2, r3} −→ {R123, r12,ρ3} (6)

oùR123 et r12 ont déjà été définis ci-dessus et où

√
3

2
ρ3 = r3 −R12. (7)
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La raison d’être du coefficient
√
3/2 apparaîtra dans un instant 1.

Une fois ce choix de coordonnées effectué, il faut réécrire l’équation aux
valeurs propres (4). Un calcul simple donne pour la somme des laplaciens

3∑

j=1

∇2
rj

=
1

3
∇2

R123
+ 2
Ä
∇2

r12
+∇2

ρ3

ä
. (10)

Le terme en 1
3∇2

R123
correspond à l’énergie cinétique du centre demasse. Le

mouvement du centre demasse n’est pas affecté par la condition aux limites
de Bethe–Peierls et ses fonctions propres sont les ondes planes eiK·R123

d’énergie ℏ2K2/6m. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que nous nous
sommes placés dans le référentiel du centre de masse du système à 3 corps,
ce qui revient à choisirK = 0, et nous omettrons cette contribution 1

3∇2
R123

.
Nous travaillons donc maintenant avec la fonction inconnue Ψ(r12,ρ3) qui
est solution de

−ℏ2

m

Ä
∇2

r12
+∇2

ρ3

ä
Ψ = E Ψ (11)

qu’il s’agit de résoudre en prenant en compte les conditions aux limites de
Bethe–Peierls. Notons l’intérêt du coefficient

√
3/2 dans la définition (7) de

ρ3 qui permet d’obtenir une écriture symétrique du laplacien vis-à-vis des
deux variables r12 et ρ3.

Les trois systèmes de coordonnées de Jacobi. Comme nous l’avons dit, il
n’y a pas de choix simple pour le système de coordonnées qui respecte la sy-
métrie entre les trois particules. Le choix {r12,ρ3} fait ci-dessus singularise

1. Nous avons adopté ici le même système de coordonnées que Naidon & Endo (2017). On
trouve également dans la littérature [voir par exemple Greene, Giannakeas et al. (2017)] un
choix correspondant à une répartition différente de ce coefficient

√
3/2, qui consiste à poser :

r̃12 =

Ç√
3

2

å1/2

(r1 − r2) ρ̃3 =

Ç√
3

2

å−1/2

(r3 −R12) , (8)

de sorte que les angles de Delves et de Jacobi ne sont pas modifiés, et l’hyperrayon corres-
pondant s’écrit R̃2 = r̃212 + ρ̃23 =

√
3

2
R2 où R est défini en (29). Pour le terme associé à

l’hyperrayon dans l’hamiltonien [voir par exemple (32)], on doit alors faire la substitution :

−ℏ2

m

∂2

∂R2
−→ − ℏ2

2µ

∂2

∂R̃2
avec µ = m/

√
3. (9)

la particule 3. On peut bien sûr faire des choix équivalents en singularisant
la particule 1 : {r23,ρ1}, ou la particule 2 : {r31,ρ2}. Nous aurons besoin
dans la suite des formules de passage entre ces différents systèmes de co-
ordonnées (rotation d’angle ±2π/3) :Å

r23
ρ1

ã
=

Ç
−1/2 −

√
3/2

+
√
3/2 −1/2

åÅ
r12
ρ3

ã
(12)

et Å
r31
ρ2

ã
=

Ç
−1/2 +

√
3/2

−
√
3/2 −1/2

åÅ
r12
ρ3

ã
. (13)

Quand il s’agira d’imposer les conditions aux limites de Bethe-Peierls, il
faudra prendre par exemple la limite r12 → 0 en gardantR12 et r3 fixes, ce
qui conduira pour les deux autres systèmes de coordonnées à :

r23 → −
√
3

2
ρ3, ρ1 → −

ρ3

2
(14)

et
r31 →

√
3

2
ρ3, ρ2 → −

ρ3

2
. (15)

1-3 Composantes de Faddeev

La procédure générale consistant à fixer une paramétrisation de l’es-
pace par un des trois jeux de coordonnées de Jacobi, (r12,ρ3) par exemple,
puis à chercher directement les fonctions propresΨ(r1, r2, r3) ≡ Ψ(r12,ρ3)
conduit à des calculs difficiles, même pour le cas d’un potentiel de portée
nulle que nous envisageons ici. Une raison en est que ce choix de coordon-
nées qui singularise la particule 3 n’est pas "démocratique", pour reprendre
l’expression de Nielsen, Fedorov et al. (2001). Plus prosaïquement, il ne fa-
cilite pas la prise en compte des conditions aux limites de Bethe–Peierls
pour chacune des trois paires possibles. Pour la paire (1, 2), cette condition
aux limites dans le système de coordonnées (R12, r12,ρ3) est bien sûr très
simple puisqu’il s’agit de prendre la limite (figure V.2) :

Paire (1, 2) : r12 → 0 àR12, ρ3 constants. (16)

Mais la prise en compte de la condition aux limites pour les paires (2, 3) et
(3, 1) est moins immédiate.
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Pour faciliter la prise en compte simultanée des trois conditions aux li-
mites, nous allons chercher la fonction Ψ sous la forme :

Ψ(r1, r2, r3) = χ(r12,ρ3) + χ(r23,ρ1) + χ(r31,ρ2), (17)

où nous avons introduit les deux systèmes de coordonnées de Jacobi sin-
gularisant respectivement la particule 1 et la particule 2. La fonction χ(r,ρ)
est appelée composante de Faddeev et sa construction précise est détaillée
dans l’appendice de ce chapitre (§ 5). La structure de l’équation (17) a le
mérite d’être par construction symétrique par un cycle d’échange des trois
particules, ce qui est nécessaire puisque nous nous intéressons ici au pro-
blème de trois bosons identiques 2.

Sous cette forme, chacune des trois fonctionsχ(rij ,ρk) intervenant dans
(17) va "prendre en charge" le comportement divergeant à courte distance
de la fonction d’onde pour la paire (i, j) en question. Plus précisément, nous
allons imposer

χ(r,ρ) diverge comme 1

r
quand r → 0. (18)

On utilisera donc le développement de Taylor :

r → 0 : χ(r,ρ) =
A(ρ)

r
+B(ρ) +O(r) (19)

avec les coefficients de r−1 et r0 qui se calculent à partir de :

A(ρ) = lim
r→0

[r χ(r,ρ)] B(ρ) = lim
r→0

ï
∂ (r χ(r,ρ))

∂r

ò
. (20)

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la condition aux limites de
Bethe–Peierls vient relier l’ordre dominant en 1/rij et l’ordre suivant du
développement, le terme constant en −1/a. Plus précisément, on a dans la
limite r12 → 0 :

Terme en (r12)
−1

: lim
r→0

[r χ(r,ρ3)] (21)

2. Il peut exister des situations telles que chacune des composantes de Faddeev est bien
définie, mais χ(r12,ρ3) + χ(r23,ρ1) + χ(r31,ρ2) = 0. On parle alors de spurious solutions
(Nielsen, Fedorov et al. 2001). Nous n’en rencontrerons pas ici.

et pour le terme en (r12)
0 :

lim
r→0

ï
∂ (r χ(r,ρ3))

∂r

ò
+ χ(−

√
3

2
ρ3,−

1

2
ρ3) + χ(+

√
3

2
ρ3,−

1

2
ρ3) (22)

où nous avons utilisé le passage à la limite sur les différentes coordonnées
de Jacobi donné en (14-15).

Pour notre problème, la condition aux limites de Bethe–Peierls s’écrit
donc pour toute valeur de ρ :

lim
r→0

ï
∂ [rχ(r,ρ)]

∂r

ò
+ χ(−

√
3

2
ρ,−1

2
ρ) + χ(+

√
3

2
ρ,−1

2
ρ) = −1

a
lim
r→0

[rχ(r,ρ)]

(23)
Par ailleurs, la fonction χ(r,ρ) satisfait l’équation aux valeurs propres iden-
tique à (11) :

−ℏ2

m

(
∇2

r +∇2
ρ

)
χ(r,ρ) = E χ(r,ρ) (24)

qui correspond, rappelons-le, à une énergie purement cinétique puisque
les interactions sont prises en compte ici par l’intermédiaire de le condition
aux limites (23).

1-4 Hyperrayon et angle de Delves

À ce stade, l’équation (11), ou ses équivalents pour les deux autres sys-
tèmes de coordonnées de Jacobi, est une équation à six variables d’espace,
qui peut être paramétrisée de multiples façons, une fois qu’on a adopté un
système de coordonnées de Jacobi. Nous utiliserons le choix suivant 3 qui
précise la taille et la forme du triangle formé par les trois particules et qui
définit ensuite l’orientation de ce triangle dans l’espace à trois dimensions :
— L’hyper-rayon R, défini par

R2 = r212 + ρ23 =
2

3

(
r212 + r223 + r231

)
, (29)

3. Un autre choix communément utilisé dans la littérature pour traiter des potentiels de
portée non nulle consiste à utiliserR, les trois angles d’Euler, et les deux angles θ et φ définis-
sant les coordonnées rij [voir par exemple Greene, Giannakeas et al. (2017)] :

rij =
R√
2
[1 + sin θ sin(φ+ νij)]

−1/2 (25)
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renseigne sur la nature du groupement des trois particules :R devient
grand dès qu’une particule s’éloigne des deux autres ; une petite valeur
de l’hyper-rayon est donc obtenue si et seulement si les trois particules
sont proches l’une de l’autre. Notons que l’hyper-rayon (29) est iden-
tique pour les trois systèmes de coordonnées de Jacobi, puisqu’il fait
jouer des rôles identiques aux trois variables r1, r2, r3.

— l’angle de Delves α est défini par :

r12 = R sinα, ρ3 = R cosα, 0 ≤ α ≤ π/2. (30)

En toute rigueur, nous devrions noter cet angle de Delves α3, puisqu’il
renseigne sur la position de la particule 3 par rapport à la paire 1-2. On
peut bien sûr définir également α1 et α2, mais nous n’aurons pas à les
utiliser dans ce qui suit 4. L’angle de Delves indique si on a affaire à un
triangle plutôt allongé (petites valeurs deα) ou plutôt aplati (α proche
de π/2). Plus précisément, si α ≡ α3 est proche de 0, la particule 3 est
loin de la paire 1-2 ; si α est proche de π/2, la particule 3 est proche du
milieu de 1− 2 (voir figure V.4). En revanche quand α ∼ π/4, la forme
du triangle n’est pas bien définie : il peut être allongé si la particule 3
est proche de 1 ou 2, ou quasi-équilatéral.

— L’angle de Jacobi β = (r̂12, ρ̂3) (qui devrait lui aussi porter l’indice 3
pour lever toute ambiguïté). La connaissance de l’hyper-rayon et des
deux anglesα et β permet de préciser complètement la taille et la forme
du triangle formé par les trois particules (figure V.5).

— Les trois paramètres angulaires restants correspondent aux trois angles

avec νij = −π/6,−5π/6,+π/2 pour (i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1). L’opérateur énergie ciné-
tique s’écrit alors Ĥcin = T̂R + T̂1 + T̂2 + T̂3 avec T̂R inchangé par rapport à (32) et

T̂1 = − 4ℏ2

mR2

1

sin(2θ)

∂

∂θ
sin(2θ)

∂

∂θ
(26)

T̂2 = − 2ℏ2

mR2

1

sin2(θ)

Å
i
∂

∂φ
− 1

2ℏ
cos θĴz

ã2
(27)

T̂3 =
2Ĵ2

x

mR2(1− sin θ)
+

2Ĵ2
y

mR2(1 + sin θ)
+

Ĵ2
z

mR2
. (28)

où Ĵ représente le moment cinétique total du système. Dans le sous-espace de moment ci-
nétique J = 0, la dépendance vis à vis des angles d’Euler disparaît et les états propres de
l’hamiltonien sont des fonctions des trois variables R, θ, φ (D’Incao & Esry 2005a).

4. On notera la relation remarquable : sin2 α1 + sin2 α2 + sin2 α3 = 3/2.

3

1

2

3

1

2

3

1

2

α = π/12

α = π/4

α = 5π/12

Figure V.4. Trois configurations possibles pour un même hyper-rayon R et diffé-
rents angles de Delves α. Les positions des particules 1 et 2 ne sont pas complè-
tement définies par la connaissance de R et α. On sait uniquement qu’elles sont
situées sur le cercle pointillé et diamétralement opposées.
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1 2

3

R sinα

√ 3
2
R
co
sα

β

Figure V.5. Détermination de la forme du triangle formé par les trois particules à
partir des paramètres R,α, β.

d’Euler nécessaires pour préciser l’orientation de ce triangle dans l’es-
pace.

Une fois défini le système de coordonnées (R,α,Ω) oùΩ désigne dema-
nière collective l’angle de Jacobi β et les trois angles d’Euler, on peut écrire
l’hamiltonien cinétique −(ℏ2/m)

(
∇2

r +∇2
ρ

)
qui intervient dans (24) sous

une forme relativement compacte (Pack & Parker 1987 ; Yuen 2020) :

Ĥcin = T̂R + T̂α + T̂Ω (31)

avec pour la partie hyperradiale :

T̂R = −ℏ2

m

1

R5

∂

∂R
R5 ∂

∂R
, (32)

et pour la partie angle de Delves :

T̂α = − ℏ2

mR2

1

sin2(2α)

∂

∂α
sin2(2α)

∂

∂α
. (33)

Nous n’écrirons pas ici la forme explicite de T̂Ω en fonction de l’angle β et
des angles d’Euler, mais nous donnons simplement sa structure en termes
des deux opérateurs L̂ et Ĵ , où L̂ désigne le moment cinétique du dimère
aligné selon r et Ĵ le moment cinétique total des trois corps :

T̂Ω =
1

mR2

[ (Ĵ − L̂)2

cos2 α
+

L̂
2

sin2 α

]
. (34)

Quand les interactions entre les particules sont décrites par un po-
tentiel binaire V (rij) quelconque, les distances rij font intervenir R, α
et β. Il en va de même pour les états propres de l’hamiltonien total (ci-
nétique+interactions), de sorte que les trois termes T̂R, T̂α et T̂Ω ont
une contribution non triviale. Dans le cas d’une interaction décrite par le
pseudo-potentiel, puisque l’hamiltonien est purement cinétique, on peut
d’emblée se placer dans le sous-espace propre correspondant à J = L = 0,
dont on peut montrer qu’il est le seul à donner naissance à l’effet Efimov.

Nous restreignons donc la recherche des fonctions χ(r,ρ) à des fonc-
tions de R et de α uniquement (ou de manière équivalente de r = R sinα
et ρ = R cosα uniquement). Par ailleurs, compte tenu de la structure de T̂R
et T̂α, on a intérêt à faire le changement de fonction

χ(r, ρ) =
Φ(R,α)

R5/2 sin(2α)
(35)

et on arrive à l’équation aux valeurs propres :

−ℏ2

m

ï
∂2R +

1

R2

Å
∂2α +

1

4

ãò
Φ(R,α) = E Φ(R,α) (36)

Il nous reste à préciser les conditions aux limites à imposer à Φ(R,α).

Remarquons tout d’abord que le changement de fonction (35) requiert
de bien définir le comportement de Φ(R,α) aux points d’annulation du
sin(2α) figurant au dénominateur, c’est-à-dire α = 0 ou α = π/2 :
— Quand α → 0 à R constant, la variable r = R sinα tend vers 0 et on

sait que χ(r, ρ) doit diverger comme 1/r. Il suffit donc d’imposer que
Φ(R,α) soit régulière enα = 0, mais elle n’a pas à s’annuler en ce point.

— Quand α → π/2 à R constant, la variable ρ = R cosα tend vers 0, ce
qui signifie que la particule 3 vient se positionner au milieu du seg-
ment 1 − 2 (figure V.4). La fonction χ(r, ρ) est régulière en ce point 5
et il faut donc imposer que le numérateur de (35) s’annule au moins
linéairement comme α− π/2 en ce point :

Φ(R,
π

2
) = 0 (37)

5. sauf siR → 0, mais ce cas où les trois particules sont superposées est "de mesure nulle".
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1 2

3

α→ 0
1 2

3

α = π/3

Figure V.6. Les deux valeurs de l’angle de Delves α pouvant amener une particule
sur une autre, et intervenant donc dans la condition aux limites de Bethe–Peierls
(38).

Par ailleurs, la condition aux limites (23) se transpose en :ï
∂Φ(R,α)

∂α

ò
α→0

+
8√
3
Φ
(
R,

π

3

)
= −R

a
Φ(R, 0) (38)

La contribution de α = 0 correspond au cas où les particules 1 et 2 se rap-
prochent l’une de l’autre (figure V.6, gauche), et la contribution α = π/3
correspond au cas où la particule 3 peut venir au contact de la particule 1
ou de la particule 2 (figure V.6, droite).

2 La solution dans le cas résonnant

2-1 Séparation des variables pour a = ±∞

La structure de l’équation aux valeurs propres (36) se prête bien à la
recherche des fonctions propres sous la forme factorisée du type g1(R) ×
g2(α). Mais la condition aux limites (38) n’est généralement pas compatible
avec cette factorisation. Il existe néanmoins deux cas où cette factorisation
est possible, le cas résonnant a = ±∞ et le cas sans interaction a = 0. Nous

allons nous concentrer ici sur le cas résonnant et nous vérifierons ensuite
que le cas sans interaction redonne bien le résultat (trivial) attendu.

Plaçons-nous dans le cas résonant et cherchons une solution de (36-37-
38) sous la forme

Φ(R,α) = ϕ(R) F (α). (39)

Grâce au choix a =∞, les conditions aux limites (37-38) ne font pas inter-
venir la fonction inconnue ϕ(R), mais seulement F (α) :

F (π/2) = 0 (40)

et ï
dF

dα

ò
α→0

+
8√
3
F (π/3) = 0. (41)

L’équation aux valeurs propres (36) s’écrit quant à elle :

−
ï
d2ϕ

dR2
+
ϕ(R)

4R2

ò
F (α)− ϕ(R)

R2

d2F

dα2
=
mE

ℏ2
ϕ(R) F (α). (42)

La procédure est alors standard. On commence par résoudre l’équation aux
valeurs propres pour une des fonctions inconnues, ici F (α) :

−d2F

dα2
= s2 F (α) (43)

où la valeur propre s2 (réelle) doit être choisie pour respecter les condi-
tions aux limites (40-41) et on reporte le résultat obtenu dans (42) pour
déterminer la solution pour l’hyperrayon :

− d2ϕ

dR2
+
s2 − 1/4

R2
ϕ(R) = ϵϕ(R) avec ϵ =

mE

ℏ2
(44)

On retrouve ici encore une équation de Schrödinger à une dimension
dans le potentiel en 1/r2 ! La question que nous abordons dans le para-
graphe suivant est de savoir si le coefficient s2 peut être négatif pour que
l’attraction due à ce potentiel puisse donner naissance à des états liés.
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Figure V.7.Gauche : recherche des solutions de (46) avec s2 < 0, cette équation se
réécrivant sous la forme (48) pour la variable |s| ; elle admet une solution unique
donnée en (47). Droite : recherche des solutions de (46) avec s2 > 0. Sur chaque
graphe, les courbes bleue et rouge correspondent respectivement aux membres de
gauche et de droite des équations (46) et (48).

2-2 Équation angulaire et effet Efimov

La solution de l’équation aux valeurs propres pour la variable angulaire,
F ′′+s2F = 0 avec s2 réel positif, négatif ou nul, compatible avec la première
condition aux limitesF (π/2) = 0 s’écrit, à une constantemultiplicative près
sans importance :

F (α) = sin
[
s(
π

2
− α)

]
. (45)

Injectons cette forme dans la seconde condition aux limites (41) :

s cos(sπ/2) =
8√
3
sin(sπ/6) (46)

où s est réel ou imaginaire pur.

Les nombres s satisfaisant (46) viennent par paires (s, −s), la solution
s = 0 étant à écarter car elle conduit à une fonction F (α) identiquement
nulle. Une étude numérique simplemontre que l’équation (46) admet deux
types de solutions (voir aussi la résolution graphique en figure V.7) :

— Une double solution imaginaire pure

s0 = ±i |s0| avec |s0| = 1.00624 · · · (47)

l’équation (46) se récrivant dans ce cas

|s0| cosh(|s0|π/2) =
8√
3
sinh(|s0|π/6) (48)

où toutes les quantités sont réelles. L’équation portant sur l’hyperrayon
s’écrit alors

− d2ϕ

dR2
− |s0|

2 + 1/4

R2
ϕ(R) = ϵ ϕ(R) (49)

— Une famille infinie de solutions ±sj avec sj réel positif, j ≥ 1.
Comme nous avons eu l’occasion de le voir à plusieurs reprises dans les

chapitres précédents, la condition pour que l’équation aux valeurs propres
(44) sur la variable R admette un état lié, c’est-à-dire une valeur propre
ϵ < 0, est que le coefficient du terme en 1/R2, ici s2 − 1/4, soit strictement
inférieur à−1/4. Il faut donc que s2 soit négatif, ce qui vient sélectionner un
et un seul type de solution, s0 = ±i|s0|, conduisant à l’équation aux valeurs
propres (49).

Une fois cette solution identifiée, toute la procédure que nous avons dé-
veloppée dans les chapitres précédents s’applique sans modification. Par-
tant de l’équation (49), on sait que :
— Il faut introduire une condition aux limites aux petites valeurs de R,

par exemple un cœur dur enR0, pour empêcher la "chute sur le centre".
On obtient ainsi un état fondamental d’énergie E0 < 0 avec une fonc-
tion d’onde ϕ(R) sans nœud en dehors du point R0.

— Une fois imposée cette condition, on obtient une infinité d’états liés
dont les énergies forment en très bonne approximation une suite géo-
métrique

En

En+1
≈ λ2 avec λ = eπ/|s0| ≈ 22.7, λ2 ≈ 515 (50)

— La fonction d’onde à énergie nulle est log-périodique :

ϕ(R) = sin [|s0| ln(R/R0)] (51)
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Figure V.8. Une configuration typique d’un trimère d’Efimov, correspondant à
une petite valeur de l’angle de Delves α, et donc un triangle allongé. L’état des trois
particules est invariant par rotation, ce qui est représenté par le halo rouge. Les
trois points bleus représentent un résultat possible (et relativement probable, à une
rotation globale près) d’une mesure des positions.

et on retrouve cette structure pour les états liés tant qu’on se limite à
des valeurs deR petites devant leur point de rebroussement extérieur.

On notera que la fonction d’onde angulaire F (α) trouvée en (45), qui
se récrit sinh

[
|s0|(π2 − α)

]
dans le cas efimovien, est relativement piquée

autour de α = 0, ce qui indique que les trimères obtenus dans ce cas ont
une forme de triangle allongé, comme représenté sur la figure V.8 (Naidon
& Endo 2017).

2-3 Vérification : le cas sans interaction

Nous avons pu résoudre le problème aux valeurs propres (36-37-38)
dans le cas a =∞ car la recherche des solutions sous une forme factorisée
était alors possible. Il existe une autre situation où c’est également le cas :
a = 0. Nous allons vérifier qu’on retrouve alors bien les résultats attendus
en absence d’interaction.

Quand la longueur de diffusion s’annule (ou plus précisément tend vers
0 par valeurs négatives), c’est-à-dire quand les particules n’interagissent
pas entre elles, la condition aux limites (38) impose

a = 0 ⇒ Φ(R, 0) = 0. (52)

Nous cherchons là aussi les fonctions solutions de (36) sous la forme facto-
risée

Φ(R,α) = ϕ(R) F (α) (53)

avec les conditions aux limites (37-53) :

F (0) = 0, F (π/2) = 0. (54)

La fonction F (α) doit ici aussi être solution de l’équation aux valeurs
propres F ′′ + s2F = 0 et les conditions aux limites (54) entraînent im-
médiatement :

F (α) = sin(sα) avec s = 2j, j ∈ N∗. (55)

On injecte cette forme dans (36) pour en déduire l’équation vérifiée par
ϕ(R) :

− d2ϕ

dR2
+

4j2 − 1/4

R2
ϕ(R) = ϵ ϕ(R). (56)

Cela correspond à une équation de Schrödinger pour le potentiel répulsif
(de type centrifuge) (4j2− 1/4)/R2. Toutes les valeurs propres ϵ sont donc
positives ou nulles et il n’y a pas d’état lié dans ce cas. C’est bien sûr le
résultat attendu en absence d’interaction.

3 La solution dans le cas général

3-1 Séparation des variables angulaires et radiales

Quand la longueur de diffusion a n’est pas nulle ni infinie, la prise en
compte de la condition aux limites (38) nécessite de manipuler des fonc-
tions à deux variables, ce qui est numériquement compliqué.
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En pratique, une approche puissante consiste à supposer dans une pre-
mière étape que R est un paramètre fixé pour résoudre le problème angu-
laire décrit par la variable α, puis dans une deuxième étape injecter le résul-
tat dans l’équation pour R. L’idée physique sous-jacente est que l’angle de
Delves α est une variable rapide et l’hyperrayon une variable lente, ce qui
permet de faire les approximations correspondantes lors de la deuxième
étape.

Sur le plan mathématique, cette approche est rendue possible par le fait
que la condition aux limites (38) est locale en R, c’est-à-dire qu’elle ne fait
intervenir que les valeurs de la fonction recherchée Φ(R,α) en un point R
donné, mais pas ses dérivées partielles par rapport à R.

On cherche donc à résoudre (36) avec les conditions aux limites (37-38)
en écrivant la solution sous la forme

Φ(R,α) =
∑

i

ϕi(R) Fi(α;R) (57)

où lesFi sont des fonctions deα à R fixé, solutions de l’équation aux valeurs
propres

−d2Fi(α;R)

dα2
= s2i (R) Fi(α;R) (58)

et satisfaisant les conditions aux limites (37-38), toujours à R fixé.

Une fois l’ensemble des fonctions propres Fi et des valeurs propres
s2i connues, on injecte la forme (57) dans l’équation aux valeurs propres
(36) et on obtient un ensemble a priori infini d’équations couplées pour les
ϕi(R) :

−d2ϕi
dR2

+
s2i (R)− 1/4

R2
ϕi(R) +

∑

j

Ôij(R)ϕj(R) = ϵ ϕi(R). (59)

Les opérateurs Ôij(R) ont une structure qui est usuelle dans le formalisme
de l’approximation adiabatique ; ils font intervenir les produits scalaires des
fonctions Fi(α;R) et Fj(α;R) et de leurs dérivées par rapport à R. Ils dé-
crivent la "rotation" des vecteurs de base sur lesquels on effectue le déve-
loppement, en l’occurrence la dépendance en R des fonctions angulaires
Fi. Le terme i = j correspond à un potentiel géométrique (scalaire et vec-
teur) qui vient s’ajouter au potentiel hypersphérique [s2i (R)− 1/4]/R2 entrant

dans l’évolution (59) de la fonction d’onde ϕi(R). Les termes non diago-
naux i ̸= j décrivent des couplages entre les différents canaux.

Nous n’expliciterons pas dans ce chapitre la forme des opérateurs
Ôij(R) [voir par exemple Braaten &Hammer (2006), eqs. (114)-(116) pour
une expression détaillée], mais nous y reviendrons dans le chapitre suivant
lors de la discussion de la valeur du paramètre à trois corps pour une in-
teraction de van der Waals.

Quand on se place à résonance ou à interaction nulle (cf. section pré-
cédente), les fonctions Fi(α;R) sont en fait indépendantes de R ; tous les
Ôij(R) sont alors nuls. En dehors de ces valeurs particulières de la longueur
de diffusion a, les opérateurs Ôij(R) sont nonnuls et on peut, suivant la pré-
cision recherchée pour le calcul numérique, en prendre un certain nombre
en compte. À l’ordre le plus bas, l’approximation adiabatique hypersphé-
rique consiste à négliger tous les opérateurs Ôij(R) pour ne garder que

−d2ϕi
dR2

+
s2i (R)− 1/4

R2
ϕi(R) ≈ ϵ ϕi(R) (60)

Toute la physique du problème – au moins pour les états de moment ciné-
tique nul auxquels nous nous sommes restreints – est alors contenue dans
les valeurs propres s2i (R) du problème angulaire qui définissent les poten-
tiels hypersphériques.

3-2 Les potentiels hypersphériques

La recherche des valeurs propres s2i (R) et des fonctions propresFi(α;R)
pour l’équation aux valeurs propres (58) avec les conditions aux limites
(37-38) se fait de manière similaire au cas résonant de la partie 2. On
cherche la fonction propre à R fixé sous la forme

F (α;R) = sin
[
s(R)

(π
2
− α

)]
(61)

qui assure automatiquement que F est solution de F ′′ + s2F = 0 avec la
condition aux limites F (π/2;R) = 0. La prise en compte de la condition aux
limites (38) impose :

−s cos(sπ/2) + 8√
3
sin(sπ/6) = −R

a
sin(sπ/2) (62)
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qui se résout numériquement pour chaque valeur de R/a.

Intéressons-nous ici à la plus petite valeur propre s2min(R) de (58) :
— Pour a > 0, cette valeur propre est négative pour toutes les valeurs de

R, i.e. smin(R) est imaginaire pur.
— Pour a < 0, on trouve s2min(R)négatif aux petites valeurs deR (R ≲ |a|)

et s2min(R) positif au delà.
La variation de s2min(R) dans ces deux cas est représentée sur la figure

V.9 (haut) [voir aussi les figures 4 et 5 de Nielsen, Fedorov et al. (2001)].
On notera que les deux solutions pour a > 0 et a < 0 tendent vers −|s0|2
quand R ≪ |a| avec |s0| = 1.00624 · · · , ce qui permet de retrouver le cas
a = ±∞ discuté à la section précédente et qui donne lieu à l’effet Efimov.
Quand on prend la limite inverseR≫ |a| pour a < 0, on retrouve le résultat
s = 2 correspondant à la valeur la plus basse du cas sans interaction [cf.
(55)]. Quand R ≫ a avec a > 0, la valeur s2min(R) tend vers −∞, ce qui
correspond à la formation de l’état lié du dimère.

Onmontre également sur la figure V.9 (en bas) les potentiels hypersphé-
riques associés :

Vhyp(R) =
ℏ2

m

s2min(R)− 1/4

R2
(63)

Pour R ≪ |a|, le fait que s2min(R) tende vers −(1.00624)2 entraine qu’on
retrouve le potentiel en 1/R2 du cas résonnant. Aux grandes valeurs de
R, V (R) tend vers 0 pour a < 0 et vers l’énergie de l’état lié du dimère,
−ℏ2/ma2, pour a > 0.

Nous nous sommes concentrés ici sur la plus petite valeur propre
s2min(R) de (58). Toutes les autres valeurs propres sont strictement posi-
tives (quel que soit le signe de a) et elles conduisent pour R ≪ a à un
potentiel hypersphérique en 1/R2 répulsif (Braaten & Hammer 2006). Par
conséquent, seul le potentiel associé à cette valeur propre minimale peut
donner naissance à des états liés à trois corps "universels".

3-3 Universalité pour le problème à trois bosons

Une fois fixé le paramètre à trois corps qui régularise le problème pour
a = ±∞, on peut utiliser le formalisme hypersphérique pour déterminer la
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Figure V.9. Haut : La première valeur propre s2min(R) pour a > 0 (courbe
bleue continue) et pour a < 0 (courbe rouge tiretée). Les deux lignes poin-
tillées indiquent la limite d’interaction nulle (s = 2, voir (55)) et le cas ré-
sonant s0 = i × 1.00624. Bas : Potentiel hypersphérique associés Vhyp(R) =
[s2min(R)− 1/4]/R2 en unités de ℏ2/ma2. Dans le cas a > 0, on retrouve la limite
de l’énergie du dimère, −ℏ2/ma2, quand R→∞ (trait pointillé).
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variation des états propres du système avec a.

La forme générale de cette variation est très similaire à celle trou-
vée au chapitre précédent dans le cadre de l’approximation de Born–
Oppenheimer pour le problème mMM . On trouve une série de branches
énergétiques correspondantes aux différents états liés du trimère. Comme
dans le cas mMM , le diagramme possède une invariance d’échelle remar-
quable : la connaissance d’une branche dans le plan (1/a,E) permet d’en
déduire toutes les autres par une simple homothétie de centre (0, 0). La
seule différence avec le casmMM réside dans le fait que le rapport d’homo-
thétie est maintenant fixé et déterminé par λ = eπ/|s0| avec |s0| = 1.00624,
alors que c’était une fonction deM/m dans le cas précédent.

Nous avons tracé en figure V.10 cette branche énergétique pour un des
états du trimère avec le système de coordonnées (

√
1/|a|, |E|1/4) déjà uti-

lisé au chapitre 4 pour le problèmemMM . La courbe continue est le résultat
d’un calcul numérique précis (Braaten, Hammer&Kusunoki 2003 ; Naidon
& Endo 2017). La courbe pointillée représente la solution de l’équation de
Schrödinger à un canal (60), ne prenant en compte que le potentiel hyper-
sphérique Vhyp(R) du canal le plus bas donné en (63) et tracé en figure V.9.
On constate que cette approximation à un canal, qui revient à négliger les
contributions de tous les opérateurs Oij , est excellente pour notre modèle
d’une interaction binaire de portée nulle.

Nous montrons également en figure V.11 une représentation de l’empi-
lement des différentes branches. Résumons les principales caractéristiques
de ces deux diagrammes :

— Du côté a < 0 de la résonance, on retrouve les seuils d’apparition des
trimères a(n)− , n = 0, 1, · · · qui forment une progression géométrique,
de raison λ ≈ 22.7. Pour chaque seuil, on prédit un pic dans le taux de
recombinaison à trois corps L3 dans un gaz atomique, sur lequel nous
reviendrons au prochain chapitre.

— À résonance, les énergies des trimères forment une suite géométrique
de raison λ2 ≈ 515 [cf. (50)].

— Du côté a > 0 de la résonance, l’énergie du trimère n rejoint celle du
dimère (+ un atome libre au repos) pour une valeur a(n)∗ . On s’attend
en ces points a(n)∗ à une résonance du taux de relaxation inélastique
atome-dimère βAD. Les valeurs des a(n)∗ forment également une suite

0

0

−
√

1/|a(n)− |
√
1/a

(n)
∗

−
∣∣∣E(n)
∞
∣∣∣
1/4

√
1/|a| × signe(a)

−
∣∣E(n)

∣∣1/4

Figure V.10. Courbe continue : calcul numérique précis de la branche énergétique
E(n) du nième trimère d’Efimov en fonction de 1/a. Courbe pointillée : résolution
de l’équation de Schrödinger à un canal (60), pour le potentiel hypersphérique
(63). La longueur de diffusion a et l’énergie E(n) sont définies ici à une constante
multiplicative près, qui dépend du paramètre à trois corps R0. La droite rouge côté
a > 0 représente le dimère d’énergie E = −ℏ2/ma2. La branche énergétique du
trimère n+1 se déduit de cette courbe par une homothétie de centreO et de rapport
1/λ. Le tracé de la courbe continue a été effectué en utilisant la paramétrisation
fournie par Naidon & Endo (2017) [leur équation (2.40)].
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0
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√
1/|a| × signe(a)

−
∣∣E(n)

∣∣1/4

Figure V.11. Les énergies des trimères d’Efimov au voisinage d’une résonance en
fonction de 1/a. La droite rouge côté a > 0 représente le dimère d’énergie E =
−ℏ2/ma2.

géométrique de raison λ.

— Les valeurs des a(n)− et des a(n)∗ (de part et d’autre de la résonance) sont
reliées par [voir par exemple Braaten & Hammer (2006) et Xie, Van de
Graaff et al. (2020) et figure V.10] :

a
(n)
−

a
(n)
∗
≈ 21.3 ⇐⇒ a

(n−1)
−

a
(n)
∗

≈ 0.94 (64)

La valeur de a(n)− et le nombre d’onde à résonanceκ(n)∞ défini parE(n)
∞ =

−ℏ2
Ä
κ
(n)
∞
ä2
/m sont reliés par (Naidon & Endo 2017) :

a
(n)
− κ(n)∞ ≈ 1.51 (65)

Comme dans le casmMM , ces lois d’échelle sont d’autant mieux vérifiées
que n est grand.

4 Un premier exemple : le trimère d’hélium

Après les prédictions d’Efimov, les physiciens ont recherché des sys-
tèmes dans lesquels les conditions requises pouvaient être réalisées, aussi
bien avec des atomes quedes noyaux (Efimov 2011). Il fallait que les interac-
tions soient essentiellement à basse énergie, descriptibles par une diffusion
en onde s, et que la longueur de diffusion associée a soit grande devant la
portée bdes potentiels en jeu, ce qui est a priori une situation exceptionnelle :
on a d’ordinaire a ∼ b.

Les gaz quantiques avec leurs résonances de diffusion à la Fano-
Feshbach sont bien sûr des candidats idéaux pour tester cette physique
puisqu’ils permettent d’atteindre des longueurs de diffusion arbitrairement
élevée avec des températures plus basses par plusieurs ordres de grandeur
que l’échelle d’énergie ℏ2/mb2. Nous décrirons en détail au chapitre sui-
vant un certain nombre d’expériences menées avec ces gaz depuis 2005.
Dans cette partie, nous allons présenter les résultats sur un atome qui est
apparu rapidement très prometteur, l’hélium (Lim, Duffy et al. 1977).

4-1 Un bon candidat : l’atome d’hélium

Le potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium est bien connu.
Nous l’avons décrit dans le cours 2021. Sa portée, caractérisée par la lon-
gueur de van der Waals RvdW, est de 0.27 nm et la longueur de diffusion
a = 9.04nm est ≈ 30 fois plus grande. Ce puits de potentiel, tracé sur la
figure V.12, admet un et un seul état lié, qui a été observé pour la première
fois par Schöllkopf & Toennies (1994) dans une expérience d’interféromé-
trie atomique que nous rappelons brièvement ci-dessous. L’énergie de liai-
son de ce dimère (∼ 10−7 eV) est beaucoup plus faible que la profondeur
dupuits de potentiel entre les deux atomes (∼ 10−3 eV), ce qui indique qu’il
n’est que très marginalement lié (Grisenti, Schöllkopf et al. 2000). La dis-
tance moyenne entre les deux atomes est∼ 5nm, comparable à la longueur
de diffusion et beaucoup plus grande que RvdW.

Dans l’expérience de Schöllkopf & Toennies (1994), un jet supersonique
d’hélium est formé à partir d’un container à haute pression (15 bar) percé
d’un trou de diamètre 5 microns. Le jet sortant par cet orifice se propage
dans le vide, il se refroidit du fait de la détente supersonique et devient
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Figure V.12. Potentiel d’interaction entre deux atomes d’hélium dans leur état
fondamental. Le nombre N indique l’ordre du calcul dans un développement mul-
tipolaire de l’interaction [voir le cours 2021, chap. 1, pour plus de détails]. Figure
extraite de Tang & Toennies (2003).

donc quasi-monocinétique (∆v/v ≲ 5%). La longueur d’onde associée à
chaque type de particule (atome, dimère, trimère), λdB = h/mv, est alors
bien définie. Ainsi, pour une température de 30K, on a λdB = 0.18nm pour
les atomes He.

Ce jet est collimaté par deux fentes de largeur 10 microns, situées à 47
cm l’une de l’autre, puis il traverse un réseau périodique sur lequel les
particules peuvent être diffractées (figure V.13). La période du réseau est
d = 200nm et on s’attend à observer des pics de diffraction à des angles
θn ≈ nλdB/d.

Un exemple de signal est montré sur la figure V.14. On y voit un pic
principal à gauche, correspondant aux particules non diffractées. À droite,
pour un angle θ1, le grand pic correspond au premier ordre (n = 1) de
diffraction des atomes. Entre ces deux grands pics se trouve le signal inté-
ressant. On voit deux pics à θ2 = θ1/2 et θ3 = θ1/3, qui correspondent à des
particules dont la longueur d’onde est respectivement 2 et 3 fois plus faible
que celles des atomes. Il s’agit respectivement du dimère et du trimère, qui
vont à la même vitesse que les atomes du fait des collisions en sortie de la
source, mais qui ont une masse 2 et 3 fois plus grande.

Figure V.13. Schéma expérimental utilisant la diffraction d’ondes de matière par
un réseau pour détecter la présence de dimères et de trimères d’hélium dans un jet
supersonique d’hélium atomique. Figure extraite de Schöllkopf & Toennies (1994).

4-2 Le trimère He3 fondamental

L’expérience de Schöllkopf & Toennies (1994) révèle donc l’existence
d’un trimère lié He3. La très bonne connaissance du potentiel d’interaction
entre deux atomes d’hélium permet de bien comprendre la structure de ce
trimère. Sa taille est de l’ordre du nanomètre – donc nettement plus petite
que le dimère – et sa structure est proche d’un triangle équilatéral.

Nous avons représenté sur la figure V.15 la courbe habituelle donnant
l’énergie de liaison du trimère dans le plan (1/a,E). Cette courbe a été ob-
tenue en prenant le potentiel réel (conduisant à la longueur de diffusion
a = 9.04nm) et en le multipliant par un facteur sans dimension ζ. On ob-
serve les éléments suivants (Braaten & Hammer 2006) :

— Pour ζ = 1 (le "vrai" potentiel), on s’attend à ce qu’il y ait deux tri-
mères liés, d’énergie−131.84mK et de taille∼ 1nm [celui observé par
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0 1 Θ  [mrad]

Figure V.14. Distribution angulaire des particules diffractées par le réseau.
Comme le jet est monocinétique, la comparaison des angles de diffraction permet de
remonter directement à la masse des particules diffractées. Le grand pic de gauche
correspond au jet non diffracté, et le grand pic de droite à l’ordre 1 de la diffrac-
tion pour les atomes d’hélium. Les deux petits pics intermédiaires révèlent l’exis-
tence des dimères He2 et des trimères He3. Figure extraite de Schöllkopf & Toennies
(1994).

Schöllkopf & Toennies (1994)] et un autre beaucoup plus faiblement
lié d’énergie E = −2.65mK, de taille ∼ 8nm.

— Quand on diminue ζ, on trouve que la longueur de diffusion devient
infinie pour ζ = 0.97. L’état dimère disparaît alors et on a une infinité
d’états trimères. L’écart entre le trimère fondamental et le premier tri-
mère excité est un facteur 570 (à comparer au facteur 515 attendu pour
le modèle de potentiel de portée nulle).

— La branche du trimère fondamental disparaît pour ζ ≈ 0.9.
— Quand on augmente ζ au dessus de 1, on constate que contrairement

au cas du potentiel de portée nulle, la branche du trimère fondamental
ne rejoint pas la branche du dimère, alors que la branche du trimère
excité le fait.

On peut donc s’interroger sur la nature Efimovienne du trimère fon-
damental. Comme le soulignent Braaten & Hammer (2006), le fait que le

1

Trimère fondamentalPremier trimère excité

Figure V.15. Dimère et trimère d’hélium : diagramme énergétique calculé pour
le potentiel d’interaction à deux corps ζV (r). Pour ζ = 1, on obtient le "vrai"
potentiel d’interaction He-He. La résonance de diffusion a = ±∞ est obtenue pour
ζ = 0.97. Figure adaptée de Kunitski, Zeller et al. (2015).

passage de a = 9nm à a = ∞ donne "presque" le bon rapport entre les
énergies du trimère fondamental et le premier trimère excité plaide en la
faveur d’une réponse positive. En revanche, le comportement à ζ > 1 est
différent de celui attendu : la longueur de diffusion a∗ n’existe pas.

De façon peut-être plus problématique, la géométrie de ce trimère n’est
pas celle attendue pour un trimère d’Efimov, à savoir un triangle isocèle al-
longé. Ce "défaut" est illustré sur la figure V.16 gauche. Pour réaliser cette
figure, on positionne dans les deux coins inférieurs gauche et droit les deux
atomes les plus éloignés l’un de l’autre à l’intérieur du trimère. On repré-
sente en fausses couleurs la densité de probabilité pour trouver le troisième
atome. Pour un trimère allongé de type Efimov, on s’attend à trouver ce
troisième atome proche d’un des deux coins inférieurs. Pour le trimère fon-
damental, on observe une distribution très différente. Pour le trimère excité
en revanche, la distribution prédite correspond bien à celle attendue pour
un trimère d’Efimov (figure V.16, droite). Ce point a bien sûr conduit les
expérimentateurs à chercher à mettre en évidence ce trimère excité.
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1

Trimère fondamentalPremier trimère excité

Figure V.16. Répartition des atomes dans un trimère d’hélium. On place par
convention les deux atomes les plus éloignés dans les coins inférieurs gauche et
droit. La couleur encode la densité de probabilité pour trouver le troisième atome.
Gauche : prévision théorique pour le trimère fondamental. Droite : prévision théo-
rique pour le trimère excité. Figure adaptée de Kunitski, Zeller et al. (2015).

4-3 Le trimère He3 excité

Dans la recherche du trimère He3 excité, une première série d’expé-
riences a été menée dans le groupe de Göttingen. Une stratégie explorée
est représentée en figure V.17. Elle consiste à mener l’expérience de diffrac-
tion en inclinant le réseau pour tirer parti d’un effet "passoire". Si l’objet
à diffracter est trop gros, il devient peu probable qu’il soit transmis par le
réseau de diffraction et on doit observer une chute du signal.

Brühl, Kalinin et al. (2005) ont conclu de leur expérience que la taille
du trimère qu’ils observaient était toujours compatible avec la taille du tri-
mère fondamental, notablement inférieure à la taille du dimère. Ils ont ainsi
pu mettre une borne supérieure de l’ordre de 6% sur la proportion de tri-
mères excités, alors qu’ils s’attendaient à une proportion d’au moins 10%.
Leur conclusion était alors la suivante : "We feel that the difference between the
expectation of 10% and the experimental upper limit of 6% is sufficient to entertain
the possibility that the 4He3 Efimov state does, in fact, not exist despite the over 40
theory publications which have appeared since 1977."

La recherche du trimère excité a été reprise de manière différente par
Kunitski, Zeller et al. (2015). Après avoir sélectionné les trimères par une
expérience de diffraction d’ondes dematière comme Schöllkopf & Toennies

Matter Wave Diffraction from an Inclined Transmission Grating:
Searching for the Elusive 4He Trimer Efimov State

R. Brühl,1 A. Kalinin,1 O. Kornilov,1 J. P. Toennies,1 G. C. Hegerfeldt,2 and M. Stoll2
1Max-Planck-Institut für Dynamik und Selbstorganisation, Bunsenstraße 10, 37073 Göttingen, Germany

2Institut für Theoretische Physik, Universität Göttingen, Friedrich-Hund-Platz 1, 37077 Göttingen, Germany
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The size of the helium trimer is determined by diffracting a beam of 4He clusters from a 100 nm period
grating inclined by 21!. Because of the bar thickness the projected slit width is roughly halved to 27 nm,
increasing the sensitivity to the trimer size. The peak intensities measured out to the eighth order are
evaluated via a few-body scattering theory. The trimer pair distance is found to be hri " 1:1#0:4

$0:5 nm in
agreement with predictions for the ground state. No evidence for a significant amount of Efimov trimers is
found. Their concentration is estimated to be under 6%, less than expected.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.95.063002 PACS numbers: 36.40.Mr, 03.75.Be, 21.45.+v, 33.15.2e

In 1970 Vitali Efimov found a remarkable unexpected
property in the notoriously difficult three-body problem
[1]. According to Efimov a weakening of the two-body
interaction in a system of three identical bosons can lead to
the appearance of an infinite number of bound levels,
instead of dissociation as one would expect from classical
mechanics. This effect is related to the divergence of the
atomic scattering length a with decreasing binding energy
Eb between two of the particles [2]. In nuclear physics,
despite extensive searches, no example for the Efimov
effect has been found up to now [3]. At present the most
promising candidate is the 4He trimer [4], although there
have been recent attempts to identify Efimov molecules in
ultracold collisions of Cs atoms [5].

Because of their very weak binding, the existence of the
4He dimer and trimer could only recently be established
experimentally by a new technique involving matter wave
diffraction [6]. A beam of clusters formed in a cryogenic
free jet expansion is directed at a nanostructured d "
100 nm period SiNx transmission grating. Since the cluster
de Broglie wavelength ! is inversely proportional to the
cluster mass, first order Bragg diffraction peaks for differ-
ent masses are observed at different angles # % !=d,
thereby identifying the clusters uniquely. This technique
can also be used to measure the spatial extent of the clus-
ters. From an analysis of the 4He dimer diffraction pattern
the slit function of the grating could be determined. After
accounting for the van der Waals interaction, the slit width
reduction was equal to 1

2 hri [7,8], from which the mean
bond length was found to be hri " 5:2& 0:4 nm [7]. This
extremely large distance is due to the weak binding energy
which was estimated to be only jEbj " 1:1#0:3

$0:2 mK [7].
For the helium trimer, theory predicts one Efimov state

with a similarly weak binding energy of jEej " 2:3 mK in
addition to the ground state with jEgj " 126 mK with
corresponding pair distances (bond lengths) hri "
7:97 nm and 0.96 nm, respectively [9]. These two s states
are expected to be distinguishable by their sizes. However,
experiments similar to those for the dimer did not yield

conclusive results which, ultimately, was attributed to an
insufficient resolution. The present experiment overcomes
this limitation by rotating the grating by an angle !0
around an axis parallel to the slits as seen in Fig. 1. At
!0 " 21!, due to the thickness of the bars, the projected
slit width is more than halved to s? " 26:9 nm, providing
a good compromise between the improvement in both the
ratio hri=s? and the resolution at the expense of total
transmission. The apparatus used is otherwise similar to
the one described in detail in Ref. [10]. For the trimer
measurements the cryogenic source temperatures T0
and pressures P0 were varied between 'T0; P0( "
'6:7 K; 1 bar( and (40 K, 50 bar) to produce optimal trimer
mole fractions of up to 7% [11]. The collimated beam with
a velocity spread "v=v ) 2% has a spatial lateral coher-
ence greater than the exposed 100 grating slits. For both
atom and trimer measurements the mass spectrometer

α
ξ

x

ηy

a) b)

Θ0k
Θ

y

dt β

s0S 0 s⊥

FIG. 1. Diffraction geometry at non-normal incidence: (a) a
single slit of width s0 in a plate of thickness t with a wedge angle
" has a projected slit width of s?. Both the angle of incidence
!0 and the angle ! are measured relative to the plate normal.
The hypothetical thin plate drawn along the # direction with a
slit of width S0 "

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

's0 # t tan"(2 # t2
p

at an angle $ "
arcsin't=S0( relative to the thick plate along the y direction casts
the same geometrical shadow as the thick plate. (b) Transmission
grating of period d along the y direction.
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Figure V.17. Expérience de diffraction menée avec un réseau incliné, pour filtrer
en taille les objets diffractés. Figure extraite de Brühl, Kalinin et al. (2005).

(1994), ils ont ionisé les trois atomes par une impulsion laser très brève (30
fs) et caractérisé l’explosion coulombienne qui suit cette ionisation. Une
fois les trois ions observés de manière résolue en position, la résolution des
équations du mouvement classiques permet de remonter à la distribution
spatiale initiale des atomes (figure V.18).

Kunitski, Zeller et al. (2015) ont observé une distribution bimodale, cor-
respondant à la somme de deux distributions radicalement différentes. Le
poids des deux composantes varie fortement avec la pression du jet su-
personique (figure V.19). À relativement haute pression, c’est uniquement
le trimère fondamental qui est formé. Comme il correspond à des atomes
proches, une grande énergie (∼ 5 eV) est libérée quand les atomes sont
soudainement ionisés. En revanche, à basse pression, on trouve une contri-
bution significative du trimère excité, qui donne lieu à une énergie coulom-
bienne beaucoup plus faible (∼ 0.57 eV). Cette variation inattendue de la
fraction de trimères excités avec la pression du jet explique le résultat né-
gatif de l’expérience de Brühl, Kalinin et al. (2005). Quarante ans après la
prédiction de son existence par Lim, Duffy et al. (1977), le trimère excité
d’hélium était enfin observé !
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demonstrating that the notion of equilibrium structure for this
molecular system is ill defined3. This is, however, only true for the
mono-isotopic 4He3. In fact, the shape of the isotope-mixed
3He4He2 (Fig. 2b) is very different. The angle at the 3He corner is
much smaller than the angle in the 4He corners of this triangle.
The two 4He atoms are closer together and the lighter 3He is
mainly found in the tunnelling region beyond the classical
turning point. The mixed trimer thus forms an acute triangle.

The He trimers studied here are few-body systems at the brink
of universality. In the universality limit, the wave function of a few-
body system does not depend anymore on the details of the
potential and becomes scale invariant. As this limit is approached,
a larger and larger part of the wave function is situated in the
classically forbidden spatial region, which a particle can only access
by quantum mechanical tunnelling. While for 4He3 the fraction of
the wave function in this region is only small, the light isotope in
3He4He2 has already the biggest part of its probability density in
the tunnelling region. Thus, we propose that 3He4He2 becomes a
quantum halo state, similar to states that are well known in nuclear
physics14,28,29. Because of the scale invariance, such few-body
systems are important in nature across all the differently energy
scales from nuclear physics to the physics of cold atoms. The
imaging technology applied here opens a completely new
observation window into this world of universal few-body systems.

Methods
Experiment. Figure 4 gives an overview of the present experiment. We combine
mass selection by matter wave diffraction as pioneered by Toennies and
Schöllkopf15 with laser Coulomb explosion imaging using cold target recoil ion
momentum spectoscropy (COLTRIMS)23,24.

The clusters are produced in a free-jet gas expansion30,31 of pure 4He
(respectively, a mixture of 99% 3He, 1% 4He) source gas. A nozzle of 5 mm diameter
was cooled down to 12 K at a driving pressure of 3 bar. This resulted in around
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Figure 3 | Density distributions. (a) Density distribution of He atoms in a random cloud projected into the x– y plane. (b–d) Density distributions of the
third particle in the case where the first two are fixed at the positions of the red dots. The random cloud model (b) yields, with an exception of the
areas very close to the first and second particle, a distribnution that is very similar to the experimetal one (c) and to the one of the QMC calculations (d).
The grey cross marks the position of the third particle for the case of a hypothetical equilateral triangle.
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Figure 4 | Experimental set-up. Helium is expanded at 12K at a driving
pressure of 3 bar through a 5-mm nozzle to produce clusters. These are
seperated by a 100nm transmission diffraction grating. Behind the grating the
first-order diffraction of the trimers is displayed in blue, the dimers in green.
First-order monomers and the zero-order diffracted jet are shown in grey and
illustrated on the screen in green. Dimers and trimers are not displayed
on the screen because of their low intensity. Mass-selected clusters get
ionized in a B20! 20! 200mm3 laser focus. Fragments are guided on a
position and time-sensitive detector by a homogeneous electric field.
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Figure V.18. Explosion coulombienne d’un trimère d’hélium. Figure extraite de
Voigtsberger, Zeller et al. (2014).

5 Appendice : eq. de Skorniakov Ter-Martirosian

5-1 Définition des composantes de Faddeev

Considérons une fonction d’onde à trois corps Ψ(r1, r2, r3) solution de
l’équation de SchrödingerÄ

Ĥ0 + V̂
ä
|Ψ⟩ = E |Ψ⟩ (66)

où Ĥ0 est l’opérateur énergie cinétique pour les trois particules et V̂ la
somme des trois potentiels binaires

V̂ = V̂12 + V̂23 + V̂31. (67)

À ce stade, nous considérons des potentiels réguliers et nous pourrons
prendre la limite d’un potentiel de portée nulle plus tard. La fonction Ψ
solution de (66) vérifie

|Ψ⟩ = Ĝ0

∑

(ij)

V̂ij |Ψ⟩ avec Ĝ0 =
1

E − Ĥ0

. (68)

Figure V.19. Haut : distribution bimodale de l’énergie relâchée lors de l’explosion
coulombienne des trimères d’Efimov. La courbe noire a été obtenue dans le régime
de basse pression, P = 0.33Bar, pour lequel les deux trimères sont présents. La
courbe bleue a été obtenue dans le régime de haute pression, pour lequel seul le
trimère fondamental est formé. Les points rouges représentent la différence entre
les deux courbes noire et bleue. Bas : Contributions des trimères fondamentaux et
excités en fonction de la pression du jet d’hélium. Figure extraite de Kunitski, Zeller
et al. (2015).
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On se restreint ici à des solutions d’énergie négative (états liés) de sorte
qu’il n’y a pas de problème lié à d’éventuels pôles de Ĥ0.

Les composantes de Faddeev introduites en § 1-3 sont définies comme

|χ1⟩ = Ĝ0V̂23|Ψ⟩ |χ2⟩ = Ĝ0V̂31|Ψ⟩ |χ3⟩ = Ĝ0V̂12|Ψ⟩ (69)

D’après (68), on a donc

|Ψ⟩ = |χ1⟩+ |χ2⟩+ |χ3⟩ (70)

et les trois composantes de Faddeev vérifient

Ĥ0|χ3⟩+ V̂12 (|χ1⟩+ |χ2⟩+ |χ3⟩) = E|χ3⟩ (71)

et les deux équations déduites par permutation circulaire. (71) s’écrit aussi :

|χ3⟩ = Ĝ0V̂12|χ3⟩+ Ĝ0V̂12 (|χ1⟩+ |χ2⟩) (72)

et nous utiliserons cette expression au paragraphe § 5-3 pour traiter le cas
d’un potentiel séparable.

5-2 Potentiel à un corps séparable

Un potentiel à un corps est dit séparable quand son action sur un état
|ψ⟩ est celle d’un projecteur, à un facteur multiplicatif près [cf. Cours 2021,
chap. 5, § 3] :

V̂ = V0 |ϕ0⟩⟨ϕ0|, (73)

c’est-à-dire en point de vue position 6 :

V̂ ψ(r) = αV0 ϕ0(r) avec α =

∫
ϕ∗0(r)ψ(r) d

3r (76)

6. Nous utilisons ici la convention :

⟨r|q⟩ = eiq·r , ⟨r|r′⟩ = δ(r − r′), ⟨q|q′⟩ = (2π)3 δ(q − q′), (74)

de sorte que les relations de fermeture en impulsion et en position s’écrivent :

1̂ =

∫
|q⟩⟨q| d3q

(2π)3
=

∫
|r⟩⟨r| d3r. (75)

et en point de vue impulsion (ou plutôt vecteur d’onde pour éviter ℏ) :

V̂ ψ̃(q) = αV0 ϕ̃0(q) avec α =

∫
ϕ̃∗0(q) ψ̃(q)

d3q

(2π)3
. (77)

L’état |ϕ0⟩ est choisi normé :

∫
|ϕ0(r)|2 d3r = 1

∫
|ϕ̃0(q)|2

d3q

(2π)3
= 1. (78)

Notons qu’un potentiel séparable est généralement non local, puisque
V̂ ψ(r) dépend des valeurs de ψ en tout point de l’espace par l’intermé-
diaire du produit scalaireα. Une exception correspond au choix |ϕ0⟩ = |r0⟩,
qui correspond à une interaction de contact au point r0.

La recherche d’éventuels états liés (E < 0) d’un potentiel séparable est
très simple en point de vue impulsion. Prenons V0 < 0 et posons pour une
particule de massemr

V0 = −ℏ2k20
2mr

E = −ℏ2κ2

2mr
. (79)

L’équation de Schrödinger
Ä
Ĥ0 + V̂

ä
|ψ⟩ = E |ψ⟩ avec Ĥ0 = p̂2/2mr s’écrit :

ℏ2q2

2mr
ψ̃(q) + αV0 ϕ̃0(q) = E ψ̃(q) (80)

ce qui conduit à

ψ̃(q) = α
k20

q2 + κ2
ϕ̃0(q) (81)

Pour que cette solution soit acceptable, il faut vérifier son autocohérence,
c’est-à-dire qu’elle fournit bien le bon produit scalaire α. Cela vient sélec-
tionner l’unique énergie éventuellement solution de

1

k20
=

∫ |ϕ̃0(q)|2
q2 + κ2

d3q

(2π)3
(82)
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5-3 Problème à trois corps et potentiels séparables

Un potentiel binaire V̂12 est dit séparable si son action sur la variable
relative est celle décrite ci-dessus, tout en laissant intact l’état de la variable
du centre de masse. Nous supposons ici que le potentiel à trois corps V̂
est une somme de potentiels binaires V̂ij séparables. Il est alors possible
de simplifier considérablement la recherche des énergies des états liés du
problème à trois corps [voir par exemple Naidon, Endo & Ueda (2014),
Naidon & Endo (2017) et Greene, Giannakeas et al. (2017)].

Considérons l’équation (72) que nous allons mettre sous une forme fa-
cilement utilisable. L’état |χ3⟩ est défini comme une fonction des deux co-
ordonnées de Jacobi r12,ρ3 :

⟨r12,ρ3|χ3⟩ = χ(r12,ρ3). (83)

Pour exploiter le caractère séparable de V̂12, nous allons écrire (72) dans
l’espace des impulsions. Les moments conjugués d’un jeu donné de coor-
données de Jacobi, par exemple

r12 = r2 − r1 ρ3 =
2√
3

ï
r3 −

1

2
(r1 + r2)

ò
, (84)

s’écrivent

q12 =
1

2
(k2 − k1) Q3 =

1√
3

ï
k3 −

1

2
(k1 + k2)

ò
. (85)

Nous définissons la transformée de Fourier de χ(r12,ρ3) par rapport
aux deux variables r12,ρ3 :

χ̃(q12,Q3) =

∫
e−i(q12·r12+Q3·ρ3) χ(r12,ρ3) d

3r12 d3ρ3 (86)

et nous utilisons l’expression de Ĥ0 en terme de ces variables :

Ĥ0 = −ℏ2

m

Ä
∇2

r12
+∇2

ρ3

ä
. (87)

Nous posons :

E = −ℏ2κ2

m
V0 = −ℏ2k20

m
, (88)

et nous pouvons écrire (72) sous la forme :

χ̃(q12,Q3) =
−m/ℏ2

q212 +Q2
3 + κ2


(3)⟨q12,Q3|V̂12|χ3⟩+

∑

j=1,2

(3)⟨q12,Q3|V̂12|χj⟩




(89)
Dans l’expression ci-dessus et dans la suite de ce paragraphe, nous avons
explicité par un exposant (k) le système de coordonnées i = 1, 2, 3 utilisé
pour chaque ket |qij ,Qk⟩. Le premier terme du crochet se calcule directe-
ment

(3)⟨q12,Q3|V̂12|χ3⟩ = V0
(3)⟨q12,Q3|

î
(|ϕ0⟩⟨ϕ0|)(12) ⊗ 1̂3

ó
|χ3⟩

= V0 ϕ̃0(q12) ⟨ϕ0,Q3|χ3⟩

= V0 ϕ̃0(q12)

∫
ϕ̃∗0(q

′) χ̃(q′,Q3)
d3q′

(2π)3
. (90)

Les deux autres termes du crochet nécessitent un peu plus de travail. Com-
mençons par remarquer que ces deux contributions sont égales du fait de la
symétrie du problème. Intéressons-nous par exemple à la contribution de
i = 2, pour laquelle nous introduisons une relation de fermeture pour les
coordonnées de Jacobi associées à i = 2 :

(3)⟨q12,Q3|V̂12|χ2⟩ =
∫

(3)⟨q12,Q3|V̂12|q′
31,Q

′
2⟩(2) χ̃(q′

31,Q
′
2)

d3q′31 d3Q′
2

(2π)6
.

(91)

Pour calculer l’élément de matrice intervenant dans cette expression, il
nous faut passer des moments (q31,Q2) aux moments (q12,Q3). On véri-
fiera que :

q12 = −1

2
q31 +

√
3

2
Q2 Q3 = −

√
3

2
q31 −

1

2
Q2 (92)

dont on déduit

|q′
31,Q

′
2⟩(2) = | −

1

2
q′
31 +

√
3

2
Q′

2 , −
√
3

2
q′
31 −

1

2
Q′

2 ⟩(3) (93)
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L’élément de matrice intervenant dans (91) s’écrit alors :

(3)⟨q12,Q3|V̂12|q′
31,Q

′
2⟩(2) = V0 ϕ̃0(q12) ϕ̃

∗
0

Ç
−1

2
q′
31 +

√
3

2
Q′

2

å
× (2π)3 δ

Ç
Q3 +

√
3

2
q′
31 +

1

2
Q′

2

å
. (94)

L’intégrale sur q′
31 figurant dans (91) disparaît du fait de la présence de la

distribution de Dirac et on arrive à :

(3)⟨q12,Q3|V̂12|χ2⟩ =
2√
3
V0 ϕ̃0(q12)×

∫
ϕ̃∗0

ï
1√
3
(Q3 + 2Q′

2)

ò
χ̃

ï−1√
3
(2Q3 +Q′

2),Q
′
2

ò
d3Q′

2

(2π)3
. (95)

Nous allons maintenant rechercher la solution χ(q12,Q3) sous la forme
directement inspirée de la solution (81) du problème à deux corps :

χ̃(q12,Q3) =
k20

q212 +Q2
3 + κ2

ϕ̃0(q12) F
Å

2√
3
Q3

ã
(96)

où F est la fonction à déterminer. Pour simplifier les notations, nous ferons
l’hypothèse que la fonction ϕ0(r) est invariante par rotation, de sorte que
ϕ̃0(q) est également invariante par rotation et ne dépend que de q = |q|. En
substituant la forme (96) dans la série d’équations (89,90,95) et en posant
Q = 2Q3/

√
3, Q′ = 2Q′

2/
√
3, nous arrivons à l’équation de Skorniakov &

Ter-Martirosian (1957) :

A(Q, κ) F(Q) = 2

∫
B(Q,Q′, κ) F(Q′)

d3Q′

(2π)3
(97)

avec

A(Q, κ) = 1

k20
−
∫ |ϕ̃0(q)|2
q2 + 3

4Q
2 + κ2

d3q

(2π)3
(98)

et

B(Q,Q′, κ) =
ϕ̃∗0
(∣∣Q′ + 1

2Q
∣∣) ϕ̃0

(∣∣Q+ 1
2Q

′∣∣)

Q2 +Q′2 +Q ·Q′ + κ2
. (99)

On adonc ramené le problème à trois corps à la déterminationde la fonction
F(Q), solution de l’équation intégrale (97).

On peut retrouver le cas d’un potentiel de contact en prenant |ϕ0⟩ =
|r0 = 0⟩, ce qui revient à prendre ϕ̃0(q) indépendant de q dans ce qui pré-
cède. Notons qu’il faut alors introduire une coupure ultra-violette – équiva-
lente au paramètre à trois corps – pour régulariser les intégrales intervenant
dans (97), voir par exemple l’appendice de l’article de revue de Naidon &
Endo (2017) ainsi que Pricoupenko (2012) et Petrov (2012).

105





Chapitre VI

L’effet Efimov exploré avec des gaz d’atomes froids

Ce dernier chapitre est consacré à la description des principales mani-
festations expérimentales de l’effet Efimov dans des gaz d’atomes ultra-
froids. Cette exploration détaillée a été rendue possible grâce aux réso-
nances de diffusion, appelées dans ce contexte résonances de Fano–Feshbach,
qui permettent d’ajuster la longueur de diffusion a à une valeur considé-
rablement plus grande (en valeur absolue) que la portée b des potentiels
inter-atomiques.

Dans ces expériences, la caractérisation des trimères d’Efimov se fait es-
sentiellement par un signal de pertes d’atomes ou de dimères. Le taux de
pertes passe par un maximum ou un minimum en des points bien particu-
liers du diagramme énergétique E(a) rappelé en figure VI.1. Nous allons
détailler les processus en jeu en § 1 et montrer comment il a été possible
d’observer les principales caractéristiques de la physique d’Efimov de part
et d’autre de la résonance, ce qui revient à relier la physique pour a < 0 à
celle pour a > 0 (§ 2).

Il est également possible d’utiliser desméthodes de spectroscopie (inco-
hérente ou cohérente) basées sur un processus de photo-association pour
étudier différentes facettes de l’effet Efimov. Nous ne les aborderons pas
ici et nous renvoyons les lecteurs intéressés vers Lompe, Ottenstein et al.
(2010), Nakajima, Horikoshi et al. (2011), Machtey, Shotan et al. (2012),
Yudkin, Elbaz, Giannakeas et al. (2019) et Yudkin, Elbaz & Khaykovich
(2020).

Les expériences menées entre 2006 et 2010 sur les gaz d’atomes froids

ont révélé une propriété inattendue. On attendait pour le paramètre à trois
corps R0 des valeurs a priori aléatoires, au moins dans le modèle d’interac-
tion de portée nulle. En fait, pour les interactions de van der Waals en r−6

qui sont dominantes dans ce domaine de basse température, on trouve que
le paramètre à trois corps est étroitement lié au rayon de van der Waals,
RvdW = 1

2

(
mC6/ℏ2

)1/4. Nous discuterons l’origine de ce lien en nous ap-
puyant sur le formalisme de l’approche hypersphérique (§ 3).

La dernière partie (§ 4) sera consacrée à la présentation de quelques ef-
fets allant au delà de celui initialement considéré par Efimov. Nous nous
intéresserons notamment au cas des fermions, éventuellement accompa-
gnés d’une particule supplémentaire pour les lier. Notre présentation sera
loin d’être exhaustive ; nous renvoyons donc les lecteurs spécifiquement in-
téressés par le problème quantique à petit nombre de corps vers le numéro
spécial des Comptes Rendus de Physique de l’Académie des Sciences de
janvier 2011 et vers les articles de revue récents de Naidon & Endo (2017),
Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).
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	E

1/a

a < 0 a > 0
a = ± ∞

trimère	n

trimère	n + 1 Edimère

e2π/|s0|

eπ/|s0|

Figure VI.1. Représentation schématique des énergies E des trimères d’Efimov en
fonction de 1/a (l’échelle n’est pas respectée). Le nombre imaginaire pur s0 a pour
module |s0| = 1.00624 (cf. chapitre 5).

1 Le taux de recombinaison à trois corps

1-1 Loi d’échelle pour le coefficient L3

La plupart des expériences menées à ce jour sur les gaz d’atomes froids
utilisent un signal de perte d’atomes pour détecter les seuils d’appari-
tion des trimères d’Efimov. Ces pertes se produisent notamment quand
trois atomes (supposés ici être des bosons identiques) sont voisins l’un de
l’autre, avec la possibilité de former une molécule. Pour un gaz atomique
uniforme de densité moyenne ρA, la décroissance du nombre d’atomesNA

obéit alors à la loi
dNA

dt
= −g

(3)

3!
L3ρ

2
ANA. (1)

Dans cette équation, le facteur g(3) rend compte du groupement bosonique
qui doit être pris en compte si le gaz est non-dégénéré (effet Hanburry
Brown & Twiss) : il correspond à la somme des différentes contributions
liées à la symétrie d’échange des trois bosons et il vaut alors g(3) = 3! = 6.
Pour un condensat pur, il n’y a pas de corrélations densité-densité et g(3) =
1. On pourra consulter Kagan, Svistunov et al. (1985) et Söding, Guéry-
Odelin et al. (1999) pour plus de détails.

Une simple analyse dimensionnelle, éventuellement complétée par un
traitement plus quantitatif (Fedichev, Reynolds et al. 1996), montre que
dans le cadre des interactions de portée nulle, le coefficient de perte L3

s’écrit comme

L3 = 3C(a)
ℏa4

m
(2)

Dans cette expression, le coefficient C est un nombre sans dimension dé-
pendant du rapport a/R0, où R0 est le paramètre à trois corps nécessaire
pour régulariser le problème au voisinage de l’origine. En dehors de tout
effet Efimovien, Fedichev, Reynolds et al. (1996) avaient prédit C = 3.9.

Quand on prend en compte les effets liés à la physique d’Efimov, les
processus en jeu dans cette recombinaison à trois corps diffèrent selon que
l’on s’intéresse à la partie a < 0 ou a > 0 et nous allons donc les détailler
dans ce qui suit.

Notons que la mesure de L3 dans un gaz d’atomes froids piégés est gé-
néralement affectée par la température. La limite ∼ ℏa4/m est notamment
remplacée par ∼ ℏλ4/m quand la longueur d’onde thermique λ devient
inférieure à a. Nous n’aborderons quasiment pas ces effets de température
finie dans ce qui suit et nous renvoyons le lecteur intéressé par exemple vers
Rem, Grier et al. (2013) et Eismann, Khaykovich et al. (2016), dans lesquels
le chauffage qui accompagne ces processus de recombinaison est pris en
compte dans la dynamique du gaz.

1-2 Partie a < 0 de la résonance

De ce côté de la résonance, les trimères se forment directement à partir
d’une collision entre trois atomes libres ( VI.2). Au seuil de formation, là
où la longueur de diffusion s’approche d’un des a(n)− , ces trimères ont une
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1

the measured a− values should begin to deviate from the
universal a− ¼ −9.7rvdW value; see Fig. 1. However, this
conclusion is only tentative due to large experimental
uncertainties in the measured a− [17], unexpected temper-
ature dependence [45], and large systematic uncertainties in
the parameters of the underlying two-body Feshbach
resonance [17,37,38,43]. Although there are intriguing
experimental [15,46–55] and theoretical [52,56–58] results
for the heteronuclear cases, the possible influence of many
additional parameters (mass ratio, quantum statistics, and
inter- and intraspecies scattering lengths) makes the ques-
tion of universality in those systems a topic for an entirely
separate investigation.
In this Letter, we present a precise test of van der Waals

universality near a Feshbach resonance with sres ¼ 2.57
[19], which is intermediate between the narrow (sres ≪ 1)
and broad (sres ≫ 1) regimes. Specifically, we accurately
determine the value of a− by having precise control of
critical experimental parameters such as temperature,
density, and scattering length. Because of our tight control
of both systematic and statistical errors, ours is the first
measurement of a compelling nonuniversal a− value in a
homonuclear Efimov resonance.
A thorough characterization of the Feshbach resonance

and an accurate map of the scattering length are required
for precise determination of the a− value. Accordingly, we
perform high-precision spectroscopy on a pure gas of

Feshbach dimers and accurately determine their binding
energies. This measurement enables us to refine our two-
body model and accurately predict the scattering length in
our Efimov measurements [19]. In other Feshbach reso-
nance studies, methods based on number loss or thermal-
ization rate have occasionally given inconsistent results. By
contrast, dissociation spectroscopy of Feshbach dimers
isolates two-body physics and accurately determines res-
onance properties [59–62].
Precision molecular spectroscopy requires long inter-

rogation times under unperturbed conditions. We stabilize
the magnetic field to the milligauss-level and eject all
unpaired atoms, whose presence affects dimer lifetimes and
complicates the spectroscopy. A pure molecular sample is
prepared by starting with∼105 atoms confined in an optical
dipole trap and a temperature of ∼300 nK. We transfer a
fraction of atoms in the jF ¼ 1; mF ¼ −1i hyperfine state to
the dimer state bymagnetoassociation [63]. Subsequently, all
residual unpaired atoms are blasted away by multiple radio-
frequency (rf) and optical pulses, leaving a pure sample of
∼104 molecules. Lastly, the magnetic field B is ramped to
various values, corresponding to different binding energies,
where we perform rf spectroscopy.
We dissociate molecules by transferring one atom of the

pair from the jF ¼ 1; mF ¼ −1i interacting state to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i imaging state. The final state being nearly
noninteracting enables us to directly probe the dimer
binding energy. Additionally, the transition being magneti-
cally less sensitive near B values of interest allows long
molecular interrogation times, limited only by dimer life-
times, to achieve high spectral resolution. We scan the rf
frequency and measure the transferred fraction, keeping the
pulse energy low to limit saturation effects and dissociate a
maximum 50% of molecules. We fit the measured spectrum
to a functional form given by the Franck-Condon factor of
the bound-free transition [59], and we extract the molecular
binding energy Eb [19,64]. We repeat this procedure to
determine Eb at different magnetic field values, as depicted
in Fig. 2.
The universal expression Eb ¼ ℏ2=ðma2Þ is always

accurate for large enough a. A more refined expression
Eb ¼ ℏ2=½mða − āÞ2%, which introduces the mean scatter-
ing length ā ≈ 0.956rvdW [66], is valid at smaller values of
a as long as a ≫ rvdW=sres [65]. However, such treatments
are inadequate for narrow and intermediate resonances.
To better compare to our experimental data, we developed a
coupled-channel model [19] capable of describing our
high-precision Eb data. We fine-tune the model’s param-
eters, the singlet and triplet scattering potentials, to accu-
rately match most of our measurements to within 1%, as
depicted in Fig. 2’s inset. As a result, we determine a
particular linear combination of the singlet and triplet
scattering lengths of 0.2470aS þ 0.9690aT ¼ 1.926ð2Þa0
[19], further constraining the previously reported values
of aS ¼ 138.49ð12Þa0 and aT ¼ −33.48ð18Þa0 [67,68].
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FIG. 1. Survey of experimental a− values in homonuclear
systems, inspired by [15]. Previous results (blue circles)
[3,17,37,41–45] show a tentative dependence of the a− value
on the Feshbach resonance strength parameter sres. Our meas-
urement (red star; red band in the inset) is the strongest evidence
of departure from the −9.7' 15%rvdW value (dashed line and
gray area) predicted by van der Waals universality [4,5,7,9]. The
inset shows calculations for a− based on a single van der Waals
potential [7] with N ¼ 1 − 7 s-wave two-body bound states
(green squares) and results from our multichannel model [19]
with N ¼ 2 − 5 (black triangles).
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between r and rþ dr in regions of high local velocity@kLðrÞ, which is proportional to [mdr=@kLðrÞ] (m being
the particle mass), the time spent classically in that interval
dr (see Ref. [26]). It is possible that there could be an
additional suppression as well, through quantum reflection
from a potential cliff [27]. Systems supporting many bound
states, such as the neutral atoms used in ultracold experi-
ments with their strong van der Waals attraction, clearly
exhibit this suppression. In general, a finite-range two-
body potential that supports many bound states decreases
steeply with decreasing interparticle distance r, starting
when r=rvdW & 1, at which point the potential cliff plays
a role analogous to a repulsive potential for low-energy
scattering. We demonstrate this fact by showing that the
three-body parameter in the presence of many two-body
bound states roughly coincides with that for a 100% re-
flective two-body model potential, where the two-body
short-range potential well is replaced by a hard sphere.

The starting point for our investigation of the universal-
ity of the three-body parameter is the adiabatic hyper-
spherical representation [18,28]. This representation
offers a simple and conceptually clear description by re-
ducing the problem to the solution of the ‘‘hyperradial’’
Schrödinger equation:

!
$ @2
2!

d2

dR2þW"ðRÞ
"
F"ðRÞþ

X

"0!"

W""0ðRÞF"0ðRÞ¼EF"ðRÞ:

(1)

Here, the hyperradius R describes the overall size of the
system; " is the channel index; ! ¼ m=

ffiffiffi
3

p
is the three-

body reduced mass for particle masses m; E is the total
energy; and F" is the hyperradial wave function. The
nonadiabatic couplings W""0 drive inelastic transitions,
and the effective hyperradial potentials W" support bound
and resonant states. To treat problems with deep two-body
interactions—necessary to see strong inside-the-well sup-
pression—requires us to solve Eq. (1) for two-body model
interactions that support many bound states, a challenge for
most theoretical approaches. Using our recently developed
methodology [29], however, we have treated systems with
up to 100 two-body rovibrational bound states and have
solved Eq. (1) beyond the adiabatic approximation. Here,
the universality of the three-body parameter is analyzed for
a number of model potentials, one of then being the usual
Lennard-Jones potential:

va
#ðrÞ ¼ $C6

r6
ð1$ #6=r6Þ; (2)

where # is adjusted to give the desired value of a and
number of bound states. The other short-ranged potential
models used here, namely, vsch, v

b
# and v

hs
vdW, can be found

in Ref. [26].
Figure 1(a) shows the adiabatic potentialsU" at jaj ¼ 1

obtained using the potential va
# above supporting 25 dimer

bound states. At first glance, it is difficult to identify any
universal properties of these potentials. Efimov physics,
however, occurs at a very small energy scale near the

FIG. 1 (color online). (a) Full energy landscape for the three-body potentials at a ¼ 1 for our va
# model potential. (b) Effective

diabatic potentials W" relevant for Efimov physics for va
# with an increasingly large number of bound states (#&

n is the value of # that
produces a ¼ 1 and n s-wave bound states). The W" converge to a universal potential displaying the repulsive barrier at R ' 2rvdW
that prevents particles’ access to short distances. (c)–(e) demonstrate the suppression of the wave function inside the potential well
through the channel functions !"ðR; $; ’Þ for R fixed near the minima of the Efimov potentials in (b). (c) shows the mapping of the
geometrical configurations onto the hyperangles $ and ’. (d) and (e) show the channel functions, where the ‘‘distance’’ from the origin
determines j!"j1=2, for two distinct cases: in (d) when there is a substantial probability to find two particles inside the potential well
(defined by the region containing the gray disks) and in (e) with a reduced probability—see also our discussion in Fig. 2. In (d) and (e),
we used the potentials vsch and va

#, respectively, both with n ¼ 3.
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Figure VI.2. Recombinaison à trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du côté a < 0 de la résonance (a ≈ a(n)− ).
L’état final contient un dimère fortement lié non décrit par l’approche du pseudo-
potentiel.

énergie quasi-nulle, une grande extension et ils ont donc un recouvrement
fort avec la fonction d’onde des atomes libres. Une fois ce trimère formé,
il peut se désintégrer en relâchant un atome libre et un dimère fortement
lié (non décrit par l’approche pseudo-potentiel, mais bien présent pour les
potentiels interatomiques réels). On s’attend donc à une augmentation de
L3 autour de chaque valeur a = a

(n)
− .

Cet effet a été initialement prédit par Esry, Greene et al. (1999a) et on
trouvera des références détaillées dans les articles de revue récents de Nai-
don & Endo (2017), Greene, Giannakeas et al. (2017) et D’Incao (2018).
L’analyse de la recombinaison à trois corps et de la formation de dimères
fortement liés conduit à l’expression suivante 1 pour le coefficient L3 (Braa-
ten & Hammer 2004) :

a < 0 : C(a) ≈ C ′ sinh(2η)

sin2
î
|s0| ln(a/a(0)− )

ó
+ sinh2 η

(3)

avec C ′ ≈ 4590. Ce résultat dépend d’un paramètre ajustable, le nombre
sans dimension η, appelé paramètre d’inélasticité.

La signification physique du paramètre η est relativement simple : pour
tenir compte des pertes à trois corps et établir le résultat (3), on résout

1. La structure de cette expression est très voisine de celle donnant la transmission d’une
cavité optique Fabry-Perot, connue sous le nom de fonction d’Airy. Cette similarité n’est bien
sûr pas fortuite, les deux problèmes étant formellement similaires.

l’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde hyperradiale ϕ(R) en
modifiant la condition aux limites aux courtes distances. Jusqu’ici, nous
avons posé pour R≪ |a|, k−1 :

ϕ(R) ∼ 1√
R

sin [|s0| ln(R/R0)] ∼
1√
R

î
ei|s0| ln(R/R0) − e−i|s0| ln(R/R0)

ó
(4)

où les deux termes à l’intérieur du crochet peuvent s’interpréter comme les
ondes sortantes et entrantes dans une collision à trois corps : dans cette col-
lision, l’hyperrayon a initialement une valeur grande devant toutes les lon-
gueurs caractéristiques du problème. Il décroît vers des valeurs de l’ordre
de la portée des potentiels, ce qui correspond à la situation physique où les
trois particules sont relativement proches l’une de l’autre. Il repart ensuite
vers l’infini, ce qui signifie qu’au moins une des trois particules est loin des
deux autres. La description d’une collision inélastique se fait en imposant
au flux de sortie de la collision d’être strictement inférieur au flux entrant,
ce qui revient à poser la condition aux limites :

ϕ(R) ∼ 1√
R

î
e−2η ei|s0| ln(R/R0) − e−i|s0| ln(R/R0)

ó
. (5)

La détermination de (3) à partir de cette nouvelle condition aux limites est
décrite par Braaten & Hammer (2004) et Braaten & Hammer (2006).

Le paramètre η varie selon les espèces atomiques et la force des transi-
tions conduisant vers les dimères fortement liés. On vérifiera sur la figure
VI.3 que ce coefficient L3 (normalisé par la valeur "nue" 3ℏa4/m) passe par
un maximum pour toutes les valeurs de a égales à un des a(n)− (l’argument
du sinus est alors un multiple de π).

On définit la longueur de recombinaison (Esry, Greene et al. 1999a) :

ρ3 = (µL3/ℏ)1/4 (6)

où µ = m/
√
3 est la masse réduite à trois corps. On s’attend à ce que les

résonances décrites ci-dessus ne soient bien visibles que si cette longueur
est plus faible que la longueur d’onde thermique des particules, ce qui im-
pose de travailler avec des gaz suffisamment froids (voir par exemple la
figure VI.9). Cette condition est plus difficile à remplir pour les trimères
excités que pour le trimère fondamental n = 0, puisque L3 augmente avec
n (l’expression de L3 fait intervenir a4).
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Figure VI.3. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison à trois corps,
C(a) ≡ L3/(3ℏa4/m), du côté a < 0 de la résonance avec η = 0.1 (trait continu
bleu), η = 0.3 (trait tireté rouge) et η = 1 (trait pointillé noir).

1-3 Partie a > 0 de la résonance

Dans ce cas, l’existence du dimère faiblement lié d’énergie −ℏ2/ma2
ouvre une nouvelle voie de recombinaison à trois corps (figure VI.4) : trois
atomes libres entrant en collision peuvent donner naissance à un de ces
dimères, le troisième atome repartant de manière isolée. Un tel processus
peut être analysé entièrement dans le cadre de notre approche en terme de
pseudo-potentiel, puisqu’il ne fait pas intervenir d’états fortement liés. Le
résultat du calcul du coefficient L3 ne fait donc pas intervenir de paramètre
ajustable (contrairement au cas a < 0 où η intervient) et on trouve (Esry,
Greene et al. 1999b ; Bedaque, Braaten et al. 2000 ; Petrov 2004 ; Braaten &
Hammer 2007a ; D’Incao 2018) :

a > 0 (dimères faiblement liés) : C(a) ≈ C ′′ sin2
[
|s0| ln

(
a

a
(1)
+

)]

(7)

1

the measured a− values should begin to deviate from the
universal a− ¼ −9.7rvdW value; see Fig. 1. However, this
conclusion is only tentative due to large experimental
uncertainties in the measured a− [17], unexpected temper-
ature dependence [45], and large systematic uncertainties in
the parameters of the underlying two-body Feshbach
resonance [17,37,38,43]. Although there are intriguing
experimental [15,46–55] and theoretical [52,56–58] results
for the heteronuclear cases, the possible influence of many
additional parameters (mass ratio, quantum statistics, and
inter- and intraspecies scattering lengths) makes the ques-
tion of universality in those systems a topic for an entirely
separate investigation.
In this Letter, we present a precise test of van der Waals

universality near a Feshbach resonance with sres ¼ 2.57
[19], which is intermediate between the narrow (sres ≪ 1)
and broad (sres ≫ 1) regimes. Specifically, we accurately
determine the value of a− by having precise control of
critical experimental parameters such as temperature,
density, and scattering length. Because of our tight control
of both systematic and statistical errors, ours is the first
measurement of a compelling nonuniversal a− value in a
homonuclear Efimov resonance.
A thorough characterization of the Feshbach resonance

and an accurate map of the scattering length are required
for precise determination of the a− value. Accordingly, we
perform high-precision spectroscopy on a pure gas of

Feshbach dimers and accurately determine their binding
energies. This measurement enables us to refine our two-
body model and accurately predict the scattering length in
our Efimov measurements [19]. In other Feshbach reso-
nance studies, methods based on number loss or thermal-
ization rate have occasionally given inconsistent results. By
contrast, dissociation spectroscopy of Feshbach dimers
isolates two-body physics and accurately determines res-
onance properties [59–62].
Precision molecular spectroscopy requires long inter-

rogation times under unperturbed conditions. We stabilize
the magnetic field to the milligauss-level and eject all
unpaired atoms, whose presence affects dimer lifetimes and
complicates the spectroscopy. A pure molecular sample is
prepared by starting with∼105 atoms confined in an optical
dipole trap and a temperature of ∼300 nK. We transfer a
fraction of atoms in the jF ¼ 1; mF ¼ −1i hyperfine state to
the dimer state bymagnetoassociation [63]. Subsequently, all
residual unpaired atoms are blasted away by multiple radio-
frequency (rf) and optical pulses, leaving a pure sample of
∼104 molecules. Lastly, the magnetic field B is ramped to
various values, corresponding to different binding energies,
where we perform rf spectroscopy.
We dissociate molecules by transferring one atom of the

pair from the jF ¼ 1; mF ¼ −1i interacting state to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i imaging state. The final state being nearly
noninteracting enables us to directly probe the dimer
binding energy. Additionally, the transition being magneti-
cally less sensitive near B values of interest allows long
molecular interrogation times, limited only by dimer life-
times, to achieve high spectral resolution. We scan the rf
frequency and measure the transferred fraction, keeping the
pulse energy low to limit saturation effects and dissociate a
maximum 50% of molecules. We fit the measured spectrum
to a functional form given by the Franck-Condon factor of
the bound-free transition [59], and we extract the molecular
binding energy Eb [19,64]. We repeat this procedure to
determine Eb at different magnetic field values, as depicted
in Fig. 2.
The universal expression Eb ¼ ℏ2=ðma2Þ is always

accurate for large enough a. A more refined expression
Eb ¼ ℏ2=½mða − āÞ2%, which introduces the mean scatter-
ing length ā ≈ 0.956rvdW [66], is valid at smaller values of
a as long as a ≫ rvdW=sres [65]. However, such treatments
are inadequate for narrow and intermediate resonances.
To better compare to our experimental data, we developed a
coupled-channel model [19] capable of describing our
high-precision Eb data. We fine-tune the model’s param-
eters, the singlet and triplet scattering potentials, to accu-
rately match most of our measurements to within 1%, as
depicted in Fig. 2’s inset. As a result, we determine a
particular linear combination of the singlet and triplet
scattering lengths of 0.2470aS þ 0.9690aT ¼ 1.926ð2Þa0
[19], further constraining the previously reported values
of aS ¼ 138.49ð12Þa0 and aT ¼ −33.48ð18Þa0 [67,68].
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FIG. 1. Survey of experimental a− values in homonuclear
systems, inspired by [15]. Previous results (blue circles)
[3,17,37,41–45] show a tentative dependence of the a− value
on the Feshbach resonance strength parameter sres. Our meas-
urement (red star; red band in the inset) is the strongest evidence
of departure from the −9.7' 15%rvdW value (dashed line and
gray area) predicted by van der Waals universality [4,5,7,9]. The
inset shows calculations for a− based on a single van der Waals
potential [7] with N ¼ 1 − 7 s-wave two-body bound states
(green squares) and results from our multichannel model [19]
with N ¼ 2 − 5 (black triangles).

PHYSICAL REVIEW LETTERS 123, 233402 (2019)

233402-2

between r and rþ dr in regions of high local velocity@kLðrÞ, which is proportional to [mdr=@kLðrÞ] (m being
the particle mass), the time spent classically in that interval
dr (see Ref. [26]). It is possible that there could be an
additional suppression as well, through quantum reflection
from a potential cliff [27]. Systems supporting many bound
states, such as the neutral atoms used in ultracold experi-
ments with their strong van der Waals attraction, clearly
exhibit this suppression. In general, a finite-range two-
body potential that supports many bound states decreases
steeply with decreasing interparticle distance r, starting
when r=rvdW & 1, at which point the potential cliff plays
a role analogous to a repulsive potential for low-energy
scattering. We demonstrate this fact by showing that the
three-body parameter in the presence of many two-body
bound states roughly coincides with that for a 100% re-
flective two-body model potential, where the two-body
short-range potential well is replaced by a hard sphere.

The starting point for our investigation of the universal-
ity of the three-body parameter is the adiabatic hyper-
spherical representation [18,28]. This representation
offers a simple and conceptually clear description by re-
ducing the problem to the solution of the ‘‘hyperradial’’
Schrödinger equation:

!
$ @2
2!

d2

dR2þW"ðRÞ
"
F"ðRÞþ

X

"0!"

W""0ðRÞF"0ðRÞ¼EF"ðRÞ:

(1)

Here, the hyperradius R describes the overall size of the
system; " is the channel index; ! ¼ m=

ffiffiffi
3

p
is the three-

body reduced mass for particle masses m; E is the total
energy; and F" is the hyperradial wave function. The
nonadiabatic couplings W""0 drive inelastic transitions,
and the effective hyperradial potentials W" support bound
and resonant states. To treat problems with deep two-body
interactions—necessary to see strong inside-the-well sup-
pression—requires us to solve Eq. (1) for two-body model
interactions that support many bound states, a challenge for
most theoretical approaches. Using our recently developed
methodology [29], however, we have treated systems with
up to 100 two-body rovibrational bound states and have
solved Eq. (1) beyond the adiabatic approximation. Here,
the universality of the three-body parameter is analyzed for
a number of model potentials, one of then being the usual
Lennard-Jones potential:

va
#ðrÞ ¼ $C6

r6
ð1$ #6=r6Þ; (2)

where # is adjusted to give the desired value of a and
number of bound states. The other short-ranged potential
models used here, namely, vsch, v

b
# and v

hs
vdW, can be found

in Ref. [26].
Figure 1(a) shows the adiabatic potentialsU" at jaj ¼ 1

obtained using the potential va
# above supporting 25 dimer

bound states. At first glance, it is difficult to identify any
universal properties of these potentials. Efimov physics,
however, occurs at a very small energy scale near the

FIG. 1 (color online). (a) Full energy landscape for the three-body potentials at a ¼ 1 for our va
# model potential. (b) Effective

diabatic potentials W" relevant for Efimov physics for va
# with an increasingly large number of bound states (#&

n is the value of # that
produces a ¼ 1 and n s-wave bound states). The W" converge to a universal potential displaying the repulsive barrier at R ' 2rvdW
that prevents particles’ access to short distances. (c)–(e) demonstrate the suppression of the wave function inside the potential well
through the channel functions !"ðR; $; ’Þ for R fixed near the minima of the Efimov potentials in (b). (c) shows the mapping of the
geometrical configurations onto the hyperangles $ and ’. (d) and (e) show the channel functions, where the ‘‘distance’’ from the origin
determines j!"j1=2, for two distinct cases: in (d) when there is a substantial probability to find two particles inside the potential well
(defined by the region containing the gray disks) and in (e) with a reduced probability—see also our discussion in Fig. 2. In (d) and (e),
we used the potentials vsch and va

#, respectively, both with n ¼ 3.
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Figure VI.4. Recombinaison à trois corps assistée par la formation intermédiaire
d’un état d’Efimov d’énergie quasi-nulle, du côté a > 0 de la résonance. L’état final
fait intervenir le dimère faiblement lié d’énergie−ℏ2/ma2. Le taux de recombinai-
son normalisé C(a) présente des minima (a(n)+ ) et des maxima (a(n)p ) correspon-
dant à un processus d’interférence entre les différents canaux conduisant à cet état
final. Contrairement au cas a < 0, le calcul de ce taux peut être fait entièrement
dans le cadre du modèle du pseudo-potentiel et il ne nécessite pas l’introduction
d’un paramètre supplémentaire (en dehors de R0).

avec 2

a
(0)
+ ≈ 0.20 a

(1)
∗ C ′′ ≈ 67.1. (8)

L’annulation de ce taux pour les valeurs a(n)+ = a
(0)
+ enπ/|s0| s’inter-

prète comme un effet d’interférence destructive entre les différents chemins
conduisant à la production du dimère lors d’une collision de trois atomes.
Dans un tel processus, l’hyperrayon est initialement très grand, il décroît,
puis repart à l’infini. Plusieurs canaux correspondant aux potentiels hyper-
sphériques peuvent avoir simultanément une contribution significative et
le terme en sin2[· · · ] de (7) peut être compris comme une oscillation de
Stückelberg, résultant du couplage entre ces différents canaux. L’article de
revue de D’Incao (2018) fournit une description détaillée de ces différents
chemins.

Notons qu’on trouve également dans la littérature la notation a(n)p pour
le maximum de la fonction sin2[· · · ] intervenant dans (7). Chaque maxi-
mum a

(n)
p est à mi-chemin (en coordonnées logarithmiques) entre deux

2. Nous repérons ici a(0)+ par rapport à a(1)∗ au lieu de a(0)∗ . En effet, quand on va au delà de
la limite de portée nulle et qu’on considère un potentiel réel de type van der Waals, la branche
du trimère n = 0 ne croise pas la branche du dimère, ce qui entraîne que le point a(0)∗ est
repoussé à l’infini (voir la discussion à la fin de § 2-1).
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Figure VI.5. Coefficient normalisé de pertes par recombinaison à trois corps,
C(a) ≡ L3/(3ℏa4/m), du côté a > 0 de la résonance. La valeur de a(n)+ est
≈ 4.5 a

(n)
∗ ≈ 0.20 a

(n+1)
∗ , où a(n)∗ désigne le point de rencontre entre dimère et

la n-ème branche du trimère. Dans le modèle qui conduit à cette prédiction, la re-
combinaison se fait uniquement vers le dimère faiblement lié qui existe de ce côté-ci
de la résonance.

minima successifs a(n)+ et a(n+1)
+ , et on a donc :

a(n)p = a
(n)
+

√
22.7 ≈ a

(n+1)
∗ . (9)

La variation de C(a) pour a > 0 est tracée en figure VI.5.

1-4 Lien entre les deux côtés de la résonance

Dans le régime universel, on peut relier les points remarquables côté
a < 0, c’est-à-dire les valeurs seuils a(n)− pour l’existence d’un trimère, et les
points remarquables côté a > 0, c’est-à-dire le croisement ‘dimère-trimère’
a
(n)
∗ , ou encore le minimum du taux de recombinaison à trois corps a(n)+ .

Le résultat de Braaten & Hammer (2006) [leurs équations (200) et (201)]

In this Letter, we instead work with an intermediate-
strength Feshbach resonance in 39K, centered at 33.5820
(14) G and with width 54.772 G [31]. Too weak to obey van
der Waals universality, our resonance gives rise to a
correspondingly smaller re, and a larger magnitude að0Þ−
[31]. The Efimov features hence tend to occur at higher
values of jaj=re, away from the yellow zone. We have
carefully characterized four distinct triatomic Efimov
features associated with a single Feshbach resonance, an
unprecedented achievement. For each measured feature, we
study the temperature dependence of its location in order to
extract a T → 0 value, thus minimizing the hazard repre-
sented by the purple zone. These four locations yield three
independent ratios which give a measure of redundancy
(see Fig. 1). We identify three of these features which are
arranged in Efimov universal ratios and one (the one at the
lowest value of jaj) which is distinctly nonuniversal.
Further confidence in our experimental observables comes
from excellent agreement with our theoretical analysis,
performed using a complete two-body coupled-channel
model and a realistic three-body model built upon hyper-
spherical adiabatic representation, which incorporates the

proper hyperfine structure and a variable number of singlet
and triplet two-body bound states [31–33].
The Efimov feature for a < 0 (the triatomic resonance)

was studied in our previous work [31]. Here, for a > 0, we
first discuss the atom-dimer scattering resonance, which
manifests as enhanced atom-dimer inelastic decay rate,
βAD. After the evaporative cooling in a pancake-shaped
crossed dipole trap, we end up with a spin-polarized cloud
at various temperatures. An admixture of atoms and dimers
is generated by magnetoassociation of the dimers and
followed by a step to precisely control the atom density.
We then hold the samples at different magnetic fields and
track the populations of the dimers as they either break
apart on their own or react with free atoms. The dimers in
nonground Zeeman sublevels are known to dissociate
spontaneously and spin flip into d-wave exit channels
[44,45]. This decay process contributes to a background
loss of dimers as shown in Fig. 2(a). The pure dimer
lifetime shows a peak around a ¼ 65a0. We calculate this
lifetime using coupled-channel methods [46–48] and find
that the position and height of the peak are very sensitive
to interference between different d-wave decay paths.

FIG. 1. Efimov universality. The bottom panel shows trimer (EðnÞ
t ) and dimer (Ed) energies as a function of a−1, with energy levels

distorted to make clearer the resonance locations. The nth trimer is resonant with three free atoms at a ¼ aðnÞ− , and with the dimer at
a ¼ aðnÞ$ . The middle panel depicts the rate coefficients for inelastic collisions. The three-body recombination coefficient L3 peaks at
each value of aðnÞ− , while the atom-dimer relaxation coefficient βAD peaks at each value of aðnÞ$ . The entire structure is log-periodic with
period 22.7. For a > 0, L3=a4 shows quantum interference, with each local maximum aðnÞp spaced from the corresponding local
minimum aðnÞþ by

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
22.7

p
. Each value of aðnÞp is related to the corresponding aðnÞ− by a factor of exactly −1, but is offset from the nearest

value of a$ by 6.5%. Going from relative to absolute values of a requires a single absolute scale indicated by the oval circle. All these
ratios are for the zero-range limit; the dashed curves suggest the possibility of perturbations as jaj enters the region, indicated by yellow
shading, where it is not large compared to the effective range re. The range of the yellow zone may be “adjusted” by choosing atomic
species with different re. The purple shading represents regions of large jaj that are prone to systematic effects such as those caused by
finite temperature and density.
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Figure VI.6. Liens entre les côtés a < 0 et a > 0 pour les principales caractéris-
tiques de la physique d’Efimov. Figure extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

affiné par Gogolin, Mora et al. (2008) [leur équation (19)] donne :

a
(n)
−

a
(n)
∗
≈ −21.31 (10)

ce qui signifie que a(n)− est en fait proche (en valeur absolue) de a(n+1)
∗ :

a
(n)
−

a
(n+1)
∗

≈ −0.939 = − 1

1.065
. (11)

On déduit de cette relation le lien entre a− et a+, qui sont les quantités les
plus facilement accessibles à partir de la mesure du taux de recombinaison
à trois corps entre atomes du gaz :

a
(n)
−

a
(n)
+

= −4.7 (12)
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Fig. 2 Calculated magnetic field B dependence of the two-body s-wave scattering length a in the absolute ground state |F =
3, m F = 3〉 in 133Cs. Main panel Overview of the s-wave scattering length in the accessible experimental region. Only contri-
butions from molecular states with zero angular momentum are considered. I–IV Zoom in of the relevant magnetic field regions
including s-, d- and g-wave bound states. I Feshbach resonance at −12.3 G gives rise to a strong variation of a(B) in the low
magnetic field region. Several high order resonances sit both on positive and negative values of scattering length. II Four d-wave
resonance deeply shape the region around 500 G, the broadest ones is centered at about 495 G. III The two overlapping s and g
resonances near 550 G. IV The region between 800 G and 900 G is dominated by the broad s-wave resonance centered at 787.16 G
and by the broad d-wave resonance at 820.37 G. Letters in the different panels refer to the orbital angular momenta of the narrow
resonances

Gauss. An important additional feature is a broad d-wave resonance near 820 G, which occurs at a very large
and negative background scattering length of about −4200 a0.

3 The Efimov Effect

The Efimov effect [1] is a fascinating and counterintuitive phenomenon occurring in a resonantly interacting
three-body system. For extensive review on Efimov physics and related universal phenomena the reader may be
referred to Refs. [23,25]. Here we present the basic elements of Efimov’s scenario and we discuss its particular
impact on experiments with ultracold gases.

3.1 The Efimov scenario

Figure 3 illustrates the Efimov scenario, consisting of a geometric series of trimer states for large values of the
scattering length a. The ladder of three-body bound states is plotted versus the inverse scattering length 1/a.
Zero energy corresponds to the tri-atomic threshold, and for positive energy (E > 0) the system consists of
three free atoms with nonzero kinetic energy. Below the tri-atomic threshold (E < 0), one can identify two
different regions. For a >0, the pair-wise potential supports a universal weakly-bound dimer state with binding
energy given by Eq. (4). The corresponding threshold in the three-body picture is the atom-dimer threshold.
The a <0 region is called the Borromean region, where counter-intuitively a series of three-body bound states
can form although the two-body sub-systems are unbound. For a <0 the n-th trimer state crosses the tri-atomic
threshold at a(n)

− and for a >0 the states merge with the atom-dimer threshold at a(n)
∗ , where n ≥ 0 is an integer

number. With this convention, the Efimov state with largest binding energy is referred to as the first state and
it is labelled with n = 0. While this state crosses the tri-atomic threshold at a(0)

− , within Efimov’s window of
universality3, it may leave this window at the a > 0 side, therefore losing its Efimov character. In this case,

3 Efimov’s window of universality corresponds to the region 1/|a|%1/r0 and Eb % h̄2/(mr2
0 ).

Figure VI.7. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d’un gaz de
césium dans l’état |f = 3,mf = 3⟩, quand on ne prend en compte que les couplages
aux dimères de moment cinétique nul. Figure extraite de Ferlaino, Zenesini et al.
(2011).

Ces principales relations sont récapitulées sur la figure VI.6, extraite de Xie,
Van de Graaff et al. (2020).

2 Observation des principales caractéristiques

2-1 Première observation sur le césium

Dans le domaine des gaz d’atomes froids, la première mise en évidence
claire d’un effet Efimov a été faite par Kraemer, Mark et al. (2006). L’expé-
rience a été menée sur un gaz de césium préparé dans son état hyperfin 3 le
plus bas |f = 3,mf = 3⟩ autour d’une résonance de Feshbach. L’atome de
césium se prête bien à ce type d’expériences pour deux raisons :

— La longueur de diffusion "de fond" abg, c’est-à-dire bien en dehors
d’une résonance [cf. cours 2021], est grande devant la portée RvdW :
a ≈ 2200 a0 ≈ 20RvdW, ce qui assure qu’on aura généralement affaire
à des résonances larges, pour lesquelles l’universalité liée à la descrip-
tion en terme de pseudo-potentiel sera assurée. Quand on prend seule-
ment en compte les interactions avec les états moléculaires de moment

3. Rappelons que le noyau de 133Cs a un spin i = 7/2 de sorte que le couplage hyperfin
avec le spin 1/2 de l’électron de valence donne naissance à deux états, f = 3 et f = 4.

Efimov Resonances in Ultracold Quantum Gases 117

Fig. 2 Calculated magnetic field B dependence of the two-body s-wave scattering length a in the absolute ground state |F =
3, m F = 3〉 in 133Cs. Main panel Overview of the s-wave scattering length in the accessible experimental region. Only contri-
butions from molecular states with zero angular momentum are considered. I–IV Zoom in of the relevant magnetic field regions
including s-, d- and g-wave bound states. I Feshbach resonance at −12.3 G gives rise to a strong variation of a(B) in the low
magnetic field region. Several high order resonances sit both on positive and negative values of scattering length. II Four d-wave
resonance deeply shape the region around 500 G, the broadest ones is centered at about 495 G. III The two overlapping s and g
resonances near 550 G. IV The region between 800 G and 900 G is dominated by the broad s-wave resonance centered at 787.16 G
and by the broad d-wave resonance at 820.37 G. Letters in the different panels refer to the orbital angular momenta of the narrow
resonances

Gauss. An important additional feature is a broad d-wave resonance near 820 G, which occurs at a very large
and negative background scattering length of about −4200 a0.

3 The Efimov Effect

The Efimov effect [1] is a fascinating and counterintuitive phenomenon occurring in a resonantly interacting
three-body system. For extensive review on Efimov physics and related universal phenomena the reader may be
referred to Refs. [23,25]. Here we present the basic elements of Efimov’s scenario and we discuss its particular
impact on experiments with ultracold gases.

3.1 The Efimov scenario

Figure 3 illustrates the Efimov scenario, consisting of a geometric series of trimer states for large values of the
scattering length a. The ladder of three-body bound states is plotted versus the inverse scattering length 1/a.
Zero energy corresponds to the tri-atomic threshold, and for positive energy (E > 0) the system consists of
three free atoms with nonzero kinetic energy. Below the tri-atomic threshold (E < 0), one can identify two
different regions. For a >0, the pair-wise potential supports a universal weakly-bound dimer state with binding
energy given by Eq. (4). The corresponding threshold in the three-body picture is the atom-dimer threshold.
The a <0 region is called the Borromean region, where counter-intuitively a series of three-body bound states
can form although the two-body sub-systems are unbound. For a <0 the n-th trimer state crosses the tri-atomic
threshold at a(n)

− and for a >0 the states merge with the atom-dimer threshold at a(n)
∗ , where n ≥ 0 is an integer

number. With this convention, the Efimov state with largest binding energy is referred to as the first state and
it is labelled with n = 0. While this state crosses the tri-atomic threshold at a(0)

− , within Efimov’s window of
universality3, it may leave this window at the a > 0 side, therefore losing its Efimov character. In this case,

3 Efimov’s window of universality corresponds to the region 1/|a|%1/r0 and Eb % h̄2/(mr2
0 ).

Figure VI.8. Prédiction théorique pour la longueur de diffusion a(B) d’un gaz de
césium dans l’état |f = 3,mf = 3⟩, quand on ajoute les couplages aux dimères
de moment cinétique non nul. L’axe des abscisses indique le champ magnétique
exprimé en Gauss. Figure extraite de Ferlaino, Zenesini et al. (2011).

cinétique nul, on arrive ainsi au diagramme a(B) de la figure VI.7.
— Le césium étant un élément lourd, les effets relativistes jouent un rôle

important dans la dynamique du couplage électronique. Cela ajoute
des couplages significatifs avec des états moléculaires de moment ci-
nétique non nul, et vient donc enrichir le diagramme a(B). Un zoom
sur la région de faible champ magnétique (marquée par le symbole I
en figure VI.7) est représenté en figure VI.8.

Kraemer, Mark et al. (2006) ont étudié la variation du taux de recom-
binaison à trois corps en se plaçant autour de B = 7.5G, où a prend des
valeurs grandes en valeur absolue et négatives. Leur résultat principal est
montré en figure VI.9. Pour les points à basse température (10 nK), on
constate une augmentation forte du taux de recombinaison à trois corps
au voisinage de a(0)− = −872 (22) a0, correspondant au seuil d’appari-
tion du trimère d’Efimov fondamental. La ligne continue rouge de la fi-
gure VI.9 correspond à un ajustement par la prédiction théorique (3) pour
η = 0.10 (3).

Il est intéressant de comparer les propriétés du trimère observé par
Kraemer, Mark et al. (2006) et celles du trimère fondamental He3 observé
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Fig. 4 Recombination length ρ3calculated within effective field theory for (a) negative and (b) positive values of the scattering
length according to Eqs. (9a) and (9b), respectively. For the free parameters a−(+) and η−(+), we have chosen the values corre-
sponding to the Cs Efimov features [2]; see Table 2. The solid grey lines result from setting the sin2-terms to 1. The unitarity
limited recombination length is also shown for 100, 10, 1 and 0.1 nK (from light to dark regions)

field theory, and need to be experimentally determined [42]. As we will discuss in the next section, Eqs.(8),
(9a), and (9b) are commonly used to fit the experimentally measured values for the recombination rate, with
all the four quantities a−, a+, η− and η+ being left as free parameters5.

For ultralow, but finite temperatures the three-body recombination length is unitarity limited [43] to

ρmax
3 = 5.2

h̄√
mkB T

. (10)

The unitarity limit imposes an upper value for the measurable recombination length. At T =10 nK, this limit
corresponds to ρmax

3 =6 × 104 a0 and at T =100 nK it is about a factor of three lower. As shown in Fig. 4, the
unitarity limit also sets the number of Efimov features that can be realistically observed in the experiments.
While the first Efimov maximum is visible even for comparatively high temperatures (T $ 100 nK), the next
maximum requires a temperature of about a factor of 500 lower to be observable. Such a low temperature
is hardly accessible in current experiments. This limitation clarifies the reason why none of the experiments
on Efimov physics was able to unambiguously observe two consecutive maxima6, although two neighboring
minima have been successfully revealed [6,9]; see Sect. 6.

The above discussion has focused on the three-body behavior at the tri-atomic threshold. Similar argu-
ments apply to the atom-dimer threshold (a > 0). When an atom-dimer system resonantly couples to an
Efimov trimer the scattering rate resonantly increases. Here the dominant loss mechanism is collisional relax-
ation, also known as vibrational quenching. During an atom-dimer collision, the dimer can relax into a more
deeply bound two-body state and the binding energy is converted into kinetic energy. This two-body process
is described by the rate equation ṅD = ṅA = −βnDnA, where nD(A) is the dimer (atom) density and β is the
relaxation-rate coefficient. At the atom-dimer Efimov resonance position a =a∗ the relaxation rate exhibits a
resonant increase. Effective field theory provides a universal formula for the relaxation-rate coefficient β at
zero temperature [44–46]

β = CAD(a)
h̄a
m

, (11)

where CAD(a) incorporates the typical log-periodic oscillator behavior of the Efimov effect and reads as

CAD(a) = 20.3 sinh(2η∗)
sin2 [s0 ln(a/a∗)] + sinh2 η∗

. (12)

5 To analyze experiments the data for a > 0 and a < 0 are often fitted independently. The comparison of the results for a−
and a+ then provides a test for the universal relation.

6 Using an updated scattering length determination [11] the second maximum observed in Ref. [9] may be interpreted as
resulting from the pole of the Feshbach resonance and not from an Efimov state.
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Fig. 4 Recombination length ρ3calculated within effective field theory for (a) negative and (b) positive values of the scattering
length according to Eqs. (9a) and (9b), respectively. For the free parameters a−(+) and η−(+), we have chosen the values corre-
sponding to the Cs Efimov features [2]; see Table 2. The solid grey lines result from setting the sin2-terms to 1. The unitarity
limited recombination length is also shown for 100, 10, 1 and 0.1 nK (from light to dark regions)

field theory, and need to be experimentally determined [42]. As we will discuss in the next section, Eqs.(8),
(9a), and (9b) are commonly used to fit the experimentally measured values for the recombination rate, with
all the four quantities a−, a+, η− and η+ being left as free parameters5.

For ultralow, but finite temperatures the three-body recombination length is unitarity limited [43] to

ρmax
3 = 5.2

h̄√
mkB T

. (10)

The unitarity limit imposes an upper value for the measurable recombination length. At T =10 nK, this limit
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3 =6 × 104 a0 and at T =100 nK it is about a factor of three lower. As shown in Fig. 4, the
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maximum requires a temperature of about a factor of 500 lower to be observable. Such a low temperature
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on Efimov physics was able to unambiguously observe two consecutive maxima6, although two neighboring
minima have been successfully revealed [6,9]; see Sect. 6.

The above discussion has focused on the three-body behavior at the tri-atomic threshold. Similar argu-
ments apply to the atom-dimer threshold (a > 0). When an atom-dimer system resonantly couples to an
Efimov trimer the scattering rate resonantly increases. Here the dominant loss mechanism is collisional relax-
ation, also known as vibrational quenching. During an atom-dimer collision, the dimer can relax into a more
deeply bound two-body state and the binding energy is converted into kinetic energy. This two-body process
is described by the rate equation ṅD = ṅA = −βnDnA, where nD(A) is the dimer (atom) density and β is the
relaxation-rate coefficient. At the atom-dimer Efimov resonance position a =a∗ the relaxation rate exhibits a
resonant increase. Effective field theory provides a universal formula for the relaxation-rate coefficient β at
zero temperature [44–46]

β = CAD(a)
h̄a
m

, (11)

where CAD(a) incorporates the typical log-periodic oscillator behavior of the Efimov effect and reads as

CAD(a) = 20.3 sinh(2η∗)
sin2 [s0 ln(a/a∗)] + sinh2 η∗

. (12)

5 To analyze experiments the data for a > 0 and a < 0 are often fitted independently. The comparison of the results for a−
and a+ then provides a test for the universal relation.

6 Using an updated scattering length determination [11] the second maximum observed in Ref. [9] may be interpreted as
resulting from the pole of the Feshbach resonance and not from an Efimov state.
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The parameter η∗ is again related to the trimer lifetime. Within effective field theory η∗ =η− =η+, while for
convenience all these three parameters are treated as independent when fitting the theoretical expression to
experimental results.

4 Efimov Resonances in Ultracold Quantum Gases of Cs Atoms

In summer 2005, an Efimov trimer state was observed in experiments performed by our group in Innsbruck
[2]. These experiments, conducted on optically trapped ultracold gases of Cs atoms, provided signatures of
both a tri-atomic Efimov resonance and a recombination minimum. Later experiments showed the appearance
of an atom-dimer Efimov resonance [58]. Figure 5 summarizes the main observations of Efimov resonances
in Cs for both the a < 0 and the a > 0 side.

All these experiments were based on the magnetically tunable interaction properties of Cs atoms in a mag-
netic field range between 0 and 150 G, henceforth referred to as the low-field region (region I in Fig. 2). The
accessible magnetic field range was technically limited by our previous magnetic coil setup, restricting the
tunability of the s-wave scattering length a to a range between −2500 a0 and 1600 a0. In 2010, we performed
a major upgrade of our setup, which now allows us to produce magnetic fields of up to 1.4 kG. With this new
setup, we have studied Efimov physics in the 550 region and in the 800 G region [19], henceforth referred
to as the high-field region, where two broad s-wave Feshbach resonances allow for a wide tunability of the
scattering length [31].

In this Section, we first present our observations on the tri-atomic Efimov resonances in both the low-
field and the high-field region (Sect. 4.1) and on the atom-dimer Efimov resonance observed in the low-field
region (Sect. 4.2). We then describe further Efimov resonances observed on other Feshbach resonances in Cs
(Sect. 4.3), and we discuss the behavior of the three-body parameter in our observations (Sect. 4.4).

4.1 Triatomic Efimov Resonances

To reveal the Efimov resonances at the tri-atomic threshold, we prepare an optically trapped thermal sample
of up to 5 × 104 Cs atoms at temperatures ranging from 10 to 250 nK. Our experimental procedure is based on
an all-optical cooling approach as presented in Refs. [47–49]. The atoms are prepared in their lowest internal
spin state (F = 3, m F = 3), where three-body recombination collisions are the dominant loss mechanism.
We measure the three-body loss rate L3 by recording the time evolution of the atom number N and the atom
temperature T for different magnetic field values in the region of interest [2,40]. In the following, we discuss
separately the recombination results obtained in the low- and high-field region.
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Fig. 5 Efimov resonances observed in ultracold cesium at low magnetic fields. a Observation of a triatomic Efimov resonance
in measurements of three-body recombination. The recombination length ρ3 is plotted as a function of the scattering length a.
The squares and the empty triangles show the experimental data for initial temperatures around 10 nK, and 200 nK, respectively
[2]. The solid curve represents the analytic model from effective field theory [23], where the scattering-length to magnetic-field
conversion is from [19]. The inset shows an expanded view for small positive scattering lengths with a minimum near 210 a0. The
displayed error bars refer to statistical uncertainties only. b Two-body loss rate coefficient β measured for inelastic atom-dimer
collisions [58] at two different temperatures, 40 nK (open triangles) and 170 nK (filled squares). Here a prominent atom-dimer
Efimov resonance shows up for a > 0. The solid lines represent fits based on universal effective field theory

Figure VI.9. Longueur de recombinaison à trois corps [définie en (6)] mesurée
par Kraemer, Mark et al. (2006). Les carrés rouges (resp. triangles noirs) corres-
pondent à une température de 10 nK (resp. 200 nK). Figure adaptée de Ferlaino,
Zenesini et al. (2011).

par Schöllkopf & Toennies (1994) (voir chapitre précédent). Comme mon-
tré par Lee, Koehler et al. (2007), ces deux trimères ont en commun le fait
que leur branche énergétique, prolongée du côté des valeurs de a petites et
positives, ne croise jamais la branche du dimère [voir également Bruch &
Sawada (1973) et Yudkin, Elbaz & Khaykovich (2020)]. De ce point de vue,
ni le trimère He3, ni le trimère Cs3 de Kraemer, Mark et al. (2006) ne satis-
font l’ensemble des critères que l’on peut imposer à un édifice efimovien.
En revanche, l’état observé par Kraemer, Mark et al. (2006) est indubitable-
ment un état borroméen puisqu’il existe dans une zone a < 0 pour laquelle
il n’existe pas de dimère dans un état faiblement lié (il y a bien sûr des di-
mères Cs2 fortement liés, mais c’est une autre physique). Par comparaison,
rappelons que He3 a été observé pour a > 0, donc dans une zone où le
dimère He2 faiblement lié existe : ce n’était donc pas un état borroméen.

Compared to other atomic species currently available for
laser cooling techniques, lithium has the smallest range of
van der Waals potential, r0 ! 31a0. In addition, a number
of Feshbach resonances available for different Zeeman
sublevels of the jF ¼ 1i hyperfine state makes 7Li an
appropriate candidate for study of Efimov physics. In this
experiment, we work with a spin polarized sample in the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i state, which is the one but lowest Zeeman
state [14]. In principle, two-body losses are possible from
this state; however, they are not large, as could be the case
for heavier atoms. For instance, 133Cs experiences large
dipolar losses caused by the second-order spin-orbit inter-
action [15]. We calculated the dipolar relaxation rate co-
efficients as a function of magnetic field via a coupled-
channels calculation by using recent interaction potentials
[16] and found them to be#3 orders of magnitude smaller
than the corresponding measured rate coefficients, if the
experimental losses were treated as purely two-body re-
lated. Moreover, the field-dependent profile of the calcu-
lated rates is qualitatively very different from the observed
rates. As a result, we exclude two-body losses and deter-
mine that the loss processes in the region of interest are
related to three-body recombination.

The jF ¼ 1; mF ¼ 0i state possesses two Feshbach
resonances, a narrow and a wide one, which we experi-
mentally detect by atom loss measurement at 845.8(7) G
and 894.2(7) G, respectively. The position of the wide
resonance is independently measured at 894.63(24) G by
molecule association technique [17]. These positions are in
agreement with theory within the uncertainty of the mag-
netic field calibration ($ 0:5%). In Fig. 1, two collision
properties are shown as a function of magnetic field: the
scattering length a and the effective range Re. These
quantities are extracted from the scattering phase shift
!ðkÞ at small relative wave numbers k by using the effec-
tive range expansion k cot!ðkÞ ¼ '1=aþ Rek

2=2 [18].
The region of universality strongly depends on the width

of the Feshbach resonance which is inversely proportional
to the effective range close to the resonance’s center

[19,20]. As a measure for the influence of the effective
range, the resonance strength sres ¼ 2r0=jRej has been
introduced [7,21]. In this way, a narrow or ‘‘closed-channel
dominated’’ resonance is characterized by sres ) 1 and has
a very narrow region of universality, for which jaj * jRej.
In this case, Re comes on a similar footing as and in
addition to the three-body parameter to determine the
short-range physics [19,22]. In contrast, a wide or ‘‘open-
channel dominated’’ resonance is characterized by sres *
1. Here, the universal region spans over a broad range of
magnetic field strengths for which a * r0 and the scatter-
ing problem can be described in terms of an effective
single-channel model [7].
The effective range is very large in the vicinity of the

narrow resonance which signifies its ‘‘close-channel domi-
nated’’ character while around the wide resonance, the
effective range is small and crosses zero near the pole of
the resonance (Fig. 1). This is a clear demonstration of an
‘‘open-channel dominated’’ resonance which expects to
provide a wide region of universality extended to tens of
Gauss around the resonance where sresðBÞ * 1.
In the experiment, we perform measurements of three-

body recombination loss as a function of magnetic field
near the wide Feshbach resonance. Each loss rate coeffi-
cient is calculated from a fit of a lifetime measurement
to the solution of the atom loss rate equation: _N ¼
'K3hn2iN ' !N, where K3 and ! are the three- and
single-body loss rates, respectively. ! is determined in-
dependently by measuring a very long decay tail of a low
density sample. This simplified model does not include
effects such as saturation of K3 to a maximal value Kmax

due to finite temperature (unitarity limit) [23], recombina-
tion heating and ‘‘anti-evaporation’’ [24]. The first and the
second effects can be neglected for K3 values which are
much smaller than Kmax. In our case, the highest measured
K3 values are at least an order of magnitude smaller than
Kmax, and therefore this assumption is reasonable. As for
the latter, we treat the evolution of our data to no more than
#30% decrease in atom number for which ‘‘anti-
evaporation’’ is estimated to induce a systematic error of
#23% towards higher values ofK3. This effect is evaluated
not to limit the accuracy of the reported results.
Our experimental setup is described in details elsewhere

[14]. In brief, we load atoms directly from a magneto-
optical trap into a single-beam far-detuned optical dipole
trap and perform a preliminary forced evaporation at the
wing of the narrow resonance at 824 G. During a second
evaporation step, we add a second beam which intersects
with the first, and the atoms are loaded into a tightly
confined crossed-beam dipole trap. A final evaporation
step is performed at a slightly higher magnetic field of
832 G. Evaporation at this step can proceed all the way to
the Bose-Einstein condensation (BEC) threshold but it is
interrupted before a degeneracy is reached. A transition to
the magnetic field of interest in which a lifetime measure-
ment will be taken is performed in two main steps. The first
is a rapid change in magnetic field over the position of the

FIG. 1 (color online). The scattering length a (solid line) and
the effective range Re (dashed line) as a function of magnetic
field near the two Feshbach resonances of the jF ¼ 1; mF ¼ 0i
state.
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Figure VI.10. Longueur de diffusion et portée effective pour la résonance de Fesh-
bach de 7Li. Figure extraite de Gross, Shotan et al. (2009).

Signalons également que l’expérience de Kraemer, Mark et al. (2006) a
exploré de manière continue une zone de champ magnétique conduisant
à des longueurs de diffusion de part et d’autre de a = 0. En plus du pic
remarquable montré en figure VI.9 obtenu pour a < 0, les auteurs ont éga-
lement observé des pics du côté a > 0. Toutefois, il est important de signaler
qu’on ne s’attend pas dans ce cas à une relation universelle entre les deux
domaines. Ces relations universelles sont obtenues entre les zones a < 0 et
a > 0 encadrant une résonance a = ±∞, pas un point d’annulation de a.

2-2 Connexion des régions a < 0 et a > 0

En 2009, plusieurs groupes expérimentaux ont annoncé avoir réussi à
connecter les deux domaines a > 0 et a < 0 situés autour d’une résonance
a =∞ : Knoop, Ferlaino et al. (2009), Gross, Shotan et al. (2009), Zaccanti,
Deissler et al. (2009) et Pollack, Dries et al. (2009). Pour les deux derniers
cités, on pourra également consulter leur réanalyse partielle des données
dans Roy, Landini et al. (2013) et Dyke, Pollack et al. (2013).

Nous allons nous intéresser à l’expérience de Gross, Shotan et al. (2009).
Elle a été menée sur un gaz d’atomes de 7Li (bosons) préparés dans l’état
se connectant à |f = 1,m = 0⟩ en champ nul (le niveau fondamental de
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Feshbach resonance to avoid strong inelastic losses. The
second is an adiabatic approach to the target magnetic
field. After different waiting times, the remaining atoms’
number is determined by in situ absorption imaging.

For measurements in the positive scattering lengths, we
cut the evaporation at T ! 2 !K and "105 atoms with
peak density of"5# 1012 cm$3. We then shift rapidly to a
magnetic field of 858 G in less than 1 ms while crossing the
narrow resonance and wait for 500 ms to let the system
relax. Then, we ramp the magnetic field in 25 ms to 880 G,
roughly in the center of the region of interest, and wait
there for another 100 ms before the last move to the final
magnetic field (in 5 ms) where the measurements of life-
time and temperature are performed. For the negative
scattering lengths, we cut the evaporation at T ! 1 !K,
just on the verge of a BEC. A fast jump is then made to a
magnetic field of 930 G, far beyond the position of the wide
resonance. After a relaxation time, we slowly move to
915 G and wait there again before a last ramp to the final
magnetic field is performed.

For the treatment of three-body recombination loss in
the domain of universality, we adopt the language of
Refs. [4,5]. The convenient form to represent the theoreti-
cally predicted loss rate coefficient is K3 ¼ 3C&ðaÞ@a4=m
where m is the atomic mass and where & hints at the
positive (þ) or negative ($) region of the scattering
length. In that form, an a4 dependence [25] is separated
from the additional log-periodic behavior C&ðaÞ ¼
C&ð22:7aÞ which reflects the Efimov physics of infinite
series of weakly bound trimers. An effective field theory
provides analytic expressions for C&ðaÞ that we use in the
form presented in Refs. [4,5] to fit our experimental results.
For a > 0, CþðaÞ includes oscillations on log scale be-
tween the maximum recombination loss of CþðaÞ " 70
and the minimum which in an ideal system can be vanish-

ingly small [1]. For a < 0, C$ðaÞ displays resonance be-
havior each time an Efimov trimer state hits the continuum
threshold. The free parameters of the theory are a& which
are connected to the unknown short-range part of the
effective three-body potential and "& which describe the
unknown decay rate of Efimov states. Moreover, a$ de-
fines the resonance position in the decay rate and "& are
assumed to be equal.
Our experimental results are shown in Fig. 2. For posi-

tive scattering lengths, we observe a pronounced minimum
in the three-body recombination rate at a scattering length
of a ! 1160a0 which is much larger than r0 and in that
sense occurs deep within the universal region [26]. The
upper limit for universality, due to finite temperature, is
estimated to be at a ! 2800a0 (Kmax ! 6# 10$21 cm6=s)
[23]. Adjacent minima are expected at 1160a0=22:7 !
50a0, which is too close to the nonuniversal region, and
at 1160a0 # 22:7 ! 26000a0, well above the finite tem-
perature limit. Our measurements are fitted remarkably
well with the analytical expression of CþðaÞ for a large
range of scattering lengths as shown by a solid line in
Fig. 2. For lower scattering lengths, K3 saturates at
"130a0 (870 G). Interestingly, it occurs when sresðBÞ !
0:4, and it roughly corresponds to the position where the
effective range ReðBÞ starts to diverge due to the presence
of the scattering length’s zero crossing (see Fig. 1), and its
absolute value is about the same as that of the scattering
length [ReðB ¼ 870 GÞ ! $170a0]. From the fit, we ob-
tain aþ ¼ 243ð35Þa0,"þ ¼ 0:232ð55Þ. The upper limit for
the three-body recombination rate (dashed line in Fig. 2) is
represented by CþðaÞ ! 54:7, which is smaller than the
commonly known value of CþðaÞ ! 70 due to the rela-
tively large value of "þ.
Measurements of three-body recombination rates for

negative scattering lengths reveal a region of significant

FIG. 2 (color online). Three-body loss coefficient K3 is shown as a function of magnetic field and scattering length (insets). The solid
lines represent fittings to the analytical expressions of universal theory. The dashed lines represent the upper (lower) limit of K3 for
a > 0 (a < 0). The error bars consist of two contributions: the uncertainty in temperature measurement ("20%) which affects the
estimated atom density and the fitting error of the lifetime measurement.
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Figure VI.11. Taux de pertes à trois corps à travers une résonance de Feshbach
pour un gaz de 7Li. Figure extraite de Gross, Shotan et al. (2009).

l’atome de 7Li est clivé en deux sous-niveaux hyperfins f = 1 et f = 2).
Deux résonances de Feshbach à 846G et 894G entrent en jeu (figure VI.10),
avec pour résultat une zone dans laquelle a diverge, tout en gardant une va-
leur relativement faible pour la portée effective re (résonance large). Cette
configuration est donc bien adaptée à la recherche de l’universalité efimo-
vienne.

Nous présentons sur la figure VI.11 le résultat obtenu par Gross, Sho-
tan et al. (2009) pour la mesure du coefficient L3 de part et d’autre de la
résonance.

— Côté a < 0 (correspondant aux grandes valeurs deB),L3 passe par un
maximum en a(0)− = −264 (11) a0 et un ajustement des mesures par (3)
donne η− = 0.236 (42). Ce résultat donne |a(0)− | ∼ 8.5 re, de sorte que
le régime universel est bien atteint. La température du gaz (1µK) ne
permet pas d’observer la résonance suivante, attendue pour une valeur
22.7 fois plus grande de |a|.

— Côté a > 0 (correspondant aux petites valeurs de B), on observe le
début du comportement oscillant attendu pour L3 [cf. (7)]. On trouve
en particulier un minimum prononcé de L3 autour de a(1)+ = 1160 a0,
correspondant à l’interférence destructive mentionnée en § 1-3.

Nous avions annoncé en § 1-4 le lien entre les deux côtés de la résonance

avec pour une même branche de trimère

a
(n)
−

a
(n)
+

= −4.7 ou encore
a
(n)
−

a
(n+1)
+

= − 4.7

22.7
= −0.21. (13)

Les valeurs trouvées expérimentalement a(0)− = −264 a0 et a(1)+ = 1160 a0
conduisent au rapport −0.23, proche de celui attendu si l’on suppose que
les deux mesures portent sur deux trimères consécutifs. Comme l’écrivent
Gross, Shotan et al. 2009 dans leur conclusion, "This seems like an observation
of the long hunted universal behavior of a three-body observable in a physical system
with resonantly enhanced two-body interactions" !

Indiquons également le résultat obtenu par Zaccanti, Deissler et al.
(2009) et Pollack, Dries et al. (2009) après la réanalyse mentionnée plus
haut et explicitée par Naidon & Endo (2017) :
— L’expérience de Zaccanti, Deissler et al. (2009), menée sur 39K, a

conduit à a−/a+ = −3.1 (0.3) [valeur avant réanalyse −6.7 (0.6)].
— L’expérience de Pollack, Dries et al. (2009), menée sur 7Li, a conduit à

a−/a+ = −2.8 (0.3) [valeur avant réanalyse −2.5 (0.6)].
Ces résultats sont notablement plus loin de la limite universelle, proba-

blement en raisondes effets liés à la portée effective re, qui était relativement
grande dans ces expériences. On pourra consulter la discussion approfon-
die de Xie, Van de Graaff et al. (2020) pour plus de détails.

2-3 La suite géométrique d’Efimov

L’observation de deux résonances successives du même côté de la réso-
nance permet de tester directement le facteur d’échelle 22.7 de la théorie
d’Efimov. Zaccanti, Deissler et al. (2009) et Pollack, Dries et al. (2009) ont
mené des premières mesures pour tester cette loi sur les atomes de 39K et
7Li [voir également Williams, Hazlett et al. 2009 pour l’observation d’un
trimère excité].

Nous décrirons ici une expérience plus récente menée à Innsbruck par
Huang, Sidorenkov et al. (2014) sur 133Cs. Dans cette expérience, un soin
particulier a été apporté à l’évaluation des effets de température finie et
à l’extrapolation des quantités mesurées à température nulle. L’expérience
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with the two resonance parameters, position að0Þ− ¼ −963a0
and decay parameter ηð0Þ− ¼ 0.10 [32], independently
derived from previous measurements on the first Efimov
resonance. For the temperature we use Tavg ¼ 8.65 nK,
which is the mean value for the two sets. The agreement
between our present results and the prediction [black solid
line in Fig. 1(a)] is remarkable, and highlights the discrete
scaling behavior of the Efimov scenario.
The measurements on the “shoulder” of the resonance

[−104a0=a > 1.2 in Fig. 1(a)] show a broad increase of the
effective L3 as compared to the expectation from the three-
body loss theory [black solid line in Fig. 1(a)]. Since similar
enhanced loss features were observed previously near the
first Efimov resonance [7,25,36–38] and were explained by
the presence of four- or five-body states associated with an
Efimov state, we attribute this feature to higher-order decay
processes. To check this, we fit set B [39] with Eq. (1) as
discussed above, while now using α as an additional free
parameter. The fit results for α are shown in Fig. 1(b). In the
region close to the Efimov resonance (white region II),
where we expect dominant three-body behavior, the value
of α is relatively close to 3 [40]. On the shoulder of the
Efimov peak (gray-shaded region III), a significant increase
of α, compared to the resonance region, confirms the
existence of higher-order decay processes. It is interesting
to note that the relatively broad shoulder that we observe
for the higher-order features is in contrast to the narrow
features observed in 7Li [7,25]. On the other side of the
Efimov resonance (gray-shaded region I), we also observe
an enhancement of α, which is likely to be caused by
similar higher-order decay features associated with highly
excited N-body cluster states.
The temperature uncertainty plays an important role in

the interpretation of our results. The measured values of L3

depend sensitively on the temperature, with a general
scaling ∝ T3 according to the volume V in Eq. (1). The
theoretical L3 values also depend strongly on the temper-
ature. The gray-shaded area in Fig. 1(a) demonstrates the
variation between 7.7 and 9.6 nK, which correspond to Tavg
for sets A and B, respectively. It may be seen that the
temperature uncertainty results mainly in an amplitude
error rather than an error in the peak position.
To analyze the observed resonance in more detail, and

especially to study the possible small deviation of að1Þ− from
a predicted value of 22.7að0Þ− , we now fit the results in the
resonance region (0 < −104a0=a < 1.2 in Fig. 2) with the
finite-temperature model to extract an experimental value
for að1Þ− . Here, because of the large effect of the temperature
uncertainty, we use the temperature T as an additional
parameter in the fits. The results (blue dashed and red
dotted lines in Fig. 2 for sets A and B) are summarized in
the upper part of Table I and yield a mean að1Þ− value
of −20270ð680Þa0.
The fitted results for the temperature, 8.7(2) nK for set A

and 10.0(2) nK for set B, are somewhat larger than the
independently determined temperatures Tavg, but they are

consistent with Tavg within the error range. The higher
temperatures also imply a rescaling of the measured L3

values because of the temperature dependence of the
volume V. With these corrections, Fig. 2 shows that the
measurements of set A, taken at a lower temperature, now
produce larger L3 values than those of set B.
Uncertainties in L3 might also arise from errors in the

atom number calibration, resulting from imaging imper-
fections and errors in trap frequency measurements. To
account for these effects, we follow an alternative fitting
strategy and introduce an additional parameter λ as an
amplitude scaling factor for L3 into the finite-temperature
model, while fixing the temperature at the measured Tavg.
The resulting parameters for each set are given in the lower
part of Table I. Remarkably, this alternative approach
gives a mean value of −20120ð630Þa0 for að1Þ− , which is
consistent with the one extracted before. This shows the

FIG. 2 (color online). Fits to the second Efimov resonance. The
two sets of points represent the same sets of results as in Fig. 1,
but limited to the resonance region and with one clear outlyer
removed. In addition, the absolute scaling for L3 is changed as we
here use the fit values (see text) for the temperature, 8.7 nK for set
A and 10.0 nK for set B, to calculate the volume V. The vertical
dashed line is the same as in Fig. 1. The fits to sets A and B are
plotted as blue dashed and red dotted lines, respectively.

TABLE I. Fitted parameters for the second Efimov resonance.
The upper part of the Table shows the fitting results when
temperature T is a free parameter, while the lower part corre-
sponds to fixed-temperature fitting with λ as a free amplitude
scaling factor. The uncertainties indicate 1σ errors from fitting.

Set T=nK að1Þ− =a0 ηð1Þ− λ

A 8.7(2) −20 790ð390Þ 0.15(2) $ $ $
B 10.0(2) −19 740ð430Þ 0.19(3) $ $ $
A 7.7a −20 580ð390Þ 0.17(3) 0.52(5)
B 9.6a −19 650ð430Þ 0.19(3) 0.80(7)
aIndicates that the corresponding parameter is kept fixed.
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Figure VI.12. Observation du deuxième trimère d’Efimov pour le césium autour
de 800G. L’ajustement par un modèle théorique prenant en compte la température
non nulle du gaz conduit à a(1)− = −20 190 (1200) a0, soit a(1)− /a

(0)
− = 21.0 (1.3).

Ensemble A : T = 8.7 nK, ensemble B : T = 10.0 nK. Figure extraite de Huang,
Sidorenkov et al. (2014).

a été menée sur une résonance de Feshbach à beaucoup plus haut champ
que celle utilisée par Kraemer, Mark et al. (2006), aux alentours de 800G.
Cette résonance large, couplée à un bon contrôle de la température du gaz
dans le domaine de quelques nanokelvins, permet d’atteindre de grandes
longueurs de diffusion, jusqu’à 105 a0.

Dans l’expérience de Huang, Sidorenkov et al. (2014), le gaz est préparé
au voisinage de la dégénérescence quantique dans un piège hybride (ma-
gnétique + optique), à une température entre 7 et 10 nK. La taille de l’état
fondamental du piège est de ∼ 5µm, à comparer à la taille attendue pour
le deuxième trimère recherché ∼ 1µm : il y a assez de place pour ce tri-
mère, mais le suivant (de taille 22.7 fois plus grande) ne logerait pas dans
ce piège...

La figure VI.12 montre le résultat principal de Huang, Sidorenkov et
al. (2014) avec un pic marqué du coefficient de perte à trois corps autour
de a = −17 000 a0. Le trimère fondamental avait été observé auparavant
par le même groupe (Berninger, Zenesini et al. 2011) et il se forme pour
a
(0)
− = −963 (11) a0, soit un rapport 17.7 là où l’universalité d’Efimov prédit

22.7.

Cette déviation par rapport à la prédiction "universelle" d’Efimov peut
être due (au moins en partie) à des effets liés à la température non nulle du
gaz. Pour la position a(0)− du trimère fondamental, les effets liés à la tempé-
rature sont peu importants. Pour prédire la valeur seuil a(1)− pour le trimère
suivant, Huang, Sidorenkov et al. (2014) ont utilisé le modèle développé
par Rem, Grier et al. (2013). Ils ont analysé leurs données expérimentales
en gardant la position a(1)− et la température comme paramètres ajustables.
L’ajustement a donné une température très proche de cellemesurée directe-
ment et fournit la valeur a(1)− = −20 190 (1200) a0, soit un facteur 21.0 (1.3)
au dessus de a(0)− . C’est remarquablement proche de la valeur universelle
d’Efimov (1.3σ d’écart). Par ailleurs, on s’attend de toute façon à une dé-
viation non négligeable par rapport à la loi d’échelle pour les tout premiers
trimères n = 0 et n = 1, en particulier du fait des effets de portée non nulle
(Schmidt, Rath et al. 2012).

Pour terminer ce paragraphe, rappelons que cette suite géométrique efi-
movienne a également été mise en évidence dans des mélanges mMM :
l’expérience est alors moins contraignante car la raison de la suite géomé-
trique est considérablement réduite quand on va vers des rapportsm/M ≪
1 (voir chapitre 4).

2-4 Le croisement dimère - trimère

Une caractéristique importante du diagramme énergétique du côté a >
0 de la résonance se situe en a(n)∗ quand l’énergie du trimère devient égale
à l’énergie du dimère (le troisième atome étant quasiment au repos, infi-
niment loin du dimère). Si on part d’un mélange atomes-dimères, on s’at-
tend à ce que le taux de pertes βAD pour ce mélange soit maximal en un tel
point : lors d’une collision atom-dimère, les partenaires vont passer beau-
coup de temps au voisinage les uns des autres, ce qui favorise la transition
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1

the measured a− values should begin to deviate from the
universal a− ¼ −9.7rvdW value; see Fig. 1. However, this
conclusion is only tentative due to large experimental
uncertainties in the measured a− [17], unexpected temper-
ature dependence [45], and large systematic uncertainties in
the parameters of the underlying two-body Feshbach
resonance [17,37,38,43]. Although there are intriguing
experimental [15,46–55] and theoretical [52,56–58] results
for the heteronuclear cases, the possible influence of many
additional parameters (mass ratio, quantum statistics, and
inter- and intraspecies scattering lengths) makes the ques-
tion of universality in those systems a topic for an entirely
separate investigation.
In this Letter, we present a precise test of van der Waals

universality near a Feshbach resonance with sres ¼ 2.57
[19], which is intermediate between the narrow (sres ≪ 1)
and broad (sres ≫ 1) regimes. Specifically, we accurately
determine the value of a− by having precise control of
critical experimental parameters such as temperature,
density, and scattering length. Because of our tight control
of both systematic and statistical errors, ours is the first
measurement of a compelling nonuniversal a− value in a
homonuclear Efimov resonance.
A thorough characterization of the Feshbach resonance

and an accurate map of the scattering length are required
for precise determination of the a− value. Accordingly, we
perform high-precision spectroscopy on a pure gas of

Feshbach dimers and accurately determine their binding
energies. This measurement enables us to refine our two-
body model and accurately predict the scattering length in
our Efimov measurements [19]. In other Feshbach reso-
nance studies, methods based on number loss or thermal-
ization rate have occasionally given inconsistent results. By
contrast, dissociation spectroscopy of Feshbach dimers
isolates two-body physics and accurately determines res-
onance properties [59–62].
Precision molecular spectroscopy requires long inter-

rogation times under unperturbed conditions. We stabilize
the magnetic field to the milligauss-level and eject all
unpaired atoms, whose presence affects dimer lifetimes and
complicates the spectroscopy. A pure molecular sample is
prepared by starting with∼105 atoms confined in an optical
dipole trap and a temperature of ∼300 nK. We transfer a
fraction of atoms in the jF ¼ 1; mF ¼ −1i hyperfine state to
the dimer state bymagnetoassociation [63]. Subsequently, all
residual unpaired atoms are blasted away by multiple radio-
frequency (rf) and optical pulses, leaving a pure sample of
∼104 molecules. Lastly, the magnetic field B is ramped to
various values, corresponding to different binding energies,
where we perform rf spectroscopy.
We dissociate molecules by transferring one atom of the

pair from the jF ¼ 1; mF ¼ −1i interacting state to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i imaging state. The final state being nearly
noninteracting enables us to directly probe the dimer
binding energy. Additionally, the transition being magneti-
cally less sensitive near B values of interest allows long
molecular interrogation times, limited only by dimer life-
times, to achieve high spectral resolution. We scan the rf
frequency and measure the transferred fraction, keeping the
pulse energy low to limit saturation effects and dissociate a
maximum 50% of molecules. We fit the measured spectrum
to a functional form given by the Franck-Condon factor of
the bound-free transition [59], and we extract the molecular
binding energy Eb [19,64]. We repeat this procedure to
determine Eb at different magnetic field values, as depicted
in Fig. 2.
The universal expression Eb ¼ ℏ2=ðma2Þ is always

accurate for large enough a. A more refined expression
Eb ¼ ℏ2=½mða − āÞ2%, which introduces the mean scatter-
ing length ā ≈ 0.956rvdW [66], is valid at smaller values of
a as long as a ≫ rvdW=sres [65]. However, such treatments
are inadequate for narrow and intermediate resonances.
To better compare to our experimental data, we developed a
coupled-channel model [19] capable of describing our
high-precision Eb data. We fine-tune the model’s param-
eters, the singlet and triplet scattering potentials, to accu-
rately match most of our measurements to within 1%, as
depicted in Fig. 2’s inset. As a result, we determine a
particular linear combination of the singlet and triplet
scattering lengths of 0.2470aS þ 0.9690aT ¼ 1.926ð2Þa0
[19], further constraining the previously reported values
of aS ¼ 138.49ð12Þa0 and aT ¼ −33.48ð18Þa0 [67,68].
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FIG. 1. Survey of experimental a− values in homonuclear
systems, inspired by [15]. Previous results (blue circles)
[3,17,37,41–45] show a tentative dependence of the a− value
on the Feshbach resonance strength parameter sres. Our meas-
urement (red star; red band in the inset) is the strongest evidence
of departure from the −9.7' 15%rvdW value (dashed line and
gray area) predicted by van der Waals universality [4,5,7,9]. The
inset shows calculations for a− based on a single van der Waals
potential [7] with N ¼ 1 − 7 s-wave two-body bound states
(green squares) and results from our multichannel model [19]
with N ¼ 2 − 5 (black triangles).
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between r and rþ dr in regions of high local velocity@kLðrÞ, which is proportional to [mdr=@kLðrÞ] (m being
the particle mass), the time spent classically in that interval
dr (see Ref. [26]). It is possible that there could be an
additional suppression as well, through quantum reflection
from a potential cliff [27]. Systems supporting many bound
states, such as the neutral atoms used in ultracold experi-
ments with their strong van der Waals attraction, clearly
exhibit this suppression. In general, a finite-range two-
body potential that supports many bound states decreases
steeply with decreasing interparticle distance r, starting
when r=rvdW & 1, at which point the potential cliff plays
a role analogous to a repulsive potential for low-energy
scattering. We demonstrate this fact by showing that the
three-body parameter in the presence of many two-body
bound states roughly coincides with that for a 100% re-
flective two-body model potential, where the two-body
short-range potential well is replaced by a hard sphere.

The starting point for our investigation of the universal-
ity of the three-body parameter is the adiabatic hyper-
spherical representation [18,28]. This representation
offers a simple and conceptually clear description by re-
ducing the problem to the solution of the ‘‘hyperradial’’
Schrödinger equation:

!
$ @2
2!

d2

dR2þW"ðRÞ
"
F"ðRÞþ

X

"0!"

W""0ðRÞF"0ðRÞ¼EF"ðRÞ:

(1)

Here, the hyperradius R describes the overall size of the
system; " is the channel index; ! ¼ m=

ffiffiffi
3

p
is the three-

body reduced mass for particle masses m; E is the total
energy; and F" is the hyperradial wave function. The
nonadiabatic couplings W""0 drive inelastic transitions,
and the effective hyperradial potentials W" support bound
and resonant states. To treat problems with deep two-body
interactions—necessary to see strong inside-the-well sup-
pression—requires us to solve Eq. (1) for two-body model
interactions that support many bound states, a challenge for
most theoretical approaches. Using our recently developed
methodology [29], however, we have treated systems with
up to 100 two-body rovibrational bound states and have
solved Eq. (1) beyond the adiabatic approximation. Here,
the universality of the three-body parameter is analyzed for
a number of model potentials, one of then being the usual
Lennard-Jones potential:

va
#ðrÞ ¼ $C6

r6
ð1$ #6=r6Þ; (2)

where # is adjusted to give the desired value of a and
number of bound states. The other short-ranged potential
models used here, namely, vsch, v

b
# and v

hs
vdW, can be found

in Ref. [26].
Figure 1(a) shows the adiabatic potentialsU" at jaj ¼ 1

obtained using the potential va
# above supporting 25 dimer

bound states. At first glance, it is difficult to identify any
universal properties of these potentials. Efimov physics,
however, occurs at a very small energy scale near the

FIG. 1 (color online). (a) Full energy landscape for the three-body potentials at a ¼ 1 for our va
# model potential. (b) Effective

diabatic potentials W" relevant for Efimov physics for va
# with an increasingly large number of bound states (#&

n is the value of # that
produces a ¼ 1 and n s-wave bound states). The W" converge to a universal potential displaying the repulsive barrier at R ' 2rvdW
that prevents particles’ access to short distances. (c)–(e) demonstrate the suppression of the wave function inside the potential well
through the channel functions !"ðR; $; ’Þ for R fixed near the minima of the Efimov potentials in (b). (c) shows the mapping of the
geometrical configurations onto the hyperangles $ and ’. (d) and (e) show the channel functions, where the ‘‘distance’’ from the origin
determines j!"j1=2, for two distinct cases: in (d) when there is a substantial probability to find two particles inside the potential well
(defined by the region containing the gray disks) and in (e) with a reduced probability—see also our discussion in Fig. 2. In (d) and (e),
we used the potentials vsch and va

#, respectively, both with n ¼ 3.
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Figure VI.13. Collision inélastique atome-dimère assistée par la formation inter-
médiaire d’un état d’Efimov du côté a > 0 de la résonance. L’état initial fait inter-
venir le dimère faiblement lié d’énergie−ℏ2/ma2 et l’état final contient un dimère
fortement lié, non décrit dans le modèle du pseudo-potentiel. Le taux de ce proces-
sus est maximal pour a = a

(n)
∗ , quand l’énergie du dimère faiblement lié coïncide

avec celle du trimère d’Efimov.

vers d’autres états plus profondément liés (figure VI.13). L’argument est le
même que celui qui conduit à une augmentation du taux de pertes à trois
corps du côté a < 0 de la résonance aux points a(n)− .

La première mise en évidence des pertes dans un mélange atomes-
dimères dues à cet effet a été publiée par Knoop, Ferlaino et al. (2009).
Nous allons nous intéresser ici aux expériences plus récentes du groupe
de Boulder, décrites par Chapurin, Xie et al. (2019) et Xie, Van de Graaff et
al. (2020), qui ont permis de vérifier l’universalité d’Efimov entre la valeur
a∗ et les autres points remarquables du diagramme énergétique.

Xie, Van de Graaff et al. (2020) ont travaillé avec un gaz de 39K préparé
dans l’état hyperfin |f = 1,mf = −1⟩ autour de B = 33.6Gauss. Nous
avons décrit dans le cours 2021 les propriétés de la résonance de Fano–
Feshbach correspondante. Cette résonance a le mérite d’avoir une portée
effective assez petite (re ≈ 130 a0 à résonance), ce qui permet d’augmen-
ter la plage d’universalité des effets efimoviens. Chapurin, Xie et al. (2019)
avaient étudié le côté a < 0 de cette résonance et trouvé a(0)− = −908 (11) a0
et η = 0.25 (1) (figure VI.14).

(see Fig. 4), where jna3j ¼ 9.7 × 10−5 at a− and the
collision rate is no longer small as compared to the trapping
frequency. The latter condition in particular can lead to
systematic errors. A recently published study [45] on the
same resonance as we discuss here reported counterintui-
tive temperature-induced shifts in the Efimov peak at high
values of jna3j, the collision rate, and nλ3. We see no such
effects in the data (shown in Fig. 3) that we use to determine
a−; for those fits, we use only jna3j < 4 × 10−5 and nλ3 <
0.2 [19]. The data shown in Fig. 3 agree well with the
prediction of Eq. (2): not just in the shape of L3ða; TÞ but in
its overall amplitude A. The fact that, for all values of T,
our fit A is within 43% of 1.0 (which is consistent with
small discrepancies in the density calibration) is further
evidence that our results are not contaminated by high
degeneracy, many-body effects, collisional avalanche, or
misassignment of resonance peaks.
Our final value for a− ¼ −908ð11Þa0, plotted as a red

star in Fig. 1, differs from the range of theoretical
predictions [4–7,9] for the universal result of a− ¼ −630$
15%a0 by many times our estimated error. How does this
firmly established discrepancy compare to theoretical
efforts to model the “edges of universality”?
The range a− ¼ ½−11.2;−8.3&rvdW of theoretical pre-

dictions for the universal value arises because the calcu-
lated value of the ostensibly universal a− depends, even if
only modestly, on the details of short-range treatment [7].

It seems likely this variability will be only more pro-
nounced for a regime where universality is already begin-
ning to fail on its own. A key qualitative lesson from
Ref. [16] is the prediction of a nonuniversal value of a− ≈
−12rvdW for sres ¼ 2.57 and abg ¼ −19.6a0. However,
going beyond the results from Ref. [16], we find that a−
also depends on the number of bound states in the model
for small sres and abg. In our theoretical effort to accurately
describe three-body physics [19], we constructed a more
realistic multichannel model using a realistic hyperfine and
Zeeman spin structure, with triplet and singlet scattering
lengths constrained to equal our empirically determined
values. The adjustable parameters are the inner walls of the
van der Waals potentials tuned to give the desired number
of bound states. The results are shown as black triangles in
the inset of Fig. 1. We see that the predicted a− result more
closely approximates our distinctly nonuniversal measure-
ment as we go to a larger number of bound states. An
empirical attempt to extrapolate to a very large number of
bound states yields alim− ¼ −13.1rvdW and ηlim ¼ 0.21. This
is the first attempt to get a quantitatively accurate calcu-
lation for η close to our measured value of 0.25(1). The
reasonable agreement with the experimental value shows
the importance of properly modeling the diatomic molecu-
lar spectra and its hyperfine structure [19].
To conclude, we precisely measure dimer binding ener-

gies, the Feshbach resonance location, and the Efimov
ground location. Our results (in particular, the observation
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FIG. 3. Temperature dependence of the three-body loss coef-
ficientL3, scaling as a4 scaling (dashed) [73–75], enhanced near an
Efimov ground state located at a−. For each temperature, we fit our
data using a zero-temperature zero-range model [Eq. (1)], limiting
fits to data points for which jaj < λ=10 (short vertical lines), to
extract theL3=a4 peak location and a finite-temperature zero-range
model [Eq. (2), solid] to extract the true a− value. The inset shows
the extracted peak locations (circles) and a− values (squares),
where both coincide at the lowest temperature. The observed
a− value significantly deviates from the a− ¼ −630a0 value (inset
dashed line) predicted by van der Waals universality [7].
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FIG. 4. Suppression of the Efimov resonance in a high-density
gas. Measurements of high- and intermediate-density samples
performed with the same experimental conditions, contrasting
only in the initial atom number. As a result, differential
comparison of L3 values between those two measurements is
of greatest interest. Small L3 deviations at low jaj between the
lowest-density data and other data are attributed to differing
trap conditions that result in evaporation. However, for our
highest-density data, we observed a strong suppression of L3 near
a ¼ a−.
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Figure VI.14. Taux de relaxation à trois corps dans un gaz de 39K côté a < 0
pour la résonance de Fano-Feshbach située autour de B = 33.6Gauss. On trouve
a− = −908 (11) a0. Figure extraite de Chapurin, Xie et al. (2019).

Les dimères sont formés par "magnéto-association", obtenue en traver-
sant rapidement la résonance de Fano–Feshbach vers le côté a > 0. Le
nombre de dimères peut ensuite décroître par simple basculement de spin
d’un des atomes qui le composent, ce qui désintègre le dimère. Il peut éga-
lement diminuer sous l’effet des collisions avec les atomes, ce qui constitue
le processus intéressant, et qui conduit à l’évolution du nombre de dimères
ND en présence d’une densité d’atomes ρA selon la loi :

dND

dt
= −βAD ρAND. (14)

Le taux βAD qui décrit ce processus est tracé en figure VI.15, avec un ajus-
tement selon la loi proposée par Braaten & Hammer (2007b) [voir aussi
Braaten & Hammer (2009) et Helfrich & Hammer (2009)] :

βAD = C
sinh(2η)

sin2 [s0 ln(a/a∗)] + sinh2(η)

ℏa
m

(15)
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We determine the strength of the second-order spin-orbit
coupling, which was previously neglected [49] but signifi-
cantly influences the balance between paths here [33]. The
dashed line in Fig. 2(a) shows the resulting theoretical
curve. On top of this two-body inelastic process, we
observe that the dimers become shorter lived due to their
reaction with atoms. By subtracting out the dimer one-body
decay rate from the dimer total decay rate [33], we extract
the atom-dimer relaxation coefficient βAD at different
temperatures as plotted in Fig. 2(b). A resonant peak is
pronounced at all temperatures. The highest-temperature
data were collected with multiple atom densities in order to
verify the negligible role of four-body processes.
To quantitatively study the resonant behavior of βAD, we

fit the data [Fig. 2(b)] with a zero-range effective-field
theory [50] that provides a convenient parametrization of
atom-dimer scattering at finite energy. There are two free
parameters in this model, a! and η! [33]. a! denotes the
position of the resonance where an Efimov state merges

into the atom-dimer scattering threshold; η! is the inelas-
ticity parameter that characterizes the probability of decay
into an energetic atom and deep dimer. We include an
additional parameter in the fitting function, the global
magnitude A!, which serves as a diagnostic indicator of
the overall consistency between experiment and theory. The
temperature of the sample, which is an input parameter to
this model, is measured with absorption images on atoms
after a long time of flight. As depicted by the set of solid
lines, this finite-temperature model captures the shape of
the atom-dimer resonance peak across the whole temper-
ature range accessed in our experiment.
The variation of the fitting parameters with temperature

is summarized in Fig. 3. We contrast the fit results from the
above-mentioned finite-temperature model [51] [panel (a)
and (b)] and from a zero-temperature model [2] [panel (c)
and (d)]. The former model reveals an energy-independent
parameter að1Þ! that is approached by the phenomenological
peak location from the latter model as T → 0. We deter-
mine að1Þ! ¼ 884ð14Þa0 ¼ 13.7ð2ÞrvdW from the weighted
mean of the four experimental points [Fig. 3(a)]. Notably,
the inelasticity parameter ηð1Þ! ¼ 0.28ð2Þ overlaps with the
previously measured ηð0Þ− ¼ 0.25ð1Þ for a < 0 within
uncertainty [Fig. 3(b)], indicating that the same parameter
characterizes Efimov states on both sides of the two-body
resonance.
We determine the remaining two Efimov features for

a > 0 through measurements of three-body recombination
coefficient L3. Unlike for a < 0, there are no expected
three-body resonances in L3 for a > 0. Instead, two

(a) (c)

(d)(b)

FIG. 3. Summary of the fit results on atom-dimer resonance and
comparison with MC-vdW theory. (a) að1Þ! and (b) ηð1Þ! extracted
from the finite-temperature model fits (magenta circles). The
horizontal line indicates the mean value of the four points. ηð1Þ! is
found to be consistent with ηð0Þ− reported in our previous work
[31]. (c) Phenomenological peak location and (d) inelasticity
extracted from the zero-temperature fits to the finite-temperature
data (black diamonds) or model (green squares). Finite-temper-
ature effects not only shift the peak location but also greatly
broaden the peaks. Both behaviors are captured by our MC-vdW
model.

(a)

(b)

FIG. 2. Temperature dependence of atom-dimer relaxation
coefficient βAD as a function of a. (a) Lifetimes of dimers with
and without atoms being present. The black circles represent the
intrinsic lifetimes of the dimers measured on dimer samples with
hnDi ¼ 2 × 109 cm−3, T ¼ 70 nK. Error bars are extracted from
the fitting routine and include only the statistical noise on dimer
number. The dashed line represents a coupled-channel model that
includes spin-spin dipolar interaction plus second-order spin-
orbit coupling [33]. (b) βAD measured at various temperatures.
Atomic densities differ by a factor of 3 between the two highest
temperature datasets. Error bars stand for 1σ propagated un-
certainty involving the statistical error of atom density as well as
the uncertainty of dimer lifetimes. Solid lines are fitting curves
with a finite-temperature model [50]. The navy dashed line is an
independent prediction of our three-body multichannel (MC-
vdW) model with no adjustable parameters at 62 nK, obtained
using 4 (3) s-wave singlet (triplet) two-body bound states [33].
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Figure VI.15. Taux de pertes à deux corps (atomes-dimères) au voisinage de a(1)∗
dans un gaz de 39K. Figure extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

La structure de ce terme est très voisine de celle proposée en (VI.3) pour
la recombinaison à trois corps ; c’est logique puisque ces deux termes dé-
crivent la même physique, avec la formation d’édifices fortement liés, non
précisés dans le modèle et décrits par le paramètre η.

Le résultat de l’analyse de Xie, Van de Graaff et al. (2020), extrapolé
à température nulle, donne a(1)∗ = 884 (14) a0 et η = 0.28 (2). Les mêmes
auteurs ont également mesuré le taux de recombinaison à trois corps L3

(donc sans dimère) côté a > 0 et ont obtenu l’oscillation presque sinusoï-
dale (après division de L3 par a4) montrée en figure VI.16, comme attendu
d’après (7). On en déduit la position du premierminimum a

(0)
+ = 246 (6) a0

et du premier maximum a
(0)
p = 876 (28) a0.

Récapitulons l’ensemble des résultats obtenus par Chapurin, Xie et al.
(2019) et Xie, Van de Graaff et al. (2020) (en unité de a0) :

a
(0)
+ = 246 a(0)p = 876 a

(1)
∗ = 884 a

(0)
− = −908 (16)

indistinguishable decay pathways lead to interference
minima and maxima [2–4], denoted as aðnÞþ and aðnÞp ,
respectively. Upon finishing the evaporation, we ramp
up the trap depth adiabatically to about 10 times the final
temperature to avoid number loss due to ongoing evapo-
ration. The peak value of the phase-space density is always
restricted below 1 to ensure Boltzmann statistics. We use a
rate equation [33] to describe the time evolution of atom
number and temperature to obtain the value of L3 at various
a. Since the overall scaling of L3 is proportional to a4, we
divide out this prefactor in Fig. 4 to emphasize the log-
periodic modulation due to Efimov physics.
To extract the minimum að0Þþ , we fit the dataset of 460 nK

with the finite-temperature model [52] (red solid line in
Fig. 4). There are three free parameters in our fitting
function, aþ and ηþ accounting for the location of the
minimum and the contrast of the oscillation, and an
amplitude-scaling factor Aþ. We obtain að0Þþ ¼ 246ð6Þa0,
ηð0Þþ ¼ 0.20ð2Þ. This result agrees with a fit with a zero-
range, zero-energy model [2], suggesting the negligible
effects of finite temperature on að0Þþ . To extract the maxi-
mum að0Þp , we fix the contrast parameter to 0.20 in the
same finite-temperature model and fit the datasets of
410 nK and 230 nK with the empirical temperatures as
inputs. We determine að0Þp ¼ 876ð28Þa0 from the mean
value of the two conditions. For fits at all three temper-
atures, the mean value of Aþ is within 17% of unity [33],
consistent with our density calibration uncertainty of
<10%. As we scan a to larger values, poorly understood
temperature and density effects complicate the interpreta-
tion of our L3 measurements [33].
Discussion.—We compare our results on Efimov

ratios with previous experimental work [5] in Fig. 5.

The particular ratio að1Þ% =að0Þ− substantially deviates from
the zero-range universal value when re is large and positive.
This is the case for strong Feshbach resonances such as
those used in 133Cs [53]. For our intermediate-strength
resonance in 39K, with suppressed re and að0Þ− ¼
−14.05ð17Þ rvdW [31], we obtain að1Þ% =að0Þ− ¼ −0.97ð2Þ.
This is within 9% of the universal ratio of −1.065 [17].
The much better agreement makes sense in light of the
greater separation of length scales. Quantitatively, jað0Þ− j and
að1Þ% are only about 2 to 3 times re for 133Cs, whereas they
are about 7 times re for 39K. Similarly, our observed að0Þp

value is also well spaced from re, and we observe a
ð0Þ
p =að0Þ−

within 4% of its universal value of −1 [18]. The other two
reported að0Þp values were measured in 7Li resonances with
re ≈ 0 [54,55]. Their ratios að0Þp =að0Þ− ¼ −0.92ð14Þ and
−0.92ð6Þ, although of lower precision, are also consistent
with Efimov universality. Finally, Efimov universality
yields að0Þþ =að0Þ− ¼ −1=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
22.7

p
¼ −0.210. Empirical values

of að0Þþ =að0Þ− in 7Li [56], 133Cs [20,57,58], earlier work in 39K
[59], and our own 39K result differ from this prediction by
between 15% and 70%. Moreover, there is no trend towards
improved agreement with lower jrej. We note that the value
of re at such small a can differ significantly from the value
of re at a → ∞ [60], and in these circumstances the short-
range effects must be analyzed on a case-by-case basis. Not
reviewed in Fig. 5 is a measurement [61] of að1Þ− =að0Þ− in
133Cs, which was consistent with Efimov universality.
Finally, we compare our experimental results with

various theoretical models in Table I. The central results
of this Letter are the excellent three-way agreement

FIG. 4. Three-body recombination coefficient L3 divided by a4

as a function of a. Colored solid lines represent fits to a finite-
temperature model in the neighborhood of either the maximum or
the minimum. The dotted horizontal line represents three-body
recombination into deeply bound dimers with ηð0Þþ ¼ 0.20. The
cyan dashed line represents our MC-vdW calculation done for
40 nK [33].

FIG. 5. Summary of experimental [20,31,53–58,62] and theo-
retical results [4] of three Efimov ratios between features on
opposite sides of the Feshbach resonance. Here we show only the
experiments on the observables presented in Fig. 1. The two JILA
points at the top are artificially spaced in horizontal direction for
visibility. The corresponding zero-range theory predictions are
shown as the dashed, dotted and dash-dotted lines. re is evaluated
at unitarity (a → ∞) using the model given in [31], in which re is
related to the coupling-strength parameter sres [26,31] that defines
strong (sres ≫ 1) and weak (sres ≪ 1) Feshbach resonances.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 125, 243401 (2020)
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Figure VI.16. Taux de pertes à trois corps dans un gaz de 39K côté a > 0. Figure
extraite de Xie, Van de Graaff et al. (2020).

Cet ensemble constitue un test remarquable de l’universalité d’Efimov avec
les différents rapports

a
(1)
∗

a
(0)
−

=
884

−908 = −0.97 Valeur attendue : − 1.065 (17)

a
(0)
p

a
(0)
−

=
876

−908 = −0.96 Valeur attendue : − 1 (18)

a
(0)
p

a
(0)
+

=
876

246
= 3.56 Valeur attendue : 4.76 (19)

Notons que pour la dernière équation, la valeur relativement petite de a(0)+

(comparée à la portée effective re) rend problématique l’atteinte de la va-
leur universelle, ce qui peut expliquer la déviation observée.
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3 Le paramètre à trois corps

3-1 Une coïncidence surprenante?

Dans l’approche que nous avons présentée ici, basée sur une interaction
de portée nulle, le paramètre à trois corps R0 est un paramètre ad hoc, sans
lien avec les autres quantités physiques du problème. On s’attendait initia-
lement à ce qu’il en aille de même pour l’interaction de van der Waals qui
est en jeu dans les gaz d’atomes froids. Ce fut donc une surprise quand,
après avoir compilé les valeurs expérimentales de R0 pour différentes ré-
sonances de Fano-Feshbach d’une espèce atomique donnée – le césium –
(Gross, Shotan et al. 2010 ; Berninger, Zenesini et al. 2011) ainsi que pour
différentes espèces atomiques, on a constaté que ces valeurs étaient étroite-
ment liées à la longueur de van der Waals

RvdW =
1

2

Å
mC6

ℏ2

ã1/4
. (20)

Par exemple, si on s’intéresse au pic a(0)− du taux de recombinaison à trois
corps du côté a < 0 de la résonance, on constate que la position de ce pic
semble "verrouillée" autour de −10RvdW avec quelques exceptions notam-
ment du côté des résonances de Fano–Feshbach très étroites (voir la figure
VI.17 pour plus de détails).

Pour éclaircir la situation sur le plan théorique, Wang, D’Incao et al.
(2012) ont étudié le comportement de ce rapport a(0)− /RvdW pour différents
potentiels à deux corps en variant à chaque fois le nombre d’états liés dans
ces potentiels [voir aussi Mestrom,Wang et al. (2017)]. Leurs résultats sont
indiqués en figure VI.18 ; ils ont été obtenus pour :

V a
λ (r) = −C6

r6
+
C12

r12
C12 ≡ λ6C6 (21)

V b
λ (r) = −C6

r6
exp

(
−λ6/r6

)
(22)

V hs
vdW(r) = BhsΘ(rhs − r)−

C6

r6
Θ(r − rhs) (23)

Ces potentiels ont tous un comportement en r−6 à grande distance 4 et

4. Pour le potentiel de van der Waals avec cœur dur V hs
vdW(r) ("hs"=hard sphere), les para-

mètres sont ajustés pour travailler au seuil d’apparition du premier état lié.

1

the measured a− values should begin to deviate from the
universal a− ¼ −9.7rvdW value; see Fig. 1. However, this
conclusion is only tentative due to large experimental
uncertainties in the measured a− [17], unexpected temper-
ature dependence [45], and large systematic uncertainties in
the parameters of the underlying two-body Feshbach
resonance [17,37,38,43]. Although there are intriguing
experimental [15,46–55] and theoretical [52,56–58] results
for the heteronuclear cases, the possible influence of many
additional parameters (mass ratio, quantum statistics, and
inter- and intraspecies scattering lengths) makes the ques-
tion of universality in those systems a topic for an entirely
separate investigation.
In this Letter, we present a precise test of van der Waals

universality near a Feshbach resonance with sres ¼ 2.57
[19], which is intermediate between the narrow (sres ≪ 1)
and broad (sres ≫ 1) regimes. Specifically, we accurately
determine the value of a− by having precise control of
critical experimental parameters such as temperature,
density, and scattering length. Because of our tight control
of both systematic and statistical errors, ours is the first
measurement of a compelling nonuniversal a− value in a
homonuclear Efimov resonance.
A thorough characterization of the Feshbach resonance

and an accurate map of the scattering length are required
for precise determination of the a− value. Accordingly, we
perform high-precision spectroscopy on a pure gas of

Feshbach dimers and accurately determine their binding
energies. This measurement enables us to refine our two-
body model and accurately predict the scattering length in
our Efimov measurements [19]. In other Feshbach reso-
nance studies, methods based on number loss or thermal-
ization rate have occasionally given inconsistent results. By
contrast, dissociation spectroscopy of Feshbach dimers
isolates two-body physics and accurately determines res-
onance properties [59–62].
Precision molecular spectroscopy requires long inter-

rogation times under unperturbed conditions. We stabilize
the magnetic field to the milligauss-level and eject all
unpaired atoms, whose presence affects dimer lifetimes and
complicates the spectroscopy. A pure molecular sample is
prepared by starting with∼105 atoms confined in an optical
dipole trap and a temperature of ∼300 nK. We transfer a
fraction of atoms in the jF ¼ 1; mF ¼ −1i hyperfine state to
the dimer state bymagnetoassociation [63]. Subsequently, all
residual unpaired atoms are blasted away by multiple radio-
frequency (rf) and optical pulses, leaving a pure sample of
∼104 molecules. Lastly, the magnetic field B is ramped to
various values, corresponding to different binding energies,
where we perform rf spectroscopy.
We dissociate molecules by transferring one atom of the

pair from the jF ¼ 1; mF ¼ −1i interacting state to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i imaging state. The final state being nearly
noninteracting enables us to directly probe the dimer
binding energy. Additionally, the transition being magneti-
cally less sensitive near B values of interest allows long
molecular interrogation times, limited only by dimer life-
times, to achieve high spectral resolution. We scan the rf
frequency and measure the transferred fraction, keeping the
pulse energy low to limit saturation effects and dissociate a
maximum 50% of molecules. We fit the measured spectrum
to a functional form given by the Franck-Condon factor of
the bound-free transition [59], and we extract the molecular
binding energy Eb [19,64]. We repeat this procedure to
determine Eb at different magnetic field values, as depicted
in Fig. 2.
The universal expression Eb ¼ ℏ2=ðma2Þ is always

accurate for large enough a. A more refined expression
Eb ¼ ℏ2=½mða − āÞ2%, which introduces the mean scatter-
ing length ā ≈ 0.956rvdW [66], is valid at smaller values of
a as long as a ≫ rvdW=sres [65]. However, such treatments
are inadequate for narrow and intermediate resonances.
To better compare to our experimental data, we developed a
coupled-channel model [19] capable of describing our
high-precision Eb data. We fine-tune the model’s param-
eters, the singlet and triplet scattering potentials, to accu-
rately match most of our measurements to within 1%, as
depicted in Fig. 2’s inset. As a result, we determine a
particular linear combination of the singlet and triplet
scattering lengths of 0.2470aS þ 0.9690aT ¼ 1.926ð2Þa0
[19], further constraining the previously reported values
of aS ¼ 138.49ð12Þa0 and aT ¼ −33.48ð18Þa0 [67,68].
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FIG. 1. Survey of experimental a− values in homonuclear
systems, inspired by [15]. Previous results (blue circles)
[3,17,37,41–45] show a tentative dependence of the a− value
on the Feshbach resonance strength parameter sres. Our meas-
urement (red star; red band in the inset) is the strongest evidence
of departure from the −9.7' 15%rvdW value (dashed line and
gray area) predicted by van der Waals universality [4,5,7,9]. The
inset shows calculations for a− based on a single van der Waals
potential [7] with N ¼ 1 − 7 s-wave two-body bound states
(green squares) and results from our multichannel model [19]
with N ¼ 2 − 5 (black triangles).
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Figure VI.17. Valeurs du rapport a(0)− /RvdW pour le premier trimère d’Efimov
pour différentes espèces atomiques, en fonction de la largeur sres de la résonance
de Fano–Feshbach. La zone grise correspond à a(0)− /RvdW = −9.7 ± 1.5. Figure
extraite de Chapurin, Xie et al. (2019).

conduisent au "tir groupé" observé expérimentalement a(0)− ∼ −10RvdW.
Le quatrième potentiel utilisé en figure VI.18, Vsch(r), décroît exponentiel-
lement vite à l’infini et nous ne le discuterons pas ici.

Le lien trouvé entre le paramètre à trois corps et RvdW n’est donc pas
fortuit : on le retrouve théoriquement et il s’agit maintenant de comprendre
son origine physique.
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vhs
vdW result. The average of the experimental values differs

from the present vhs
vdW result by less than 3%.

Previous treatments have failed to predict the universal-
ity of the three-body parameter for various reasons. In
treatments using zero-range interactions, for instance, the

three-body parameter enters as a free parameter to cure the
Thomas collapse [32], preventing any statement about its
universality. Finite range models devoid of a van der Waals
tail, like those used in some of our own treatments [18]
[corresponding to the results for vsch with n ¼ 2 and 3 in
Figs. 4(a) and 4(b)], have failed for lack of substantial
suppression of the probability density in the two-body
wells. Such models, however, are more appropriate to
describe light nuclei having few bound states and shallow
attraction. In contrast to Ref. [18], other models [24,33–38]
have found better agreement with experiments. Our analy-
sis of these treatments, however, indicates that the two-
body models used have many of the characteristics of our
vhs
vdW, therefore satisfying the prerequisite for a universal

three-body parameter. A recent attempt [39] to explain this
universality used an ad hoc hyperradial potential that bore
little resemblance to ours [see Fig. 3(b)]. This ad hoc three-
body potential displayed strong attraction at short distances
in contrast to our key finding, which to reiterate, is that a
cliff of attraction for two bodies produces a universal
repulsive barrier in the three-body system.
In summary, our theoretical examination shows that the

three-body parameter controlling much of universal
Efimov physics can also be a universal parameter under
certain circumstances which should be realized in most
ultracold neutral atom experiments. Provided the under-
lying two-body short-range interaction supports a large
number of bound states, or it has some other property
leading to the suppression of the wave function at short
distances, three-body properties associated with Efimov
physics can be expected to be universal. This surprising
new scenario could not have been, and was not, anticipated
from the simple model calculations to date. Ironically,
increasing the complexity of the model simplified the
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FIG. 3 (color online). (a) Efimov potential obtained from the
different two-body potential models used here. The reasonably
good agreement between the results obtained using models
supporting many bound states (vsch, va

! and vb
!) and vhs

vdW

[obtained by replacing the deep potential well with a hard wall
but having only one (zero-energy) bound state] supports our
conclusion that the inside-the-well suppression of the wave
function is the main physical mechanism behind the universality
of the three-body effective potentials. The differences between
these potentials are seen to cause differences of a few percent in
the three-body parameter. (b) Comparison between the effective
potential proposed by Ref. [39] (green dashed curve) and the
one (red solid curve) constructed to describe our findings:
2"r2vdWWu

# ðRÞ=@2$%ðs20þ1=4Þ=X2%b3=X
3%b4=X

4%b5=X
5þ

b16=X
16, where X ¼ R=rvdW and b3 ¼ 2:334, b4 ¼ 1:348, b5 ¼

44:52, b16 ¼ 4:0' 104.
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FIG. 4 (color online). Values for the three-body parameter (a) $( and (b) a
%
3b as functions of the number n of two-body s-wave bound

states for each of the potential models studied here. (c) Experimental values for a%3b for 133Cs [3] (red: ', þ, h, and *), 39K [4]
(magenta: 4), 7Li [5] (blue: )) and [6,7] (green: j and *), 6Li [8,9] (cyan: m and 5) and [10,11] (brown: . and r), and 85Rb [12]
(black: r). The gray region specifies a band where there is a +15% deviation from the vhs

vdW results. The inset of (a) shows the
suppression parameter %in

p (Eq. (S.5) in Ref. [26]) which can be roughly understood as the degree of sensitivity to nonuniversal
corrections. Since %in

p is always finite—even in the large n limit—nonuniversal effects associated with the details of the short-range
interactions can still play an important role. One example is the large deviation in $( found for the vsch (n ¼ 6) model, caused by a
weakly bound g-wave state. For n > 10 we expect $( and a%3b to lie within the range of +15% established for n , 10.
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Figure VI.18. Valeurs du rapport a(0)− /RvdW pour le premier trimère d’Efimov
calculé pour différents potentiels d’interaction à deux corps. Figure extraite de
Wang, D’Incao et al. (2012).

3-2 Retour vers l’approche hypersphérique

Pour comprendre l’origine de ce lien entre paramètre à trois corps et
RvdW, nous allons revenir sur la démarche décrite au chapitre précédent
pour traiter le problème à trois corps. Une fois le passage dans le référentiel
du centre de masse effectué, le problème est décrit par 6 variables, l’hyper-
rayon R avec

R2 =
2

3

(
r212 + r223 + r231

)
(24)

et 5 angles :
— les 2 angles α (Delves) et β (Jacobi) qui déterminent la forme du tri-

angle (à une homothétie près),
— les 3 angles d’Euler qui déterminent l’orientation du triangle dans l’es-

pace.

Dans ce qui suit, nous noterons Ω le quintuplet formé par ces cinq angles,
une configuration donnée du triangle dans le référentiel du laboratoire
étant donc définie par (R,Ω).

L’approche hypersphérique prend pour point de départ l’équation de
Schrödinger mise sous la forme (D’Incao, Greene et al. 2009) :ï
− ∂2

∂R2
+ Ĥang(Ω;R)

ò
Φ(R,Ω) = EΦ(R,Ω) avec E =

mE

ℏ2
(25)

où l’opérateur Ĥang(Ω;R) fait intervenir des dérivées par rapport aux cinq
angles deΩ (opérateur de moment cinétique généralisé), et contient égale-
ment les potentiels d’interaction entre les trois particules. L’hyperrayon R
joue le rôle de paramètre dans Ĥang(Ω;R) : cet opérateur est local en R et
ne contient pas de dérivées par rapport à R.

On commence par résoudre le problème aux valeurs propres pour l’hy-
perangle Ω à R fixé et on trouve ainsi une série de fonctions propres et de
valeurs propres paramétrées par R :

Ĥang(Ω;R)Fi(Ω;R) = ϵi(R) Fi(Ω;R), (26)

Pour tout R, ces fonctions Fi forment une base orthonormée des fonctions
de Ω avec

⟨Fi(R)|Fj(R)⟩ =
∫
F ∗
i (Ω;R) Fj(Ω;R) d5Ω = δi,j . (27)

Une fois cette première étape effectuée, on cherche la solution de l’équation
initiale (25) sous la forme générale :

Φ(R,Ω) =
∑

j

ϕj(R) Fj(Ω;R), (28)

où les fonctions ϕj(R) sont à ce stade inconnues. Pour les déterminer, on
injecte cette forme dans (25) et on projette le résultat sur un Fi particulier
pour trouver :

−d2ϕi
dR2

+ ϵi(R)ϕi(R) + [· · · ] = Eϕi(R). (29)

Dans cette expression, le terme [· · · ] apparaît du fait de la dépendance enR
des fonctionsFj(Ω;R) ; on trouve plus précisément, avec la notation utilisée
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en (27) :

[· · · ] = −2
∑

j

dϕj
dR
⟨Fi|∂RFj⟩ −

∑

j

ϕj(R)⟨Fi|∂2RFj⟩ (30)

L’approche la plus simple consiste à négliger complètement le terme
[. . . ]. Cela correspond à l’approximation de Born–Oppenheimer en phy-
sique moléculaire et c’est également ce que nous avons présenté au cha-
pitre 5, § 4.1 : le potentiel hypersphérique que nous avions alors introduit,
[s2i (R)− 1/4]/R2, n’était autre que le terme ϵi(R) qui apparaît dans (29).

A l’inverse, si on garde le système infini d’équations couplées pour les
ϕj , on a une description exacte du problème. En pratique, elle sera d’autant
meilleure que la troncature de ce système se fera pour un indice j élevé.

Une solution intermédiaire qui va nous guider ici consiste à ne garder
qu’une seule fonction inconnue ϕi tout en prenant en compte les corrections
provenant de la dépendance en R de Fi(Ω;R) dans (30). Après un calcul
relativement simple [voir par exemple Dalibard, Gerbier et al. (2011) ou le
cours 2014, chap. 3, § 4], on arrive à la forme simple suivante pour l’équation
vérifiée par ψi :®ï

−i d

dR
−Ai(R)

ò2
+ ϵi(R) + Vi(R)

´
ϕi(R) = E ϕi(R) (31)

où l’on a fait apparaître deux potentiels géométriques Ai et Vi :

Ai(R) = i⟨Fi(R)|∂RFi(R)⟩ Vi(R) =
∑

j ̸=i

|⟨∂RFi(R)|Fj(R)⟩|2 (32)

Si la variable R évoluait dans un espace de dimension supérieure à 1, le
potentiel Ai serait un "potentiel vecteur" et décrirait une possible phase de
Berry. Pour le problème qui nous intéresse ici, où la variable R est unidi-
mensionnelle, Ai ne joue pas de rôle. Il peut d’ailleurs être éliminé par un
changement de jauge pour la fonction ϕi, en posant ϕ̃i(R) = ϕi(R)e

−iχ(R)

avec χ(R) =
∫ R

0
Ai(R

′) dR′. En revanche, le "potentiel scalaire" Vi(R) va
jouer un rôle important. Notons tout de suite qu’il est toujours positif et
d’autant plus grand que l’état angulaire |ϕi(R)⟩ varie vite avec R.

3-3 Emergence d’un cœur dur en ∼ 2RvdW

Pour apprécier demanière quantitative le rôle du potentiel géométrique
défini au paragraphe précédent, il est intéressant d’examiner les résultats
deWang, D’Incao et al. (2012) déjà cités, ainsi que ceux de Naidon, Endo &
Ueda (2014) [avec leur erratumNaidon, Endo&Ueda (2021)]. Ces auteurs
ont considéré deux types de potentiels à deux corps

Vsoft(r) = −
C6

r6 + σ6
et VLJ(r) = −

C6

r6
+
C12

r12
. (33)

Pour C6 fixé, ils ont fait varier le nombre d’états liés en changeant σ ou C12,
puis calculé le potentiel total résultantWi(R) = ϵi(R)+Vi(R) pour le canal
de plus basse énergie i = 0. Le calcul a été fait dans le cas unitaire (a =∞)
pour lequel le potentiel adiabatique ϵ0(R) est égal à −(|s0|2 + 1/4)/R2 si la
portée du potentiel à deux corps peut être négligée.

Le résultat tracé sur la figure VI.19 est frappant. Dès que le nombre
d’états liés dépasse 3, la forme deWi(R) devient quasiment indépendante
de ce nombre d’états liés et donc de la profondeur du potentiel à deux corps
V (r) originel. Plus précisément :
— Pour R ≳ 10RvdW, on retrouve le potentiel d’Efimov déterminé au

chapitre précédent pour une portée nulle, −(|s0|2 + 1/4)/R2.
— Pour 2RvdW ≲ R ≲ 10RvdW, le potentiel Wi(R) est significativement

plus profond que le potentiel d’Efimov pour une portée nulle.
— Pour R ≈ 2RvdW, un cœur dur émerge et cela même si le potentiel à

deux corps de départ V (r) est strictement monotone, comme c’est le
cas pour Vsoft(r).

Il ne reste plus qu’à comprendre pourquoi le potentielW0(R) fait appa-
raître ce quasi cœur dur à courte distance. L’explication de Wang, D’Incao
et al. (2012) et Naidon, Endo & Ueda (2014) repose sur la forme optimale
du trimère en fonction de l’hyperrayon R :
— Quand R ≫ RvdW, la forme optimale est la même que pour un po-

tentiel de portée nulle : c’est un triangle allongé avec deux particules
proches l’une de l’autre et la troisième beaucoup plus loin.

— Quand l’hyperrayon devient de l’ordre de quelques RvdW, la forme
optimale du triangle est plus proche d’un triangle équilatéral. En ef-
fet, la forme allongée impliquerait d’avoir deux particules à une dis-
tance ≪ RvdW, ce qui est peu probable quand on regarde la solution
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1

the measured a− values should begin to deviate from the
universal a− ¼ −9.7rvdW value; see Fig. 1. However, this
conclusion is only tentative due to large experimental
uncertainties in the measured a− [17], unexpected temper-
ature dependence [45], and large systematic uncertainties in
the parameters of the underlying two-body Feshbach
resonance [17,37,38,43]. Although there are intriguing
experimental [15,46–55] and theoretical [52,56–58] results
for the heteronuclear cases, the possible influence of many
additional parameters (mass ratio, quantum statistics, and
inter- and intraspecies scattering lengths) makes the ques-
tion of universality in those systems a topic for an entirely
separate investigation.
In this Letter, we present a precise test of van der Waals

universality near a Feshbach resonance with sres ¼ 2.57
[19], which is intermediate between the narrow (sres ≪ 1)
and broad (sres ≫ 1) regimes. Specifically, we accurately
determine the value of a− by having precise control of
critical experimental parameters such as temperature,
density, and scattering length. Because of our tight control
of both systematic and statistical errors, ours is the first
measurement of a compelling nonuniversal a− value in a
homonuclear Efimov resonance.
A thorough characterization of the Feshbach resonance

and an accurate map of the scattering length are required
for precise determination of the a− value. Accordingly, we
perform high-precision spectroscopy on a pure gas of

Feshbach dimers and accurately determine their binding
energies. This measurement enables us to refine our two-
body model and accurately predict the scattering length in
our Efimov measurements [19]. In other Feshbach reso-
nance studies, methods based on number loss or thermal-
ization rate have occasionally given inconsistent results. By
contrast, dissociation spectroscopy of Feshbach dimers
isolates two-body physics and accurately determines res-
onance properties [59–62].
Precision molecular spectroscopy requires long inter-

rogation times under unperturbed conditions. We stabilize
the magnetic field to the milligauss-level and eject all
unpaired atoms, whose presence affects dimer lifetimes and
complicates the spectroscopy. A pure molecular sample is
prepared by starting with∼105 atoms confined in an optical
dipole trap and a temperature of ∼300 nK. We transfer a
fraction of atoms in the jF ¼ 1; mF ¼ −1i hyperfine state to
the dimer state bymagnetoassociation [63]. Subsequently, all
residual unpaired atoms are blasted away by multiple radio-
frequency (rf) and optical pulses, leaving a pure sample of
∼104 molecules. Lastly, the magnetic field B is ramped to
various values, corresponding to different binding energies,
where we perform rf spectroscopy.
We dissociate molecules by transferring one atom of the

pair from the jF ¼ 1; mF ¼ −1i interacting state to the
jF ¼ 1; mF ¼ 0i imaging state. The final state being nearly
noninteracting enables us to directly probe the dimer
binding energy. Additionally, the transition being magneti-
cally less sensitive near B values of interest allows long
molecular interrogation times, limited only by dimer life-
times, to achieve high spectral resolution. We scan the rf
frequency and measure the transferred fraction, keeping the
pulse energy low to limit saturation effects and dissociate a
maximum 50% of molecules. We fit the measured spectrum
to a functional form given by the Franck-Condon factor of
the bound-free transition [59], and we extract the molecular
binding energy Eb [19,64]. We repeat this procedure to
determine Eb at different magnetic field values, as depicted
in Fig. 2.
The universal expression Eb ¼ ℏ2=ðma2Þ is always

accurate for large enough a. A more refined expression
Eb ¼ ℏ2=½mða − āÞ2%, which introduces the mean scatter-
ing length ā ≈ 0.956rvdW [66], is valid at smaller values of
a as long as a ≫ rvdW=sres [65]. However, such treatments
are inadequate for narrow and intermediate resonances.
To better compare to our experimental data, we developed a
coupled-channel model [19] capable of describing our
high-precision Eb data. We fine-tune the model’s param-
eters, the singlet and triplet scattering potentials, to accu-
rately match most of our measurements to within 1%, as
depicted in Fig. 2’s inset. As a result, we determine a
particular linear combination of the singlet and triplet
scattering lengths of 0.2470aS þ 0.9690aT ¼ 1.926ð2Þa0
[19], further constraining the previously reported values
of aS ¼ 138.49ð12Þa0 and aT ¼ −33.48ð18Þa0 [67,68].
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FIG. 1. Survey of experimental a− values in homonuclear
systems, inspired by [15]. Previous results (blue circles)
[3,17,37,41–45] show a tentative dependence of the a− value
on the Feshbach resonance strength parameter sres. Our meas-
urement (red star; red band in the inset) is the strongest evidence
of departure from the −9.7' 15%rvdW value (dashed line and
gray area) predicted by van der Waals universality [4,5,7,9]. The
inset shows calculations for a− based on a single van der Waals
potential [7] with N ¼ 1 − 7 s-wave two-body bound states
(green squares) and results from our multichannel model [19]
with N ¼ 2 − 5 (black triangles).
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between r and rþ dr in regions of high local velocity@kLðrÞ, which is proportional to [mdr=@kLðrÞ] (m being
the particle mass), the time spent classically in that interval
dr (see Ref. [26]). It is possible that there could be an
additional suppression as well, through quantum reflection
from a potential cliff [27]. Systems supporting many bound
states, such as the neutral atoms used in ultracold experi-
ments with their strong van der Waals attraction, clearly
exhibit this suppression. In general, a finite-range two-
body potential that supports many bound states decreases
steeply with decreasing interparticle distance r, starting
when r=rvdW & 1, at which point the potential cliff plays
a role analogous to a repulsive potential for low-energy
scattering. We demonstrate this fact by showing that the
three-body parameter in the presence of many two-body
bound states roughly coincides with that for a 100% re-
flective two-body model potential, where the two-body
short-range potential well is replaced by a hard sphere.

The starting point for our investigation of the universal-
ity of the three-body parameter is the adiabatic hyper-
spherical representation [18,28]. This representation
offers a simple and conceptually clear description by re-
ducing the problem to the solution of the ‘‘hyperradial’’
Schrödinger equation:

!
$ @2
2!

d2

dR2þW"ðRÞ
"
F"ðRÞþ

X

"0!"

W""0ðRÞF"0ðRÞ¼EF"ðRÞ:

(1)

Here, the hyperradius R describes the overall size of the
system; " is the channel index; ! ¼ m=

ffiffiffi
3

p
is the three-

body reduced mass for particle masses m; E is the total
energy; and F" is the hyperradial wave function. The
nonadiabatic couplings W""0 drive inelastic transitions,
and the effective hyperradial potentials W" support bound
and resonant states. To treat problems with deep two-body
interactions—necessary to see strong inside-the-well sup-
pression—requires us to solve Eq. (1) for two-body model
interactions that support many bound states, a challenge for
most theoretical approaches. Using our recently developed
methodology [29], however, we have treated systems with
up to 100 two-body rovibrational bound states and have
solved Eq. (1) beyond the adiabatic approximation. Here,
the universality of the three-body parameter is analyzed for
a number of model potentials, one of then being the usual
Lennard-Jones potential:

va
#ðrÞ ¼ $C6

r6
ð1$ #6=r6Þ; (2)

where # is adjusted to give the desired value of a and
number of bound states. The other short-ranged potential
models used here, namely, vsch, v

b
# and v

hs
vdW, can be found

in Ref. [26].
Figure 1(a) shows the adiabatic potentialsU" at jaj ¼ 1

obtained using the potential va
# above supporting 25 dimer

bound states. At first glance, it is difficult to identify any
universal properties of these potentials. Efimov physics,
however, occurs at a very small energy scale near the

FIG. 1 (color online). (a) Full energy landscape for the three-body potentials at a ¼ 1 for our va
# model potential. (b) Effective

diabatic potentials W" relevant for Efimov physics for va
# with an increasingly large number of bound states (#&

n is the value of # that
produces a ¼ 1 and n s-wave bound states). The W" converge to a universal potential displaying the repulsive barrier at R ' 2rvdW
that prevents particles’ access to short distances. (c)–(e) demonstrate the suppression of the wave function inside the potential well
through the channel functions !"ðR; $; ’Þ for R fixed near the minima of the Efimov potentials in (b). (c) shows the mapping of the
geometrical configurations onto the hyperangles $ and ’. (d) and (e) show the channel functions, where the ‘‘distance’’ from the origin
determines j!"j1=2, for two distinct cases: in (d) when there is a substantial probability to find two particles inside the potential well
(defined by the region containing the gray disks) and in (e) with a reduced probability—see also our discussion in Fig. 2. In (d) and (e),
we used the potentials vsch and va

#, respectively, both with n ¼ 3.
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FIG. 1. (Color online) Three-body potentials U0(R) and U1(R)
for different pairwise interactions at unitarity: soft-core van der
Waals potential (blue) with nb = 1–10 two-body bound states,
Lennard-Jones potential (green) with nb = 1–10 two-body bound
states, and helium potential (red) rescaled to reach unitarity with
nb = 1 two-body bound state. Note that only the case of the soft-core
van der Waals potential with one bound state is significantly different
from the other cases. The dashed curve shows the asymptotic Efimov
attraction.

λ0(R) → −s2
0 at large hyperradii, with s0 ≈ 1.00624. One can

show that Q00(R) → O(1/R3), so that the potential U0(R)
tends to the 1/R2 Efimov attraction at large R. At shorter
distance, the potential becomes repulsive. This is illustrated
in Fig. 1, where the three-body potentials Un(R) obtained by
solving Eq. (3) are represented for several two-body potentials
with a van der Waals tail. Namely, we used the following
soft-core van der Waals and Lennard-Jones potentials:

Vsoft(r) = −C6
1

r6 + σ 6
, (8)

VLJ(r) = C6

(
σ 6

r12
− 1

r6

)
, (9)

where the length σ is adjusted to produce a shape resonance
(divergence of the scattering length, leading to the unitarity
limit a → ∞). There are several possible choices of σ ,
corresponding to different depths of the potential well, or
equivalently different numbers of s-wave two-body bound
states nb (including the one at the breakup threshold). We
also use a realistic helium potential [37] rescaled to reach
unitarity [32], which is qualitatively similar to a Lennard-Jones
potential at unitarity with one two-body bound state.

Figure 1 shows that for all these two-body potentials the
three-body potential U0(R) in the Efimov channel (n = 0)
exhibits both the Efimov attraction at large distance and a
repulsive barrier at short distance. Consistent with Ref. [34],
for all these pairwise potentials with the exception of the
soft-core van der Waals potential with one bound state, the
repulsive barrier is universally located around R ≈ 2rvdW.

III. INTERPRETATION OF THE THREE-BODY
REPULSION

A. Repulsion due to deformation

One might think that the repulsive barrier is a consequence
of the hard-core repulsion in the two-body potential, as
suggested in Ref. [35]. However, this is not the case since
it occurs also for the soft van der Waals potential which has no
repulsive core and is purely attractive. Another counterintuitive
observation is that the depth of the three-body potential U0
remains relatively stable as the two-body potential is made
deeper and deeper. Our calculation shows that the adiabatic
contribution λ0(R)/R2 in Eq. (7) gets indeed deeper but
is compensated by the purely repulsive nonadiabatic term
Q00. The fact that the nonadiabatic kinetic energy is indeed
repulsive at large distance can be understood by rewriting
Q00 as

Q00(R) =
∫

d#

∣∣∣∣
∂%̃0(#; R)

∂R

∣∣∣∣
2

! 0, (10)

using the normalization of %̃0 and the fact that it can be chosen
to be real. This shows that Q00 is positive and, since it has to
vanish at large distance, it must be repulsive (if one excludes
unlikely oscillations at infinitely large distance).

Equation (10) shows that the nonadiabatic kinetic energy
Q00 arises from a change in the hyperangular wave function
%̃0 with respect to the hyperradius, i.e., from a change in the
probability distribution of the shape of the three-body system
as a function of its size. To visualize this change, we use %̃0
to plot in Fig. 2 the probability density of finding a particle 3
for a given separation r12 of the two other particles 1 and 2:

P (%r12,3) = (sin 2α3)2|%̃0(#; R)|2. (11)

When particle 3 is far from particles 1 and 2, the hyperangular
wave function is given by the zero-range limit (corresponding
to the Efimov theory), which at unitarity admits the following
analytical solution [1]:

%̃
(ZR)
0 (#) =

3∑

i=1

φ
(ZR)
0 (αi)
sin 2αi

,

with φ
(ZR)
0 (α) = sinh

[
s0

(
π

2
− α

)]
, (12)

which is independent of the hyperradius. The probability den-
sity therefore remains the same up to a scale transformation.
In other words, the probability distribution of the shape of
the three-particle system remains the same; namely, the third
particle is typically located closer to one of the other two. This
invariance of the hyperangular wave function with respect to
the hyperradius results in Q00 = 0.

When particle 3 comes close to particle 1 or 2, however,
this zero-range picture becomes invalid because the finite-
range effects of the interaction are no longer negligible.
In Fig. 2, one can clearly see two regions of suppressed
probability near particles 1 and 2. This exclusion is an expected
consequence of the known two-body physics. It is expected
indeed that for short-range interactions the three-body density
distribution becomes proportional to the relative two-body
density distribution whenever two particles come sufficiently

022106-3

Figure VI.19. Potentiel total Wi(R) = ϵi(R) + Vi(R) pour le canal i = 0. Le
calcul est fait à l’unitarité, c’est-à-dire pour a = ∞. Figures extraites de Wang,
D’Incao et al. (2012) (haut) et Naidon, Endo & Ueda (2014) (bas).
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FIG. 2. (Color online) Three-dimensional contour plots of the
probability distribution in Eq. (11) of finding a particle for a given
separation of the two other particles (which are indicated by a pair of
small gray balls connected by a black line). For clarity, we only show
the probability density behind a plane containing the two particles
and shade the contours with an opacity increasing with probability
density: the darker, the higher the probability of finding the third
particle. The top figures correspond to a separation of 6.0 rvdW, while
the bottom ones correspond to a separation of 1.4rvdW. To appreciate
the change in configuration between the figures, a typical location
of the third particle is indicated by a small green ball connected
to the other two particles by green lines. The left figures were
computed from the zero-range Efimov theory at unitarity; they show
the invariance of the Efimov configuration distribution with respect to
the size of the system. The right figures were computed for a Lennard-
Jones pairwise potential at unitarity supporting four two-body bound
states. At large separations, the probability distribution is consistent
with the Efimov configuration distribution, but around each of the
two particles there is a noticeable sphere of radius ∼rvdW in which
the probability is significantly suppressed. This suppression leads to
an abrupt change in configuration probability when the particles come
close.

close, as recently illustrated in nuclear physics [38]. The
relative radial probability density distribution |ϕ|2 for two
particles at zero scattering energy is represented in Fig. 3
for different two-body potentials at unitarity. One can see that
the probability is indeed suppressed below some radius on the
order of rvdW due to either the presence of a repulsive wall or,
in contrast, the acceleration in the well of the potential.

As particles 1 and 2 come close, this two-body exclusion
confines the probability distribution for particle 3 to a region
forming a ring in between the two particles, corresponding to
an equilateral shape of the three-particle system. We find that
this change of shape happens very suddenly, making it difficult
for the system to follow the Efimov channel adiabatically
(see the animations in the Supplemental Material [39]). This
abrupt variation results in a significant gain of nonadiabatic
kinetic energy Q00 in Eq. (10), thereby creating the three-body
repulsion.

The necessity to deform to a more equilateral shape can
also be visualized in Fig. 4, where configurations of the
three particles are shown as a function of hyperradius R and

FIG. 3. (Color online) Zero-energy two-body probability density
distribution |ϕ|2 (normalized asymptotically to unity) as a function of
interparticle distance for different two-body potentials: soft-core van
der Waals potential (blue) with nb = 1–8 bound states, Lennard-
Jones potential (green) with nb = 1–8 bound states, and helium
potential (red) rescaled to reach unitarity with one bound state. The
corresponding potentials are shown in faded colors. The probability
density corresponding to the universal van der Waals correlation given
in Eq. (13) is shown by the dashed black curve.

hyperangle α. Of all these configurations, those for which two
particles are within the van der Waals length are suppressed
by the two-body exclusion. These configurations can be easily
determined and correspond to the solid red region in Fig. 4.
One can see that in order to avoid these configurations a
three-particle system in a given shape getting smaller in size
needs at some hyperradius to deform to a more equilateral
shape.

For an Efimov trimer state, the hyperradius at which
this deformation occurs can easily be estimated from the
zero-range Efimov wave function and the radius of two-body
suppression rvdW. The system has to deform when the distance
between the two closest particles is equal to rvdW. The distance
rij between two particles i and j is equal to R sin αk . At large
hyperradii, the probability distribution of α at unitarity follows
from the Efimov hyperangular wave function in Eq. (12). From
this wave function, one can calculate the average hyperangle
〈α〉 ≈ 0.508, represented by the dashed horizontal line in
Fig. 4. This leads to an approximate location of the onset
of deformation at R = rvdW/ sin〈α〉 ≈ 2.05rvdW,3 represented
by the dashed vertical line in Fig. 4. At this hyperradius the
value of Q00 becomes large, creating a barrier that prevents
the system from further deforming into smaller configurations.
This forbidden region is hatched in Fig. 4. This simple estimate
thus reproduces the location of the repulsive barrier shown
in Fig. 1 and in Ref. [34]. Note that the knowledge of the
location of the barrier is not enough to determine precisely
the three-body parameter, as it also depends on the shape of
the barrier, as well as the couplings to other channels. In light

3According to definitions of the hyperradius in Refs. [34] and [35],
one would find, respectively, R ≈

√√
3/2 × 2.05rvdW = 1.91rvdW

and 1√
2

× 2.05rvdW = 1.45rvdW.
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Figure VI.20.Densité de probabilité pour la fonction d’onde à deux corps d’énergie
nulle pour les différents potentiels donnés en (33). Dès qu’il y a plusieurs états liés
pour ces potentiels, la probabilité pour trouver les deux atomes à une distance infé-
rieure à RvdW devient très faible. Les lignes en traits fins indiquent les potentiels
utilisés pour le calcul. Le calcul est fait pour a = ∞. Figure extraite de Naidon,
Endo & Ueda (2014).

du problème à deux corps indiquée sur la figure VI.20 [voir également
le cours 2021, chapitre 4, § 4].

La forme du triangle varie donc rapidement au voisinage R ∼ 2RvdW, ce
qui crée un potentiel géométrique scalaire V0(R) important [cf. (32)].

Notons que cette explication repose sur une analyse d’un potentiel bi-
naire à un canal. Dans les expériences menées sur les gaz d’atomes froids,
on utilise des résonances de Fano–Feshbach pour approcher la situation
a = ∞ et les paramètres de la résonance, comme sa largeur et la longueur
d’onde de fond (background scattering length), peuvent jouer un rôle signi-
ficatif. On pourra consulter Schmidt, Rath et al. (2012), Wang & Julienne
(2014) et Langmack, Schmidt et al. (2018) pour un traitement détaillé dans
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ce cas.

Le cas des résonances de Feshbach étroites est particulier du fait de la
portée effective ≫ RvdW qui apparaît dans le problème (Petrov 2004). Le
recours à un paramètre à trois corps pour régulariser la situation n’est alors
plus nécessaire et Gogolin, Mora et al. (2008) ont pu fournir une solution
analytique au problème à trois corps dans ce cas [voir aussi Castin & Ti-
gnone (2011b), Endo & Castin (2016), Secker, Ahmed-Braun et al. (2021)
et Kraats, Ahmed-Braun et al. (2022) et refs. in]. Plusieurs expériences ré-
centes ont été menées dans ce régime, parmi lesquelles Johansen, DeSalvo
et al. (2017), Yudkin, Elbaz, Giannakeas et al. (2019), Xie, Van de Graaff
et al. (2020), Li, Yudkin et al. (2022) et Etrych, Martirosyan et al. (2022).

4 Au delà de l’effet Efimov standard

Le travail original d’Efimov (1970) portait sur trois bosons identiques en
interaction résonante et c’est sur ce cas que nous nous sommes concentrés
dans ces deux derniers chapitres. Pour conclure cette présentation, nous
allons maintenant passer en revue quelques situations différentes, par la
nature statistique ou par le nombre de particules en jeu. Compte tenu de
la place impartie, notre discussion sera forcément parcellaire et nous ren-
voyons les lecteurs intéressés vers Naidon & Endo (2017) qui présentent en
détail de nombreux prolongements au problème d’Efimov.

4-1 Trois fermions identiques

Commençons par le cas simple où l’on remplace les trois bosons iden-
tiques de l’effet Efimov par trois fermions polarisés. Il n’y a alors plus d’in-
teraction binaire en onde s et il faut se tourner vers les interactions binaires
en onde p (ℓ = 1) pour lesquelles l’amplitude de diffusion f1(k) s’écrit [voir
le cours 2021, chap. 3, § 2.3] :

1

f1(k)
≈ − 1

k2v
+
ke
2
− ik, (34)

où v est le volume de diffusion et ke un terme de portée effective (toujours
négatif au voisinage de la résonance). La transposition de |a| =∞ pour une

even and odd sector can be deduced from Appendix A. In the
same appendix, it is also explained how to normalize the
state vector of the trimer.

For values of !Vs!!b3, we have found either zero or one
trimer in each symmetry sector "with threefold rotational de-
generacy when the trimer exists#. The energy of the trimer is
written as −!2qtrim

2 /m. Then qtrim as a function of "b is given
in Fig. 3, for the even and the odd sectors. We found no
evidence of Efimov effect: in each symmetry sector, we
found at most one trimer, and there is no oscillation of the
!"K# with K as a function of K, see Fig. 4.

We note that, in real experiments with atoms, these trim-
ers may acquire a finite lifetime, due to the formation of
deeply bound dimers by three-body collisions. This process
is not contained in our Hamiltonian, since H does not support
deeply bound dimers for !Vs!!b3; its rate is estimated by a
simple recipe in Sec. V A.

D. Atom-dimer scattering

We consider here the scattering problem of an atom on a
dimer, which corresponds to the positive Vs side of the reso-
nance and to a total energy E#−Edim. For simplicity, we
restrict to the low-energy limit of this scattering, with a rela-
tive kinetic energy of the incoming atom and the dimer much
smaller than the binding energy of the dimer

E + Edim " Edim. "43#

As a consequence, the total energy is negative, so that energy
conservation prevents the dimer from being dissociated by
the interaction with the incoming atom and the scattering is
elastic. Furthermore, a multipolar expansion can be per-
formed in terms of the atom-dimer relative orbital momen-
tum. In the mathematical limit of a vanishing kinetic energy,
the atom-dimer incoming wave is a s wave and the scattering
is characterized by the atom-dimer scattering length aad that
we shall calculate. To next order of the multipolar expansion
the atom-dimer incoming wave is a p wave and we shall
calculate a corresponding atom-dimer scattering volume Vs

ad.
The property of elastic scattering at E$0 rigorously holds

for the model Hamiltonian "15#, since we have shown that it
admits at most one dimer state "with rotational degeneracy#.
Reality with atoms goes beyond this model Hamiltonian:
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FIG. 3. "Color online# For fixed values of the scattering volume
Vs, parameter qtrim of the trimer "when it exists# as a function of "b;
qtrim is related to the negative energy −Etrim of the trimer by Etrim
=!2qtrim

2 /m. "a# Even sector, "b# odd sector, as defined in Sec. III B.
Solid line "black#: !Vs! /b3=%. Above the solid line, positive values
of Vs: short dashed line "blue#: Vs=104b3; dashed line "red#: Vs
=103b3; dashed-dotted "green#: Vs=100b3. Below the solid line,
negative values of Vs: short dashed line "light blue#: Vs=−104b3;
dashed line "orange#: Vs=−103b3; dashed-dotted "dark green#: Vs
=−100b3. At the threshold for the existence of the trimer as a true
bound state, on the Vs&0 side of the resonance, where a dimer
exists, the trimer binding energy vanishes, so that the energy of the
trimer coincides with the one of the dimer, and qtrim=qdim "see text#.
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even and odd sector can be deduced from Appendix A. In the
same appendix, it is also explained how to normalize the
state vector of the trimer.

For values of !Vs!!b3, we have found either zero or one
trimer in each symmetry sector "with threefold rotational de-
generacy when the trimer exists#. The energy of the trimer is
written as −!2qtrim

2 /m. Then qtrim as a function of "b is given
in Fig. 3, for the even and the odd sectors. We found no
evidence of Efimov effect: in each symmetry sector, we
found at most one trimer, and there is no oscillation of the
!"K# with K as a function of K, see Fig. 4.

We note that, in real experiments with atoms, these trim-
ers may acquire a finite lifetime, due to the formation of
deeply bound dimers by three-body collisions. This process
is not contained in our Hamiltonian, since H does not support
deeply bound dimers for !Vs!!b3; its rate is estimated by a
simple recipe in Sec. V A.

D. Atom-dimer scattering

We consider here the scattering problem of an atom on a
dimer, which corresponds to the positive Vs side of the reso-
nance and to a total energy E#−Edim. For simplicity, we
restrict to the low-energy limit of this scattering, with a rela-
tive kinetic energy of the incoming atom and the dimer much
smaller than the binding energy of the dimer

E + Edim " Edim. "43#

As a consequence, the total energy is negative, so that energy
conservation prevents the dimer from being dissociated by
the interaction with the incoming atom and the scattering is
elastic. Furthermore, a multipolar expansion can be per-
formed in terms of the atom-dimer relative orbital momen-
tum. In the mathematical limit of a vanishing kinetic energy,
the atom-dimer incoming wave is a s wave and the scattering
is characterized by the atom-dimer scattering length aad that
we shall calculate. To next order of the multipolar expansion
the atom-dimer incoming wave is a p wave and we shall
calculate a corresponding atom-dimer scattering volume Vs

ad.
The property of elastic scattering at E$0 rigorously holds

for the model Hamiltonian "15#, since we have shown that it
admits at most one dimer state "with rotational degeneracy#.
Reality with atoms goes beyond this model Hamiltonian:
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FIG. 3. "Color online# For fixed values of the scattering volume
Vs, parameter qtrim of the trimer "when it exists# as a function of "b;
qtrim is related to the negative energy −Etrim of the trimer by Etrim
=!2qtrim

2 /m. "a# Even sector, "b# odd sector, as defined in Sec. III B.
Solid line "black#: !Vs! /b3=%. Above the solid line, positive values
of Vs: short dashed line "blue#: Vs=104b3; dashed line "red#: Vs
=103b3; dashed-dotted "green#: Vs=100b3. Below the solid line,
negative values of Vs: short dashed line "light blue#: Vs=−104b3;
dashed line "orange#: Vs=−103b3; dashed-dotted "dark green#: Vs
=−100b3. At the threshold for the existence of the trimer as a true
bound state, on the Vs&0 side of the resonance, where a dimer
exists, the trimer binding energy vanishes, so that the energy of the
trimer coincides with the one of the dimer, and qtrim=qdim "see text#.
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Figure VI.21. Nombre d’onde q définissant l’énergie du trimère −ℏ2q2/m formé
à partir de trois fermions identiques. La portée effective est notée ici α ≡ −ke/2. Le
paramètre b désigne la portée du potentiel, obtenu ici par une modélisation d’une
résonance de Fano–Feshbach avec un couplage gaussien entre le canal ouvert et
le canal fermé. Figure de gauche (resp. droite) : parité positive (resp. négative).
Ligne noire continue : v = ∞. ligne tiretée bleue : v = ±104b3, ligne tiretée
rouge/orange : v = ±103b3, ligne tiretée verte : v = ±102b3. Figures extraites de
Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008).

résonance en onde s correspond alors à un volume de diffusion v infini. Un
état faiblement lié du dimère apparaît du côté v > 0 de la résonance.

Ce problème a été étudié par Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008)
[voir aussi Levinsen, Cooper et al. (2008) et Braaten, Hagen et al. (2012)].
Ces auteurs ont montré que pour le canal de moment cinétique 1, il pou-
vait exister deux trimères liés, un de chaque parité, pour v choisi suffisam-
ment proche de la résonance v = ∞. Ces trimères peuvent être de nature
borroméenne, c’est-à-dire exister pour des valeurs grandes et négatives du
volume de diffusion, pour lesquelles il n’y a pas d’état faiblement lié à deux
corps. La position de ces trimères est universelle dans la mesure où elle ne
dépend que des paramètres du problème à deux corps, en l’occurrence les
valeurs de v, ke et de la portée b du potentiel (figure VI.21).

Il n’y a donc pas d’effet Efimov dans ce cas, c’est-à-dire pas d’émergence
d’une série infinie d’états liés à trois corps au seuil de formation du dimère.
Par ailleurs, il n’est pas nécessaire d’introduire un paramètre à trois corps
pour décrire l’énergie des deux trimères universels mentionnés ci-dessus.
Ce problème a été repris récemment par Chen & Greene (2022), qui ont

122



Chapitre VI – L’effet Efimov exploré avec des gaz d’atomes froids § 4. Au delà de l’effet Efimov standard

confirmé les conclusions de Jona-Lasinio, Pricoupenko et al. (2008) pour
des potentiels de type Lennard-Jones −r−6 + r−12.

4-2 Trois particules discernables

Quand on considère trois particules discernables, la fonction d’onde n’a
pas à être symétrisée ou antisymétrisée, ce qui relâche une contrainte pré-
sente pour des particules indiscernables. Pour une même force des inter-
actions, l’énergie de l’état fondamental du système à trois particules dis-
cernables est donc forcément inférieure ou égale à celle calculée pour des
bosons ou des fermions.

Si les trois interactions en onde s sont résonantes (|aij | =∞) et les trois
masses égales, on retrouve en fait le même résultat que pour trois bosons
identiques du fait de la symétrie du système. On a en particulier le para-
mètre d’échelle λ = eπ/|s0| ≈ 22.7 avec |s0| = 1.00624.

Si deux interactions sont résonantes et la troisième nulle, par exemple
|a12| = |a13| = +∞ et a23 = 0, on retrouve formellement le casmMM étu-
dié aux chapitres 3 et 4. Si la relationm≪M n’est pas vérifiée, l’approche
de Born–Oppenheimer n’est plus valable mais un traitement similaire à ce-
lui adopté dans le chapitre 5 reste possible. On retrouve alors un effet Efi-
mov, avec un paramètre d’échelle λ = eπ/|s0| ≈ 2000 avec |s0| = 0.414 (Nai-
don & Endo 2017). La très grande valeur de ce paramètre λ rend difficile
toute vérification expérimentale.

4-3 Quatre bosons identiques

Nous continuons notre discussion par le cas de quatre bosons iden-
tiques, de spin nul ou polarisés. Là aussi, la première question qui se pose
est celle d’un véritable effet Efimov à quatre corps, c’est-à-dire l’existence
d’une infinité d’états liés de tétramères au seuil d’apparition a(0)− du pre-
mier trimère d’Efimov, côté a < 0. Cette question a en fait été abordée
très peu de temps après la publication d’Efimov par Amado & Greenwood
(1973) et la réponse est négative.

Ce résultat ne clôt malgré tout pas complètement la question. Sans
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Few-body physics produces bizarre and counterintuitive
phenomena, with the Efimov effect representing the major
paradigm of the field [1]. Early in the 1970s, Efimov found
a solution to the quantum three-body problem, predicting
the existence of an infinite series of universal weakly
bound three-body states. Surprisingly, these Efimov
trimers can even exist under conditions where a weakly
bound dimer state is absent [2–4]. An essential prerequisite
for the Efimov effect is a large two-body scattering length
a, far exceeding the characteristic range of the interaction
potential. Ultracold atomic systems with tunable interac-
tions [5] have opened up unprecedented possibilities to
explore such few-body quantum systems under well con-
trollable experimental conditions. In particular, a can be
made much larger than the van der Waals length rvdW [6],
the range of the interatomic interaction.

In the past few years, signatures of Efimov states have
been observed in ultracold atomic and molecular gases of
cesium atoms [7,8], and recently in three-component Fermi
gases of 6Li [9,10], in a Bose gas of 39K atoms [11], and in
mixtures of 41K and 87Rb atoms [12]. In all these experi-
ments, Efimov states manifest themselves as resonantly en-
hanced losses, either in atomic three-body recombination
or in atom-dimer relaxation processes.

As a next step in complexity, a system of four identical
bosons with resonant two-body interaction challenges our
understanding of few-body physics. The extension of uni-
versality to four-body systems has been attracting increas-
ing interest both in theory [13–18] and experiment [19]. A
particular question under debate is the possible relation
between universal three- and four-body states [13–16,18].
In this context, Hammer and Platter predicted the four-
body system to support universal tetramer states in close
connection with Efimov trimers [16].

Recently, von Stecher, D’Incao, and Greene presented
key predictions for universal four-body states [18]. For
each Efimov trimer, they demonstrate the existence of a
pair of universal tetramer states according to the conjecture
of Ref. [16]. Such tetramer states are tied to the corre-

sponding trimer through simple universal relations that do
not invoke any four-body parameter [13,15,18]. The au-
thors of Ref. [18] suggest resonantly enhanced four-body
recombination in an atomic gas as a probe for such univer-
sal tetramer states. They also find hints on the existence of
one of the predicted four-body resonances by reinterpret-
ing our earlier recombination measurements on 133Cs
atoms at large negative scattering lengths [7]. In this
Letter, we present new measurements on the Cs system
dedicated to four-body recombination in the particular
region of interest near a triatomic Efimov resonance. Our

FIG. 1 (color online). Extended Efimov scenario describing a
universal system of four identical bosons. Energies are plotted as
a function of the inverse scattering length. The red solid lines
illustrate the pairs of universal tetramer states (Tetra1 and
Tetra2) associated with each Efimov trimer (T). For illustrative
purposes, we have artificially reduced the universal Efimov
scaling factor from 22.7 to about 2. The shaded regions indicate
the scattering continuum associated with the relevant dissocia-
tion threshold. The four-body threshold is at zero energy and
refers to four free atoms (Aþ Aþ Aþ A). In the a > 0 region,
the dimer-atom-atom threshold (Dþ Aþ A) and the dimer-
dimer threshold (DþD) are also depicted. The weakly bound
dimer, only existing for a # rvdW > 0, has universal halo char-
acter and its binding energy is given by @2=ðma2Þ [2,19]. The
open arrow marks the intersection of the first Efimov trimer (T)
with the atomic threshold, while the filled arrows indicate the
corresponding locations of the two universal tetramer states.
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Figure VI.22. Les deux branches de tétramères universels attachées à chaque
branche de trimère d’Efimov. Figure extraite de Ferlaino, Knoop et al. (2009).

qu’une série efimovienne de tétramères existe, il peut y avoir un ou
quelques tétramères attachés à chaque trimère d’Efimov. Il s’agit d’un édi-
fice à quatre particules, d’énergie négative et inférieure à l’énergie du tri-
mère. La prédiction de tels tétramères "universels" a été faite par Ham-
mer & Platter (2007), puis affinée par Stecher, D’Incao et al. (2009). Il y a
deux branches de tétramères attachées à chaque branche de trimères (figure
VI.22). Ces tétramères sont qualifiés d’universels car une fois la position du
trimère connue, leur énergie peut être calculée sans nécessiter l’introduc-
tion d’un paramètre à quatre corps 5.

Ces tétramères ont une nature borroméenne, dans le sens qu’ils peuvent
exister pour une longueur de diffusion inférieure en valeur absolue à la
longueur de diffusion a(n)− (négative) pour laquelle le trimère apparaît. La
prédiction de Stecher, D’Incao et al. (2009) est

a
(0)
4b1 = 0.43 a

(0)
− a

(0)
4b2 = 0.90 a

(0)
− (35)

L’existence de ces tétramères a été confirmée par Ferlaino, Knoop et al.

5. Cette affirmation nécessite quelques précautions pour le trimère fondamental, car les
tétramères correspondants ont une taille plus petite que lui et peuvent donc être sensibles à la
physique à courte portée [voir Naidon & Endo (2017) ].
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We interpret the two observed resonant loss features as
the predicted pair of four-body resonances [18]. For the
resonance positions we find a!Tetra1=a

!
T ’ 0:47 and

a!Tetra2=a
!
T ’ 0:84, which are remarkably close to the pre-

dictions of Eq. (1).
In a second set of experiments, we study the time

dependence of the atomic decay in the optical trap. Here
we focus on the region around the resonance at a!Tetra1 ’
"410a0, where the three-body losses are comparatively
weak and thus allow for a detailed analysis of the loss
curves. Representative loss measurements for three differ-
ent values of a are shown in Fig. 3.

The observed decay can be fully attributed to three-body
and four-body recombination collisions. This is due to the
fact that inelastic two-body collisions of atoms in the
lowest Zeeman sublevel are energetically suppressed, and
one-body losses, such as background collisions or light-
induced losses, can be completely neglected under our
experimental conditions. The corresponding differential
equation for the decaying atom number reads as

_N=N ¼ "L3hn2i" L4hn3i; (2)

where L3 and L4 denote the three- and the four-body
recombination rate coefficient, respectively. The average
density is calculated by integrating the density over the
volume hn2i ¼ ð1=NÞR n3d3r and hn3i ¼ ð1=NÞR n4d3r.
By considering a thermal density distribution of Gaussian
shape in the three-dimensional harmonic trap, we obtain
hn2i ¼ n2p=

ffiffiffiffiffiffi
27

p
and hn3i ¼ n3p=8, with np ¼

N½m !!2=2!kBT'3=2 the peak density. Here, m is the atomic
mass, T the temperature, and !! ¼ ð!x!y!zÞ1=3 the mean
trap frequency. We determine the trap frequencies and the
temperature by sloshing mode and time-of-flight measure-
ments, respectively.

In general Eq. (2) is not analytically solvable. An ana-
lytic solution can be found in the limit of either pure three-

body losses or pure four-body losses. Therefore we fit our
decay curves with a numerical solution of Eq. (2), keeping
both L3 and L4 as free parameters. Note that we have not
included antievaporation heating [23] in our model be-
cause we do not observe the corresponding temperature
increase in our experiments. We believe that, for the fast
decay observed here, the sample may not have enough time
to thermalize.
Our experimental data clearly reveal a qualitative

change of the decay curves when a is tuned between a!T
and a!Tetra1. Figure 3(a) shows that for a ( a!T the loss is
dominated by three-body recombination; here the full nu-
merical fitting curve follows the pure three-body solution.
A different situation is found at "410a0; see Fig. 3(c).
Here a pure three-body analysis cannot properly describe
the observed behavior and the full numerical solution
reveals a predominant four-body character. In intermediate
situations, for which an example is shown in Fig. 3(b), both
three- and four-body processes significantly contribute to
the observed decay.
From the decay curves taken at different values of a we

determine L3 and L4; the results are shown in Figs. 4(a)
and 4(b), respectively. The three-body contribution L3

follows previously observed behavior [7], as dictated by
the a4 scaling in combination with the Efimov effect.
Our major result is shown in Fig. 4(b), where we plot the

rate coefficient L4. Our data provide the first available
quantitative information on L4, establishing the role of
four-body collisions in ultracold gases. For jaj< ja!Tetra1j,
where no universal tetramer states exist, the four-body
losses are typically very weak. Here, we measure L4 ’
0:2) 10"37 cm9=s. With increasing jaj, the system under-
goes a significant change in its behavior, with four-body

(c)(a) (b)

FIG. 3 (color online). Time evolution of the number of atoms
in an optically trapped sample. The solid lines are the fit to the
data based on the full numerical solution of Eq. (2). The dashed
lines and dotted lines correspond to a pure three-body and pure
four-body decay, respectively (see text). (a) For dominant three-
body collisions (a ¼ "870a0), (b) an intermediate situation
(a ¼ "510a0), and (c) dominant four-body collisions (a ¼
"410a0).

(a)

(b)

FIG. 4 (color online). Loss rate coefficient for (a) three- and
(b) four-body recombination versus a at a temperature of about
40 nK. The values are obtained by fitting the numerical solution
of Eq. (2) to the decay curve. The error bars on L3 and L4 are the
statistical uncertainties from the fit evaluated with a resampling
method [28]. The open circles in (a) refer to previous data at
250 nK [7]. The solid curves result from the theoretical model of
Refs. [18,25].
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Figure VI.23. Décroissance du nombre d’atomes de césium au voisinage du seuil
d’apparition du premier trimère d’Efimov. Ligne tiretée (pointillée) : pertes à trois
(quatre) corps uniquement. Ligne continue : prédiction déduite de (36). Figure
extraite de Ferlaino, Knoop et al. (2009).

(2009) dans une expérience qui tire précisément parti de cette nature bor-
roméenne. Les chercheurs d’Innsbruck ont étudié les pertes d’atomes dans
un piège de césium au voisinage du seuil d’apparition a(0)− = −870 a0 du
trimère. Ils ont observé deux valeurs de a pour lesquelles les pertes s’ex-
pliquaient par la somme d’une loi à trois corps et d’une loi à quatre corps
(figure VI.23) :

Ṅ

N
= −L3ρ

2 − L4ρ
3. (36)

Les valeurs trouvées pour a(0)4b1 et a
(0)
4b2 sont en bon accord avec la prédiction

(35) [coefficients mesurés : 0.47 et 0.84].

4-4 Nf fermions identiques et une autre particule

Le système mMMM , c’est-à-dire Nf = 3 fermions identiques et une
autre particule, ainsi que sa généralisation àNf = 4, sont les seuls systèmes
connus 6 qui présentent un véritable effet Efimov. Le casNf = 3 a été étudié

6. En particulier, le système mMMM avec M bosonique ne présente pas cette propriété
(Adhikari & Fonseca 1981). Il en va de même pour le système à quatre fermions mmMM

par Castin, Mora et al. (2010) et le cas Nf = 4 par Bazak & Petrov (2017).

La question que nous abordons dans ce paragraphe peut se formuler de
la manière suivante : combien de fermions polarisés de masseM peuvent
être liés par interaction avec une unique particule légère demassem≪M ?
Pour commencer, rappelons le résultat important obtenu aux chapitres 3
et 4 pour le cas Nf = 2. Nous avons considéré le système à trois corps
mMM pour une interaction de portée nulle avec |a| = +∞ et indiqué que
(Kartavtsev & Malykh 2007) :
— un effet Efimov peut se produire quandM/m > 13.607 ;
— pour 8.173 < M/m < 13.607, il existe côté a > 0 un (ou deux) tri-

mères "universels", dont l’énergie ne dépend pas d’un paramètre à
trois corps.

Pour étudier le problème mMMM , donc avec un fermion M supplé-
mentaire, Castin, Mora et al. (2010) se sont placés eux aussi à l’unitarité
pour une interaction binaire mM de portée nulle. Les interactions MM
entre deux fermions identiques sont supposées négligeables (il ne pourrait
s’agir que d’interactions en ondes impaires, a priori faibles à basse tempé-
rature). On considère donc l’hamiltonien purement cinétique

Ĥ = −
4∑

i=1

ℏ2

2mi
∇2

i (37)

avec les conditions aux limites de Bethe-Peierls aux points où la particule
légèrem vient au contact d’un des fermionsM . La question est de savoir si
cet hamiltonien admet des états d’énergie négative dans lesquels les trois
particules lourdes sont liées ensemble par la particule légère.

Comme pour le problème à trois corps, il est utile pour un problème à
N corps (avec ici N = Nf + 1) d’isoler d’abord les 3 variables du centre
de masse (que l’on prendra au repos dans ce qui suit), puis de séparer les
d = 3N − 3 variables restantes en
— une variable R, l’hyperrayon, donnant l’échelle de longueur du pro-

blème ;
— d − 1 = 3N − 4 hyperangles, notés collectivement Ω, définissant l’ar-

rangement spatial desN corps (à une homothétie près) et l’orientation
de cet arrangement dans l’espace.

(Endo & Castin 2015).
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L’expression générale de l’opérateur énergie cinétique en dimension d
peut s’écrire en fonction de ces variables (voir par exemple Greene, Gian-
nakeas et al. (2017)) :

Ĥ = T̂R +
ℏ2

2mrR2
Λ̂

2

Ω (38)

où l’opérateur énergie cinétique radiale est :

T̂R = − ℏ2

2mr

Å
∂2

∂R2
+
d− 1

R

∂

∂R

ã
(39)

et où Λ̂Ω est l’opérateur "grand moment cinétique" pour le système de
dimension d. Cet opérateur fait intervenir les hyperangles et les dérivées
d’ordre 1 et 2 par rapport à ces angles 7, mais pas l’hyperrayon R.

Notons que la définition précise du couple "hyperrayon –masse réduite"
varie selon les auteurs par des facteurs numériques d’ordre unité. Dans ce
qui suit, nous ne rentrerons pas dans des calculs quantitatifs et nous n’au-
rons donc pas besoin de spécifier ce choix. On pourra consulter par exemple
Greene, Giannakeas et al. (2017) pour une construction explicite des hyper-
angles, de l’hyperrayon et de la masse réduite associée.

En règle générale, quand a n’est pas infinie ou nulle, les conditions aux
limites de Bethe–Peierls couplent hyperrayon et hyperangles, ce qui rend le
problème particulièrement complexe. Dans le cas |a| = +∞ (ou dans le cas
sans interaction a = 0), les conditions aux limites de Bethe-Peierls ne font
intervenir que les hyperangles. C’est une signature de l’invariance d’échelle
du système déjà mentionnée plusieurs fois dans les chapitres précédents :
il n’y a aucune échelle de longueur à mettre en rapport avecR pour obtenir
une équation sans dimension. C’est ainsi que pour le problème à trois corps,
nous avons abouti au chapitre 5 à l’équation traduisant ces conditions aux
limites pour la partie angulaire F (α) de la fonction d’onde :

|a| = +∞ :

ï
dF

dα

ò
α→0

+
8√
3
F (
π

3
) = 0. (41)

7. Par exemple, en dimension d = 3, on a l’expression bien connue en fonction de l’angle
polaire θ et l’angle azimuthal φ :

Λ̂
2
=

L̂
2

ℏ2
= − 1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
− 1

sin2 θ

∂2

∂φ2
. (40)

Le traitement de Castin, Mora et al. (2010) part donc du fait que l’on
peut chercher alors les états propres de Ĥ sous une forme factorisée :

Φ(R,Ω) =
ϕ(R)

R(d−1)/2
F (Ω) avec pour N = 4 :

d− 1

2
= 4. (42)

Il faut dans un premier temps résoudre le problème aux valeurs propres
pour la partie angulaire F (Ω) en prenant en compte les conditions aux li-
mites de Bethe-Peierls :

Λ̂
2

ΩF (Ω) = λF (Ω). (43)

Une fois cette étape (délicate !) franchie, l’équation radiale s’écrit simple-
ment

− d2ϕ

dR2
+
s2 − 1/4

R2
ϕ(R) = ϵ ϕ(R) (44)

où [cf. Eq. (C-13) de Werner & Castin (2006)]

s2 = λ+
1

4
(d− 2)2 (45)

est un nombre dépendant deM/m, mais indépendant deR, et où on a posé
ϵ = 2mrE/ℏ2.

Nous nous retrouvons alors en terrain familier : si des valeurs négatives
de s2 sont possibles, un effet Efimov apparaîtra. Le résultat de Castin, Mora
et al. (2010) pour N = Nf + 1 = 4 est qu’effectivement, cet effet peut se
produire quand

13.384 <
M

m
(46)

Cette condition est (légèrement) moins contraignante que celle trouvée
pour le problème mMM . Il existe donc un intervalle de valeurs de M/m,
[13.384, 13.607], sur lequel le problème à quatre corps est Efimovien alors
que celui à trois corps ne l’est pas (voir la figureVI.24). PourM/m > 13.607,
il est difficile d’énoncer des résultats généraux sur le problème (3+1) dans
la mesure où la résolution du problème Efimovien (2 + 1) nécessite l’intro-
duction d’un paramètre à trois corps non universel. Nous avons représenté
cette zone en violet sur la figure VI.24.
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(2 + 1)

M/m
Trimère univ. (a > 0) Efimov

8.173 13.607

(3 + 1)

M/m
Tétramère univ. (a > 0) Efim.

8.862 13.384

(4 + 1)

M/m
Pentamère univ. (a > 0) Efim.

9.672 13.279

Figure VI.24. Les états liés possibles de Nf fermions de masseM en interaction
binaire résonante avec une particule de massem (Nf = 2, 3, 4). Ces données sont
extraites de Kartavtsev & Malykh (2007), Castin, Mora et al. (2010), Bazak &
Petrov (2017) et Bazak (2020). L’échelle de l’axeM/m n’est pas linéaire. Il n’y a
pas d’effet Efimov pour Nf = 5 ou 6 (Bazak 2020).

On peut également chercher un tétramère universel pour des valeurs
de M/m plus faibles, similaire au(x) trimère(s) universel(s) de Kartavt-
sev & Malykh (2007). Un tel tétramère existe effectivement sur l’intervalle
[8.862, 13.384] (Blume 2012 ; Bazak 2020).

Comme nous l’avons annoncé en introduction de ce paragraphe, le pro-
blème (4 + 1), c’est-à-dire Nf = 4 fermions de masse M et une particule
légère de masse m, conduit lui aussi à un effet Efimov original avec la for-
mation de pentamères, dans un (petit) domaine de valeurs deM/m pour
lequel il n’y a pas de trimères d’Efimov, ni de tétramères d’Efimov (Bazak&
Petrov 2017). En revanche, on peut montrer qu’il n’existe pas d’états d’Efi-
mov pour les systèmes (5 + 1) et (6 + 1) (Bazak 2020). Ces résultats sont
eux aussi résumés sur la figure VI.24.
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