
Chapitre 2

Dynamique des solitons brillants et méthode IST
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Dans le chapitre précédent, nous sommes partis de l’équation de Schrö-
dinger non linéaire pour obtenir la forme d’un soliton brillant, un objet
pouvant être stationnaire ou se déplacer à vitesse constante. Nous avons
mis la fonction d’onde du soliton sous la forme ψ(x) = ψ0/ cosh(x/2x0),
et nous avons établi le lien entre la largeur x0 du soliton et le nombre de
particules qu’il contient.

Nous avons également montré que les solitons sont des objets robustes :
deux solitons brillants ressortent intact d’une collision binaire, quelles que
soient leurs masses et leurs vitesses. Dans ce chapitre, nous allons conti-
nuer à explorer cette robustesse des solitons brillants. Nous allons consi-
dérer en particulier une préparation imparfaite. Elle peut résulter par
exemple d’une largeur mal adaptée à son nombre d’atomes, ou encore
d’une enveloppe qui n’a pas la forme canonique en 1/ coshx. Nous allons
voir que, dans ces cas, le paquet d’ondes évolue en oscillant et en éjectant
des particules, pour finir par former un soliton stationnaire, un peu moins
gros que l’objet de départ, mais qui est une solution exacte de l’équation
de Schrödinger non linéaire.

Cette robustesse a été à la base de la suggestion d’utiliser des solitons
lumineux pour les télécommunications par fibre optique [voir HAUS &
WONG (1996) pour une revue]. Notons toutefois que l’implémentation de
cette technique s’est finalement heurtée à des problèmes pratiques et que
cette voie n’a pas connu le succès escompté (HASEGAWA 2022 ; DUDLEY,
FINOT et al. 2023).
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Dans ce chapitre, nous allons d’abord illustrer quelques facettes de cette
robustesse, avant de la replacer dans le contexte général des systèmes in-
tégrables. Nous présenterons pour cela la méthode d’inversion des données
de diffusion (Inverse Scattering Transform, IST) pour le cas de l’équation de
Schrödinger non linéaire. Nous verrons que les solitons sont associés à des
valeurs propres bien particulières d’un problème spectral, et que ces va-
leurs propres restent constantes dans le temps : la robustesse des solitons
s’en déduit immédiatement.

Nous terminerons ce chapitre par l’étude de "multi-solitons", des soli-
tons composites formés par la superposition de solitons élémentaires, qui
forment eux aussi des structures stables mais moins robustes que les so-
litons de base, et qui ont récemment été mis en évidence avec des gaz
d’atomes froids.

1 Évolution temporelle d’un soliton

1-1 Modes propres d’un soliton?

Un soliton brillant est un paquet d’ondes stationnaire qui résulte de
l’équilibre entre deux phénomènes opposés : l’énergie cinétique est mini-
misée en prenant le paquet d’ondes le plus grand possible ; l’énergie d’in-
teraction est au contraire minimisée en prenant le paquet d’ondes le plus
concentré possible. Si on note ` la taille de ce paquet d’ondes, on a pour ces
deux contributions (à des facteurs numériques sans importance ici) :

Ecin = N
~2

m`2
Eint = −N2 |g|

`
(1)

de sorte que l’énergie totale Ecin + Eint a l’allure représentée sur la figure
1, avec un minimum pour ` = x0 avec x0 ≡ ~2/(Nm|g|), un résultat que
nous avions déjà trouvé au chapitre précédent.

Cette figure suggère l’idée que si l’on prépare le paquet d’ondes avec
une taille voisine de x0, on va pouvoir observer de petites oscillations de
la taille du soliton, ce qui correspondrait à un mode propre discret du so-
liton. Cette idée est stricto sensu incorrecte, comme nous allons l’expliquer
maintenant.
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FIGURE 1. Variation de l’énergie totale avec la taille ` du paquet d’ondes.

Pour aborder le problème, on peut utiliser la méthode de Bogoliubov,
que nous avons déjà présentée au chapitre précédent pour étudier l’instabi-
lité modulationnelle. On s’intéresse à l’évolution d’une petite perturbation
de la condition initiale ψ0 en posant

ψ(x, t) =
{
ψ0(x) + ε

[
U(x)e−iωt + V (x)eiωt

]}
e−iµt/~, (2)

où ψ0(x) représente ici la fonction d’onde du soliton non perturbé, variant
comme 1/ cosh(x/2x0), avec le potentiel chimique µ = −mg2N2/(8~2). La
quantité ~ω représente l’énergie à apporter au soliton pour exciter le mode
propre en question, les fonctions U(x) et V (x) caractérisent la structure
spatiale de ce mode et ε� 1 est le paramètre du développement perturba-
tif. On reporte cette expression pour ψ(x, t) dans l’équation de Schrödinger
non linéaire

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ g|ψ|2ψ (3)

et on obtient alors à l’ordre 1 en ε un système différentiel linéaire pour les
fonctions U(x) et V (x) :

(µ+ ~ω)U =
[
− ~2

2m∂
2
x − 2|g|ψ2

0

]
U − |g|ψ2

0 V

(µ− ~ω)V =
[
− ~2

2m∂
2
x − 2|g|ψ2

0

]
V − |g|ψ2

0 U .
(4)

La résolution de ce système (que nous n’effectuerons pas ici) montre
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que tous ces modes propres (sauf deux d’entre eux, voir remarque ci-
dessous) varient comme e±ikx pour |x| → +∞ avec k ∈ R ; ce sont donc des
ondes progressives non localisées (KAUP 1990 ; CASTIN & HERZOG 2001).
Le spectre en énergie de ces modes délocalisés est

~ω =
~2k2

2m
+ |µ| , (5)

ce qui signifie que pour les exciter, il faut d’abord payer l’énergie |µ| pour
extraire une particule du soliton, puis l’énergie cinétique ~2k2/2m pour
la mettre en mouvement avec l’impulsion ~k. Il n’y a donc pas de mode
propre discret, localisé au voisinage du soliton et d’énergie ~ω inférieure
à |µ|, qui correspondrait par exemple à une oscillation non amortie de la
taille du soliton autour de sa valeur d’équilibre x0.

Remarque 1. Il existe en fait deux modes localisés, de fréquence ω = 0,
qui correspondent au fait que l’on peut, sans payer d’énergie, changer la
position ou la phase du soliton. Ce sont les deux modes de Goldstone
qui correspondent à l’invariance de jauge (pour la phase) et à l’invariance
par translation (pour la position). Leur existence n’invalide en rien notre
conclusion sur l’absence de modes propres localisés qui correspondraient
à une oscillation non amortie de la largeur du soliton.

Remarque 2. L’absence d’autres modes localisés, correspondant par
exemple à un mode d’oscillation de la largeur du soliton, est une consé-
quence du caractère intégrable de l’équation de Schrödinger non linéaire
comme nous allons le voir dans les sections suivantes. Si on modifie cette
équation d’évolution en lui ajoutant des termes, même petits, qui brisent
l’intégrabilité, on peut alors voir apparaître des modes localisés comme
discuté par KIVSHAR, PELINOVSKY et al. (1998) et PELINOVSKY, KIVSHAR

et al. (1998).

1-2 Oscillations amorties

L’absence de modes propres localisés n’empêche pas d’observer pen-
dant une durée appréciable des oscillations de l’amplitude et de la lar-
geur d’un soliton préalablement perturbé. Pour s’en convaincre, on peut
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FIGURE 2. Oscillations amorties de la densité centrale ρ0(t) = |u(0, t)|2 d’un
paquet solitonique avec la condition initiale (10) pour ε = 0.01. Les courbes noires
tiretées correspondent à une décroissance de l’enveloppe des oscillations en 1/

√
t.

Calcul fait sur une boîte de longueur 640 avec une discrétisation sur 32768 points.

d’abord se tourner vers une simulation numérique. On considère l’équa-
tion de Schrödinger non linéaire en coordonnées réduites 1

iut + uxx + 2|u|2u = 0 (7)

dont un soliton particulier est donné par

u(x) =
1

coshx
, (8)

de masse M et d’énergie E données par

M =

∫ +∞

−∞
|u|2 dx = 2 E =

∫ +∞

−∞

(
|∂xu|2 − |u|4

)
dx = −2

3
. (9)

On montre sur la figure 2 l’évolution de la densité centrale associée à la
fonction u(x, t) en prenant pour condition initiale

u(x, 0) =

√
1 + ε

cosh [x(1 + ε)]
avec ε� 1. (10)

1. Rappelons le choix d’unités de longueur et de temps qui conduit à cette équation :

x0 =
~2

Nm|g|
t0 =

2mx20
~

. (6)
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On a donc toujours un état de masse
∫
|u(x, 0)|2 dx = 2, mais de densité

centrale légèrement trop grande et de largeur légèrement trop petite (par
un facteur 1 + ε) pour correspondre au soliton stationnaire (8).

L’évolution dans le temps de la densité centrale révèle une oscillation
amortie, avec une décroissance en 1/

√
t et une asymptote très légèrement

inférieure à 1. Le fait que l’excitation décroisse de manière irréversible est
caractéristique d’un couplage à un continuum : si on avait excité seulement
un mode discret, l’oscillation se ferait à la fréquence ω de ce mode sans
amortissement. Aux temps longs, on retrouve un soliton stationnaire, de
masse légèrement réduite par rapport à la masse initiale.

L’interprétation du résultat montré en figure 2 est simple dans le cadre
de l’analyse de Bogoliubov : des modes non localisés sont excités par le
choix ε 6= 0 en (10) et l’évolution dans le temps de ces modes correspond
à une émission de particules ou de rayonnement (selon la nature des ob-
jets décrits). La période de l’oscillation est en bonne approximation 2π~/µ
(2π pour ces unités réduites), ce qui signifie que ce sont essentiellement
des modes en bas du continuum (5) qui sont excités 2. Par ailleurs, on peut
comprendre la loi de décroissance en 1/

√
t de la façon suivante. Décompo-

sons l’état initial u(x, 0) sur l’état solitonique final, us(x), auquel s’ajoute le
petit paquet d’ondes δu(x, 0) formé par les modes de Bogoliubov. Initiale-
ment, ce paquet d’ondes est localisé au niveau de u(x, 0), mais on sait qu’il
va s’étaler puisque les modes de Bogoliubov ne sont pas liés. Sa largeur
va augmenter linéairement en temps et son amplitude centrale va donc
décroître comme 1/

√
t, puisque sa norme doit rester constante au cours

du temps. L’oscillation décroissante de |u(0, t)|2 représentée en figure 2
montre l’interférence entre us(x) et δu(0, t).

Le calcul de la masse évaporée dans ce cas particulier est présenté par
CARR & CASTIN (2002), qui montrent que c’est un terme d’ordre 2 en ε,
donc très faible en valeur relative (∼ 10−4) pour l’exemple de la figure
2. Nous verrons plus loin comment la méthode IST permet de calculer
directement la masse du soliton atteint aux temps longs, en résolvant le
problème aux valeurs propres de l’opérateur de Lax L̂ pour la condition
initiale u(x, 0).

2. Plus précisément, c’est la valeur finale du potentiel chimique µ qui détermine la fré-
quence d’oscillation, comme discuté par SROYNGOEN & ANGLIN (2025).

at the energy minimum which can be calculated analyti-
cally [13,20] or numerically [19]. For the fundamental
solution (order n ¼ 1) of the 1D GPE with an atom number
N, s-wave scattering length a, and radial trapping fre-
quency ωr, the size lz corresponds to the healing length at
the peak density of the soliton, i.e., lðn¼1Þ

z ¼ a2r=ðNjajÞ
[13,19]. Here, ar ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏ=ðmωrÞ

p
is the radial harmonic

oscillator length. Small deviations of lz close to the energy
minimum lead to oscillations of the soliton size. We use
those oscillations resulting from an initial mismatch of lz to
experimentally measure the self-trapping frequency of the
soliton potential.
Our experimental starting point is a Bose-Einstein

condensate of 500–2000 cesium (Cs) atoms in the state
jF ¼ 3; mF ¼ 3i at scattering length of a ¼ þ7a0, where
a0 is Bohr’s radius. The BEC is levitated by a magnetic
field gradient, and it is confined by an optical dipole trap
formed by the horizontal and vertical laser beams LH and
LV [Fig. 1(a)]. An additional magnetic offset field allows us
to tune the scattering length by means of a broad magnetic
Feshbach resonance [21]. Details about our experimental
setup, the levitation scheme, and the removal of atoms can
be found in Refs. [15,22].

Our matter-wave solitons are confined to a quasi-1D
geometry with almost free propagation along the
horizontal direction and strong radial confinement of ωr ¼
2π × 95 Hz provided by laser beam LH. They are generated
with a quench of the scattering length towards attractive
interaction (ai → af), and by a reduction of the longi-
tudinal trap frequency (ωz;i → ωz;f). When changing a and
ωz independently, the quenches excite inward and outward
motions, respectively. Usually, it is desirable to minimize
the excitations of the soliton by matching the initial
Thomas-Fermi density profile of the BEC closely to the
density profile of the soliton [inset of Fig. 1(a)]. However,
we deliberately mismatch the quench parameters to create
breathing oscillations of the soliton in order to study its
self-trapping potential. Quenches with different parameters
are labeled by the symbols Q1–Q7 (see Ref. [15]).
Following an evolution time t in quasi-1D and after a
short period of 16 ms of expansion in free space, we take
absorption images to determine the density profile of the
atoms [Fig. 1(c)]. The cloud size lzðtÞ is determined by
fitting the function A(sechðz=BÞ)2 to the integrated
1D-density profiles with fit parameters A and B [15].
The response of the atomic cloud to the different quenches

is presented in Fig. 1(d). We first quench only the longi-
tudinal confinement by 25% to ωz;f ¼ 2π × 4.3ð2Þ Hz
(quench Q1 in Ref. [15]) while keeping the repulsive
interaction strength constant [Fig. 1(d), diamonds]. The
BEC starts an outwardsmotionwith an oscillation frequency
of 2π × 7.5ð1Þ Hz ≈

ffiffiffi
3

p
ωz;f as expected for a BEC in the

Thomas-Fermi regime [23,24]. In a secondmeasurement,we
additionally quench the interaction strengthaf to−5.4a0 and
increase ωz;i to match the initial size of the BEC to the
expected size of the soliton [Q2, Fig. 1(d), squares]. As a
result,we observe almost dispersionless solitonswith a linear
increase of the cloud size of 0.7ð3Þ μm=s [Fig. 1(d), green
line]. Finally, we deliberately mismatch the initial size of the
BEC by reducing ωz;i (Q3), and generate small-amplitude
oscillations of the soliton with a frequency ωsol of 2π ×
12.8ð4Þ Hz [Fig. 1(d), circles]. This breathing frequency
of the soliton is significantly larger than any breathing
frequency of a BEC or of noninteracting atoms, 2ωz;f ¼
2π × 8.6ð3Þ Hz.We observe no discernible oscillation in the
radial direction after the quenches.
In a second experiment, we demonstrate that the breath-

ing frequency ωsol depends on the interaction term Na in
the 1D GPE, a property typical of the nonlinear character of
the soliton. We choose to change N, since the initial
removal process is independent of the interaction quench,
and we can study ωsol without changing the quench
protocol [Q4, Fig. 2(a), circles]. The measured values of
ωsol decrease for lower N, and they approach the breathing
frequency 2ωz;f for noninteracting atoms in a harmonic trap
[Fig. 2(a), dashed line].
We compare our experimental data points to two

theoretical models. In a numerical simulation of the 1D

FIG. 1. Experimental setup and oscillation measurements.
(a) Sketch of the experimental setup. Inset: Density profiles
for a BEC (solid red line) and for a soliton (dashed blue line).
(b) Total energy of a soliton, a ¼ −5.2a0, ωr ¼ 2π × 95 Hz,
N ¼ 2000, with an external trap, ωz ¼ 2π × 5 Hz (dashed blue
line), and without external trap, ωz ¼ 0 Hz (solid red line).
(c) Absorption images after a free-expansion time of 16 ms [from
dataset with circles in (d)], integrated density profile for t ¼
60 ms (blue line) and fit (dashed red line). (d) Oscillations of a
quantum gas after the quench procedure. Blue diamonds, quench
of only ωz for a BEC (Q1); red circles, additional interaction
quench to create soliton (Q3); green squares, optimized quench
parameters to minimize breathing of the soliton (Q2). Uncertainty
intervals indicate %1 standard error.
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FIGURE 3. Oscillations de la longueur d’un nuage d’atomes de césium confi-
nés dans un piège harmonique allongé. Points bleus : régime condensat de Bose-
Einstein standard (interactions répulsives). La fréquence d’oscillation est égale à
∼
√

3× la fréquence du confinement axial. Points rouges : régime solitonique (in-
teractions attractives). L’oscillation amortie correspond à un "mode propre" du
soliton et elle est semblable à celle montrée en figure 2. Les points verts corres-
pondent également au régime solitonique, mais l’excitation du mouvement axial
est négligeable. Figure extraite de DI CARLI, COLQUHOUN et al. (2019).

1-3 Etude expérimentale

DI CARLI, COLQUHOUN et al. (2019) ont étudié la variation dans le
temps de la largeur d’un soliton préparé dans un piège harmonique très
allongé (figure 3). Les fréquences transverses de ce piège sont de l’ordre
de 100 Hz alors que la fréquence longitudinale peut être variée entre 1 et
10 Hz. Les auteurs ont utilisé des atomes de césium formant initialement
un condensat de Bose–Einstein "standard", avec environ 2000 atomes en
interaction répulsive. Pour ce condensat (points bleus de la figure 3), on
peut exciter un mode de "respiration" pour lequel la longueur du conden-
sat oscille avec une fréquence égale à

√
3ωx, comme attendu théoriquement

(MENOTTI & STRINGARI 2002).

Les auteurs se sont ensuite placés au voisinage d’une résonance de
Fano–Feshbach pour faire basculer la longueur de diffusion d’une valeur
positive (∼ 7 a0 où a0 représente le rayon de Bohr) à−5 a0. Ils forment alors
un soliton brillant et observent une oscillation plus rapide et amortie de la
longueur du nuage (points rouges de la figure 3). Ce "mode" correspond à
l’oscillation décrite plus haut (cf. figure 2).

DI CARLI, COLQUHOUN et al. (2019) ont vérifié que la fréquence as-
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GPE, we use the ansatz in Eq. (1) to set the starting
conditions, and we determine the breathing frequency from
a spectral analysis of the time evolution of the wave
function [15] [Fig. 2(a), triangles]. In addition, we use
an analytical approximation for the breathing frequency
(red line) calculated with a Lagrangian variational analysis
at the energy minimum of the 3D GPE [13,15]. We find that
both models agree well with the trend of the measurements
of ωsol, although our experimental data points are system-
atically lower for large N than our theoretical predictions.
We speculate that this is due to nonharmonic contributions
to the energy of the soliton on the breathing oscillations for
finite oscillation amplitudes [Fig. 1(b)].
To determine the influence of the trapping potential, we

measure the variation of ωsol as we reduce the longitudinal
trapping frequency ωz;f (Q5). Two regimes of ωsol can be
identified in Fig. 2(b) for varying the values ofωz;f. For large
values ofωz;f, the trap dominates the breathing of the soliton
and ωsol increases like 2ωz;f. For small values of ωz;f, inter-
actions dominate the breathing of the soliton andωsol reaches
a constant value. This offset of the breathing frequency is a
result of the “self-trapping” potential of a free soliton.
Again, we compare the experimental results with our

theoretical model [Fig. 2(b), red line] and the numerical

simulations of the 1D GPE. The blue band in Fig. 2(b)
indicates the simulated frequencies for N ¼ 1300 to
N ¼ 1500. The simulation predicts a lower breathing
frequency for the free soliton than the analytical approxi-
mation, but all curves are within the uncertainly range of
the experimental data.
External trapping potentials can in principle alter the

soliton dynamics [7,25,26], causing, e.g., modulations of
the soliton’s tails due to residual nonautonomous terms of
the 1D GPE in a harmonic potential [27]. For the following
experiments, however, we employ trap frequencies that are
significantly smaller than the observed oscillation frequen-
cies of the soliton (2ωz < ωsol) to decouple the influence of
the trapping potential. In summary, for small-amplitude
oscillations we find good agreement of ωsol between
our experimental results and analytical and numerical
predictions based on the 1D GPE (and nonpolynomial
Schrödinger equation [15]).
Breathing oscillations of lz close to the equilibrium size

are not the only possible excitation modes of solitons. The
existence of higher-order solitons has been predicted in the
nonlinear Schrödinger equation [3], and has been observed
for optical solitons in silica-glass fibers [2,4]. A soliton of
order n can be interpreted as a bound state of n strongly
overlapping solitons [13]. By exploiting the equivalence of
the nonlinear Schrödinger equation and 1D GPE, similar
effects were later proposed for bright matter-wave solitons
[13,28], where it was suggested that nth-order solitons can
be generated by a rapid increase of the attractive interaction
strength by a factor n2. Similarly, our simulations of the 1D
GPE show that higher-order solitons can be created for an
increased initial size of the wave packet. An nth-order
soliton forms for a sech-shaped wave function with an
initial size lðnÞz that is the n2 multiple of the healing length
lð1Þz , i.e., lðnÞz ¼ n2lð1Þz [15].
Within the 1D GPE theory, both creation methods result

in the periodic development of multipeaked structures for
higher-order solitons [3,29]; e.g., they create a sharp central
peak with side wings for a second-order soliton [Fig. 3(a)]
and a double peak for a third-order soliton [15]. Sizes and
interaction quenches that do not fulfil the previous con-
ditions lead to a “shedding” of the atomic density in the z
direction. The wave packet oscillates and loses particles
until its size and shape match the next (lower n) higher-
order soliton [3]. For a second-order soliton, the predicted
oscillation period Tð2Þ is [13]

Tð2Þ ¼ 8π
ℏ
m
!

a2r
Njafj

"
2

: ð2Þ

Recently, excitation modes of higher order have also
been used as a test bed for various theoretical models
beyond GP theory. The fragmentation of solitons with an
increased initial width was predicted within the multi-
configurational time-dependent Hartree method for bosons

FIG. 2. Breathing frequency ωsol of the soliton. (a) Atom
number dependence (Q4). Red circles, experimental data; the
uncertainty bars for the atom number indicate the standard
deviation of N over the first 100 ms of each frequency
measurement. Blue triangles, simulation of the 1D GPE [15].
Red line, analytical approximation [13,15]. Dashed gray line,
oscillation frequency of a noninteracting gas, 2ωz;f . (b) Depend-
ence of ωsol on the trap frequency (Q5). Red circles, experimental
data points forN ≈ 1450. Blue area, simulation of the 1D GPE for
N ¼ 1300–1500. Red line, analytical approximation. Dashed
gray line, 2ωz;f .
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FIGURE 4. Variation de la fréquence de l’oscillation de la longueur du soliton
avec la fréquence axiale du piège confinant les atomes. La limite d’une fréquence
de confinement nulle correspond à un soliton libre. Zone colorée : résultat d’une ré-
solution numérique de l’équation de Schrödinger non linéaire 1D pour un nombre
d’atomes entre 1300 et 1500. La ligne tiretée donne la prédiction pour un gaz
parfait. Figure extraite de DI CARLI, COLQUHOUN et al. (2019).

sociée aux oscillations amorties de la longueur du soliton devenait quasi-
indépendante de la fréquence axiale du piège quand on diminuait forte-
ment cette fréquence (figure 4). Cette limite correspond donc bien à une
caractéristique intrinsèque du soliton. Les résultats expérimentaux sont en
bon accord avec les prédictions théoriques basées sur la résolution numé-
rique de l’équation de Schrödinger non linéaire à une dimension (zone gri-
sée de la figure 4).

1-4 Cas d’une (relativement) grande déviation initiale

L’émergence d’un soliton aux temps longs n’est pas restreinte au cas
où la condition initiale est proche d’une fonction d’onde solitonique. Nous
montrons en figures 5 et 6 l’évolution d’une fonction d’onde initialement
triangulaire sous l’effet de l’équation adimensionnée (7). On voit qu’au
prix d’une perte d’environ 1% des particules, la fonction d’onde évolue
vers une solution solitonique κ/ cosh(κx). Les particules manquantes sont
"rayonnées" et forment donc un fond de densité asymptotiquement nulle
à la limite d’une boîte de calcul de longueur L infinie. Pour ces calculs, on
a pris L = 640.

0 5 10 15 20 25

−0.1

0

0.1

t

ρ0 − 1

0 5 10 15 20 25

1.98

1.99

2

t

M

FIGURE 5. Évolution d’une fonction d’onde initiale triangulaire. Le nombre
d’atomes Ns est défini comme

∫ +a

−a |u(x, t)|2 dx avec le choix (quelque peu ar-
bitraire) a = 20. Le calcul est fait sur un segment de longueur L = 640 avec une
discrétisation sur 32 768 points.
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−10 0 10
x

|u(x)|

FIGURE 6. Évolution d’une fonction d’onde initiale triangulaire (cf. figure 5). De
haut en bas, les temps sont t = 0, 2.5, 5, · · · , 12.5.

2 La méthode IST

La méthode IST pour Inverse Scattering Transform, c’est-à-dire l’inver-
sion des données de diffusion, a été initiée par GARDNER, GREENE et
al. (1967) pour résoudre l’équation KdV. Elle a ensuite été généralisée à
d’autres équations non linéaires par plusieurs auteurs, en particulier par
ZAKHAROV & SHABAT (1972) pour l’équation de Schrödinger non linéaire
qui nous intéresse ici. Nous allons la présenter de manière schématique
dans sa version proposée par LAX (1968). Nous allons nous limiter ici au
cas où la fonction d’onde u(x, t) tend vers 0 à l’infini [voir par exemple
SHRIRA & GEOGJAEV (2010), ROBERTI, EL et al. (2021) et refs. in pour des
conditions aux limites non nulles, qui permettent de retrouver les struc-
tures de Kuznetsov–Ma, d’Akhmediev et de Peregrine].

La méthode IST est une technique extrêmement puissante pour abor-
der de nombreux problèmes non-linéaires intégrables. Elle a fait l’objet de
plusieurs livres de référence, comme par exemple ABLOWITZ & SEGUR

(1981), NOVIKOV, MANAKOV et al. (1984), DRAZIN & JOHNSON (1989),
ZAKHAROV (1991) et KOREPIN, KOREPIN et al. (1997). On pourra égale-
ment consulter l’ouvrage de DAUXOIS & PEYRARD (2006) qui en fait une
présentation remarquablement claire dans le cas de l’équation KdV.

2-1 Rappel : décomposition en modes propres

De façon simplifiée, on peut considérer que la méthode IST est une gé-
néralisation de la décomposition en modes propres pour résoudre l’évolu-
tion d’un système linéaire. Commençons donc par rappeler le principe de
cette décomposition. On se donne une équation d’évolution, par exemple
l’équation de Schrödinger (linéaire) pour une fonction ψ(x, t) décrivant
l’évolution d’une particule dans un potentiel V (x) quelconque :

i~∂tψ = Ĥψ avec Ĥ =
p̂2

2m
+ V (x) (11)

Partant d’une condition initiale ψ(x, 0) quelconque, il n’est pas toujours
simple de trouver la fonction à un instant t ultérieur par intégration numé-
rique. Mais on peut contourner cette difficulté en procédant en trois étapes :
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— On résout le problème aux valeurs propres pour Ĥ :

Ĥφλ = Eλ φλ. (12)

Les valeurs propresEλ peuvent être discrètes, correspondant aux états
liés dans le potentiel V (x), ou faire partir d’un continuum, correspon-
dant aux états de diffusion.

— On décompose l’état initial ψ(x, 0) sur la base propre {φλ(x)} :

ψ(x, 0) =
∑

j

cλj φλj (x) +

∫
cλ φλ(x) dλ. (13)

où l’on a séparé de manière explicite les contributions de la partie dis-
crète et de la partie continue du spectre de Ĥ .

— On obtient la fonction d’onde solution à n’importe quel instant grâce
à :

ψ(x, t) =
∑

j

cλj
φλj

(x) e−iλjt/~ +

∫
cλ φλ(x) e−iλt/~ dλ. (14)

Si on souhaite déterminer l’évolution de plusieurs conditions initiales
ψ(x, 0), la première étape n’est à effectuer qu’une seule fois, le problème
se ramenant ensuite à déterminer les coefficients {cλ} pour chacune des
conditions initiales considérées.

2-2 Les opérateurs de Lax

Considérons l’équation de Schrödinger non linéaire sous sa forme adi-
mensionnée pour des interactions attractives :

iut + uxx + 2|u|2u = 0 (15)

et partons d’une condition initiale u(x, 0) localisée dans l’espace. Le prin-
cipe de la méthode IST est de remplacer l’étude de l’évolution non linéaire
de u(x, t) par une évolution linéaire dans un espace différent, cette évo-
lution étant elle-même traitée comme nous l’avons décrit au paragraphe
précédent (§ 2-1). Ce principe est résumé sur la figure 7.

Dans la méthode de Lax (LAX 1968), qui implémente cette idée géné-
rale, on associe une paire d’opérateurs linéaires L̂ et Â à la fonction u(x, t)

Direct Inverse

u(x, 0) u(x, t)

Données de diffusion

{aλ(0), bλ(0)}
{λj(0), cj(0)}

Données de diffusion

{aλ(t), bλ(t)}
{λj(t), cj(t)}

FIGURE 7. Principe de la méthode IST. On remplace le calcul (numérique) de
l’évolution non linéaire (flèche rouge) par trois étapes a priori plus faciles car
linéaires (flèches vertes).

solution de l’équation non linéaire étudiée. Les opérateurs L̂ et Â font in-
tervenir la fonction u et ses dérivées spatiales ; ils dépendent donc impli-
citement du temps puisque u(x, t) dépend elle-même du temps, mais ils
ne font pas intervenir ∂t. Le lien entre l’équation vérifiée par u et la paire
{L̂, Â} est le suivant :

u(x, t) solution de (15) ⇔ dL̂

dt
= [Â, L̂]. (16)

Pour une équation non linéaire intégrable donnée, il n’y a pas unicité du
couple d’opérateurs de Lax. Dans le cas qui nous intéresse ici, (eq. 15),
ces opérateurs agissent dans l’espace des spineurs à deux composantes
(ZAKHAROV & SHABAT 1972)

Φ(x) =

(
φa(x)
φb(x)

)
φa,b(x) ∈ C (17)

et un choix possible est

L̂ = i

(
∂x u
u∗ −∂x

)
Â = i

(
2∂2x + |u|2 ux + 2u∂x
u∗x + 2u∗∂x −2∂2x − |u|2

)
(18)
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Avec ce choix, on trouve :

dL̂

dt
= i

(
0 ut
u∗t 0

)
(19)

et

[Â, L̂] =

(
0 −uxx − 2|u|2u

u∗xx + 2|u|2u∗ 0

)
(20)

d’où l’équivalence donnée en (16).

Notons que Â peut également s’écrire comme un trinôme en L̂, avec des
coefficients qui dépendent de x, mais qui ne font pas intervenir l’opérateur
∂x :

Â = −2i

(
1 0
0 −1

)
L̂2 + 2

(
0 −u
u∗ 0

)
L̂ + i

(
|u|2 −ux
−u∗x −|u|2

)
. (21)

Cette forme est utile pour formuler le problème de Lax sous une forme
légèrement différente (voir appendice sur la méthode AKNS).

Le cas répulsif. Dans le cas d’interactions répulsives, pour lesquelles
l’équation de Schrödinger non linéaire s’écrit iut + uxx − 2|u|2u = 0, une
paire de Lax (L̂, Â) possible est :

L̂ = i

(
∂x −u
u∗ −∂x

)
Â = i

(
2∂2x − |u|2 −ux − 2u∂x
u∗x + 2u∗∂x −2∂2x + |u|2

)
. (22)

On remarquera que dans ce cas, l’opérateur L̂ est hermitien et son spectre
est constitué uniquement par les nombres réels.

Comme nous allons le voir maintenant, le spectre de L̂ donné en (18)
pour le cas attractif n’est pas limité aux nombres réels et cet accroissement
du spectre par rapport au cas répulsif est précisément dû à la possibilité de
générer des solitons brillants, c’est-à-dire des solutions u(x, t) localisées et
ne se déformant pas au cours du temps.

2-3 Les données de diffusion associées à L̂

Une fois l’équivalence (16) acquise, nous allons pouvoir remplacer
l’évolution sous l’effet de l’équation de Schrödinger non linéaire par l’évo-
lution de spineurs sous l’effet des opérateurs linéaires Â et L̂ selon le

schéma représenté en figure 7. Plus précisément, considérons le problème
aux valeurs propres pour l’opérateur L̂ à un instant t donné :

L̂Φ = λΦ avec Φ(x, t) =

(
φa(x, t)
φb(x, t)

)
(23)

soit en version développée :

i∂xφa + iuφb = λφa (24)

−i∂xφb + iu∗φa = λφb (25)

Ce système est voisin d’un problème aux valeurs propres pour une équa-
tion de Schrödinger (ou plutôt de Dirac) linéaire, à une dimension, avec la
fonction u(x) qui joue le rôle d’un potentiel localisé. En particulier, en de-
hors de la zone où u(x) prend des valeurs significatives, ce problème aux
valeurs propres se réduit à la résolution de

∂xφa = −iλφa ∂xφb = iλφb (26)

ce qui donne à l’ordre le plus bas en u(x) :

x→ ±∞ : φa ∝ e−iλx φb ∝ eiλx. (27)

L’analogie avec l’équation de Schrödinger n’est pas parfaite car L̂ n’est
pas auto-adjoint et ses valeurs propres λ peuvent être complexes. Par
ailleurs, la fonction u(x) qui joue le rôle de potentiel peut également être
complexe. Cependant certaines caractéristiques générales subsistent :

— À un instant t donné, le spectre de L̂ se compose d’un continuum et
de valeurs propres discrètes λ1, . . . , λn .

— La partie continue du spectre correspond à des états de diffusion, se
propageant comme e±iλx à l’infini. Il correspond à des valeurs de λ
recouvrant l’ensemble des nombres réels. Pour chaque valeur de λ ∈
R, les solutions du système (24-25) forment un espace de dimension 2.

— Les valeurs propres discrètes sont associées à des fonctions propres Φ
localisées là où la fonction u prend elle-même des valeurs significa-
tives. Pour assurer la localisation, il faut que λ ait une partie imagi-
naire non nulle, λ = ξ + iη, pour assurer un comportement en e−|ηx|

à l’infini. Notons que l’existence de ces états liés ne dépend pas du
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FIGURE 8. Les états de diffusion, états propres de l’opérateur L̂ de valeur propre λ
réelle. Les données de diffusion correspondantes sont la valeur propre λ et les deux
coefficients aλ et bλ.

signe (ou de la phase) du "potentiel" u(x). Plus précisément si (φa, φb)
T

est un état lié dans le potentiel u(x) pour la valeur propre λ, alors
(φa,−φb)T sera un état lié dans le potentiel −u(x) pour la même va-
leur propre.

Il est important de souligner dès maintenant que nous n’aurons pas
besoin de connaître la forme exacte des fonctions propres Φ(x) pour mener
à bien le programme de la méthode IST. Cette méthode repose uniquement
sur le spectre des valeurs propres λ et sur le comportement asymptotique
en ±∞ des fonctions propres.

Plus précisément, à un instant donné, par exemple à l’instant initial
t = 0, nous allons associer à la fonction u(x, 0) un certain nombre de don-
nées de diffusion, comme le coefficient de réflexion associé au "potentiel"
u(x, 0) et le comportement des états liés dans ce "potentiel". Nous montre-
rons ensuite que l’évolution dans le temps de ces données de diffusion est
remarquablement simple.

Pour la partie continue du spectre (λ réel), on définit les coefficients aλ
et bλ caractérisant les états de diffusion sous la forme (figure 8)

x→ −∞ : Φλ(x) ∼
(

1
0

)
e−iλx (28)

x→ +∞ : Φλ(x) ∼ aλ
(

1
0

)
e−iλx + bλ

(
0
1

)
e+iλx (29)

<latexit sha1_base64="d2/5qO7ZBPy+K4dkoow7N6WSUQE="></latexit>✓
0
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FIGURE 9. Un état lié, état propre de l’opérateur L̂ de valeur propre λj = ξj+iηj ,
avec ici ξj = 0, ηj > 0. Les données de diffusion correspondantes sont la valeur
propre et le coefficient cj .

Pour la partie discrète du spectre, en plus de la connaissance des valeurs
propres λj = ξj+iηj , une quantité importante est le rapport des amplitudes
de part et d’autre de l’endroit où la fonction u est localisée (figure 9) :

x→ −∞ : Φj(x) ∼
(

1
0

)
eηjxe−iξjx (30)

x→ +∞ : Φj(x) ∼ cj
(

0
1

)
e−ηjxeiξjx (31)

Nous avons privilégié ici des fonctions propres proportionnelles au spi-
neur (1, 0)T quand x → −∞ [cf. (28) et (30)], ce qui pour les états liés
impose une partie imaginaire positive pour la valeur propre λ. On peut
également obtenir des valeurs propres de partie imaginaire négative en
considérant le spineur Φ̄ conjugué à Φ :

Φ =

(
φa
φb

)
Φ̄ =

(
φ∗b
−φ∗a

)
(32)

En effet, si le spineur Φ est état propre de L̂ pour la valeur propre λ, le
spineur Φ̄ est état propre pour la valeur propre λ∗. Dans ce qui suit, nous
nous limiterons à la description du spectre dans le demi-plan complexe
supérieur (incluant l’axe réel), la symétrie λ↔ λ∗ étant sous-entendue.

Pour une fonction u(x, t) donnée, le spectre de L̂ est donc formé par :
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— l’ensemble de l’axe réel pour les états de diffusion,
— des valeurs propres discrètes en dehors de l’axe réel, conjuguées deux

à deux, correspondant aux états localisés.
La première partie du programme de la figure 7 consiste donc à associer

à la fonction initiale u(x, 0) ces données de diffusion :

u(x, 0) −→ données de diffusion : {aλ(0), bλ(0)}, {λj(0), cj(0)} (33)

2-4 L’évolution des données de diffusion

Un point central du critère d’intégrabilité, lié à l’existence d’une paire
d’opérateurs de Lax, réside dans la simplicité de l’évolution dans le temps
des données de diffusion.

Commençons par introduire l’opérateur d’évolution Û(t) entre 0 et t
défini par

dÛ
dt

= Â(t)Û(t) avec Û(0) = 1̂. (34)

Notons que contrairement à ce qu’on trouve en physique quantique où le
rôle de Â est joué par un hamiltonien hermitien et où l’opérateur d’évolu-
tion est donc unitaire, cette propriété n’est généralement pas vérifiée par
l’opérateur Û introduit ici. Toutefois, cette absence de la propriété d’unita-
rité ne va pas être un frein dans ce qui suit.

L’opérateur inverse Û−1 obéit quant à lui à l’équation d’évolution :

dÛ−1
dt

= −Û−1(t)Â(t) (35)

comme on pourra s’en convaincre en calculant Û(t + dt)Û−1(t + dt) en
fonction de Û(t)Û−1(t) à l’ordre 1 inclus en dt.

Une fois introduit cet opérateur d’évolution, on peut intégrer l’équation
d’évolution pour l’opérateur L̂ :

dL̂

dt
= [Â(t), L̂(t)] ⇔ L̂(t) = Û(t)L̂(0)Û−1(t). (36)

Récrivons cette relation sous la forme

L̂(t) Û(t) = Û(t) L̂(0) (37)

et faisons-la agir sur un état propre Φj(0) de l’opérateur L̂(0) à l’instant
initial, associé à la valeur propre λj(0) :

L̂(t)
[
Û(t)Φj(0)

]
= λj(0)

[
Û(t)Φj(0)

]
. (38)

On en déduit que la valeur propre λj(0) à l’instant initial reste valeur
propre au cours du temps et que le vecteur propre associé est

Φj(t) = Û(t)Φj(0) ⇔ dΦj
dt

= Â(t)Φj(t). (39)

La partie discrète du spectre est donc invariante lors de l’évolution dans le
temps. Nous verrons plus loin que cette partie discrète est associée aux so-
litons et cette invariance est donc la signature de la robustesse des solitons
lors de l’évolution.

L’évolution des autres données de diffusion se déduit directement de
ce qui précède. Dans la zone asymptotique x → ±∞, la fonction u(x, t)
prend des valeurs négligeables de sorte que l’opérateur Â y est donné par
[cf. (21)] :

x→ ±∞ : Â ≈ −2i

(
1 0
0 −1

)
L̂2 (40)

ce qui donne, quand on le fait agir sur un état propre de L̂ et que l’on tient
compte de (39) :

dφa
dt

= −2iλ2φa
dφb
dt

= 2iλ2φb. (41)

Le système (28-29) devient à l’instant t

x→ −∞ : Φλ(x, t) ∼
(

e−2iλ
2t

0

)
e−iλx (42)

x→ +∞ : Φλ(x, t) ∼ aλ
(

e−2iλ
2t

0

)
e−iλx + bλ

(
0

e2iλ
2t

)
e+iλx. (43)

En multipliant l’ensemble par e2iλ
2t, on en déduit pour la partie continue

du spectre (états de diffusion, λ réel) :

aλ(t) = aλ(0) bλ(t) = bλ(0) e4iλ
2t (44)
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Pour la partie discrète (états liés, λ avec une partie imaginaire non
nulle), un raisonnement identique donne :

λj(t) = λj(0) cj(t) = cj(0) e4iλ
2
j t. (45)

On a donc rempli la deuxième partie du programme de la figure 7 :

{aλ(0), bλ(0)}, {λj(0), cj(0)} −→ {aλ(t), bλ(t)}, {λj(t), cj(t)} (46)

2-5 L’inversion des données de diffusion

La troisième et dernière partie du programme de la figure 7 consiste à
inverser les données de diffusion : connaissant les aλ(t), bλ(t), {λj(t), cj(t)}
à l’instant t, peut-on reconstruire le "potentiel" qui leur est associé, en
l’occurence la fonction u(x, t)? Cette inversion est effectivement possible
même si sa mise en pratique peut être délicate sur le plan numérique.
Heureusement, même si l’on ne mène pas l’inversion jusqu’au bout, on
peut déduire un grand nombre de propriétés intéressantes en considérant
la structure formelle du processus d’inversion des données de diffusion.

Connaissant les données de diffusion, on introduit la fonction intermé-
diaire définie à un instant t donné :

F (x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞

bλ(t)

aλ(t)
eiλx dλ +

N∑

j=1

cj(t)e
iλjx (47)

Cette fonction fait intervenir une intégrale sur le spectre continu de l’opéra-
teur L̂, avec λ allant de −∞ à +∞, ainsi qu’une somme sur les éventuelles
valeurs propres discrètes, de partie imaginaire non nulle et positive.

Une fois F (x, t) connue, on cherche les solutions K1 et K2 de la paire
d’équations intégrales (équations de Marchenko)

0 = −K∗1 (x, y) +

∫ +∞

x

K2(x, s)F (y + s) ds + F (x+ y) (48)

0 = K∗2 (x, y) +

∫ +∞

x

K1(x, s)F (y + s) ds (49)

où la dépendance en t, qui joue dans ces deux équations le rôle d’un para-
mètre constant, est omise pour les différentes fonctions K1, K2 et F . Dans

le cas général, cette résolution est l’étape nécessitant le plus gros effort nu-
mérique, mais cela reste une opération linéaire. Une fois qu’on l’a effectuée,
on obtient la fonction u(x, t) solution de l’équation non linéaire de départ :

u(x, t) = 2K1(x, x, t) et
∫ +∞

x

|u(x, t)|2 dx = −2K2(x, x, t). (50)

Nous ne présenterons pas ici la justification de cette procédure et nous
renvoyons le lecteur vers les articles fondateurs de ZAKHAROV & SHABAT

(1972) et ABLOWITZ, KAUP et al. (1974). Signalons simplement qu’elle re-
pose sur l’analyse du comportement à grand λ des solutions du problème
aux valeurs propres initial L̂Φ = λΦ, la fonction inconnue u(x, t) appa-
raissant comme coefficient du terme en λ−1 dans le développement des
fonctions propres Φ.

Remarque. Une simplification notable apparaît pour des fonctions u(x)
telles que le coefficient de réflexion b(λ) s’annule pour toutes les valeurs
de λ, puisque seule subsiste alors la somme discrète sur les états liés dans
(47). C’est en fait ce cas que nous allons discuter en priorité dans ce qui va
suivre car il correspond au cas de solitons "purs".

3 Le soliton fondamental

3-1 Le soliton fondamental au repos

Comme premier exemple de la méthode IST, intéressons-nous au soli-
ton fondamental au repos. Prenons pour fonction initiale

u(x, 0) =
1

coshx
(51)

pour laquelle on sait qu’elle correspond à un soliton immobile :

u(x, t) =
eit

coshx
. (52)

Nous allons vérifier que nous pouvons retrouver ce résultat par la méthode
IST en déterminant de manière explicite les données de diffusion, c’est-à-
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FIGURE 10. Fonction propre Φ1 = (φa, φb)
T de l’opérateur L̂ associée à la valeur

propre λ1 = i/2 pour le choix u(x) = 1/ cosh(x).

dire les coefficient de réflexion b(λ) pour les états de diffusion et le spectre
d’états liés.

Le calcul du coefficient de réflexion b(λ) passe par l’utilisation de fonc-
tions hypergéométriques et indique que pour le choix (51), le coefficient
de réflexion b(λ) s’annule pour tous les états de diffusion (SATSUMA &
YAJIMA 1974) :

choix (51) : b(λ) = 0 ∀λ ∈ R (53)

Par conséquent, seule la partie discrète du spectre de L̂ contribue dans ce
cas à la fonction F (x) définie en (47).

Considérons donc cette partie discrète. La résolution de l’équation aux
valeurs propres

L̂Φ = λΦ ⇔





∂xφa +
φb

coshx
=−iλφa

∂xφb −
φa

coshx
= iλφb

(54)

passe également par l’utilisation de fonctions hypergéométriques et elle
permet de montrer qu’il y a une seule valeur propre dans le demi-plan
complexe supérieur 3 en dehors de l’axe réel (SATSUMA & YAJIMA 1974) :

λ1 = i/2 Φ1(x) =

(
ex/2/(1 + e2x)

e−x/2/(1 + e−2x)

)
(55)

3. Rappelons que les valeurs propres du spectre discret apparaissent par paires (λj , λ
∗
j ).

Il y a donc également la valeur propre −i/2 dans le plan complexe inférieur.

<latexit sha1_base64="DM4FpWuK110BTf3d6hJH4oHjOuU="></latexit>

i/2

FIGURE 11. Spectre de l’opérateur L̂ dans le demi-plan complexe supérieur pour
la fonction u(x) = 1/ coshx, c’est-à-dire un soliton au repos de masse 2. Ce
spectre est composé de l’axe réel et du point λ1 = i/2.

de sorte que c1(0) = 1. Ces deux composantes sont tracées en figure 10.
L’évolution des données de diffusion indiquée en (45) se réduit donc à :

λ1(t) =
i

2
c1(t) = e−it. (56)

et la fonction F (x) s’écrit à l’instant t :

F (x, t) = e−it e−x/2. (57)

Cette unique valeur propre dans le demi-plan complexe supérieur (figure
11) est la signature du soliton choisi en (52), comme nous allons maintenant
le montrer.

Pour cette fonction F (x), la résolution du système (48-49) est très simple
car on peut chercher des solutions sous la forme

Kj(x, y, t) = Lj(x, t) e−y/2 j = 1, 2. (58)

Ce système s’écrit alors

0 = −L∗1 + e−it−xL2 + e−it−x/2

0 = L∗2 + e−it−xL1
(59)

et sa solution est

L1(x, t) =
eit−x/2

1 + e−2x
L2(x, t) = − e−3x/2

1 + e−2x
(60)
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On peut alors utiliser la solution générale (50) et vérifier que l’on retrouve
bien le résultat exact déjà connu (52). Bien évidemment, l’utilisation de tout
l’attirail de la méthode IST pour ce cas simple du soliton fondamental au
repos semble disproportionné, mais cela permet de vérifier que le forma-
lisme que nous avons présenté est bien sous contrôle. De plus, nous allons
voir très bientôt comment utiliser ce même formalisme pour trouver des
solutions nettement moins évidentes.

3-2 Variantes autour du soliton au repos

Soliton de position différente. Le choix de la fonction initiale u(x, 0) =
1/ cosh(x−x0) ne change pas non plus les coefficients b(λ) qui restent nuls,
ni la valeur propre discrète λ1 = i/2. On retrouve le même système qu’en
(54) après changement de variable x → x − x0, ce qui a pour effet de mo-
difier la valeur de c1(0) qui devient

c1(0) = ex0 (61)

La résolution de (48-49) se fait comme dans le cas x0 = 0 et conduit à :

L1(x, t) =
eite−x/2ex0

1 + e−2(x−x0)
L2(x, t) = − e−3x/2e2x0

1 + e−2(x−x0)
(62)

On en déduit alors la solution de l’équation de Schrödinger à l’instant t :
u(x, t) = eit/ cosh(x− x0).

Soliton de masse différente. Le soliton considéré en (51) a une masse
égale à 2 : ∫

|u(x, 0)|2 dx = 2. (63)

On peut bien sûr s’intéresser à d’autres solitons stationnaires :

u(x, 0) =
κ

cosh(κx)
(64)

de masse et d’énergie données par :

M =

∫
|u(x, 0)|2 dx = 2κ E =

∫ (
|∂xu|2 − |u|4

)
dx = −2

3
κ3. (65)

Le traitement qui précède reste valable quelle que soit la valeur de κ.
Plus précisément, (i) tous les coefficients de réflexion restent nuls et (ii)
le système (54) se résout de manière identique par changement de variable
x′ = κx, ce qui indique que la valeur propre associée au soliton est désor-
mais :

λ1 = iκ/2. (66)

Elle reste donc imaginaire pure et on trouve à l’instant t

u(x, t) =
κ

cosh(κx)
eiκ

2t . (67)

Soliton de phase différente. Si l’on change la phase de la condition ini-
tiale (51) en prenant u(x, 0) = eiϕ/ cosh(x), on constate aisément qu’on
retrouve le même système qu’en (54), moyennant la substitution φb →
φbe
−iϕ. Les coefficients de réflexion b(λ) sont toujours nuls et on garde la

même unique valeur propre imaginaire pure λ1 = i/2 dans le demi-plan
complexe supérieur. La seule modification porte sur le coefficient c1(0) qui
devient :

c1(0) = e−iϕ. (68)

La fonction F (x) acquiert donc elle aussi la phase e−iϕ, la résolution
de (48-49) étant ensuite inchangée. On arrive finalement à u(x, t) =
ei(t+ϕ)/ cosh(x), comme attendu.

La comparaison de (61) et (68) est instructive : la modification du coeffi-
cient c1(0), toutes choses égales par ailleurs, permet de rendre compte d’un
changement de phase ou d’une translation de la fonction initiale u(x, 0) se-
lon qu’on modifie la phase ou le module de c1.

3-3 Le soliton fondamental en mouvement

Toujours dans un schéma à un soliton, nous pouvons également
prendre pour condition initiale

u(x, 0) =
eikx

coshx
. (69)

Nous avons vu au chapitre précédent qu’elle représente un soliton dont
l’enveloppe se propage à la vitesse 2k. Vérifions que nous pouvons retrou-
ver ce résultat par la méthode IST.
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L’équation aux valeurs propres (23) admet toujours une et une seule
solution pour λ dans le demi-plan complexe supérieur, mais cette valeur
propre a désormais une partie réelle non nulle (figure 12) :

λ1 = (i− k)/2 Φ1(x) =

(
e−iλ1x/(1 + e2x)

e+iλ1x/(1 + e−2x)

)
(70)

dont on déduit

c1(0) = 1 c1(t) = ei(k
2−1)te2kt F (x, t) = c1(t)e−x/2e−ikx/2. (71)

La résolution du système intégral (48-49) à un instant t donné peut là aussi
s’effectuer en posant

Kj(x, y, t) = Lj(x, t)e
(−1+ik)y/2 (72)

et on trouve

L1(x, t) =
ei(1−k

2)t e(ik−1)x/2 e2kt

1 + e−2(x−vt)
avec v = 2k (73)

et finalement

u(x, t) = 2K1(x, x, t) =
eikx ei(1−k

2)t

cosh(x− vt) . (74)

En résumé des deux paragraphes qui précèdent, le problème à un soli-
ton fondamental

u(x, 0) =
κ eikx

cosh(κx)
−→ u(x, t) =

κ eikx

cosh[κ(x− 2kt)]
ei(κ

2−k2)t (75)

est caractérisé à tout instant t par :

— un coefficient de réflexion b(λ) nul pour tout λ réel, donc pour tous les
états de diffusion issus de la résolution de L̂Φ = λΦ ;

— une unique valeur propre λ dans le demi-plan complexe supérieur, et
donc un unique état lié :

λ1 =
1

2
(iκ− k). (76)

Cet état lié est associé au soliton, la partie imaginaire κ de la valeur
propre caractérise la masse du soliton (M = 2κ) et la partie réelle k
caractérise la vitesse de son enveloppe (v = 2k).
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FIGURE 12. Spectre de l’opérateur L̂ dans le demi-plan complexe supérieur pour
un soliton de masse 2κ et de vitesse 2k. Ce spectre est composé de l’axe réel et du
point λ1 = (−k + iκ)/2.

Bilan. Les résultats que nous venons d’obtenir permettent de donner une
vision plus large de la robustesse du soliton discutée en § 1. Considérons
d’abord une fonction u(x, 0) ayant exactement la forme requise pour for-
mer un soliton. On sait que le spectre de L̂ sera composé de l’ensemble des
nombres réels et d’une paire de valeurs propres non réelles et conjuguées.
On sait également que les coefficients de réflexion bλ seront tous nuls.

Supposons maintenant que l’on distorde légèrement cette condition ini-
tiale u(x, 0). La nature du spectre ne va a priori pas être modifiée : il sera
toujours composé de l’axe réel (états de diffusion) et d’une unique paire de
valeurs propres en dehors de l’axe réel (un état lié dans le "potentiel" as-
socié à u(x, 0)). En revanche, les coefficients bλ deviendront probablement
non nuls.

Or, on sait que la paire de valeurs propres non réelles correspond à un
soliton. La partie imaginaire peut différer de celle du soliton désiré, ce qui
veut dire que le nombre de particules ne sera pas exactement celui visé,
la partie réelle peut également être différente, correspondant à une vitesse
elle aussi légèrement différente de celle souhaitée. Mais le soliton sera bien
présent ! Le fait que les coefficients bλ soient non nuls indique que les états
délocalisés seront peuplés, une contrepartie nécessaire puisque le soliton
n’aura pas aux temps longs le nombre d’atomes initialement prévu.

Si on modifie plus drastiquement la condition initiale, il se peut que
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la paire de valeurs propres complexes vienne fusionner avec l’axe réel et
disparaisse : cela veut dire que l’on n’a pas mis assez de particules (compte
tenu de la taille initiale) pour empêcher l’expansion du paquet d’ondes
sous l’effet de l’énergie cinétique. Toutes les particules vont se disperser et
on n’aura formé aucune structure collective localisée et stable.

Il se peut également, toujours dans le cas où la fonction d’onde initiale
est notablement différente de celle initialement visée, que d’autres paires
de valeurs propres non réelles apparaissent. On va alors générer plusieurs
solitons, une situation sur laquelle nous reviendrons dans le paragraphe
qui suit.

Dans tous les cas, la première étape de la méthode IST, c’est-à-dire la
diagonalisation de l’opérateur L̂, peut être vue comme un "détecteur de
solitons", qui renseigne de manière quantitative sur l’état final qui sera at-
teint après évaporation de toutes les particules en surplus, en donnant le
nombre de solitons, leurs masses et leurs vitesses.

4 Solitons d’ordre supérieur

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la situation où l’on a pré-
paré une fonction initiale u(x, 0) et où la diagonalisation de l’opérateur L̂
correspondant

L̂ = i

(
∂x u(x, 0)

u∗(x, 0) −∂x

)
(77)

conduit (en plus de l’axe réel) à plusieurs valeurs propres {λj , j =
1, . . . , n} dans le demi-plan complexe supérieur, et bien sûr leur complexe
conjugué dans le demi-plan inférieur.

4-1 N solitons de vitesses différentes

Nous supposons dans ce paragraphe que la fonction u(x, 0) est formée
de n paquets d’ondes bien séparés les uns des autres (figure 13),

u(x, 0) =

n∑

j=1

uj(x) (78)

x

u(x)

FIGURE 13. Fonction u(x) obtenue en prenant la somme d’enveloppes de solitons
fondamentaux bien séparés les uns des autres.

chacune des fonctions uj correspondant exactement à un soliton localisé
en xj , de masse Mj et de vitesse vj .

Intéressons-nous au problème aux valeurs propres de L̂ et considérons
d’abord les états de diffusion. On sait que chacun des "potentiels" uj(x),
pris isolément, conduit à un coefficient de réflexion bλ strictement nul.
Si les enveloppes des fonctions uj sont très séparées les unes des autres,
on peut négliger les interférences entre ces différents centres diffuseurs, ce
qui conduit à un coefficient de réflexion nul pour chaque valeur de λ. En
termes optiques, un empilement de dioptres avec un traitement antireflet
forme lui-même un système antireflet.

On déduit du résultat général (44) que les coefficients bλ vont rester
nuls au cours du temps, même si les solitons viennent momentanément au
contact les uns des autres. La fonction F (x) donnée en (47) ne comporte
alors que sa composante provenant des états discrets et la détermination
de u(x, t) à un instant quelconque ne fera pas intervenir les états de dif-
fusion. En termes physiques, on sait d’emblée qu’aucune particule ne sera
évaporée lors des collisions entre solitons.

Considérons maintenant les états liés dans le "potentiel" u(x, 0). Par
construction, chaque uj(x) donne naissance à un état lié localisé au voi-
sinage de xj , associé à la valeur propre λj de L̂. Dans l’hypothèse où les
"potentiels" uj(x) sont très séparés les uns des autres, la diagonalisation de
L̂ va conduire à n états liés très proches des états liés de chaque "potentiel"
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uj pris individuellement. Dans une formulation quantique standard, cela
revient à négliger le couplage par effet tunnel entre des puits de potentiel
arbitrairement loin les uns des autres.

Par ailleurs, le spectre {λj} va rester constant [cf. (45)]. On aura donc,
une fois que tous les solitons se seront croisés, les mêmes solitons qu’à
l’entrée. On rappelle en effet que la partie réelle de λj détermine la masse
du soliton j et la partie imaginaire détermine sa vitesse.

Le résultat général (44-45) de l’évolution des données de diffusion est
donc extrêmement puissant, puisqu’il permet de rendre compte de la stabi-
lité des solitons lors d’une collision, quel que soit leur nombre, leurs masses
et leurs vitesses. La résolution du système intégral (48-49) n’est nécessaire
que si l’on souhaite disposer de la position exacte à un instant t donné
de chaque soliton, cette position résultant du caractère attractif ou répulsif
des interactions entre solitons, lui-même dépendant de leur phase relative,
donc des coefficients cj [cf. (68-61)].

4-2 Les multi-solitons (ou solitons composites)

Dans le paragraphe précédent, nous avons fait l’hypothèse qu’il existait
un instant initial pour lequel les n solitons étaient bien séparés les uns des
autres. Nous allons maintenant considérer la situation inverse, où les soli-
tons sont initialement superposés les uns sur les autres avec tous la même
vitesse, que nous choisirons nulle.

Pour simplifier encore la discussion, nous allons supposer que la fonc-
tion u s’écrit à l’instant initial

u(x, 0) =
A

coshx
, (79)

correspondant à une masse et une énergie

M =

∫
|u|2 dx = 2A2 E =

∫ (
|∂xu|2 − |u|4

)
dx = −2

3
A2(2A2 − 1).

(80)
Si on prend A = 1, on retrouve le soliton fondamental étudié à la section
précédente (§ 3). La question que nous souhaitons aborder porte sur l’évo-
lution du système pour une valeur quelconque deA. Nous allons pour cela
utiliser les résultats de SATSUMA & YAJIMA (1974).

La résolution du problème aux valeurs propres pour L̂ se fait en élimi-
nant la fonction φb du système différentiel (24-25) pour obtenir une équa-
tion différentielle du deuxième ordre portant sur la fonction φa unique-
ment. Cette équation peut être résolue exactement, sa solution s’écrivant
en terme d’une fonction hypergéométrique. Le résultat qui importe ici
concerne le spectre discret de L̂, dont on a vu qu’il constitue un "détec-
teur de solitons". Ce spectre est tracé en fonction de A sur la figure 14 et il
a une expression très simple :

— Pour A ≤ 1/2, il n’y a aucune valeur propre en dehors de l’axe réel. Il
n’y a donc pas de soliton, le paquet d’ondes initial va s’étaler indéfini-
ment au cours du temps.

— Pour A ∈]1/2, 3/2], il y a une et une seule valeur propre dans le demi-
plan complexe supérieur, donc un seul soliton :

λ1 = i

(
A− 1

2

)
(81)

On retrouve la situation représentée en figure 2 et discutée à la fin de
la section 3 : en dehors du casA = 1 qui constitue le soliton fondamen-
tal (λ1 = i/2), il y a émission de particules ou de rayonnement pour
atteindre asymptotiquement un soliton au repos, de masse Ms = 2κ
avec λ1 = iκ/2, c’est-à-dire κ = 2A − 1 et Ms = 2(2A − 1). La dif-
férence entre la masse de départ M = 2A2 et celle du soliton est
∆M = M −Ms = 2(A − 1)2. C’est une quantité strictement positive,
sauf pour A = 1 puisque l’état initial est alors le soliton fondamental,
comme nous l’avons déjà indiqué.
Quand A tend vers la limite inférieure A = 1/2, la masse du soliton
final tend vers 0, ce qui correspond à un paquet d’onde de très faible
amplitude et de grande largeur. Quand A tend vers la limite supé-
rieure A = 3/2, la masse du soliton formé tend vers Ms = 4 alors
que la masse initiale est M = 9/2. La masse rayonnée est donc 1/2, le
paquet d’ondes solitonique final κ/ cosh(κx) ayant une hauteur supé-
rieure à la hauteur initiale (2 au lieu de 3/2) et une largeur plus étroite.

— Pour A ∈]3/2, 5/2], il y a deux valeurs propres discrètes dans le demi-
plan complexe supérieur :

λ1 = i

(
A− 1

2

)
λ2 = i

(
A− 3

2

)
(82)
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On trouve donc une situation à deux solitons fondamentaux superpo-
sés, chacun au repos puisque la partie réelle de ces valeurs propres est
nulle. Nous appellerons cette structure "bi-soliton" et nous allons re-
venir vers elle un peu plus loin pour montrer qu’elle donne naissance
à une structure oscillante (breather).

— Plus généralement, pourA ∈]n−1/2 , n+1/2], il y a n valeurs propres
discrètes dans le demi-plan complexe supérieur :

λ1 = i

(
A− 1

2

)
, . . . , λn = i

(
A− n+

1

2

)
. (83)

Cette structure correspond à un multi-soliton, c’est-à-dire n solitons
fondamentaux superposés, tous de vitesse nulle.

Les coefficients de réflexion bλ qui caractérisent le spectre continu (λ
réel) ont également une expression remarquable (SATSUMA & YAJIMA

1974) :

bλ = i
sin(πA)

cosh(πλ)
. (84)

On constate en particulier que pour les valeurs entières deA, c’est-à-direA
choisi au centre des segments que nous venons d’identifier, les coefficients
de réflexion bλ s’annulent pour toutes les valeurs de k. En ces points, le
spectre continu ne contribue donc pas à l’expression de la fonction F (x)
définie en (47). Il n’intervient pas non plus dans la résolution du système
(48-49) qui fournit la fonction u(x, t) à tout instant. Pour ces valeurs en-
tières de A, aucune particule ou aucun rayonnement n’est émis par le sys-
tème lors de son évolution : toutes les particules restent sous la forme d’un
multi-soliton.

On peut vérifier cette absence d’évaporation pour les valeurs entières
A = n en comparant la masse initiale Mini = 2A2 = 2n2 [cf. (80)] et la
masse totale des A = n solitons individuels associés aux valeurs propres
λj = i(n− j + 1/2) [cf. (64-66)]. Les amplitudes κj = 2|λj | de ces n solitons
sont les nombres impairs 1, 3, . . . , (2n− 1) et la masse totale vaut

Mtot = 2

n∑

j=1

(2j − 1) = 2n2. (85)

L’égalité entre la masse initiale et la masse totale des n solitons fondamen-
taux confirme l’absence d’évaporation dans le cas où A est entier.

0 1
2

1 3
2

2 5
2

3

soliton pur

bi-soliton pur

tri-soliton pur

i/2

3i/2

5i/2

A

λj

λ1 λ2 λ3

FIGURE 14. Valeurs propres discrètes de l’opérateur L̂ pour le choix de fonction
u(x) = A/ coshx.
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4-3 Observations expérimentales

Ces multi-solitons ont été observés peu de temps après leur prédiction
pour des impulsions lumineuses se propageant dans des fibres optiques
(MOLLENAUER, STOLEN et al. 1980). Nous allons nous intéresser ici à leur
mise en évidence (beaucoup plus récente) avec des ondes de matière par
DI CARLI, COLQUHOUN et al. (2019) et LUO, JIN et al. (2020).

Nous montrons en figure 15 une série de résultats obtenus par LUO,
JIN et al. (2020). Les auteurs sont partis d’un soliton fondamental réa-
lisé avec N = 50 000 atomes de 7Li fortement confinés selon deux axes
(ω⊥/2π = 300 Hz), avec un confinement beaucoup plus faible dans la troi-
sième direction, notée ici z (ωz/2π = 1 Hz). À un instant donné, ils mo-
difient soudainement la force des interactions g en changeant la longueur
de diffusion à l’aide d’une résonance de Fano–Feshbach. Le changement
correspond à g → A2g avec A = 1.9(3) pour le haut de la figure 15, et à
A = 2.6(4) pour le bas de cette figure. On pourra vérifier que cela revient à
préparer le paquet d’ondes A/ coshx pour l’équation de Schrödinger non
linéaire en coordonnées réduites que nous avons utilisée dans ce chapitre.

Dans le cas A = 1.9 ≈ 2, on obtient un objet composite formé des deux
solitons élémentaires d’amplitudes 1 et 3, associés aux valeurs propres
i/2 et 3i/2. Les deux coefficients c1(t) et c2(t) entrant dans le calcul de
la fonction F (x) varient comme e4iλ

2
j t [cf. (45) et (47)], ce qui fait appa-

raître la fréquence de battement ωB = 4( 9
4 − 1

4 ) = 8 en unités réduites.
On s’attend donc à observer une oscillation périodique de la largeur du
paquet d’ondes et de sa densité centrale à la fréquence ωB = 8, ou encore
ωB = ω⊥N2(a/2aoh)2 en unités dimensionnées où a désigne la longueur
de diffusion après changement.

Les données expérimentales sont en excellent accord avec cette prédic-
tion. SATSUMA & YAJIMA (1974) donnent l’expression de la fonction u(x, t)
pour ce bi-soliton. Nous ne l’écrirons pas ici car elle est assez compliquée,
mais nous donnons l’évolution de la densité centrale ρ0(t) = |u(0, t)|2 qui
est simple :

ρ0(t) =
8

5 + 3 cos(ωBt)
ρ0(0) (86)

et qui conduit à une variation d’un facteur 4 au cours du temps. Cette pré-
diction correspond à la courbe noire tracée sur la figure 15 (avec un déca-

dissociation of the breather into constituent solitons may
occur due to narrow potential barriers [8,26,27]. Perhaps
most interestingly, beyond mean-field effects, due to
quantum interference, may result in splitting [28–31],
dissociation [32,33], relaxation [34,35], or the complete
lack of breathing following the quench [36]. In prior
theoretical work, we evaluated the affect of quantum
fluctuations on the relative velocity of the two components
of a two-soliton breather using both the exact Bethe-ansatz
method, appropriate for small number of atomsN [32], and,
in the limit of large N, the Bogoliubov approach [33]. We
found that quantum fluctuations can produce the macro-
effect of breather dissociation over a large range of N, thus
providing the motivation of the present study to create and
characterize matter-wave breathers.
In this Letter, we report the creation and characterization

of a two-soliton breather in a BEC of 7Li atoms, and for the
first time, the experimental creation of a three-soliton
breather in a BEC. We systematically study the breathing
frequency as a function of deviations from a truly 1D
system, the strength of the nonlinearity, and the quench
ratio, and compare with 1D GPE simulations. We observe
the characteristic dynamics of the three-soliton breather,
including density splitting and recombination, using min-
imally destructive sequential imaging.
Our method for preparing an ultracold 7Li gas has been

described previously [37,38]. The atoms are optically
pumped into the jf ¼ 1; mF ¼ 1i state, where the s-wave
scattering length a can be controlled by a broad Feshbach
resonance with a zero crossing near 544 G [39]. We
describe our method for calibrating aðBÞ in [40]. The
atoms are confined in a cylindrically symmetric, cigar-
shaped potential formed by a single-beam optical dipole
trap with a 1=e2 Gaussian radius of 44 μm. In combination
with axial magnetic curvature, the overall harmonic
frequency along the axial (z) direction, ωz, is tunable
between ð2πÞ1.12 and ð2πÞ11.50 Hz. The radial trap
frequency is ωr ¼ ð2πÞ297 Hz, corresponding to an
aspect ratio, λ ¼ ωr=ωz, that is between 26 and 265.
First, we create a BEC by direct evaporative cooling in the
optical dipole trap with ωz ¼ ð2πÞ11.50 Hz and with a
tuned to 140 a0, where a0 is the Bohr radius. Following
evaporation, we ramp a from 140 a0 to 0.1 a0 in 1 s.
During this stage, ωz is kept large in order to limit the axial
extent of the repulsive BEC, thus, ensuring that only a
single soliton is formed when the interaction is changed
from repulsive to attractive. Next, a is ramped from 0.1 a0
to ai < 0 in 1 s, while simultaneously reducing ωz. This
creates a single soliton with approximately N ¼ 5 × 104

atoms, with minimal excitations. The scattering length is
then quenched from ai to af ¼ A2ai in 1 ms, where
jafj > jaij, and A2 is the quench ratio. We use polarization
phase-contrast imaging (PPCI) [38,45] to take in situ
images of the column density after a variable hold time th
following the quench.

Figure 1 shows the breathing dynamics of a two-soliton
breather. After the quench, the wave function contracts
toward the center and forms a large density peak at the half
period, followed by expansion back to the initial profile,
thus, completing a full breathing period, as shown in
Fig. 1(a). The axial density nðzÞ is obtained by integrating
the column density along the remaining radial coordinate
perpendicular to the imaging axis. The central density n0 of
the breather is measured by fitting the axial density to a
Gaussian function nðzÞ ¼ n0 exp ½−ðz=lzÞ2%, where n0 and
the Gaussian radius lz are the fitting parameters. Although
nðzÞ is not strictly a Gaussian, the n0 found in this way is a
good approximation of its true value.
To determine the frequency of anNs-soliton breather, the

central density n0 is measured as a function of th, and is fit
to the corresponding analytical solution of the NLSE for
two-soliton breathers, which for A2 ¼ 4, is [4]

n0ðthÞ ¼
α

5þ 3 cos ðωBth þ ϕÞ
; ð1Þ

where the breather frequency ωB, phase ϕ, and overall
amplitude α are fitted parameters. The solid line in Fig. 1(b)
shows Eq. (1) using the extracted parameters.

(a)

(b)

FIG. 1. (a) Experimental images of a two-soliton breather. The
values of the parameters are ai ¼ −0.15ð2Þa0, af ¼ −0.54ð3Þa0,
N ¼ 5.4ð4Þ × 104, Nc ¼ 5.2ð3Þ × 104, ωr ¼ ð2πÞ297ð1Þ Hz,
and ωz ¼ ð2πÞ1.12ð2Þ Hz, so that N=Nc ¼ 1.0ð1Þ, λ ¼ 265ð5Þ,
and A2 ¼ 3.6ð6Þ. Uncertainties are discussed in Ref. [40]. Each
image is a separate realization of the experiment, and the center of
the image is adjusted to remove shot-to-shot variation in the
center of mass. The color scale represents the column density in
this image, as well as in Figs. 2(c) and 3(a). (b) Each data point is
the result of fitting the axial density nðzÞ to find its central density
n0 for each of five images, and averaging the result. The solid line
is a fit to Eq. (1), with fitting parameters ωB ¼ ð2πÞ39.4ð6Þ Hz,
and ϕ ¼ ð2πÞ0.17ð1Þ. Error bars in n0 are the standard error of
the mean. The uncertainty in ωB is the fitting uncertainty.
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They are found to be N1 ¼ ð2A − 1ÞN=A2 and N2 ¼
ð2A − 3ÞN=A2. When A ≠ 2, the number of atoms in the
two solitons, N1 þ N2, is less than the total number of
atoms N, with the remaining atoms radiated away [4].
In principle, a measurement of N vs A2 could reveal the
efficiency of the quench, but the radiated loss fraction is
predicted to be less than N=10 and was not resolved in our
experiment.
A change in A2 modifies the chemical potentials of the

constituent solitons and, therefore, the breather frequency.
The measured ωB vs the quench ratio A2 is shown in
Fig. 2(d), where the dashed red line and shaded region
again correspond to the 1D GPE simulation, including
uncertainties in N=Nc. The dependence of ωB on A for the
two-soliton breather with no axial potential can be evalu-
ated as the soliton chemical potential difference,

ωB;1DðAÞ ¼
16ðA − 1Þ

A4
ωB;1DðA ¼ 2Þ; ð4Þ

which is shown by the solid green curve in Fig. 2(d).
We also excited a three-soliton breather by quenching by

a factor of A2 ¼ 7.1. The results are given in Fig. 3(a),
where a series of sequential images using PPCI are
displayed for a single realization of the experiment. The
Ns ¼ 3 breather displays more complex dynamics than
does the Ns ¼ 2 breather as it contains more than one
frequency component. A superposition of two solitons can
exhibit shape oscillations, but it cannot undergo a transition
between single- and double-peak shapes, which requires a
superposition of no fewer than three solitons. The breather
frequencies are the differences between the chemical
potentials, μ, of the constituent fundamental solitons.
Since μ ∝ ðN=NcÞ2, and the number ratio of the Ns ¼ 3
breather is 1∶3∶5 [4], the ratio of μ values is 1∶9∶25, giving
frequency ratios of 8∶16∶24. Identifying the smallest
frequency as ωB, we have the three frequencies: ωB,
2ωB, and 3ωB, appropriate for A2 ¼ 9.

To analyze the three-soliton breather quantitatively, we
fit the integrated 1D density for each th to either a single- or
double-Gaussian function depending on whether the cen-
tral density is a local maximum or minimum, respectively.
We extracted the central density n0ðthÞ from the fit, and
plotted it against th, as shown by the discrete points in
Fig. 3(b). For three-soliton breathers, n0ðthÞ is fitted to the
exact three-soliton breather solution of the NLSE for A2 ¼
9 obtained from the general theory [4,52],

n0ðthÞ ¼ α

!
1þ

32½3þ 5 cos ðωBth þ ϕÞ& sin2 1
2 ðωBth þ ϕÞ

55þ 18 cos ðωBth þ ϕÞ þ 45 cos 2ðωBth þ ϕÞ þ 10 cos 3ðωBth þ ϕÞ

"
; ð5Þ

with fitting parameters ωB, ϕ, and α. The result is ωB ¼
ð2πÞ10.6ð1Þ Hz and ϕ ¼ ð2πÞ0.11ð1Þ. The solid line in
Fig. 3(b) is Eq. (5) using these values. Equation (5) pertains
to the specific case of A2 ¼ 9, where the quench produces a
pure three-soliton breather with no radiation. We find that
Eq. (5) is a good approximation to the central density of a
three-soliton breather even when A2 is close to, but not
exactly equal to 9. This result is consistent with exact
theory [4] in which a breather composed of three funda-
mental solitons is created for 6.25 < A2 < 12.25.

In conclusion, we have observed the two- and three-
soliton breathers in a BEC by quenching the atomic
interaction using a zero crossing of a Feshbach resonance
in 7Li. We have shown that, by reducing the axial confine-
ment, the breather frequency approaches the 1D limit and is
well described by the 1D NLSE. Like fundamental bright
matter-wave solitons, higher-order solitons undergo col-
lapse for a nonlinearity that is too strong. Collapse arises
when the soliton is brought close to the 3D boundary, but
notably, the collapse threshold for breathers is higher than it

(a)

(b)

FIG. 3. (a) Experimental images of a three-soliton breather
produced by A2 ¼ 7ð2Þ. A series of phase-contrast images were
taken at 5 ms intervals after the quench in a single realization of
the experiment. The center of each image is adjusted to
remove the center-of-mass variation between the images.
Parameters for this data are λ ¼ 265ð5Þ, ai ¼ −0.08ð2Þa0, and
af ¼ −0.57ð3Þa0, and for the initial image (th ¼ 0),
N=Nc ¼ 1.0ð1Þ. Uncertainties are discussed in Ref. [40]. In each
subsequent image, N is reduced by 3% due to spontaneous
emission by the probe. (b) The closed circles are n0 extracted
from the column density images shown in (a). The solid line is a
fit of the data to Eq. (5), giving ωB ¼ ð2πÞ10.6ð2Þ Hz and
ϕ ¼ ð2πÞ0.11ð1Þ.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 125, 183902 (2020)

183902-4

FIGURE 15. Oscillations d’un bi-soliton (haut) et d’un tri-soliton (bas) formé avec
des atomes de lithium dans un piège harmonique. Figures extraites de LUO, JIN

et al. (2020).
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lage de l’origine des temps).

Les données de la partie inférieure de la figure 15 montrent la réalisation
d’un tri-soliton, c’est-à-dire un objet composé des trois solitons fondamen-
taux d’amplitudes 1, 3 et 5. Là aussi, l’évolution dans le temps de la densité
centrale est une fonction périodique. Elle fait intervenir les "fréquences de
Bohr" ωij = 4|λ2i − λ2j | et les résultats expérimentaux sont en bon accord
avec les prédictions issues de la méthode IST.

4-4 Peut-on décomposer un multi-soliton?

Un multi-soliton obtenu en prenantA = n ∈ N∗ pour le paquet d’ondes
initial u(x, 0) = A/ coshx est un objet stable. Il résulte de la combinaison
(non linéaire) de solitons élémentaires uj(x) = κj/ cosh(κjx) avec les am-
plitudes κj = 1, 3, · · · , 2n − 1, et sa largeur et sa densité centrale évoluent
périodiquement dans le temps. Toutefois, ce multi-soliton n’est pas un état
lié des n solitons élémentaires. Pour s’en convaincre, il suffit de comparer
l’énergie du paquet d’ondes de départ [cf (80)] :

Eini = −2

3
n2(2n2 − 1) (87)

et la somme des énergie des n constituants :

Etot = −
n∑

j=1

2

3
κ3j . (88)

La somme des cubes des n premiers nombres impairs vaut précisément
n2(2n2 − 1), d’où l’égalité entre les deux énergies.

Pour décomposer un multi-soliton en ses constituants élémentaires, il
suffit donc en principe d’introduire un élément qui brise l’intégrabilité de
l’équation d’évolution. C’est précisément ce qui a été étudié numérique-
ment par MARCHUKOV, MALOMED et al. (2019). Ces auteurs ont calculé
le comportement d’un bi-soliton quand une barrière de potentiel en forme
de distribution de Dirac, légèrement décentrée, est graduellement appli-
quée sur le système. Un résultat typique est montré en figure 16. On voit
qu’après un temps de l’ordre de 10 périodes d’oscillation du bi-soliton ini-
tial, ses deux composantes se sont séparées, l’un des constituants partant à

SPLITTING OF NONLINEAR-SCHRÖDINGER-EQUATION … PHYSICAL REVIEW A 99, 063623 (2019)

where A is an arbitrary real amplitude, which also determines
the oscillation period, T = π/(2A2), and x0 is the initial
displacement of the breather’s center from the point where the
narrow potential barrier (or well) is placed. In the simulations
reported below, we set the rise time in Eq. (3) to be τ = T ,
although other values of τ yield very similar results.

The breather given by Eq. (4) may be considered as a
nonlinear superposition of two fundamental solitons with
amplitudes

A1 = 3A, A2 = A, (5)

and zero velocities. On the other hand, solitons moving with
velocities c1,2 are represented by solutions

ψsol(x, t ) = A1,2 sech[A1,2(x − c1,2t )]

× exp[i(A2
1,2 − c2

1,2)t/2] (6)

(overlap between them may be neglected provided that
|c1 − c2|t ≫ A−1

1,2). Note that the integral norm of the breather,

∫ +∞

−∞
|ψbr (x, t )|2dx = 8A, (7)

is exactly equal to the summary norm of two solitons (6),

N (1)
sol + N (2)

sol ≡ 2A1 + 2A2 ≡ 8A. (8)

At t = 0, the breather in Eq. (4) takes the simplest shape,

ψbr (x, 0) = 2A sech[A(x − x0)], (9)

which is used as the initial condition in simulations reported
below. In a more general setting, one can use the input given
by Eq. (4) at t = t0 ̸= 0. Additional simulations demonstrate
that variation of t0 does not essentially modify systematic
results presented below for t0 = 0.

As mentioned above, our goal is to investigate the fission
of the breather into fragments, which will be mapped in the
parameter plane of (ε, x0), for both ε > 0 and ε < 0, i.e., in
the cases of the δ-like potential barrier and well. We find a
certain threshold value of x(crit)

0 (ε > 0) such that at |x| > x(crit)
0

the breather does not split but bounces back as a whole from
the potential barrier. In the next section, we demonstrate an
analytical estimate for x(crit)

0 and then produce its numerically
found values. Note that x0 = 0 is a special situation that leads
to a spontaneous-symmetry-breaking problem, in the form
of spontaneous selection of the directions in which the two
major fragments, which are close to solitons (6), move after
completion of the fission. In numerical calculations, the
symmetry-broken outcome may be determined by a weak
random perturbation, if it is added to the input, simulating
the real physical noise, either environmental or quantum.
Numerical noise, induced by truncation error, leads to the
symmetry breaking too, although its characteristics may differ
from those of the physical noise. In this work, we demonstrate
that even a tiny shift of the input, such as |x0| = 0.0002, leads
to the apparent symmetry breaking and fission of the breather,
although the fission initiated by very small |x0| develops
slowly; see Figs. 1(a) and 1(b).
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FIG. 1. Snapshots of direct simulations of splitting of input (9)
under the action of the the linear potential barrier with ε = 0.2
in Eq. (1), and different values of shift x0: (a) x0 = −0.0002,
(b) x0 = 0.0002, (c) x0 = −0.2, (d) x0 = 0.2, and (e) x0 = 1.3. The
snapshots are displayed at times indicated in the panels. The blue
solid lines represent profiles of |&(x)| at the respective moments of
time, while the red dashed line is the shape of the splitting barrier.
Panels (a) and (b) demonstrate that even an extremely small shift of
the initial position of the input from the central point leads to strong
(although slowly developing) breaking of the spatial symmetry and
fission of the breather.

B. The nonlinear barrier

It is also possible to consider the nonlinear potential bar-
rier, based on equation

i
∂&

∂t
= −1

2
∂2&

∂x2
−

[
1 − ε1√

πa
f (t ) exp

(
− x2

a2

)]
|&|2&,

(10)

where ε1 is the strength of the nonlinear potential. A perma-
nent localized nonlinear potential was considered in Ref. [41]
for splitting of an incident fundamental soliton but not of a
breather. The experimental realization of the nonlinear barrier
in an atomic BEC was proposed in Ref. [41], assuming that
a narrow laser beam is applied in a narrow region, reversing
the local interaction between atoms from attractive to strongly
repulsive.

III. NUMERICAL METHODS
AND ANALYTICAL ESTIMATES

The evolution of the breather under the action of the
splitting potential was simulated in the framework of Eq. (1)
with g = 1, using input (9), in which the remaining scaling
invariance makes it possible to fix A ≡ 1, while keeping ε

063623-3

FIGURE 16. Évolution d’un bi-soliton quand une barrière de potentiel V (x, t) =
εf(t)δ(x) est appliquée au système. La barrière est légèrement décentrée par rap-
port au bi-soliton. Les deux constituants sont alors éjectés de part et d’autre de
la barrière. Le temps T représente la période d’oscillation du bi-soliton. Figure
extraite de MARCHUKOV, MALOMED et al. (2019).

gauche de la barrière et l’autre à droite. On vérifie que les produits de la fis-
sion sont indépendants des détails de la barrière, c’est-à-dire sa hauteur fi-
nale ou son décentrage : les fragments sont les constituants fondamentaux
du soliton et la barrière est uniquement un "catalyseur" pour les révéler.

Un résultat similaire est obtenu quand on envoie un multi-soliton sur
une barrière de potentiel, certains constituants élémentaires pouvant être
réfléchis alors que les autres sont transmis (DUNJKO & OLSHANII 2015).
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Appendice : l’approche AKNS

Une version équivalente à la formulation adoptée ici consiste à pas-
ser de la manipulation d’opérateurs linéaires, comme les opérateurs L̂ et
Â, à de simples matrices 2 × 2 fonctions de x que nous noterons Û et V̂
(ABLOWITZ, KAUP et al. 1974). Le prix à payer est l’introduction d’un pa-
ramètre supplémentaire λ, qui était une valeur propre de L̂ dans le traite-
ment de ce chapitre.

Pour présenter cette approche pour l’équation de Schrödinger non li-
néaire, réécrivons le système (24-25) sous la forme

∂xΦ = ÛΦ (89)

avec 4

Û = Û0 + λÛ1 Û0 =

(
0 −u
u∗ 0

)
Û1 =

(
−i 0
0 i

)
. (90)

De même, la combinaison de l’équation d’évolution déduite de (34)

Φ(t) = Û(t)Φ(0) (91)

et du développement (21) de Â en puissances de λ conduit à poser

∂tΦ = V̂ Φ (92)

avec
V̂ = V̂0 + λV̂1 + λ2V̂2 (93)

et

V̂0 = i

(
|u|2 −ux
−u∗x −|u|2

)
V̂1 = 2Û0 V̂2 = 2Û1 (94)

Dans ce point de vue, λ est un paramètre indépendant du temps et
l’équation de Schrödinger non linéaire est retrouvée en imposant que les
deux équations ∂xΦ = ÛΦ et ∂tΦ = V̂ Φ soient compatibles l’une avec
l’autre quel que soit λ. Cette condition de compatibilité se déduit de

∂t (∂xΦ) = ∂x (∂tΦ) (95)

4. ne pas confondre cette matrice Û avec l’opérateur d’évolution Û introduit plus haut !

ou encore (
∂tÛ − ∂xV̂ + [Û , V̂ ]

)
Φ = 0. (96)

Rappelons que dans ce point de vue, Û et V̂ sont simplement des fonc-
tions de x (pas des opérateurs). En tout point où Φ ne s’annule pas, on doit
donc imposer que la matrice agissant sur Φ soit nulle. On peut vérifier, par
exemple en identifiant les termes faisant intervenir chaque puissance de λ,
que cette condition est satisfaite si et seulement si u(x, t) obéit à l’équation
de Schrödinger non linéaire :

∀λ : ∂tÛ − ∂xV̂ + [Û , V̂ ] = 0 ⇔ iut + uxx + 2|u|2u = 0. (97)

Le couple de matrices (Û , V̂ ) est également appelé paire de Lax pour cette
équation non linéaire.

L’équation (96) est appelée condition de courbure nulle car elle correspond
à l’annulation du tenseur de courbure Fµ,ν = [∂µ −Aµ, ∂ν −Aν ].
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