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Solitons brillants, solitons sombres

N particules
| Solitons brillants : interactions attractives dans un gaz 1D

densité p, densité p,

Solitons sombres : interactions répulsives dans un gaz 1D

Structures de taille constante dans le temps, pouvant étre au repos ou se déplacer a vitesse constante

2

Pour le cas du soliton sombre, la vitesse v doit rester inférieure a la vitesse du son ¢ (avec mc* = gp,)



Melange de deux superfluides

Description par deux fonctions d’onde v (x, 1) et ys(x,1)

Evolutions non linéaires couplées pour v, (x, 1) et ys(x,1)

Les particules 1 sont sensibles a :
\ 2
e leur propre espece —— champ moyen g;; |y, |
e alespéce 2 — champ moyen g, |y, |2

Il en va de méme pour les particules 2



Une situation tres riche

e Trois parametres d’interaction: g1, € , &1»

e Nature de la geéométrie : 1D, 2D, 3D

e RoOle possible des fluctuations quantiques

Pourg,, < O et |g,| grand: formation de

gouttelettes quantiques ou de solitons brillants
selon la dimensionalité du probleme

cf. cours 2021-22

Cheiney et al.,
PRL 120 135301




La situation considérée ici

e Masses identiques m; = m,

e Toutes les interactions sont répulsives <= Les trois coefficients g;; sont positifs

répulsion intra- et inter espece

e Les fluctuations quantiques ne jouent pas de role significatif

Toutes les énergies de champ moyen sont positives : il n’y a pas de
compensation entre elles, contrairement au cas des gouttelettes quantiques

La superposition des deux especes est-elle miscible et peut-on former des structures stables ?

A )
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non miscible miscible



Analogie magnétique

Le mélange de deux superfluides dans le cas

11 ~ 82 ~ 812

est formellement équivalent au cas d’une chaine de moments magnétiques, prise a la limite continue

i\\ L&//W\ | )

Solitons a deux fluides <  Solitons magnétiques



Plan du cours

1. la chaine ferromagnétique anisotrope

Configurations “axe favorisé” ou “plan favorisé” (“easy-axis” ou “easy-plane”)

2. Un mélange binaire de condensats

Configurations “non miscibles” ou “miscibles”

3. Le soliton magnétique

Relation de dispersion E(P) périodique

4. Oscillations de Bloch d’un soliton magnétique !



1.

La chalne ferromagnétique

Interaction d’échange, anisotropie favorisant un axe ou un plan



Chalne de moments magnétiques

/T\

1\\/;&,&///\ .

Hi

v \
T Hin

Interaction entre moments magnétiques : interaction “d’échange” entre proches voisins
—JZ/M'/MH J>0
i
Origine : énergie électrostatique + principe de Pauli (les interactions dipolaires magnétiques sont négligées)

B (Bt i)

N
Pour un moment magnétique u;donné @ —J u; - (W1 + Wi leff

_ﬁ’i.

J > 0 : tous les moments magnétiques sont alignés (dans une direction quelconque) dans I'état fondamental



Chaine de moments magnétiques (2)

0\ T T
terme isotrope :
\ v /N
| \\/ B / | 7 —JZVi‘ViH J >0
iz "

Lo b,

l

Il y a souvent une légere anisotropie liée a la structure du mateériau :

(2) ,,(@) /
/ Z'“i Hin1 <
i
e J' > 0:favorise une aimantation selon I'axe z “easy-axis”

e J' < 0:favorise une aimantation dans le plan xy “easy-plane”



Dynamique d’un moment magnétique

e Lien entre moment cinétique et moment magnétique : rapport gyromagnétique y

» Equation du mouvement pour un moment magnétique u ;



Passage a la limite continue

Hio1 i i
\ Wu; voisinde u;_ et u;.
| » W) — uix,1) X; = 1a
a

Termes contribuant a I'évolution du moment magnétique 71‘ :

— — — 827
- ﬂ(xi_1)+ //t(xl-+1) — Zﬂ(xl-) + a* 352 + @(a4)

T

ne contribue pas: w X uw =0

— ﬂ(Z)(xi_1)+/4(Z)(xi+1) = 2/4(Z)(xi) + @(512)

T

| J'| << J: c'est légitime de s’arréter a l'ordre 2 ici 13



Equation de Landau-Lifshitz (1935)

passage a un champ continu 2 (x, )

ou — — 0’ A
o T B B = Ja? - 20 u®7
a P o2 K

On peut ajouter :

e |'action d’'un champ magnétique extérieur (cf. notes de cours)

e un terme dissipatif : équation de Landau-Lifshitz-Gilbert (1955)



Passage en unités réduites

—_— 2_)

— =y - a 3 —
— =y U X B dvecC B = Jaz a F 2J //t(z) Z ‘ H (X, t) ‘ — H
ot 0x?
» J ,
Unité de longueur : xoza\/z‘” |J|<J = xy>a
1
Unite de temps : 7y = /
2yp | J]
U ot ox?2

+ : easy-axis (J' > 0)
— :easy-plane (J' < 0)



Passage en coordonnées angulaires

—
m

—=mXb avec =

ot

Evolution des fonctions angulaires (x, t), ¢(x,t) ?

. 0, = —20¢,cos0 — @, sind

|
HXX
@, = —cos@((pfil) + 9

+ : easy-axis (J' > 0)
— :easy-plane (J' < 0)
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2.

Un mélange binaire de condensats

espece 1

espece 2

17



Critere de miscibilité

Deux configurations possibles :

miscible non miscible

Quelle configuration correspond a I’énergie minimale ?

On néglige les effets de surface (< effets de volume)

1
Configuration 1 : les deux fluides occupent le volume V : E, = BX% (811N12 + 281, NN, + 822N22)

Configuration 2 : les deux fluides occupent respectivement les volumes V, et V,

2 2
E = 811dVi | 8201V3 a minimiser avec la contrainte V, + V, =V
sep !
2V, 2V,




Critere de miscibilité (2)

miscible

Configuration 2 apres minimisation sur V, et V, :

Meélange

Configuration 1 :

miscible <<

non miscible

1
_ 2 2
Eep = oV <811N1 T 2\/811822 NV, + 822N2>

1
Ehom — 2_V (gl 1]\]12 T 2g12 N1N2 T g22N22>

812 <4/811 &2

19



Kamchatnov et al., PRA 89 033618

La description du mélange de condensats
Qu et al., PRL 116 160402

Le mélange binaire de deux superfluides est décrit par

o deux champs complexes y;(x,1) et y,(x, 1)

ou alors

o quatre champs réels p,(x, 1), @,(x,1) et p,(x,1), p,(x,1) avec y, =./p; €% et y,=,/p, e

On va se placer ici dans le régime ou tous les coefficients g;; sont voisins (régime de Manakov)

—— Existence de deux échelles d’énergie tres difféerentes
—— Pour les excitations de basse énergie, reduction a I'évolution de deux champs reels

20



Le régime de Manakov

On prend pour simplifier les calculs g;; = g,, = g et on definit

8 = 812~ 8 indice “s”: spin

On se place au voisinage de la limite de miscibilité g,, = \/811 255, Cest-a-direici g, = &

Onadonc: |g| <K g

o Excitations de basse énergie, a densité totale p; + p, e =

constante : font intervenir g — P2 | /\/\ *
e Excitations de plus haute énergie, pour lesquelles P11 P2 | \/\/ :

la densite totale p; + p, varie : font intervenir g

Elles seront ignorées dans la suite .



Description du fluide (régime de Manakov) N W

Densite totale constante dans le temps et dans I'espace : p,;(x,1) + p,(x,1) = p,

Paramétrisation des densités par une fonction 0(x, t) :
O(x, 1)
2

O(x, 1) ]

] pr(x, 1) = pg sin” [ )

p1(x, 1) = pg cos? [

Fonctions d’onde des deux superfluides :

e(xa t) : : 6’()6, t) :
, 1) = 1¢py (x%,1) 1) = elgﬂz(x,t)
(X, 1) \/Po COS [ 5 ] ¢ WH(X, 1) = +/pp SIN [ 5 ]

Trois fonctions inconnues ?
Oui, mais les deux phases @(x, ) et @,(x,) n’évoluent pas de maniere indépendante

densité totale constante = Courant total J indépendant de x

n
J=pyvy+py, avec v = deqoj .



La paramétrisation du mélange

Fonctions d’onde des deux superfluides :

Q(X, t) : : Q(.Xf, t) :
v (X, 1) = /Po [ 5 ] Yr(X, 1) = 1/Po [ 5 ]

On ecrit les phases ¢, et ¢, en termes de fonctions somme et difference :

— Y

D(x,1) = @(x, 1) (x, 1)
< . & hypothese sur le courant total : /=0 = @, =cos0 ¢,

q”(xa t) — (ﬂz(x, t) T (ﬂl(.X, t)

P

On parameétre donc le mélange par les deux champs 0(x, 1) et @(x, 1) :

—ig/2 , ,
(Wl) N Qi ®/2 cos(0/2) .140 Equations de Schrodinger Equations d’évolution
¥> sin(8/2) et'¥/? non-linéaires couplées des deux champs 8 et ¢



La chaine magnétique retrouvee | \\\/ . /1

. 0/2 —1¢/2
Yy _ T el cos(0/2) e | O =cosd o,
V2 sin(6/2) e*t1¢/2
h 2mx; )
Choix d’unités de longueur et de temps :  x,, = f, = 0 —
v 2m| gl po n | &1 po
longueur de cicatrisation de spin
Les deux équations de Schrodinger non linéaires couplées conduisent a :
0, = —20¢,.,cos0 — @, sino
< 0
= —cosf(p?x1) + —=
v (i % 1) sin @
mélange de + :non miscible (g, > 0) chaine : easy-axis (J' > 0)

condensats — : miscible (g, < 0) magnétique — :easy-plane (J' < 0)



3.

Le soliton magnétique

Revue pour la matiere condensée : Kosevich et al, Physics Reports 194, 117-238

Gaz quantiques :

théorie : Qu et al., PRL 116, 160402 (2016)
expérience : Farolfi et al., PRL 125, 030401 ; Chai et al., PRL 125, 030402 (2020)

Cas miscible

théorie : Bresolin et al., PRL 130, 220403 (2023)
Cas non-miscible

expérience : Rabec et al. arXiv 2412.04355 (2025 ?)



Structure de la solution (cas non miscible)

N, particules

espece 1 (majoritaire) : bain

espece 2 (minoritaire) :
impureté mésoscopique

Rappel : hypothese d’'une densité totale constante

p1(x)

p2(x)

\/

composante majoritaire (1)

composante minoritaire (2)

AN

| 7Y a—ig/?2
(VIl) _ \% e1(I)/2 COS(Q/ ) c | (Dx — cos O 0.
V2 sin(0/2) et
On cherche une paire de fonctions (0, @) telle que :

O(x,t) = 0(x — vt)
p(x,t) = Qt + y(x — vt)

parametres : Q, v

26



Le soliton magnétique au repos

O(x,t) = 0(x)
p(x, 1) = Qt + y(x)

Solutions si et seulementsi 2 > — 1

P L0 2(1 + Q)
= S1N™ —

0 2 24Q+|Q|cosh(2y/1+Q x)

Pour une valeur donnée de NV,, deux solutions possibles :

Po(X)

Po

0.9

0, = —20¢.,cos0 — @, sin0
Q, = —COSH((pzil) T Hxx
t i sin &
2+ Q+2/1+Q
N, = poxoIn Q)
\ 5

A 27



Réalisation expérimentale .
Rabec et al. arXiv 2412.04355

Condensat quasi-1D d’atomes de rubidium 8/Rb /-N

Niveau fondamental de spin 1 _‘_ — ——
m=—1 m=+1
Etat initial : segment d’atomes dans I'étatm = — 1 (longueur 60 pm, densité 400 atomes/um)
Préparation du soliton : transfert selectif dem = — 1 versm = 4 1 par L ‘
un processus multi-photonique, avec un laser au profil spatial controlé : - N, = 1300 -

on imprime le profil de densité p,(x) recherché (solution A)

Que se passe-t-il ensuite ?

x (pm)
30 20 10 0 —10 =20 -30

28



A-t-on préparé un soliton ?

N, atomes

7~

E— — —

x (pm)
m = —+ 1 30 2(0) 10 0 —-10 =20 -=30

m=—1

Evolution de la largeur de la structure pour m = + 1 selon le nombre d’atomes qu’on y a injectés

Structure stationnaire pour N, ~ 400 atomes

Bon accord avec la valeur prévue pour ce superfluide

0y (nm)

°N, =204 « N, = 277
°N, =369 - N, =536
eN, =816 N, = 1024

0 10 20 30
t (ms)

29



Le soliton magnétique en mouvement

Calculs un peu longs...

prx) .0 2(1 + Q —v/4)
= S1In™ — =

o 2 24 Q+4/Q2+1v2cosh(2y/1 + Q — v2/4 x)

V2

4

Zone autorisée dans le plan (v,€2): Q> — 1 A

, N, 2+ €
Nombre d’atomes dans la composante 2: cosh =
PoXo Q2 + 12

Points du plan (v, ) accessibles pour un nombre d’atomes donné : (2 + Q)? = C? (Q* + v?)

ellipse



Impulsion canonique d’un soliton magnétique

cf. cours 3 sur les solitons gris

composante1: Py =P+ P,

ontre—courant, |

:—msz + PC

ontre—courant, 1

composante 2: P, = P, = mN,v

N, particules

Dans I'hypothese ou la densité totale p; + p, est constante, les deux impulsions locales se compensent

Il reste : Pcanonique — Pcontre—courant,l - h,O() A(pl avec A(pl — (pl(-I-OO) - (pl(—OO)

L’'impulsion canonique est proportionnelle a une différence de phase

3



Energie d’un soliton magnétique P. = —hp, A,

Calculée a partir de la fonctionnelle d’énergie de Gross-Pitaevskii

2
|

h’ 1
Elyi,ys] = %J( [0 |7 + | 0.y \2) dx 5 J 1811 PT(X) + 2815 P ()P (X) + 895 p3(0)| dix pi =y
cinétique interaction
2E, h
On trouve : E=—a cos (Pcan/ hpo) Cte a = — Ey = —ppXy
Slnh(Nz/poxO) tO

Lien entre vitesse et impulsion canonique :

_<3_E> =% Gin (P, /)
V= P — hp() SN L/ 1Py

~/

Po-V2

L et v sont des fonctions périodiques de I'impulsion !



4.

Oscillations de Bloch d’un soliton magnétique

Kosevich et al., JETP 87, 401 (1998)
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Les oscillations de Bloch “usuelles”

Particule quantique en mouvement dans V(x) t
un potentiel périodique de période a

spectre forme de bandes
d’énergie autorisées

1gx/h

Les états propres sont des fonctions de Bloch : l//n,q(x) = ¢ un,q(x) ou u, ,estune fonction périodique

q




Les oscillations de Bloch “usuelles” (2)

On ajoute une force extérieure uniforme f agissant sur la particule (en plus du potentiel périodique V(x))

tE

_ d
/\ =2 Evolution du quasi-moment : bt =1

dr

|
—nhla 0 +rh/a

Hypothese : force suffisamment faible pour que la particule reste dans la bande n = 1

\ 27h - 2nh
Apres le temps t; = ——, le quasi-moment a augmenteé de ——: on a parcouru toute la zone de Brillouin

af a

Mouvement périodique de période 15



Solitons magneétiques et oscillations de Bloch

0, (%) \/ On applique une force f sur chaque particule de la composante 2
composante majoritaire (1) La force f est supposée suffisamment faible pour ne pas “casser” le soliton
(x) composante minoritaire (2)
& Force sur les N, particules: F =N, f
Y di
. . . L dpP
— L'impulsion du soliton augmente linéairement avec le temps : d_ = F
[

—> Energie et vitesse sont des fonction périodiques de P

E=—a cos (P/ hpo) + Cte v = (a/hp,y) sin (P/ hpo)

Quand P a augmenté de 7ip,, le soliton doit étre revenu a son état initial

2rhp, 2rh/a

Mouvement oscillant de période 5z = a comparera fp = pour les OB “usuelles”

F f




Observation expérimentale

On exerce une force différentielle sur I'espece 2 (m = + 1)
grace a un gradient de champ magnétique

ol Evolution de la phase du bain
+ N | T
A b e e g s
EFAWANANNES T ¥y
¢ + + - .
0 I S t=0 t=Tgl2 t = Ty t =3Tg/2
0 0.2 0.4 0.6

t (s)

période de |'oscillation en bon accord avec la prédiction
37



Période de |'oscillation du soliton

La constante de Planck intervient directement:
c’est un phénomene d’origine quantique

F = N, f:cen’est pas un phénomene a 1 particule,
T F=N,f mais une réponse collective des N, particules

Qu’est-ce qui est quantique dans ce phénomene ?
Réponse : le bain uni-dimensionnel, avec sa relation de dispersion périodique E(P)

Bloch (1973), Haldane (1981)

Ce phénomene peut étre interpreté comme un effet Josephson avec une jonction mobile

Bresolin et al. (2023)
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