
Chapitre 2

Dynamique d’une jonction Josephson
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Le chapitre précédent a été consacré à la présentation des jonctions Jo-
sephson supraconductrices et à leur transposition à des fluides d’atomes,
avec des faisceaux laser focalisés qui jouent le rôle de la barrière isolante
des jonctions solides.

Pour une jonction supraconductrice, nous avons donné les deux rela-
tions fondamentales proposées par Josephson :®

I = Ic sinφ

ℏφ̇ = 2eV
, (1)

où φ désigne la différence de phase entre les supraconducteurs placés de
part et d’autre de la jonction, I représente l’intensité électrique traversant
la jonction, V la tension électrique à ses bornes, et 2e > 0 la valeur absolue
de la charge d’une paire de Cooper. L’intensité critique Ic est un paramètre
qui caractérise la jonction.

Toujours à propos des jonctions supraconductrices, nous avons intro-
duit un modèle plus complet permettant de décrire les principaux phéno-
mènes accompagnant l’effet Josephson. Ce modèle RCSJ, pour resistively
capacitance shunted junction, est représenté sur la figure 1. Nous allons l’uti-
liser dans ce chapitre pour établir la caractéristique de la jonction, c’est-à-
dire la tension moyenne V̄ qui apparaît à ses bornes quand on l’alimente
par un générateur de courant délivrant une intensité I constante. Cette
étude sera basée sur un modèle célèbre dans la physique des jonctions,
celui de la "planche à laver inclinée".
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FIGURE 1. Le modèle RCSJ, avec une résistance R et une capacité C en parallèle
avec la jonction idéale décrite par (1). L’ensemble est alimenté par un générateur
de courant délivrant l’intensité I .

Nous passerons ensuite à la transposition de ces notions à une jonc-
tion atomique. Nous présenterons un schéma ingénieux proposé par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) pour simuler la présence d’un généra-
teur de courant. Ce schéma consiste à placer une barrière mobile dans le
fluide, l’intensité traversant la barrière étant directement proportionnelle à
sa vitesse, au moins dans le régime I < Ic. On peut alors retrouver pour
ces fluides atomiques l’équivalent des paramètres du modèle RCSJ.

Une question importante concernant la transposition de l’idée de Jo-
sephson à des gaz d’atomes porte sur les mécanismes physiques de la dissi-
pation (le "R" du modèle "RCSJ"). Nous décrirons des analyses numériques
récentes ainsi que des expériences qui ont mis en évidence le rôle essentiel
des solitons et des vortex dans le régime dissipatif.

Pour terminer ce chapitre, nous reviendrons aux jonctions supracon-
ductrices pour décrire brièvement les recherches de Clarke, Devoret et Sha-
piro, fondées sur la version quantique du modèle de la planche à laver in-
clinée, recherches qui ont été récompensées par le prix Nobel de Physique
2025.

1 Caractéristique d’une JJ supraconductrice

1-1 Rappel sur le modèle RCSJ

Nous avons introduit au chapitre précédent le modèle RCSJ (resisti-
vely capacitance shunted junction) qui permet de décrire de manière semi-
quantitative la dynamique d’une jonction Josephson, possiblement alimen-
tée par un générateur de courant ou un générateur de tension.

Rappelons brièvement les principaux ingrédients de ce modèle. Nous
notons φ = φa − φb la différence de phase entre les deux côtés de la jonc-
tion, V = Va − Vb la différence de potentiel électrique, et I l’intensité élec-
trique totale circulant de a vers b. La structure électrique envisagée dans le
modèle RCSJ est représentée sur la figure 1 et elle comporte trois éléments :

— un élément Josephson idéal traversé par le courant Ic sinφ ;
— une résistance traversée par le courant V/R ;
— un condensateur de capacité C, portant la charge Q = CV et traversé

par le courant Q̇ = CV̇ .

On a donc le lien suivant entre l’intensité totale I(t), la phase φ(t) et la
tension V (t) :

I = Ic sinφ+
V

R
+ C

dV

dt
, (2)

ainsi que le lien ℏφ̇ = 2eV entre la phase φ(t) et la tension V (t) (seconde
relation de Josephson dans (1)).

Si l’on élimine V au profit de la phase φ, on aboutit à l’équation diffé-
rentielle non linéaire du deuxième ordre en φ :

I = Ic sinφ +
ℏ

2eR
φ̇ +

ℏC
2e
φ̈ . (3)

Nous envisagerons dans la suite de ce cours différentes configurations :
I peut être maintenue constante par un générateur de courant, et il s’agit
alors de déterminer φ(t) et donc V (t), en particulier sa moyenne tempo-
relle V̄ . Nous considérerons également au chapitre suivant la situation où
I peut comporter une composante continue et une composante modulée
[I(t) = I0 + I1 cos(ωt)] et nous montrerons que la tension moyenne V̄ peut
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FIGURE 2. Solution possible pour l’équation du mouvement (3) : un courant I
compris entre −Ic et +Ic, et une différence de potentiel électrique V nulle.

présenter un comportement résonnant (résonances de Shapiro). Nous ver-
rons que cette équation non linéaire donnant l’évolution de la phase φ pré-
sente une grande variété de solutions, selon l’importance de l’amortisse-
ment résistif, et qu’elle peut révéler différents phénomènes typiques de la
physique non linéaire, de l’hystérésis par exemple.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas où le dispositif repré-
senté en figure 1 est alimenté par un générateur de courant d’intensité
constante I . Nous allons chercher à résoudre analytiquement ou numé-
riquement l’équation (3) pour en déduire φ(t) et V (t).

Notons tout de suite une solution particulière qui sera toujours pré-
sente :

|I| ≤ Ic V = 0 (4)

correspondant à la phase constante φ = arcsin(I/Ic). Il s’agit du segment
horizontal dans le plan (I, V ) déjà montré au chapitre 1 et reporté sur la
figure 2.

1-2 Étude analytique pour C → 0

Nous allons nous concentrer d’abord sur le cas simple, sans hystéré-
sis, où les effets capacitifs peuvent être négligés devant les effets résistifs

Ic sinφ

Ra b

I I

FIGURE 3. La simplification du modèle RCSJ quand les effets capacitifs sont né-
gligeables.

(figure 3). On peut alors simplifier l’équation (3) pour ne garder que

I = Ic sinφ+
ℏ

2eR
φ̇. (5)

On peut distinguer deux régimes :

— Si l’intensité I est inférieure à Ic, on trouve uniquement la solution
constante φ = arcsin(I/Ic) (modulo 2π) et donc

|I| ≤ Ic : V = 0 (6)

C’est le segment horizontal tracé en figure 2 et apparaissant également
en figure 4.

— Si I > Ic, on transforme cette équation en :

∫ φ(t)

0

dφ′

I − Ic sinφ′ =
2eR

ℏ
t (7)

où nous avons pris par convention une phase nulle à l’instant t = 0.
L’intégration de cette équation conduit à (GRADSHTEYN & RYZHIK

2014) :
2√

I2 − I2c
arctan

ñ
I tan(φ/2)− Ic√

I2 − I2c

ô
=

2eR

ℏ
t (8)

dont on déduit

I tan
φ

2
= Ic+

√
I2 − I2c tan

Å
πt

T

ã
avec T =

πℏ
eR

√
I2 − I2c

. (9)

La fonction φ est une fonction croissante du temps et elle augmente de
2π quand t augmente de T . La fonction φ̇ est périodique dans le temps
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FIGURE 4. Caractéristique courant-tension dans le cas où le couplage capacitif est
négligeable. La ligne tireté représente le résultat purement résistif V̄ = RI .

de période T et il en va de même pour V (t). La moyenne V̄ de V (t)
sur une période T se calcule simplement :

V̄ =
1

T

∫ T

0

V (t) dt =
ℏ

2eT

∫ T

0

φ̇(t) dt =
ℏ

2eT
[φ(T )− φ(0)] =

ℏ
2eT

2π

(10)
ou encore, en utilisant l’expression (9) de T :

|I| > Ic : V̄ = R
√
I2 − I2c (11)

On obtient ainsi la caractéristique tracée en figure 4. Pour un courant
I très grand devant Ic , on retrouve le résultat purement résistif V̄ = RI ,
tracé en tireté sur cette figure.

Cette caractéristique courant-tension correspond en pratique au cas de
jonctions Josephson réalisées à partir de contacts ponctuels (point contact),
pour lesquelles la capacité C est effectivement très petite (BARONE &
PATERNO 1982).

1-3 La "planche à laver" inclinée

Nous prenons maintenant en compte les effets capacitifs (C ̸= 0). Pour
obtenir une intuition des solutions dans ce cas général, commençons par
omettre cette fois-ci la contribution résistive dans (3) qui s’écrit donc :

ℏC
2e

φ̈ = −Ic sinφ+ I . (12)

Cette équation décrit le mouvement d’une particule de "masse" ℏC/2e sou-
mise à la force F (φ) = −Ic sinφ+ I . Cette force dérive du potentiel

U(φ) = −Ic cosφ− Iφ (13)

La superposition du potentiel sinusoïdal −Ic cosφ et du potentiel linéaire
−Iφ est tracée en figure 5 pour différentes valeurs du rapport I/Ic. Elle est
souvent appelée de manière imagée "potentiel en planche à laver inclinée"
(tilted washboard potential), comme celle montrée sur la figure 6.

Pour ce problème sans dissipation, on identifie deux possibilités,
conduisant à des régimes différents :

— |I| < Ic (première ligne de la figure 5) : le potentiel U(φ) présente des
minima locaux, séparés de 2π. Pour une énergie donnée, on a donc
(i) un régime piégé, où la variable φ reste confinée autour d’un mi-
nimum local et (ii) un régime accéléré où la particule dévale la pente
correspondant au potentiel linéaire −Iφ. Le terme dissipatif (non pris
en compte pour l’instant) sera alors essentiel pour assurer que la "vi-
tesse" φ̇ ne diverge pas.

— |I| ≥ Ic (deuxième ligne de la figure 5) : le potentiel U(φ) ne présente
pas de minimum local, seul le régime accéléré est possible.

Les phénomènes d’hystérésis mentionnés plus haut peuvent se manifester
dans le premier cas, pour lequel deux scénarios sont en compétition.

1-4 Résultats numériques dans le cas général

Nous avons abordé dans ce qui précède deux régimes limite : celui où
les effets capacitifs décrits par C sont négligeables et qui conduit à une
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FIGURE 5. Forme du potentiel U(φ) pour différentes valeurs du rapport I/Ic.
Des minima locaux, espacés de 2π, existent seulement si I < Ic.

solution analytique, et celui où les effets résistifs décrits par R sont négli-
geables, qui conduit au mouvement dans le potentiel de type "planche à
laver inclinée". Nous passons maintenant à l’étude de la jonction quand
tous les termes de l’équation du mouvement (3) sont significatifs. Dans ce
cas, il n’est pas possible d’obtenir une solution analytique simple et on doit
se tourner vers une résolution numérique.

Avant de présenter ces résultats, il est important d’identifier le ou les
paramètres sans dimension qui caractérisent le problème. Pour cela, on di-
vise l’équation (3) par Ic :

I

Ic
= sinφ +

ℏ
2eRIc

φ̇ +
ℏC
2eIc

φ̈ (14)

FIGURE 6. Une planche à laver en pierre. Photo Wikipedia.

et on introduit l’échelle de temps

t0 =
ℏ

2eRIc
. (15)

En exprimant le temps en unité de t0, on arrive à l’équation

I

Ic
= sinφ + φ̇ + βcφ̈ (16)

où l’on a introduit le paramètre sans dimension (paramètre de Stewart-
McCumber).

βc =
2eIcR

2C

ℏ
(17)

La détermination de la caractéristique d’une jonction Josephson décrite par
le modèle RCSJ ne dépend donc que de ce seul paramètre 1. Le cas dominé
par la dissipation étudié en § 1-2 correspond au choix βc = 0. Le cas opposé
βc ≫ 1 correspond au contraire à une situation où les effets résistifs sont
faibles (i.e. R→ ∞).

On a tracé en figures 7 et 8 les caractéristiques courant-tension pour
différentes valeurs de βc. On voit apparaître un phénomène d’hystérésis
marqué pour βc > 1. En pratique, ces courbes sont calculées en recherchant

1. Je remercie Thierry Giamarchi pour une discussion sur la nature de certaines solutions
de cette équation.
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FIGURE 7. Caractéristique courant-tension déduite de (3) pour βc = 10. Cette
équation est intégrée numériquement pour chaque valeur de I/Ic. On calcule la
moyenne temporelle V̄ de la tension V (t) une fois le régime stationnaire atteint.
La courbe en trait continu rouge est obtenue en balayant I dans le sens positif,
depuis −2Ic à +2Ic. La courbe en pointillé vert est obtenue en balayant I depuis
+2Ic à −2Ic. Un phénomène d’hystérésis apparaît sur cette caractéristique : dans
la plage [−Ic,−Ir] et [+Ir,+Ic], une même valeur du courant peut conduire à
deux valeurs de la tension V̄ selon les conditions initiales choisies.

le régime forcé de (16). La fonction φ(t) est périodique en temps et on en
déduit V̄ par la relation (10).

Pour déterminer chaque caractéristique, on commence au point I = 0 et
V = 0 et on suit le régime forcé en augmentant I par incréments dI petits
devant Ic. Pour chaque incrément dI , on attend que le régime forcé soit
atteint pour déterminer la valeur de V̄ (I) correspondante. Les calculs sont
faits jusqu’à I = 2Ic pour cette figure. Ensuite, partant de la solution en ce
point (qui est proche du régime purement résistif), on revient vers le point
I = 0 en diminuant I par petits incréments.

On obtient ainsi la caractéristique dans le demi-plan I > 0, en particu-
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FIGURE 8. Caractéristique courant-tension déduite de (3) pour différentes valeurs
de βc.
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lier les deux branches d’hystérésis pour un courant compris entre Ir et Ic
(figure 7). La partie I < 0 s’en déduit par symétrie. Dans la limite βc ≫ 1,
BUCKEL & KLEINER (2008) donnent la valeur approchée Ir/Ic = 4/(π

√
βc).

Cette hystérésis correspond aux deux types de mouvement mentionnés
plus haut pour le cas |I| < Ic :

— un mouvement piégé en un minimum local du potentiel U(φ), donc à
tout instant φ̇ = 0 et V̄ = 0 ;

— un mouvement à vitesse moyenne φ̇ non nulle, donc V̄ ̸= 0, résultant
de la compétition entre l’accélération due au potentiel linéaire −Iφ et
la force de friction.

Autre paramétrisation rencontrée fréquemment. Le choix de l’unité de
temps t0 dans (14) n’est pas le seul possible. Certains auteurs préfèrent
introduire le temps t1 tel que

t21 =
ℏC
2eIc

(18)

qui est égal à 2π/ωp, où ωp est la fréquence plasma introduite au chapitre
précédent. En prenant t1 comme unité de temps, on aboutit à l’équation du
mouvement

I

Ic
= sinφ +

φ̇

Qqual
+ φ̈ , (19)

où le facteur de qualité Qqual est directement relié au paramètre βc par

Qqual =
√
βc . (20)

2 Caractéristique d’une jonction atomique

L’étude des caractéristiques courant-tension pour des jonctions Joseph-
son supraconductrices a été faite dans les années qui ont suivi la proposi-
tion de Josephson. Il n’est pas question de faire une revue de ces études ici
et nous renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques
du domaine comme BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous
allons nous intéresser ici aux réalisations plus récentes faites à partir de
gaz d’atomes ou de molécules froides.

2-1 Rappel sur les jonctions atomiques

Rappelons les résultats obtenus au premier chapitre concernant une
jonction Josephson atomique formée par un double puits, avec les nombres
d’atomes à gauche et à droite :

Na = N̄a + n , Nb = N̄b − n , (21)

et la différence de phase φ ≡ φa − φb. Le fonctionnement non dissipatif
de la jonction est caractérisé par les deux énergies EJ et EC . Son énergie
s’écrit

E(φ, n) = ∆µ n +
EC

2
n2 − EJ γ(n) cosφ , (22)

où la quantité ∆µ = µ̄b − µ̄a représente la différence de potentiel chimique
pour les nombres moyens de particules N̄a et N̄b, et où on a posé :

γ(n) ≡
 Å

1 +
n

N̄a

ãÅ
1− n

N̄b

ã
. (23)

Dans ce chapitre, nous nous limiterons à des régimes où l’on peut prendre
en bonne approximation γ(n) ≈ 1. Cette hypothèse correspond à ce que
nous avons appelé le "régime Josephson" dans le chapitre 1. Dans ce cas,
les équations d’évolution des paramètres n et φ décrivant la jonction sont®

ℏ ṅ = EJ sinφ

ℏ φ̇ = −∆µ − nEC

(24)

La quantité ṅ représente un courant de particules, donc l’équivalent du
courant électrique I pour une jonction supraconductrice. La première
équation de (24) peut donc s’écrire

ṅ = Ic sinφ avec Ic = EJ/ℏ (25)

Rappelons par ailleurs que l’énergie de charge EC est définie par

EC ≡ ∂µa

∂Na

∣∣∣∣
Na=N̄a

+
∂µb

∂Nb

∣∣∣∣
Nb=N̄b

(26)
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de sorte que la quantité intervenant dans la seconde équation de (24) peut
se simplifier en

∆µ + nEC =

Å
µ̄a + n

∂µa

∂Na

ã
−
Å
µ̄b − n

∂µb

∂Nb

ã
= µa − µb = ∆µ .

(27)

La seconde équation de (24) peut donc également s’écrire

ℏ φ̇ = −∆µ (28)

où ∆µ ≡ µa −µb est calculé pour les nombres de particules instantanés Na

et Nb.

En pratique, nous considérerons fréquemment des jonctions à l’équi-
libre pour les nombres moyens d’atomes (N̄a, N̄b), de sorte que µ̄a = µ̄b.
Dans ces conditions, on a la relation simple entre n et la différence instan-
tanée de potentiel chimique : ∆µ = nEC , qui peut également se mettre
sous la forme

n = C∆µ avec C =
1

EC
. (29)

La capacité C relie donc la "charge" n de la jonction à ∆µ.

2-2 La barrière mobile

Comment explorer directement la partie de la caractéristique composée
du segment I ∈ [−Ic,+Ic] pour une différence de potentiel nulle entre les
deux côtés de la jonction? Dans une jonction supraconductrice, on a af-
faire à un système ouvert puisque la jonction est branchée à un générateur
de courant. De nouvelles charges (paires de Cooper) peuvent être donc
injectées ou retirées d’un côté ou de l’autre de la barrière, ce qui permet
d’imposer un courant I ̸= 0 tout en conservant V = 0.

Dans une jonction atomique, composée d’un double puits de potentiel,
le rôle de V est joué par la différence de potentiel chimique ∆µ = µa − µb

entre les deux côtés de la barrière (cf. chapitre 1). Il est alors moins évident
de travailler à ∆µ = 0 car le système est isolé : avec une barrière fixe si-
tuée au centre du puits de potentiel, le passage de particules d’un côté à
l’autre de la barrière va modifier le potentiel chimique de chacune des deux

composantes : du fait des interactions entre atomes, l’un des potentiels chi-
miques va augmenter, l’autre diminuer, et on quitte le régime ∆µ = 0.

Pour contourner ce problème, GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) ont
proposé d’utiliser une barrière mobile. Idéalement, cette barrière est placée
dans un gaz de densité uniforme. Quand on met cette barrière en mouve-
ment pour atteindre une vitesse v, on peut observer deux types de com-
portement selon la valeur de v :

— Si la vitesse |v| reste inférieure à un certain seuil vc, les densités de
part et d’autre de la barrière restent égales. Cela signifie que le flux
de particules I qui traverse la barrière est égal à ρv, où ρ désigne la
densité linéique du milieu.

— Si la vitesse |v| dépasse la valeur critique vc, alors le flux de particules à
travers la barrière n’est pas suffisant pour maintenir l’égalité des den-
sités. Un bourrelet de densité se produit en amont de la barrière, et
une dépression se produit en aval. Les deux potentiels chimiques µa

et µb sont alors différents.

Ces deux scénarios sont montrés sur la figure 9, obtenue par KWON,
DEL PACE et al. (2020) sur un gaz de molécules (bosoniques) de 6Li2. Nous
reviendrons un peu plus loin sur les détails de cette expérience.

Le premier type de comportement est une manifestation directe de la
superfluidité du milieu et il rappelle le critère de Landau pour tester cette
superfluidité. Selon ce critère, on déplace une impureté microscopique
dans le milieu et on étudie si cette impureté crée ou non des excitations,
en l’occurrence des phonons, lors de son mouvement. Le résultat dépend
du rapport v/c, où v est la vitesse de l’impureté et v la vitesse du son. Pour
v < vc, aucune excitation n’est créée si le milieu est à température nulle,
donc totalement superfluide.

Dans le cas présent, l’impureté microscopique est remplacée par une
barrière macroscopique, de sorte que la vitesse critique vc est notablement
inférieure à la vitesse du son. Par ailleurs, en accord avec la première rela-
tion de Josephson, on s’attend à ce qu’une différence de phase φ = φa −φb

apparaisse entre les deux côtés de la barrière. La différence de phase φ est
reliée à l’intensité I = ρv par la relation de Josephson I = Ic sinφ, et l’in-
tensité critique Ic se déduit de la vitesse critique vc par

Ic = ρvc (30)

– page 8 –



CHAPITRE 2 : DYNAMIQUE D’UNE JONCTION JOSEPHSON § 2. Caractéristique d’une jonction atomique

Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:

d2ϕ
dt2

þ

ffiffiffiffiffi
1
bc

s
dϕ
dt

þ sinϕ ¼ Iext
Ic

; ϕ$ ¼ !Dm
ℏ

ð1Þ

Here, t = wpt, wherewp ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Ic=ðℏCÞ

p
is the plas-

ma frequency. Such phase evolution is equiv-
alent to the motion of a particle with mass
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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FIGURE 9. Haut : Jonction Josephson atomique pour un gaz de molécule 6Li2 en
forme de cylindre. La barrière centrale est mobile et permet de contrôler le flux
d’atomes traversant la barrière. Bas : deux exemples de profils de densité pour
I < Ic (gauche) et I > Ic (droite). Hauteur de la barrière : 0.6 × énergie de
Fermi, paramètre d’interaction : 1/kFas = 4.2. Figure extraite de KWON, DEL

PACE et al. (2020).

Le second type de comportement est un régime dissipatif. Le mouve-
ment de la barrière créée des excitations dans le fluide. Ces excitations dé-
pendent des détails du milieu, en particulier de sa dimensionalité : pour un
milieu strictement unidimensionnel, ces excitations sont de type phonons
et solitons noirs ou gris ; pour un milieu bi- ou tri-dimensionnel, ce peut
être (en plus des phonons) des vortex.

Nous allons modéliser le comportement de la barrière dans ce régime
par une approche de type RCSJ, en écrivant l’intensité Iext = −ρv imposée
de l’extérieur 2 comme la somme des trois termes :

Iext = −Ic sinφ+
∆µ

R
+ C

·
∆̂µ . (31)

En utilisant la seconde relation de Josephson (28), cette équation peut
s’écrire comme une équation différentielle d’ordre 2 en φ, analogue de
l’équation (3) pour les jonctions supraconductrices :

ρv = Ic sinφ+
ℏ
R
φ̇+ ℏCφ̈ . (32)

Dans ce modèle, R/ℏ est sans unité et ℏC a la dimension d’un temps.
L’intensité I et l’intensité critique Ic se mesurent en nombre de parti-
cules/seconde, leur dimension est donc l’inverse d’un temps.

2-3 Observation de la relation courant-phase

La suggestion de GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) d’utiliser une
barrière mobile pour explorer la relation courant-phase d’une jonction
atomique a été implémentée par plusieurs groupes expérimentaux, tout
d’abord LEVY, LAHOUD et al. (2007), puis RYU, BLACKBURN et al. (2013) et
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014). Nous reviendrons sur certaines de ces
expériences au chapitre 5 quand nous discuterons la physique des SQUIDs.

Nous allons nous concentrer dans ce qui suit sur l’expérience de KWON,
DEL PACE et al. (2020), dont nous avons montré les premiers résultats en

2. Le signe − rend simplement compte du fait que pour une barrière de vitesse positive
(allant vers la droite, donc de a vers b), le courant de particules qui la traverse va de b vers
a. Par ailleurs, pour v > 0, on s’attend dans le régime dissipatif à une augmentation de la
densité dans la partie droite et une diminution dans la partie gauche, donc µb > µa.

– page 9 –



CHAPITRE 2 : DYNAMIQUE D’UNE JONCTION JOSEPHSON § 3. Les paramètres des jonctions atomiques

Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:

d2ϕ
dt2

þ

ffiffiffiffiffi
1
bc

s
dϕ
dt

þ sinϕ ¼ Iext
Ic

; ϕ$ ¼ !Dm
ℏ

ð1Þ

Here, t = wpt, wherewp ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Ic=ðℏCÞ

p
is the plas-

ma frequency. Such phase evolution is equiv-
alent to the motion of a particle with mass
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:
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ma frequency. Such phase evolution is equiv-
alent to the motion of a particle with mass
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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FIGURE 10. Figure d’interférence entre les deux parties de la jonction de la figure
9, dont on déduit la phase relativeφ = φa−φb. Gauche :φ ≈ 0, droite :φ ≈ 0.4π.
Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).

figure 9. Cette expérience est réalisée avec un gaz de fermions (6Li) au voi-
sinage d’une résonance de Feshbach. On se place du côté des longueurs
de diffusion positives, de sorte que le gaz est essentiellement composé de
molécules bosoniques 6Li2.

Le gaz est confiné dans un potentiel harmonique de forte raideur selon
y et z, et de raideur beaucoup plus faible selon x. Grâce à deux nappes
de lumière additionnelles, on sélectionne la partie centrale du nuage, qui a
donc la forme d’un cylindre allongé de longueur 140 µm avec une densité
linéique quasi-homogène ρ = 300 molécules/µm (figure 9). Au voisinage
du centre, on place une troisième nappe de lumière, de plus faible intensité
et d’épaisseur ∼ 1µm, qui joue le rôle d’une barrière tunnel. Deux types
de mesure sont possibles :

— Une image directe comme celles montrées en figure 9 fournit les
nombre d’atomes de part et d’autre de la barrière tunnel.

— Une expansion balistique durant laquelle les deux parties du nuage se
recouvrent et interfèrent, ce qui donne accès à la phase relative entre
les nuages (figure 10).

Pour obtenir l’équivalent de la caractéristique courant-tension pour
cette jonction atomique, KWON, DEL PACE et al. (2020) sont partis de la
situation symétrique où les deux côtés de la jonction ont la même lon-
gueur La = Lb = L/2 et ils ont déplacé la jonction pendant une durée τ de

sorte qu’à l’issue de ce déplacement, on a La = L/2 + ℓ (partie gauche) et
Lb = L/2− ℓ (partie droite) avec ℓ = vτ : une vitesse positive de la jonction
correspond à une augmentation de La et une diminution de Lb. On fixe
ℓ = ±10µm, ce qui est petit devant la longueur totale L = 150µm.

L’état de la jonction à l’issue du déplacement (figure 9) est caractérisé
par les nombres Na et Nb, dont on déduit la différence de potentiel chi-
mique entre les deux côtés de la jonction. Le résultat de cette mesure est
montré en figure 11. On retrouve la caractéristique typique d’une jonction :

— Pour |v| < 0.4mm/s, la jonction se comporte de manière idéale : ∆µ
reste nul à l’issue du déplacement de la jonction (figure 9, en bas à
gauche).

— Pour I supérieure à cette valeur, le courant traversant la jonction est
plus faible que I et on observe une augmentation de la densité du côté
dont la longueur a été réduite (figure 9, en bas à droite).

La méthode interférométrique mentionnée plus haut permet également
d’étudier le lien entre l’intensité et la phase dans le régime |v| < vc. Le ré-
sultat est montré en figure 12. L’ajustement de I(φ) par une fonction pério-
dique de φ montre qu’une harmonique supplémentaire vient légèrement
modifier la relation I = Ic sinφ.

3 Les paramètres des jonctions atomiques

3-1 Le courant critique

La valeur de l’intensité critique d’une jonction supraconductrice a été
calculée à partir d’une approche microscopique basée sur la théorie BCS
par AMBEGAOKAR & BARATOFF (1963). Pour un gaz d’atomes bosoniques
dans un piège avec une barrière centrale, la détermination de Ic a été
faite par MEIER & ZWERGER (2001) par une approche basée sur l’ap-
proche de Bogoliubov, puis reprise par PIAZZA, COLLINS et al. (2010) qui
ont utilisé une résolution analytique approchée de l’équation de Gross–
Pitaevskii. Les résultats des deux approches sont similaires et nous don-
nons ci-dessous un ordre de grandeur du résultat, que nous utiliserons à
plusieurs reprises dans la suite de cours.
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FIGURE 11. Caractéristique courant-tension pour une jonction atomique avec
EF /h = 6 kHz. Le paramètre z est défini par z = (Nb − Na)/(Na + Nb). Le
paramètre z̄ désigne la valeur de z pour une jonction idéale. La convention de signe
pour le courant est Iext ≡ Ia→b. La ligne continue représente un ajustement par
le modèle RCSJ. La légère oscillation visible juste en dessous de Ic est due à des
oscillations plasma de faible amplitude, excitées par le caractère non-adiabatique
du branchement du courant. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).

FIGURE 12. Relation entre phase et vitesse de la barrière pour une jonction ato-
mique. On notera que la vitesse est de signe opposé à l’intensité [cf. (??)], de
sorte qu’on retrouve bien (approximativement) la première relation de Josephson
Ia→b = Ic sin(φb −φa) avec Ic > 0. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al.
(2020).
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FIGURE 13. Coordonnées linéaires (haut) et semi-logarithmiques (bas) pour l’état
fondamental Φ0(x) d’énergie E0 de l’équation de Gross-Piatevskii dans une boîte
de longueur L = 400 ξ avec une barrière centrale carrée de largeur 8 ξ et de hau-
teur 2µ (ξ et µ désignent respectivement la longueur de cicatrisation et le potentiel
chimique du gaz). La valeur de l’énergie tunnel déduite de EJ = 1

2 (E1 − E0),
où E1 est l’énergie de l’état antisymétrique Φ1(x) d’énergie la plus basse, est
EJ = ℏIc = 2.9 10−4ℏρ0c0. Cette valeur correspond à α ≈ 0.9 dans (34). Calcul
fait avec N = 4096 points.
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Considérons une barrière carrée de hauteur V0 et de largeur d avec un
condensat uniforme de densité asymptotique ρ0 de part et d’autre de la
barrière (figure 13). L’interaction est caractérisée par le paramètre g et le
potentiel chimique des condensats s’écrit donc µ = gρ0. La vitesse du son
dans ces condensats est c0 =

√
gρ0/m. La hauteur de la barrière V0 est sup-

posée supérieure à µ de sorte que la densité décroit exponentiellement vite
à l’intérieur de la barrière. Il est utile de définir le facteur de transmission

T ≡ e−κd avec κ =

√
2m(V0 − µ)

ℏ
(33)

qui est supposé ici petit devant 1. Le courant critique Ic peut alors s’écrire

Ic ≈ α ρ0c0T (34)

où le nombre sans dimension α est d’ordre 1 si la hauteur V0 de la barrière
reste comparable au potentiel chimique, ce qui est le cas en pratique. Les
valeurs explicites de α proposées par MEIER & ZWERGER (2001) et PIAZZA,
COLLINS et al. (2010) ne coïncident pas exactement, mais sont toutes deux
compatibles 3 avec α ∼ 1 pour V0 ≳ µ.

On peut retrouver l’expression proposée pour Ic par l’argument heu-
ristique suivant. Le courant Ic est atteint pour une différence de phase
de π/2 entre les deux côtés de la barrière. Cette différence de phase est
en fait concentrée dans la zone où la densité prend sa valeur minimale
ρmin ∼ ρ0T ; cette zone de densité minimale est centrée sur la barrière et
sa largeur est ℓ ∼ κ−1, soit un gradient de phase π/2

ℓ ∼ κ. La vitesse des
particules dans cette zone est donc v ∼ ℏκ

m et le flux correspondant s’écrit
ρminv ≈ ρ0

ℏκ
m T , ce qui est du même ordre que (34) pour V0 ≳ µ. En pra-

tique, pour des hauteurs de barrière entre 1.2µ et 2µ, et des largeurs entre
3 ξ et 7 ξ (où ξ est la longueur de cicatrisation), la valeur ainsi obtenue pour
Ic diffère de moins d’un facteur 2 du résultat Ic = EJ/ℏ calculé à partir de
EJ = 1

2 (E1 − E0) (cf. chapitre 1), alors que la valeur de Ic varie elle-même
par plus d’un facteur 100 sur cette plage de paramètres.

Plus récemment ZACCANTI & ZWERGER (2019) ont repris et généralisé
l’approche de MEIER & ZWERGER (2001) pour traiter de manière appro-
chée le cas d’un gaz de Fermi sur toute l’étendue de la transition entre le

3. Par exemple, PIAZZA, COLLINS et al. (2010) donnent α = g(µ/V0) avec g(x) =√
2x(1− x), soit α = 1/

√
2 pour V0 = 2µ.

régime BCS et le régime d’un condensat moléculaire, en passant par le cas
du gaz de Fermi unitaire 4. Ils prévoient notamment que le courant critique
passe par un maximum au voisinage du régime unitaire. L’accord entre les
prévisions de cette théorie approchée et les résultats expérimentaux est sa-
tisfaisant (KWON, DEL PACE et al. 2020).

3-2 Le modèle RCSJ pour une jonction atomique

Dans le cadre du modèle RCSJ, il faut déterminer les trois paramètres
Ic, R, C pour préciser complètement le fonctionnement de la jonction.
Nous avons décrit ci-dessus comment accéder à Ic. Pour mesurer la résis-
tance R et la capacité C, une méthode relativement simple consiste à reve-
nir à l’oscillation plasma déjà présentée au chapitre précédent. Rappelons
que cette oscillation correspond, pour une barrière fixe, au mouvement de
faible amplitude de la jonction autour d’une position d’équilibre.

Positionnons la barrière fixe au centre du gaz, de sorte que la position
d’équilibre corresponde à N̄a = N̄b = N/2 et µ̄a = µ̄b. Pour une petite
différence de phase φ = φa − φb, la dynamique de la jonction est donnée
par les deux équations (cf. § 2-1) :




ṅ = Icφ

φ̇ = − 1

ℏC
n

(35)

où on a négligé dans un premier temps les effets résistifs.

Nous avons vu qu’il était possible de mesurer pour une jonction à la fois
la différence de population n, à partir d’une image in-situ, et la différence
de phase φ, à partir d’une image d’interférence obtenue après temps de
vol. On peut donc
— vérifier que n et φ évoluent bien en quadrature l’une par rapport à

l’autre, comme prévu par (35) ;
— utiliser la première relation de (35) pour vérifier la valeur de Ic ;
— utiliser la seconde relation de (35) pour obtenir la valeur de C.

On montre en figure 14 le résultat obtenu par BERNHART, RÖHRLE et
al. (2025) mettant en place cette procédure pour un gaz de 87Rb confiné

4. Je remercie Willi Zwerger pour une discussion sur le sujet.
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Figure S 3: Determination of the system parameters Ic and C. We measure the atom number
difference N and the relative phase φ of a Josephson plasma oscillation. Numerically differen-
tiating N and φ and subsequently fitting Ic and C to the equations dN

dt = Ic sin(φ(t)), dφ
dt = −N

C ,
gives to Ic = 192(7)× 10

3
1/s and C = 65.0(39) s× 1/h.

we run a dc Josephson protocol, by moving the barrier with constant velocity through the con-

densate. The result is shown in fig. S4. Below the critical velocity vc, we find ∆µ = 0,

indicating the absence of any ”voltage” drop. Above vc, a finite chemical potential difference

∆µ builds up, signaling the onset of the ac Josephson branch. Fitting ∆z = R

q
v2 − v2c , gives

vc = 0.420(1)mm/s. With I = v · Ic/vc and Eq. 7 we can rescale the measurement data and

use again the fit function ∆µ = R

q
I2 − I2c , and obtain R = 907(4)× 10

−6
× h.

Current phase relation

The Josephson junction in our experiments has a barrier height which is significantly lower than

the chemical potential. It is necessary to independently measure the current phase relation in

order to verify, whether higher order terms in the Josephson relation are relevant (50). We repeat

the experiment for the critical velocity and measure the phase between the two condensates at

the end of the motion. The phase is determined via interference of both condensates in time of

flight. We find the best contrast for 5ms time of flight, for which a substantial part of the cloud

has already interfered with each other. After subtracting a reference image without barrier we

23

FIGURE 14. Gauche : utilisation de la première relation de (35) pour extraire la
valeur Ic = 192(7)ms−1. Droite : utilisation de la seconde relation de (35) pour
extraire la valeur hC = 65.0(4) s. Figure extraite de BERNHART, RÖHRLE et al.
(2025).

dans un tube cylindrique. À l’équilibre, le potentiel chimique du gaz est
µ̄a = µ̄b = h × 1.9 kHz et la barrière centrale a une hauteur de 0.45 µ̄a,b et
une largeur de l’ordre du micromètre. Les valeurs déduites de la figure 14
sont Ic = 192 particules/ms et hC = 65 s.

Pour déterminer le paramètre manquant R, on peut analyser l’amor-
tissement visible sur l’oscillation plasma ou alors étudier la caractéris-
tique courant-tension pour des valeurs de I nettement supérieures à Ic,
de sorte qu’on a alors |µ| ≈ RI , c’est-à-dire l’équivalent de la loi d’Ohm.
BERNHART, RÖHRLE et al. (2025) utilisent cette seconde technique pour
déterminer R/h = 0.9 10−3 (figure 15). Notons que chaque point de cette
caractéristique est obtenu en moyennant les résultats de 25 réalisations in-
dépendantes de l’expérience, ce qui correspond de facto à la moyenne tem-
porelle conduisant à V̄ pour une jonction supraconductrice.

Une fois connu ces trois paramètres, on peut calculer le paramètre de
Stewart-McCumber pour une jonction atomique (équivalent du paramètre
βc défini en (17) pour une jonction supraconductrice)

βc =
IcR

2C

ℏ
(36)

qui donne βc ≈ 60 pour les paramètres de BERNHART, RÖHRLE et al.

Figure S 4: Determination of the resistance R. Critical velocity measurement with fit to get
the resistance R = (907± 4)× 10

−6
× h.

Figure S 5: Current-phase relation of the Josephson junction. Measurement of the current-
phase relation of the Josephson junction using the dc Josephson effect. The phase difference
across the barrier is plotted against the dc current. The yellow curve represents the ideal current
phase-relation I = Ic sin(ϕ). The red curve is a fit including the second order term (see text).

fit a sinusoidal function to extract the phase. The resulting current phase relation is shown in

fig. S5. Following Ref. (19) one can describe the current phase relation of a Josephson junction

with I(ϕ) =
P

n>0 In sin(nϕ) if the system exhibits time reversal symmetry. In the limit of

small coupling the above expression reduces to the first Josephson equation, I(ϕ) = Ic sin(ϕ).

We fit our data up to the second order term and find I1 = 0.995 Ic and I2 = 0.054 Ic. The

Josephson junction is therefore close to the ideal Josephson junction limit.

24

FIGURE 15. Utilisation de la partie haute intensité de la caractéristique pour ex-
traire la valeur de la résistance R, avec ici R/h = 0.907(4) 10−3. Figure extraite
de BERNHART, RÖHRLE et al. (2025).

(2025). En fait, pour cette valeur relativement élevée de βc, on s’attend à
une caractéristique présentant de l’hystérésis (cf. figure 8). Cette hystérésis
ne semble pas avoir été observée par les auteurs 5, probablement parce que
toutes leurs expériences ont été réalisées dans le sens des I croissants, c’est-
à-dire une barrière initialement immobile, puis accélérée pour atteindre sa
vitesse finale.

Une caractérisation similaire a récemment été menée pour un gaz de
Fermi de 6Li dans le régime unitaire par DEL PACE, HERNÁNDEZ-RAJKOV

et al. (2025) sur le même montage que celui de KWON, DEL PACE et al.
(2020) décrit plus haut. Ils obtiennent une intensité critique Ic = 180
paires de Cooper/ms (voisine de celle montrée en figure 11), une capacité
hC = 1.8(2) s et une résistance R/h = 2.9 10−3, ce qui conduit à βc ≈ 13
(Giacomo Roati, communication privée). Le fait que C soit notablement ré-
duite lorsqu’on passe du gaz de Bose de 87Rb (interaction faible) au gaz

5. La caractérisation de l’hystérésis pour une jonction atomique pose par ailleurs un pro-
blème de principe, dû au fait que ces jonctions sont des systèmes isolés. Si on augmente pro-
gressivement I de 0 à 2Ic (par exemple), que l’on reste à 2Ic pendant une durée τ , puis qu’on
ramène I à une valeur finale If < Ic, l’énergie déposée dans le fluide sera une fonction crois-
sante de τ , et l’état final du système sera donc une fonction à la fois de If et de τ . Ce problème
ne se pose pas pour les jonctions supraconductrices, qui sont des systèmes ouverts avec une
température maintenue constante grâce aux échanges d’énergie avec un réservoir.
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de Fermi de 6Li (interaction forte) est lié à la différence de compressibilité
entre les deux milieux : ∂µ

∂N est beaucoup plus grand dans le cas du gaz de
Fermi unitaire.

Nous montrons finalement en figure 16 la variation des paramètres du
modèle RCSJ avec la hauteur de la barrière mobile V0 pour le gaz de Fermi
unitaire étudié par KWON, DEL PACE et al. (2020). On voit que lorsqu’on
augmente la hauteur de la barrière, la valeur de l’intensité critique Ic dimi-
nue et la résistance R augmente. Pour Ic, l’accord avec les prédictions de
ZACCANTI & ZWERGER (2019) est très satisfaisant. Le paramètre βc est lui
aussi une fonction croissante de la hauteur de la barrière, et il atteint une
valeur proche de 1000 pour la plus haute valeur de barrière utilisée.

3-3 Origines physiques de la dissipation

Les processus dissipatifs dans une jonction Josephson atomique ont fait
l’objet de nombreuses études théoriques, et ils sont décrits en détail dans
l’article de revue de AMICO, BOSHIER et al. (2021). La nature de ces pro-
cessus dépend de la dimension d’espace de la jonction. Pour une jonction
couplant deux gaz unidimensionnels, POLO, AHUFINGER et al. (2018) ont
fait une analyse quantique complète du problème dans le cas d’interactions
fortes (gaz de Tonks-Girardeau). Ils ont montré que l’amortissement était
causé par les fluctuations thermiques ou quantiques présentes dans le gaz
sous forme de phonons de basse énergie, ainsi que par la génération de
trains de solitons (AMICO, BOSHIER et al. 2021).

Le rôle important des solitons apparaît clairement sur les figures 17 et
18, obtenues en résolvant numériquement l’équation de Gross-Pitaevskii
pour un gaz 1D. Les calculs sont fait sur une grille de N = 1024 pixels et la
longueur de cicatrisation est égale à 2 pixels. Une barrière mobile parcourt
le gaz de N/4 à 3N/4. Sa vitesse initiale est nulle. La barrière subit d’abord
un mouvement uniformément accéléré, puis se déplace à vitesse uniforme.
Les durées des deux parties du mouvement sont choisies ici égales (ce pa-
ramètre n’a que peu d’influence sur le résultat final). La barrière a une
hauteur égale au potentiel chimique du gaz, elle a un profil gaussien et sa
demi-largeur à 1/e2 (waist) est 8 fois plus grande que la longueur de cica-
trisation ξ. La vitesse critique dans ces conditions est vc ≈ 0.0475 cs, où cs
est la vitesse du son.

FIGURE 16. Détermination de Ic (haut), puis de R et βc (bas) pour un gaz de
Fermi unitaire. Les unités EF et IF désignent les échelles obtenues pour le gaz de
Fermi idéal. Figures extraites de KWON, DEL PACE et al. (2020).
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FIGURE 17. Etat d’un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) après le mouvement
d’une barrière mobile de L/4 à 3L/4, avec ici L = 1024. La vitesse finale de la
barrière est 0.045 cs, où cs est la vitesse du son. La vitesse critique pour la barrière
choisie est 0.0475 cs.

Pour une vitesse v = 0.045 cs, donc légèrement inférieure à vc (figure
17), les densités de part et d’autre de la barrière sont égales, la variation de
phase au niveau de la barrière est légèrement inférieure à π/2, et la phase
θ(x) de la fonction d’onde est uniforme sur chacun des domaines. Cette
uniformité est assurée par le fait que comme v ≪ cs, les phonons générés
par le mouvement de la barrière ont eu le temps de faire de nombreux
allers-et-retour dans le gaz et donc d’équilibrer la distribution de phase.

Pour une vitesse v = 0.050 cs, donc légèrement supérieure à vc (figure
18), la situation est radicalement différente. On note que la phase varie très
vite dans la partie aval de la jonction, qui présente également des trous de
densité importants correspondant à des solitons sombres.

Quand on passe à des systèmes à deux ou trois dimensions, les méca-
nismes microscopiques à l’origine de la dissipation mis en évidence par les
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FIGURE 18. Etat d’un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) après le mouvement
d’une barrière mobile de L/4 à 3L/4, avec ici L = 1024. La vitesse finale de la
barrière est 0.050 cs, où cs est la vitesse du son. La vitesse critique pour la barrière
choisie est 0.0475 cs.

simulations numériques sont liés aux vortex, des points où la densité s’an-
nule et autour desquels la phase a un enroulement de ±2π. Nous allons dé-
crire ici quelques résultats obtenus par SINGH, POLO et al. (2024) dans leur
étude d’un gaz de Bose à deux dimensions, piégé dans une boîte rectangu-
laire avec une barrière tunnel mobile (figure 19). Des résultats comparables
ont été obtenus par XHANI, NERI et al. (2020) et XHANI, GALANTUCCI et
al. (2020) pour un gaz 3D cylindrique. Des signatures expérimentales liées
à ces vortex ont été observées par DEL PACE, HERNÁNDEZ-RAJKOV et al.
(2025) dans le contexte des résonance de Shapiro, que nous étudierons au
chapitre 3.

La figure 20, tiré du supplément de l’article de SINGH, POLO et al.
(2024), présente deux résultats pour une barrière mobile : la ligne du haut
correspond à une vitesse inférieure à vc, donc la branche horizontale µ = 0
de la caractéristique ; la ligne inférieure est obtenue pour v > vc, donc dans
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as a time-averaged atom imbalance; see Fig. 1(b). We
demonstrate how the observed dynamics is controlled by
specific features of phonon excitations and vortex nucle-
ation. The results are obtained by classical-field methods
that include fluctuating bosonic fields beyond mean-field
description [49–52]. We benchmark our results with the
dynamics of a driven RCSJ circuit model.
System and method—We simulate the dynamics of a

generic condensate of bosons using classical-field dynam-
ics within the truncatedWigner approximation [49–52]. We
consider a homogeneous cloud of bosons confined in a box
of dimensions Lx × Ly. The system is described by the
Hamiltonian

Ĥ0 ¼
Z

dr
!
ℏ2

2m
∇ψ̂†ðrÞ ·∇ψ̂ðrÞþ g

2
ψ̂†ðrÞψ̂†ðrÞψ̂ðrÞψ̂ðrÞ

"
:

ð1Þ

ψ̂ (ψ̂†) is the bosonic annihilation (creation) operator. The
interaction g ¼ g̃ℏ2=m is given in terms of the dimension-
less parameter g̃ ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
as=lz, where m is the mass, as is

the s-wave scattering length, and lz ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏ=ðmωzÞ

p
is the

harmonic oscillator length in the transverse direction.
Within the classical-field representation we replace the
operators ψ̂ in Eq. (1) and the equations of motion by
complex numbers ψ . The initial states ψðr; t ¼ 0Þ are
sampled in a grand canonical ensemble with chemical
potential μ and temperature T via a classical Metropolis
algorithm [53]. The resulting distribution provides the
fluctuations of ψðr; t ¼ 0Þ around its mean-field value.
Finally, each initial state is propagated using the equations
of motion

iℏψ̇ðr; tÞ ¼
$
−
ℏ2

2m
∇2 þ Vðr; tÞ þ gjψ j2

%
ψðr; tÞ; ð2Þ

which include the barrier potential given by Vðr; tÞ ¼
V0ðtÞ exp½−2ðx − xðtÞÞ2=w2&. V0ðtÞ, w and xðtÞ are the
barrier’s strength, width, and location. For numerical
calculations, we discretize space on a lattice of size
Nx × Ny and a discretization length l ¼ 0.5 μm. While
we present our results for the concrete realization provided
by 6Li2 molecules, we emphasize that our protocol can be
applied to any cold-atom degenerate gas. We choose
the density n ≈ 5.6 μm−2, g̃ ¼ 0.1, T=T0 ¼ 0.06, and
Lx × Ly ¼ 512 × 27 μm2. The critical temperature T0 is
estimated by T0 ¼ 2πnℏ2=ðmkBDcÞ, where Dc ¼
lnð380=g̃Þ is the critical phase-space density [56,57]. We
use w=ξ ¼ 1.1 and V0 in the range V0=μ≡ Ṽ0 ¼ 1–4,
where ξ ¼ ℏ=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mgn

p
is the healing length and μ ¼ gn is

the mean-field energy. To create the weak link at the
location xðtÞ ¼ x0 ¼ Lx=2, we ramp up V0 linearly over
200 ms and wait for 50 ms. Following [31,32], the
Josephson current can be obtained by moving the barrier
at a constant velocity v until it reaches the final position xf,
as depicted in Fig. 1(a). Here, we will discuss the dynamics
of the system obtained when the barrier features a periodic
driving in addition to its motion with constant velocity,

xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ; ð3Þ

where x1 is the amplitude and f is the frequency of
driving. We calculate the atom number NLðtÞ [NRðtÞ] in
the left (right) reservoir to determine the imbalance
zðtÞ ¼ ½NLðtÞ − NRðtÞ&=N, where N ¼ ðNL þ NRÞ is the
total atom number. The barrier motion induces an external
current given by IextðtÞ ¼ ðz̄N=2Þ × jvj=Δx, whereΔx is the
displacement and z̄ is the equilibrium imbalance at the final
location xf ¼ x0 þ Δx. Throughout the Letter we fix the
driving time tf to four cycles. We calculate zðtÞ for various
values of v; see inset of Fig. 1(b). By fitting zðtÞwith a linear
function we obtain the value of the time-averaged imbalance

FIG. 1. Atomic Josephson junction and emergence of Shapiro
steps. (a) Simulation of a Josephson junction consisting of two
clouds separated by a tunneling barrier of height V0 and width w.
The barrier is moved at constant velocity v (arrow) from the
position x0 until the final position xf, which induces an external
current Iext. In addition, we modulate the barrier location using
the protocol xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ, where f is the frequency
and x1 is the amplitude of driving. NL (NR) represents the atom
number of the left (right) reservoir. (b) Imbalance Δz ¼ z − z̄ as a
function of v for the undriven case (dashed line). z̄ is the
equilibrium imbalance determined at xf that varies with v.
Time-averaged imbalance hΔzi shown for f ¼ 45 Hz and
x1 ¼ 1, 2, 3, 4, and 5 μm. Inset shows the time evolution of
zðtÞ at different v for the driving with x1 ¼ 3 μm, where Tp ¼
1=f is the driving period. We use the barrier height V0=μ ¼ 1.5,
where μ is the mean-field energy.
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FIGURE 19. Géométrie rectangulaire avec barrière mobile étudiée par SINGH,
POLO et al. (2024).

le régime dissipatif. Dans chaque cas, les auteurs ont tracé la densité li-
néique ρ(x) =

∫
ρ(2D)(x, y) dy (colonne de gauche) et la phase le long de la

ligne y = 0 (colonne de droite).

Pour une vitesse inférieure à vc, on voit que la densité reste la même
de part et d’autre de la barrière mobile, alors qu’une différence de phase φ
approximativement constante émerge après un temps de 50 ms. Pour une
vitesse supérieure à vc, une différence de densité notable apparaît, avec un
surplus de densité en amont de la barrière mobile, et un déficit en aval.

La figure 21 montre l’identification de l’ensemble des vortex présents
à différents instants dans le gaz dans le régime dissipatif v/vc = 1.06. Les
vortex sont créés par paires avec des circulations opposées dans la région
de la barrière, zone de faible densité, et ces paires se séparent ensuite. On
notera que dans ce régime dissipatif, il devient délicat de définir la phase
φ = φa − φb car les distributions de phase de part et d’autre de la jonction
présentent des singularités aux emplacements de ces vortex. La définition
de ∆µ = µa − µb reste en revanche possible, à partir de la densité linéique
ρ(x) =

∫
ρ(2D)(x, y) dy.

Notons que dans un système tri-dimensionnel, la nucléation de paires
de vortex mentionnées ci-dessus et à l’origine de la dissipation est rem-
placée par la nucléation d’anneaux de vorticité [voir par exemple XHANI,
NERI et al. (2020)]. Remarquons par ailleurs que nous nous sommes limités
ici aux mécanismes de dissipation à température nulle. Le rôle de la frac-
tion thermique dans l’apparition d’un écoulement résistif est discuté par
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).
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The dynamics described by Eqs. 5 and 6 is distinct
from that of Josephson junctions in the RCSJ circuit
model. This is namely twofold. First, there is a non-
linear cosine term in Eq. 6, resulting in an additional
coupling of the phase and current as compared to the
RCSJ model. Second, the two-mode GPE model does
not account for a dissipative current, which is important
for stable junction dynamics. Here, phenomenological-
type of a damping term can be added to address the
existence of a dissipative current [3]. Though, the two-
mode GPE model is instructive, it is dominant by ca-
pacitive e↵ects. As a consequence of this, the two-mode
GPE model approaches the RCSJ circuit model only in
the ideal underdamped limit (i.e. without conductance),
see Eq. 11.

DC-AC TRANSITION IN UNDRIVEN
JUNCTION

Estimate of the critical current

Ref. [4] derives an analytic estimate of the critical cur-
rent by solving Eq. 1 and by considering single-particle
tunneling across a rectangular barrier of height V > µ
and width d, where µ is the mean-field energy. The crit-
ical current is given by Ic,p = Ibt0(Ṽ , d), where Ib is

the bulk current and t0(Ṽ , d) is the tunneling amplitude,
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with Ṽ = V/µ. The variational solution gives [4]

t0(Ṽ , d) = 2
p

2

q
6Ṽ � 4 �

p
4Ṽ 2 � 2

2Ṽ +
p

4Ṽ 2 � 2

⇥ exp
⇣
� d

2⇠

q
6Ṽ � 4 �

p
4Ṽ 2 � 2

⌘
. (13)

We choose Ṽ = Ṽ0 and d ⇡ 1.1w based on the values of
Ṽ0 and w of the Gaussian barrier used in our simulations.
The estimates of Ic,p are compared with the simulation
results in the main text.

ac resistive dynamics

In Fig. 1 we show the time evolution of the density
n(x) and the phase ✓(x, Ly/2) along the x direction for

FIGURE 20. Résolution numérique de l’équation de Gross-Pitaevskii pour le gaz
2D de la figure 19. Ligne du haut, v < vc, densité linéique ρ(x) dans le régime non
dissipatif. Ligne du bas, v > vc, idem pour le régime dissipatif. densité linéique
ρ(x). Figure extraite de SINGH, POLO et al. (2024) (supplément).
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The dynamics described by Eqs. 5 and 6 is distinct
from that of Josephson junctions in the RCSJ circuit
model. This is namely twofold. First, there is a non-
linear cosine term in Eq. 6, resulting in an additional
coupling of the phase and current as compared to the
RCSJ model. Second, the two-mode GPE model does
not account for a dissipative current, which is important
for stable junction dynamics. Here, phenomenological-
type of a damping term can be added to address the
existence of a dissipative current [3]. Though, the two-
mode GPE model is instructive, it is dominant by ca-
pacitive e!ects. As a consequence of this, the two-mode
GPE model approaches the RCSJ circuit model only in
the ideal underdamped limit (i.e. without conductance),
see Eq. 11.

DC-AC TRANSITION IN UNDRIVEN
JUNCTION

Estimate of the critical current

Ref. [4] derives an analytic estimate of the critical cur-
rent by solving Eq. 1 and by considering single-particle
tunneling across a rectangular barrier of height V > µ
and width d, where µ is the mean-field energy. The crit-
ical current is given by Ic,p = Ibt0(Ṽ , d), where Ib is

the bulk current and t0(Ṽ , d) is the tunneling amplitude,
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with Ṽ = V/µ. The variational solution gives [4]

t0(Ṽ , d) = 2
→

2

√
6Ṽ ↑ 4 ↑

√
4Ṽ 2 ↑ 2

2Ṽ +
√

4Ṽ 2 ↑ 2

↓ exp
(
↑ d

2ω

√
6Ṽ ↑ 4 ↑

√
4Ṽ 2 ↑ 2

)
. (13)

We choose Ṽ = Ṽ0 and d ↔ 1.1w based on the values of
Ṽ0 and w of the Gaussian barrier used in our simulations.
The estimates of Ic,p are compared with the simulation
results in the main text.

ac resistive dynamics

In Fig. 1 we show the time evolution of the density
n(x) and the phase ε(x, Ly/2) along the x direction for

FIGURE 21. Résultats numériques dans la même configuration que les figures
19 et 20, avec v/vc = 1.06. On a tracé ici le profil de phase dans le plan xy à
différents instants. Les triangles bleus et les points rouges marquent la position de
vortex d’enroulement +2π et −2π. Figure extraite de SINGH, POLO et al. (2024).

4 L’effet tunnel macroscopique

4-1 États quantiques macroscopiques

Depuis le célèbre exemple paradoxal de Schrödinger considérant un
chat dans une superposition de "l’état vivant" et de "l’état mort", une re-
cherche très active a été menée sur l’étude de systèmes macroscopiques –
ou au moins mésoscopiques – préparés dans une telle superposition co-
hérente d’états antinomiques. Les jonctions Josephson sont vite apparues
comme des candidats remarquables pour explorer cette frontière entre le
monde classique et le monde quantique. A.J. Leggett a en particulier ex-
ploré plusieurs voies possibles de tests pouvant être menés avec ces jonc-
tions, voir par exemple LEGGETT (1978) et LEGGETT (1980).

Une version simple d’un état quantique macroscopique concerne un
système composé de N particules, pouvant chacune se trouver dans deux
états microscopiques possibles a et b, décrits par les fonctions d’onde à un
corps ψa(x) et ψb(x). Un état du système à N corps est par exemple :

Ψ(x1, · · · , xN ) = ψa(x1) · · ·ψa(xN ) , (37)

c’est-à-dire un condensat de Bose-Einstein avec chaque particule dans
l’état a. On peut bien sûr considérer l’état obtenu avec chaque particule
dans l’état b :

Ψ(x1, · · · , xN ) = ψb(x1) · · ·ψb(xN ) , (38)

ou encore l’état où chaque particule est dans un état superposé αψa(x) +
βψb(x), avec |α|2 + |β|2 = 1 :

Ψ(x1, · · · , xN ) = [αψa(x1) + βψb(x1)] · · · [αψa(xN ) + βψb(xN )] . (39)

Aucun des trois états à N corps que nous venons d’écrire ne correspond à
un état "chat de Schrödinger". Ils peuvent décrire des phénomènes quan-
tiques macroscopiques (siN ≫ 1), comme des condensats de Bose-Einstein
spineurs, mais ils restent des états factorisés. Par exemple, pour l’état (39),
la détection de la particule 1 dans l’état a ou dans l’état b n’apporte aucune
renseignement sur ce que pourrait donner une mesure ultérieure de l’état
d’une autre particule.
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Pour notre exemple d’un espace de Hilbert de dimension 2 pour chaque
particule, un état "chat de Schrödinger" correspond par exemple à :

Ψ(x1, · · · , xN ) = αψa(x1) · · ·ψa(xN ) + β ψb(x1) · · ·ψb(xN ) (40)

avec |α|2 + |β|2 = 1. Cet état présente des corrélations fortes : la mesure
de la particule 1 dans l’état a assure que l’on trouvera toutes les autres
particules dans le même état si on effectue une mesure ultérieure sur elles.
Par ailleurs, il s’agit d’une superposition cohérente, dans le sens où on doit
être capable de distinguer expérimentalement cet état avec les coefficients
(α, β) de l’état qu’on obtiendrait en prenant par exemple (α,−β) ou (α, iβ).
Ce deuxième point est essentiel pour caractériser la cohérence de cet état
et le distinguer du simple mélange statistique de (37) et (38).

LEGGETT (1980) discute la possibilité d’atteindre un tel état à partir d’un
effet tunnel faisant basculer les particules individuelles entre a et b, en s’in-
téressant plus particulièrement à un anneau supraconducteur comportant
une jonction Josephson. Le point remarquable dans ce cas est que l’état du
système peut être décrit avec une seule variable, par exemple le flux tra-
versant le circuit. Toutefois, Leggett conclut à la difficulté pratique de cette
expérience 6, et s’intéresse alors à l’effet tunnel lui-même :
"If quantum coherence is problematic from an experimental point of view, what of
quantum tunnelling by itself ? Here the prospects seem a great deal more favou-
rable."

L’obstacle à l’observation de l’effet tunnel pour une variable macrosco-
pique est la dissipation, qui trouve son origine dans le couplage du système
avec son environnement, mais CALDEIRA & LEGGETT (1981) ont montré
que les circuits à base de jonctions Josephson possédaient les qualités re-
quises pour que ce phénomène reste observable. La balle passait donc dans
le camp des expérimentateurs.

4-2 Jonction au voisinage du courant critique

La recherche d’un effet tunnel macroscopique avec une jonction Joseph-
son se fait à partir du potentiel en "planche à laver inclinée" que nous avons

6. Ces états sont désormais réalisés et exploités dans les dispositifs utilisants des qubits
de flux. L’information quantique est alors encodée dans le sens du courant circulant dans une
boucle supraconductrice contenant des jonctions Josephson (chapitre 6).
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I/Ic = 0.95

FIGURE 22. Le potentiel U(φ) en trait plein et son approximation cubique (42)
en pointillés pour I = 0.95 Ic.

étudié en § 1. Le principe consiste à choisir I < Ic et à prendre l’état initial
de la jonction dans l’état de tension moyenne nulle (V̄ = 0) correspondant
à un minimum local de

U(φ) = −Ic cosφ− Iφ , (41)

puis à mesurer le temps caractéristique pour que la particule fictive
s’échappe de ce puits de potentiel, la jonction passant alors dans un état
V̄ ̸= 0.

En pratique, on choisit I proche de Ic pour que les puits de potentiel de
U(φ) soient peu profonds (figure 22). Les extrema (minima et maxima) de
U(φ) sont alors tous deux proches de π/2 (modulo 2π) .

Posons φ = π
2 + x pour faire un développement du potentiel en puis-

sances de x ; on trouve, à l’ordre 3 inclus en x :

U(x) = Ic sinx− I
(π
2
+ x

)

≈ −Iπ
2

+ (Ic − I)x− Ic
6
x3 +O(x5).

(42)

La force agissant sur la "particule" est

F (x) = −dU

dx
= −(Ic − I) +

Ic
2
x2 (43)
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FIGURE 23. Distribution exponentielle des événements de bascule de la jonction
de l’état de tension nulle ("particule" piégée dans le minimum local de U(φ)) vers
l’état de tension non nulle. Figure extraite de DEVORET, MARTINIS et al. (1984).

d’où la position des points stationnaires

x± ≈ ±
»
2(1− s) pour s ≡ I

Ic
≈ 1 . (44)

Les signes + et − correspondent respectivement au maximum et au mini-
mum local de U . La hauteur de la barrière à franchir pour s’échapper du
minimum local est

∆U(I) = U(x+)− U(x−) ≈
4
√
2

3
Ic(1− s)3/2 pour s ≈ 1 (45)

et la fréquence d’oscillation ωp(I) autour du minimum local, calculée à par-
tir de la courbure du potentiel d2U/dx2 en ce point, est reliée à la fréquence
plasma calculée précédemment, ωp(0), par

ωp(I)

ωp(0)
≈ [2(1− s)]

1/4 pour s ≈ 1 . (46)

4-3 Activation thermique de la barrière

Avant d’aborder le régime quantique avec l’observation de l’effet tunnel
macroscopique, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) se sont intéressés à la
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strip geometry on Si chips. The junctions were of
high quality, with a sharp rise in the quasiparticle
tunneling current at the sum of the energy gaps
(2.6 mV), a low subgap leakage current, and a criti-
cal current with a diffraction-pattern-like modula-
tion in an external magnetic field. The junction
capacitance was estimated to be 5+2 pF. Each
junction was attached to one end of a custom-made
attenuating coaxial line (mount) that was connected
to the room-temperature electronics via two coaxial
lines equipped with radio-frequency and microwave
filters. The measured attenuation of the filters was
greater than 150 dB over the frequency range 0.1 to
12 6Hz. A microwave current could be injected via
a separate coaxial line, equipped with cold attenua-
tors, capacitively coupled to the center conductor of
the mount.
We first measured the lifetime of the zero-volt-

age state in the absence of microwaves to test the
filtering and measurement schemes and to verify
that our junction behaved according to the predic-
tions of Eqs. (1) and (2). We ramped the bias
current repeatedly and obtained a histogram of the
current at which the junction switched to the free-
running state. From the histogram we computed
r (I), which we plot as [[nr, 'r(I) ] i' vs I in Fig. 2.
As is evident from Eqs. (1) and (2), such a plot
should yield a straight line with slope (4J2Uo/
3kaT) '/Io that intersects the current axis at Io.
Thus, this procedure gives a direct measure of Io
and T. [In practice, we correct for the approxima-
tion made in Eq. (1).] For the example shown in
Fig. 2, we find Io = 8.77 + 0.05 p, A and T = 4.2
+0.1 K. The very good agreement between the

temperature obtained from this plot and the bath
temperature (4.2 K) provides compelling evidence
that the junction is subjected only to Nyquist noise
at the bath temperature.
Figure 2 (a) also shows the modification of
'(I) due to the application of a low-level mi-

crowave signal at two different frequencies. We see
clearly defined resonances that we expect to peak
when the microwave frequency, co, is close to co~.
To display these peaks more clearly, in Fig. 2(b) we
show the smoothed curves obtained by subtracting
the data in the absence of microwaves from those in
the presence of microwaves. The arrow indicates
the change in position of the maxima predicted
from the scaling of the plasma frequency with
(1—s ) 'I . We also studied the dependence of the
plasma frequency on Io (by changing the magnetic
field applied to the junction) and found that ro~o
scaled with Io as expected.
To determine changes in ~ due to the microwaves

with greater accuracy and over a greater range of
microwave frequency, we measured 7 directly at a
fixed value of the bias current while the microwave
frequency was swept through the plasma resonance.
In this method, we applied a 10-kHz square-
wave-modulated bias current, and measured the
time that elapsed between the leading edge of the
pulse and the junction switching event. The accura-
cy obtainable with this technique was typically 1%
for an acquisition time of 1 sec. The inset in Fig. 3
shows an example of the expected exponential
behavior of the switching events in the absence of
microwaves. To study the effect of microwaves, we
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FIG. 2. (a) Dependence of [inr, 'r(I)]'' on I in the
absence of microwaves and at two microwave frequencies
for a junction at 4.2 K with Ip= 8.77 p,A. (h) Smoothed
curves obtained by subtracting the data in the absence of
microwaves from the other two sets of data.
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FIG. 3. Resonance in escape time vs microwave fre-
quency. Dots represent measured values of ln[r(P)/
T(0) ] for a junction at 4.2 K with Io= 4.64 p, A, I = 3.07
p,A, and (0)r=8.4 p, s. Solid line represents results of
numerical simulation. Inset shows exponential distribu-
tion of switching events for the same junction in the ab-
sence of microwaves.
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strip geometry on Si chips. The junctions were of
high quality, with a sharp rise in the quasiparticle
tunneling current at the sum of the energy gaps
(2.6 mV), a low subgap leakage current, and a criti-
cal current with a diffraction-pattern-like modula-
tion in an external magnetic field. The junction
capacitance was estimated to be 5+2 pF. Each
junction was attached to one end of a custom-made
attenuating coaxial line (mount) that was connected
to the room-temperature electronics via two coaxial
lines equipped with radio-frequency and microwave
filters. The measured attenuation of the filters was
greater than 150 dB over the frequency range 0.1 to
12 6Hz. A microwave current could be injected via
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tors, capacitively coupled to the center conductor of
the mount.
We first measured the lifetime of the zero-volt-
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running state. From the histogram we computed
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As is evident from Eqs. (1) and (2), such a plot
should yield a straight line with slope (4J2Uo/
3kaT) '/Io that intersects the current axis at Io.
Thus, this procedure gives a direct measure of Io
and T. [In practice, we correct for the approxima-
tion made in Eq. (1).] For the example shown in
Fig. 2, we find Io = 8.77 + 0.05 p, A and T = 4.2
+0.1 K. The very good agreement between the

temperature obtained from this plot and the bath
temperature (4.2 K) provides compelling evidence
that the junction is subjected only to Nyquist noise
at the bath temperature.
Figure 2 (a) also shows the modification of
'(I) due to the application of a low-level mi-

crowave signal at two different frequencies. We see
clearly defined resonances that we expect to peak
when the microwave frequency, co, is close to co~.
To display these peaks more clearly, in Fig. 2(b) we
show the smoothed curves obtained by subtracting
the data in the absence of microwaves from those in
the presence of microwaves. The arrow indicates
the change in position of the maxima predicted
from the scaling of the plasma frequency with
(1—s ) 'I . We also studied the dependence of the
plasma frequency on Io (by changing the magnetic
field applied to the junction) and found that ro~o
scaled with Io as expected.
To determine changes in ~ due to the microwaves

with greater accuracy and over a greater range of
microwave frequency, we measured 7 directly at a
fixed value of the bias current while the microwave
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In this method, we applied a 10-kHz square-
wave-modulated bias current, and measured the
time that elapsed between the leading edge of the
pulse and the junction switching event. The accura-
cy obtainable with this technique was typically 1%
for an acquisition time of 1 sec. The inset in Fig. 3
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absence of microwaves and at two microwave frequencies
for a junction at 4.2 K with Ip= 8.77 p,A. (h) Smoothed
curves obtained by subtracting the data in the absence of
microwaves from the other two sets of data.
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FIG. 3. Resonance in escape time vs microwave fre-
quency. Dots represent measured values of ln[r(P)/
T(0) ] for a junction at 4.2 K with Io= 4.64 p, A, I = 3.07
p,A, and (0)r=8.4 p, s. Solid line represents results of
numerical simulation. Inset shows exponential distribu-
tion of switching events for the same junction in the ab-
sence of microwaves.
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FIGURE 24. Variation de R2/3 (où R est défini en (48)) en fonction de I . La
loi linéaire trouvée en absence de microonde permet de déduire la température du
système. Noter l’inversion de l’axe des ordonnées. Figure extraite de DEVORET,
MARTINIS et al. (1984).

possibilité pour la particule fictive de coordonnée φ de sortir du puits de
potentiel centré en π/2 + x− du fait des fluctuations thermiques. Le taux
avec lequel la particule s’échappe est donné par une formule de type "loi
d’Arrhenius" :

Γ(I, T ) =
ωp(I)

2π
e−∆U(I)/kBT (47)

à des corrections près pour le préfacteur devant l’exponentielle, sans im-
portance ici.

Le nombre de particules "survivantes" après une durée t est montrée
en figure 23. Comme attendu, c’est une loi exponentielle dont on déduit le
taux Γ(I, T ). En pratique, chaque mesure de Γ requiert 105 événements.

Cette expérience peut être répétée pour différentes intensités I , le taux
Γ devenant de plus en plus grand quand I s’approche de Ic puisque la
barrière ∆U devient plus faible. On attend la loi

R ≡ ln

Å
Γ(I, T )

ωp(I)/2π

ã
=

−∆U(I)

kBT
∝ (Ic − I)3/2

T
. (48)
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Pour vérifier cette loi, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont tracé la quan-
tité R2/3 en fonction de I et ils ont effectivement observé une variation
linéaire, dont on peut déduire la température du système (figure 24). Le
résultat trouvé, 4.2(1)K, est en parfait accord avec la température mesu-
rée par ailleurs, ce qui constitue une validation importante du modèle. On
déduit également de cette mesure la valeur de Ic avec une très bonne pré-
cision, en l’occurrence Ic = 8.77(5)µA.

DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont ensuite refait ces mesures du taux
Γ en présence d’une microonde de fréquence voisine des ωp(I) attendues.
Ils ont observé une activation résonante (figure 24) : quand l’intensité I est
telle que ωp(I) = ωmicroonde, la particule fictive est éjectée beaucoup plus
rapidement du puits de potentiel.

4-4 Niveaux quantifiés dans le potentiel U(φ)

Comment nous l’avons mentionné au chapitre précédent pour le circuit
LC, le mouvement de la particule fictive de coordonnée φ dans le puits
de potentiel U(φ) peut être traité quantiquement. Si la fréquence d’oscil-
lation au fond du puits ωp(I) est telle que ℏωp ≪ ∆U et si la température
est assez grande (ℏωp ≪ kBT ), cette quantification est peu utile car les ef-
fets quantiques sont difficilement détectables. En revanche, si on se place
dans une situation où ∆U/ℏωp est proche de 1 et kBT ≪ ℏωp, la quantifi-
cation devient alors essentielle pour décrire le système. C’est précisément
cette situation que le groupe de Berkeley a abordé dans ses publications
suivantes : DEVORET, MARTINIS et al. (1985) et MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

Ces expériences sont faites à beaucoup plus basse température que
celles décrites en § 4-3, autour de 20 mK (au lieu de 4K). Par ailleurs, on
utilise des courants I très proches de Ic, typiquement |I−Ic| ∼ 0.01 Ic. Cela
permet d’atteindre un régime où seuls deux ou trois états liés sont atten-
dus dans la barrière (figure 25). En fait, ces états ne sont que quasi-liés en
raison de la décroissance par effet tunnel que nous discuterons dans le pa-
ragraphe suivant. La transition de l’état fondamental vers un des états ex-
cités peut alors se détecter par une augmentation du taux de décroissance.
Il faut pour cela que la largeur des niveaux associée à cette décroissance
reste faible devant leur écart, on vérifiera sur l’équation (50) introduite un
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We report the first observation of quantized energy levels for a macroscopic variable, namely the
phase difference across a current-biased Josephson junction in its zero-voltage state. The position
of these energy levels is in quantitative agreement with a quantum mechanical calculation based on
parameters of the junction that are measured in the classical regime.
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Do macroscopic variables obey quantum mechanics?
This question, although central to the theory of mea-
surement, ' has only recently been addressed experi-
mentally. An attractive candidate for such experimen-
tal investigation is the Josephson tunnel junction, a
system in which thermal fluctuations and perturbations
due to the environment can be made negligible. In the
case of the current-biased junction, the macroscopic
variable is the phase difference, 5, between the super-
conducting order parameters on either side of the bar-
rier. The junction can be represented as a particle
moving in a one-dimensional tilted cosine potential. 2

The zero-voltage state of the junction corresponds to
the confinement of the particle to one we11 of this po-
tential. After the particle escapes from this metastable
state, it runs freely down the tilted cosine potential,
and a voltage appears across the junction. For parame-
ters of experimental interest, the potential well from
which the particle escapes is represented, to a very
good approximation, by a cubic potential'3 [Fig. 1(a)].
Previously, to demonstrate the quantum mechanical
nature of 5, experiments 5 have been performed to
investigate the escape rate from the metastable we11 via
quantum macroscopic tunneling at low temperatures.
Related experiments have been concerned with a
superconducting ring interrupted by a Josephson tun-

U' (b)

9/Nr i
hm

P
~V iii I„sir~I+ I R

FIG. 1. (a) Cubic potential U vs phase difference 8 show-
ing three energy levels. Transition from the ground state to
the first excited state induced by a photon of frequency
co/2m is shown. (b) Model of current-biased Josephson
junction loaded with a resistor and irradiated with an exter-
nal microwave current source.

nel junction.
In this Letter, we describe a novel experiment that

demonstrates the quantum mechanical nature of the
macroscopic variable through energy level quantiza-
tion. We irradiate the junction with microwaves that,
at appropriate frequencies, cause the particie to make
transitions into excited states. Since the escape rate
out of the well increases with increasing energy, by
measuring changes in the escape rate we are able to
demonstrate the existence of quantized energy levels
spectroscopically in a way that does not require a pre-
cise knowledge of all the parameters of the junction.
We have designed the experiment so that the admit-

tance across the Josephson junction due to its self-
capacitance and current-voltage leads can be represent-
ed to a good approximation by a capacitance C and
resistance R in parallel [see Fig. 1(b)]. For a junction
with a critical current Io and for a bias current I close
to Io, the potential-barrier height 4U and plasma fre-
quency co~/27r (the oscillation frequency of the particle
at the bottom of the well) are b, U =—', J2 Uo (1
—I/Io)' 2 and' to~ =co~a[1—(I/Io)']I 4. Here, ' Uo
=ID@a/27r, ro~o= (2mIo/C@II)'t, and C&o= h/2e The.
dissipation is described through the damping factor
Q =co RC. According to quantum theory, the energy
levels in the well should be quantized as indicated in
Fig. 1(a); because of the cubic term in the potential,
the spacing between adjacent levels decreases with in-
creasing energy in the well. We note that an increase
in the bias current I decreases the spacings of energy
levels.
For our experiments, the Nb-NbO„-PbIn tunnel

junctions were patterned photolithographically on Si
chips in either a 10&&10-p,m or a 80x10-p,m2 cross-
strip geometry. Our experimental configuration for
experiments in the He temperature range has been
described previously. 9 In the experiment, the junction
and the last of a chain of low-pass filters for the bias
circuitry were thermally anchored to the mixing
chamber of a dilution refrigerator. The temperature of
the mixing chamber was determined with a combina-

1985 The American Physical Society 1S43

FIGURE 25. Structure de niveaux typique pour les jonctions utilisées par le
groupe de Berkeley en 1985. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

peu plus loin que cette inégalité est bien vérifiée.

L’expérience commence par une calibration précise des paramètres de
la jonction dans le cadre du modèle RCSJ. Pour une des deux jonctions
utilisées, MARTINIS, DEVORET et al. (1985) trouvent Ic = 9.489(7)µA et
C = 6.35(40)pF, avec un facteur de qualité Q = 30(15). La microonde est
ajustée pour favoriser la transition du niveau fondamental n = 0 vers le
premier niveau excité n = 1. La figure 26 montre les résultats obtenus,
avec la variation attendue de la fréquence de cette transition avec l’inten-
sité I . Notons que cette fréquence de transition mesurée est très signifi-
cativement différente de la fréquence plasma ωp(I), ce qui constitue une
signature claire de la quantification des niveaux dans ce puits non harmo-
nique.

MARTINIS, DEVORET et al. (1985) ont également étudié une autre jonc-
tion, de surface 8 fois plus grande, pour laquelle ils ont mis en évidence les
transitions 0 → 1, 1 → 2 et 2 → 3.

4-5 Observation de l’effet tunnel macroscopique

Dans l’article de DEVORET, MARTINIS et al. (1985) publié quasi-
simultanément avec celui décrit au paragraphe précédent, le groupe de
Berkeley a étudié de façon précise le taux Γ avec lequel la particule fictive
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tion of a calibrated germanium thermometer and a
Co orientation thermometer. The accuracy of the

temperature scale and the absence of a significant level
of external noise were checked by use of the junction
itself to measure temperature: By reducing the critical
current with a magnetic field, we studied the junction
in the classical limit (kaT/tee~ & I/2n. )' in which the
zero-voltage state decays via thermal activation. Ex-
tensive measurements in this limit down to the lowest
temperature attainable yielded escape rates that were
in good agreement with those predicted theoretically"
with use of the temperature determined by our ther-
mometry.
Microwave power of frequency c0/2vr was injected

via a separate, filtered coaxial line that was capacitively
coupled to the leads of the junction. We used the
technique of Fulton and Dunkleberger to measure the
escape rate of the junction out of the zero-voltage state
as a function of the bias current, with and without mi-
crowave power. The microwave power P was adjusted
to give a change in the escape rate I such that
[I (P )—I (0) ]/I (0) ( 2; values of I (0) were in the
range 10 to 10 s '. We collected typically 10
switching events. After the junction had switched to
the nonzero-voltage state, the bias current was turned
off within 30 iu, s. We ensured that the elapsed time
before the next switching event was sufficient for any
rise in temperature that occurred in the dissipative
state to have become negligible.
One expects the escape rate in the presence of mi-

crowaves to be resonantly enhanced over that in the
absence of microwaves when the microwave frequency
coincides with the spacing between two energy levels.
In practice, we detect this resonance by varying the
energy-level spacing with the bias current while keep-
ing the microwave frequency fixed. Figures 2 to 4 il-
lustrate typical results. In Fig. 2 (a) we show the
change in the escape rate due to 2.0-GHz microwave
irradiation for a junction with parameters chosen so
that the well contained several energy levels
(b, U/h're~ —6), there was significant population of the
lower excited states (k&T/tee~ —0.3), and the damp-
ing was low enough (Q —80) to produce narrow reso-
nances. We observe three peaks in [I (P )—I' (0) ]/I (0), indicating that the escape rate is
resonantly enhanced at certain values of the bias
current. The two peaks at the higher bias currents are
approximately Lorentzian. No further peaks were ob-
served at values of bias current higher than those plot-
ted in Fig. 2. These discrete resonances are charac-
teristic of transitions between quantized energy 1evels.
To investigate the position of these peaks, we have

computed the energy levels by solving the Schrodinger
equation numerically, ' using as input parameters the
measured bias current, the value of Io——30.572
+ 0.017 p,A determined from the current dependence
of I (0) at 28 mK, and the value of C = 47.0 + 3.0 pF
measured at higher temperatures in the classical re-
gime (see Ref. 9 for details of the last two determina-
tions). The solid lines in Fig. 2(b) show the energy-
level spacings E„„+,vs (n =0, I, 2). The dotted
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FIG. 2. (a) [I'(P)—I (0)]/I (0) vs I for a 80x 10-p,m'
junction at 28 mK in the presence of 2.0-0Hz microwaves
(kaT/tao=0. 29). Arrows indicate positions of resonances.
Inset represents the corresponding transitions between ener-
gy levels. (b) Calculated energy-level spacings E„„+tvs I
for Io——30.572+0.017 p,A and C =47.0+ 3.0 pF. Dotted
lines indicate uncertainties in the Eo ] curve due to errors
in Io and C. Arrows indicate values of bias current at which
resonances are predicted.

9.37

FIG. 3. (a) [I (P ) —I (0) ]/I' (0) vs I for a 10 x 10-p,mz
junction at 18 mK for four microwave frequencies. (b) Cal-
culated energy-level spacing Eo ~ vs I for Io ——9.489 + 0.007
p, A and C = 6.35+ 0.4 pF. Dotted lines indicate uncertain-
ties due to errors in Io and C. Arrows indicate values of bias
current at which resonances are predicted. Dashed line indi-
cates plasma frequency.

FIGURE 26. Augmentation du taux de décroissance dans le puits de la figure 25,
induite par une microonde, quand on varie l’intensité électrique I traversant la
jonction Josephson. Les résonances observées correspondent à la transition n =
0 → n = 1. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al. (1985).

s’échappe du puits de potentiel U(φ), ce qui correspond la bascule entre les
deux états de la jonction représentés en figure . Pour un mécanisme activé
thermiquement, nous avons déjà donné le taux attendu

Γtherm. ≈
ωp

2π
e−∆U/kBT . (49)

Si ce mécanisme était le seul présent, on s’attendrait à ce que Γ s’annule
quand T tend vers 0. Mais la possibilité pour la particule de s’échapper du
puits par effet tunnel entraîne que ce taux tend vers une valeur finie non
nulle dans la limite T → 0.

Le calcul précis de cette limite a été fait par CALDEIRA & LEGGETT

FIGURE 27. Les deux états macroscopiquement différents de la jonction pour I
légèrement inférieure à Ic. L’effet tunnel permet de passer de l’état du haut, pour
lequel φ̇ ≈ 0 et donc V̄ = 0, vers l’état représenté en bas, pour lequel la particule
fictive roule le long de la planche à laver sans s’arrêter (V̄ ̸= 0).

(1981) et nous contenterons de donner ici la structure du résultat :

Γquant. ≈ aq
ωp

2π
e−bq∆U/ℏωp . (50)

avec aq ∼ 75 et bq ∼ 7 pour le système considéré ici.

DEVORET, MARTINIS et al. (1985) ont effectué une mesure du coeffi-
cient Γ(I, T ) pour une gamme de températures comprise entre 20 et 1000
mK. Pour chaque température, ils ont représenté leurs données pour les
différentes intensités I par une loi d’Arrhenius en exp(−∆U/kBTesc), où
la température Tesc est un paramètre ajustable. Ceci nécessite bien sûr une
bonne connaissance des paramètres de la jonction pour relier ∆U et I .
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FIG. 2. T„, vs T for two values of critical current for
In(ra~/2mi ) =11. The solid and open arrows indicate the
predicted crossover temperatures for the higher and lower
critical currents, respectively. The prediction of Eq. (5) for
the higher critical current is indicated at the left.

perature-independent value observed in our experi-
ment. The contribution of the damping to the predict-
ed value of T„, is —1.5 mK, which is less than the
combined uncertainty of the theoretical prediction and
experiment. Thus we cannot presently make any
statement about the effect of dissipation on quantum
tunneling. We note that the error in the measured
values of T„, in the quantum limit is dominated by
the uncertainty in 4 U, which arises, in turn, from the
uncertainty in Ip. On the other hand, the error in the
predicted value of T„, arises predominantly from un-
certainties in su~ and 0.
Although the low-temperature values of T„,plotted

in Fig. 2 are in good agreement with the T = 0 predic-
tion, nevertheless one should demonstrate that the
flattening of T„, is not due to an unknown, spurious
noise source. To establish that the effective tempera-
ture of the dissipative element was close to T down to
the lowest temperatures of the experiment, we applied
a magnetic field to the junction to reduce the critical
current. After we had corrected the data for the tem-
perature dependence of a„we found that this reduced
critical current still varied very slightly with tempera-
ture, from 1.376 + 0.005 p,A at 800 mK to 1.388
+0.002 p,A at 20 mK. The temperature dependence
of Ip may have arisen because of the sensitivity of Ip
to magnetic field and the fact that the applied field
possibly changed with temperature. In Fig. 2, we have
also plotted T„,for the junction with the lower critical
current for In(t0~/27ri ) =11. At each temperature,
we calculated T„, using the value of Ip measured at
that temperature. The predicted crossover tempera-
ture, 14 mK, is indicated with an open arrow. We ob-
serve that T„,is equal to T to within the experimental
error, although there is a suggestion that T„, is begin-

9.34 9.42
I (+w)

FIG. 3. T„, vs I for a junction with Io——9.489 + 0.007@,A
(a) in the classical regime and (b) in the quantum regime.
Points are the experimental data and solid lines are the
theoretical prediction. The dashed line in (b) is the predic-
tion for zero damping. The error bar on the left and the
right of each figure represents the possible shift in the
theoretical and experimental curves, respectively, due to un-
certainties in the experimental parameters. The solid line
represents T„,= T.

ning to flatten off at the lowest temperature, where
quantum effects are likely to become significant. Thus
we conclude that the flattening of T„,for the junction
with the higher critical current did not arise from
spurious noise sources.
An important difference between the thermal and

quantum regimes may be observed through the weak
dependence of T„, on the bias current, which arises
from the different forms of a, and a~ and from the
current dependence of so~. This behavior is illustrated
in Fig. 3 for Io——9.489@,A. In Fig. 3 (a) we plot T„,vs
I in the thermal regime (T= 151 mK), together with
the prediction of Eq. (4). The decrease of T„,with in-
creasing bias current arises because a, & 1. Within the
uncertainties, the data are in good agreement with
theory. Figure 3(b) shows T„,vs I in the quantum re-
gime (T= 19 mK), together with the prediction of Eq.
(5). In this limit, T„, increases with increasing bias
current through the current dependence of 4U be-
cause a~ && 1; the current dependence of co~ is rela-
tively unimportant. Again, within the experimental
uncertainties, the data are in good agreement with
theory. The very different current dependence of T„,
at low and high temperatures lends further support to
the claim that the escape mechanisms are different in
the two temperature regimes.
In summary, we have measured the escape rate of a

current-biased, underdamped (0 = 30) Josephson
tunnel junction from the zero-voltage state for two
values of critical current, the lower value being

1910

FIGURE 28. Variation du paramètre ajustable Tesc en fonction de la température
T du système. Le fait que Tesc ne tende pas vers 0 quand T → 0 est une signa-
ture directe de l’effet tunnel macroscopique pour la variable φ. Figure extraite de
DEVORET, MARTINIS et al. (1985)

À haute température, on s’attend à ce que Tesc coïncide avec la tempé-
rature réelle. À basse température en revanche, les effets quantiques de-
viennent dominants et le passage par effet tunnel devient plus probable
que l’activation thermique. On s’attend alors à ce que Tesc tende vers une
valeur directement reliée à ωp. Comme on le voit sur la figure 28, c’est pré-
cisément ce qui est trouvé expérimentalement à très basse température. On
trouve Tesc = 37(4)mK, à comparer à la prédiction Tesc = 36± 1.4mK ob-
tenue à partir du modèle de CALDEIRA & LEGGETT (1981).

Notons pour terminer que la modélisation que nous venons de pré-
senter n’a pas nécessité d’un traitement quantique élaboré de la jonction.
Le seul ingrédient que nous avons utilisé est le suivant : partant d’un os-
cillateur classique unidimensionnel de pulsation ωp, on aboutit pour son
homologue quantique à des niveaux d’énergie (n+ 1

2 )ℏωp. Nous propose-
rons aux chapitres 5 et 6 une approche quantique plus complète, en nous
basant sur la relation de commutation entrevue au chapitre 1 entre l’opé-
rateur phase et l’opérateur nombre de particules. Nous retrouverons bien
sûr ce spectre en (n+ 1

2 )ℏωp et nous pourrons de plus caractériser la forme
des états propres associés.
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