Chapitre 3

L'effet Josephson alternatif et les résonances de Shapiro
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Dans les chapitres précédents, nous nous sommes concentrés sur le ré-
gime stationnaire des jonctions Josephson et sur leurs petites oscillations
autour de la position d’équilibre, appelées oscillations plasmas. Nous al-
lons maintenant passer a des situations ot1 I'évolution temporelle est plus
riche, soit en raison d’un déséquilibre initial de la jonction, soit grace a une
excitation modulée dans le temps.

Ces phénomeénes dépendant explicitement du temps avaient été pré-
dits! dans larticle initial de JOSEPHSON (1962). En particulier, si on ap-
plique un courant modulé a la fréquence w sur la jonction, Josephson avait
mentionné la possibilité d’observer des plateaux dans la caractéristique
courant tension (I, V) pour des valeurs quantifiées 2eV = nhw, ot n est
un nombre entier. Ce phénomene a été observé expérimentalement par
SHAPIRO (1963), et ces résonances portent désormais son nom.

Cette possibilité de relier un voltage a une fréquence est essentielle, car
elle a ouvert la voie a des mesures des grandeurs électriques beaucoup plus
précises que ceux qui existaient a 'époque. L’effet Josephson a ainsi joué un
role central dans le nouveau systéme international d’unités, quand il s’est
agi de fixer la valeur de la charge élémentaire et de la constante de Planck.
ANDERSON (1970) fait un parallele tres pertinent entre le role de 1'effet
Josephson pour les mesures électriques et et les mesures d’interférométrie
laser pour mesurer des distances.

1. ANDERSON (1970) écrit qu'il avait consulté ’avocat en charge des brevets aux Bell Labs
et sa réponse avait été que “Josephson’s paper was so complete that no one else was ever going to be
very successful in patenting any substantial aspect of the Josephson effect”.
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Avant d’aborder les résonances de Shapiro, nous allons commencer par
un effet plus simple, 1’effet Josephson alternatif : il s’agit du courant os-
cillant qui apparait quand on impose une différence de potentiel entre les
bornes de la jonction (il s’agit du potentiel électrique pour les jonctions su-
praconductrices, et de la pression ou du potentiel chimique pour les jonc-
tions atomiques).

Nous passerons ensuite aux résonances de Shapiro, dont nous rendrons
compte dans le cadre du modele RCS]J (resistively capacitance shunted junc-
tion) que nous avons déja abondamment utilisé dans les chapitres précé-
dents. Nous décrirons succinctement comment ces résonances sont utili-
sées pour mesurer avec une grande précision des différences de potentiel
électrique.

Nous aborderons enfin des réalisations expérimentales qui ont mis en
évidence ces résonances dans des jonctions atomiques, tout d’abord avec
de I'hélium 3 liquide superfluide puis, beaucoup plus récemment, avec des
jonctions atomiques utilisant I'idée de barriere mobile présentée au cha-
pitre 2.

1 L’effet Josephson alternatif

1-1 Le principe de 'effet

L'effet Josephson alternatif est une conséquence directe des deux rela-
tions de Josephson pour une jonction idéale :

{ I =1Issingp

1
ho = 2eV M

Si on applique aux bornes de la jonction une tension continue Vj, la phase
va défiler uniformément :

2eV
o(t) = o+ ==t @
ce qui va conduire a un courant alternatif dans la jonction :
I(t) = I.sin(wt + o) 3)
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FIGURE 1. Jonction Josephson dans le modeéle RCS], connectée ici a un générateur
de tension constante V.

avec

Dans la mesure ot1 I'on impose la tension aux bornes de la jonction (et
pas le courant comme au chapitre précédent), il n’est pas utile de revenir
au modele RCSJ représenté sur la figure 1 pour traiter ce probleme. Plus
précisément, chacune des trois composantes de ce modele se comporte de
maniére indépendante :

(4)

— la jonction idéale donne naissance au courant alternatif donné ci-
dessus;
— la résistance est traversée par le courant continu Vy,/R;
— la capacité acquiert la charge ¢ = C'V,.
Nous pouvons donc nous concentrer sur la jonction "idéale" dans ce qui
suit.

I1 est important de bien distinguer cet effet Josephson alternatif des os-
cillations plasma que nous avons décrites dans les chapitres précédents.
Les oscillations plasma se produisent par exemple pour une jonction en
circuit ouvert (I = 0) et peuvent étre rapprochées des oscillations d"un cir-
cuit LC, ot I'inductance L est reliée a I. par L = h/2el. (cf. chapitre 1).
Rappelons que dans la représentation "mécanique” de la jonction par un
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FIGURE 2. Analogie mécanique de la jonction Josephson. Les oscillations plasma
correspondent au mouvement de faible amplitude autour de la position d’équilibre
pour une jonction en circuit ouvert (I = 0). L'effet Josephson alternatif correspond
au mouvement de rotation a la fréquence angulaire w = 2eV}, /h pour une jonction
connectée a un générateur de tension Vj.

pendule pesant, la phase ¢ est associée a I'angle du pendule par rapport
a la verticale. Les oscillations plasma sont un mouvement libre de faible
amplitude autour de la position d’équilibre. L'effet Josephson alternatif est
quant a lui un mouvement de rotation uniforme a la fréquence angulaire
wp, imposé de I'extérieur par le générateur de tension V; (figure 2).

1-2 Expériences sur I’hélium

Nous n’allons pas passer ici en revue la littérature sur 1'observation
de l'effet Josephson alternatif sur des jonctions supraconductrices, et nous
renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques comme
BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous allons plutdt nous
concentrer sur des réalisations plus récentes sur des atomes, en commen-
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FIGURE 3. Dispositif d'étude de I'effet Josephson alternatif dans I'hélium 3He
superfluide. Figure extraite de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).
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FIGURE 4. Lien entre fréquence d’oscillation et différence de pression appliquée

dans I'expérience d'effet Josephson alternatif sur He superfluide. Figure extraite
de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).

cant par 'hélium *He superfluide.

Les premieres expériences dans cette ligne de recherche ont été menées
par AVENEL & VAROQUAUX (1988). Nous allons nous décrire ici sur une
expérience plus récente faite a Berkeley par PEREVERZEV, LOSHAK et al.
(1997). Dans ce systeme, la jonction Josephson est constituée par une mem-
brane rigide de nitrure de silicium percée par une série de 65 x 65 = 4225
trous, chacun de diametre 100nm (figure 3). De part et d’autre de cette
membrane rigide se trouvent deux bains de *He dans leur état superfluide.
L’équivalent des paires de Cooper de I'état supraconducteur sont ici des
paires d’atomes d’hélium, de masse m = 2myje.

Dans cette expérience, le role du générateur de tension Vj est joué par
une électrode qui déforme une paroi souple, ce qui a pour effet de créer
une différence de pression AP entre les deux cotés de la membrane rigide
percée. On enregistre ensuite le mouvement oscillant de la paroi souple, ce
qui permet de remonter au courant de particules qui traverse la membrane
rigide percée.
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FIGURE 5. Procédure utilisée pour induire l'effet Josephson alternatif pour un gaz
d’atomes de rubidium confinés dans un double puits. Figure extraite de LEVY,
LAHOUD et al. (2007).

La transposition du résultat fuw = 2eV s’écrit ici

hw = AP

(5)
p

ot p = 82kg/m? désigne la masse volumique du liquide. L'expérience
confirme parfaitement ce résultat (figure 4). On trouve bien une relation
linéaire entre w et AP avec une pente de 194(15) kHz/Pa, en accord avec
la valeur attendue théoriquement 183.7 kHz /Pa.

Notons que la méme année, le groupe de Berkeley a publié un autre ar-
ticle dans lequel il teste, avec le méme dispositif, la relation courant-phase
a la base de l'effet Josephson (BACKHAUS, PEREVERZEV et al. 1997). Par
ailleurs, apres ces expériences sur He, I'effet Josephson a ensuite été ob-
servé sur 'hélium 4 (SUKHATME, MUKHARSKY et al. 2001).

1-3 Gaz dilué et auto-piégeage

La premiere mise en évidence de l'effet Josephson alternatif avec un
gaz d’atomes froids a été faite par LEVY, LAHOUD et al. (2007). Les auteurs
sont partis d’un gaz de 10° atomes de rubidium, confiné dans un piege
harmonique allongé (fréquence longitudinale 26 Hz, fréquence transverse
224 Hz). Ce gaz est coupé en deux par une fine nappe de lumiere de largeur
totale a 1/e? de 1.4 ym.

Le double puits est initialement assez fortement dissymétrique et le
gaz est préparé dans son état fondamental (figure 5). Pour initier l'effet
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Josephson alternatif, on ramene la barriére au centre du piege en un temps
court (5 a 10ms), ce qui crée une différence de potentiel chimique initiale
Ap = ji, — i importante entre les deux cotés de la barriere. Comme nous
allons le voir, il est essentiel que |Ap|/h soit grand devant la fréquence
plasma w,, pour que l'oscillation des nombres d’atomes N, ;, qui résulte du
déplacement de la barriére puisse s’interpréter en terme d’effet Josephson
alternatif.

Pour analyser I'évolution du gaz apres le déplacement de la barriere,
revenons aux équations de Josephson pour une jonction atomique que
nous avons établies au chapitre 1. Nous introduisons la phase relative
©(t) = @q(t) — @u(t) et nous prenons ici y(n) ~ 1 car la variation de ce
coefficient joue un role négligeable dans ce qui suit. Les équations établies
au chapitre 1 s’écrivent donc :

hn =
ho =

Les nombres d’atomes de part et d’autre de la barriere a l'instant ¢ sont
notés

Ejsine

__ 6
—Ap — nE¢ (©)

No(t) = No +n(t) Ny(t) = Ny = n(t) @)

ou Na,b désignent les nombres d’atomes juste apres le déplacement de la
barriere (instant ¢ = 0). Les énergies E; et Ec désignent comme précé-
demment le couplage Josephson et I’énergie de charge de la barriere, et on
rappelle la valeur de la fréquence plasma (petites oscillations autour de la
position d’équilibre N, = N, = N/2) : hw, = /EcE}.

Supposons que 1'amplitude de l'oscillation de n(t) soit suffisamment
faible pour que le terme nE¢x dans la seconde relation de Josephson reste
petit devant Ay, hypothese que nous vérifierons a la fin du calcul. Le terme
Ap peut alors jouer le role de la tension constante de 'effet Josephson al-
ternatif d'une jonction supraconductrice. On intégre cette seconde relation :
©(t) = —Ap t/h, et on reporte le résultat dans la premiére relation de Jo-
sephson pour en déduire I'évolution de n :

n(t) = —==[1 — cos(Apt/h)] . (8)
La valeur maximale de |n| est donc 2E;/|Ap| et il reste a vérifier que 'hy-
pothese de départ, [nEc| < [Ap|, est valable a tout temps t. Cela impose
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— 9 —
2E;Ec < Ap” ou encore fw, < |Ap|, comme annoncé. La fréquence
plasma est généralement petite? devant le potentiel chimique 4, de sorte
qu’il est tout a fait réaliste de satisfaire cette inégalité.

On déduit de 'analyse que nous venons de mener qu’en absence de
processus de dissipation, le déséquilibre initial de population n’évolue que
trés peu. En particulier, bien que la barriere soit positionnée de maniere
symétrique a la fin de la phase de préparation, le gaz n’atteint pas le point
N, = Ny au cours de l'oscillation. Cet effet, appelé auto-piégeage (self-
trapping), peut également se comprendre a partir des courbes iso-énergie
d’une jonction atomique, nous y reviendrons au chapitre 4 (§4.4).

En se placant dans de telles conditions, LEVY, LAHOUD et al. (2007)
ont effectivement trouvé que la différence de population N, — N, oscillait
périodiquement a la fréquence w = Apu/h, avec une amplitude beaucoup
plus faible que le déséquilibre initial N, — N,. Les résultats expérimentaux
pour w en fonction de Ay sont montrés en figure 6. Cette expérience d’ef-
fet Josephson alternatif a ensuite été reprise par plusieurs groupes [voir
par exemple (SPAGNOLLI, SEMEGHINI et al. 2017)] et elle a également été
étendue a un gaz de polaritons de cavité (ABBARCHI, AMO et al. 2013).

L’auto-piégeage lui-méme avait été vu des la premiere expérience me-
née sur un double puits par ALBIEZ, GATI et al. (2005). On montre en figure
7 leur résultat, obtenu sur le méme montage que celui qui a permis d’ob-
server l'oscillation plasma (cf. Chapitre 1). Ces auteurs n’ont pas détecté le
régime Josephson alternatif (il se produirait ici avec une période de 1’ordre
de la milliseconde), mais ils ont clairement observé que la population du
puits de gauche restait supérieure a celle du puits de droite sur une longue
échelle de temps.

LEVY, LAHOUD et al. (2007) ont étudié la dépendance du phénomene
d’auto-piégeage avec la température (figure 8). Pour T' ~ 0.3 T, ot T est
la température de condensation, ils n’ont observé aucune décroissance de
Ng — Ny sur une échelle de temps de 150 ms, soit plus d"une centaine d’os-
cillations dues a l’effet Josephson alternatif. En revanche, pour 7' ~ 0.5 T,
ils ont mesuré une relaxation de N, — N, vers 0 sur cette échelle de temps.

2. Dans le régime Josephson % < E¢, on trouve pour la fréquence plasma l'inégalité
hwp = EcE; < NE¢.Or nous avons trouvé pour I'énergie de charge 'estimation Ec ~
%, d’ou I'inégalité annoncé fiwy, < p.
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FIGURE 6. Fréquence w /2w de I'oscillation de N, — N, en fonction de la différence Sms
de potentiel chimique Ap. le potentiel chimique de chacun des gaz est déterminé a
partir de leur taille. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007). 10ms

15ms

2 Les résonances de Shapiro
20ms
2-1 L’expérience de Shapiro
25ms
Des les premiéres études expérimentales sur l'effet Josephson avec
des supraconducteurs, l'influence d'une modulation a haute fréquence
(w/2m ~ 10 & 100 GHz) a été abordée, en particulier par SHAPIRO (1963).

30ms

Pour une jonction alimentée par un générateur de courant délivrant I'in- 35ms
tensité

I(t) = Iy + Iy sin(wt) , 9) 40ms
I'observation principale est 'existence de plateaux dans la caractéristique 45ms
({0, V) de la jonction (figure 9), ot V' est la tension moyenne aux bornes de = -
la jonction; plus précisément, certaines valeurs particulieres de V' satisfai- 50ms |
sant la condition de quantification -

‘ 2V = nhw avec nezZ (10) FIGURE 7. Auto-piégeage de la population dans un double puits initialement for-

tement déséquilibré. Figure extraite de ALBIEZ, GATI et al. (2005).
sont observables pour toute une plage de valeurs de l'intensité moyenne
Iy. Dans cette expérience pionniére, Shapiro a utilisé une jonction Al-
Al;03-5n qu'il a placé dans une cavité microonde résonante. Les fré-
quences utilisées sont de 9.3 GHz et 24.85 GHz. Pour une fréquence de

- page6b -
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FIGURE 8. Influence de la température sur le phénomene d’auto-piégeage, avec
n = (Ng — Ny)/N. Carrés bleus : T ~ 0.3 T, disques rouges : T ~ 0.5T. La
fréquence de Ueffet Josephson alternatif (de l'ordre du kHz) est trop élevée pour
étre détectée expérimentalement compte tenu du faible échantillonnage des points.
La courbe théorique rouge a été calculée dans le cadre du modele RC J S avec une
valeur ajustée pour R. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007).

10 GHz, le "quantum de tension" apparaissant sur (10) est

hw

Y 10GHz: Vi= 5o =207uV

o 11)

Les marches de Shapiro sont donc trés proches les unes des autres pour ce
domaine de fréquence.

Le résultat obtenu par Shapiro généralise celui obtenu en I'absence de
modulation haute fréquence, ot la tension V = 0 pouvait étre obtenue
pour la plage d’intensité [—I., I.]. Comme nous l’avons écrit en introduc-
tion, son importance pratique est considérable puisque qu’il permet de re-
lier une tension V' a la fréquence w d'une micro-onde. La réalisation de
fréquences extrémement stables dans le domaine micro-onde étant bien
maitrisée, ce phénomene a ouvert de fagon naturelle la voie vers des stan-
dards électriques de grande précision, nous y reviendrons en § 3.

Les caractéristiques obtenues par SHAPIRO (1963) révelent d’emblée un
certain nombre de propriétés importantes.

— Les plateaux correspondant a différentes valeurs de 'entier n peuvent
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FIGURE 9. Caractéristique (I, V') mesurées par SHAPIRO (1963). Haut : jonction
non modulée. Milieu : apparition de deux paliers a V' = +hw/(2e¢). Bas : paliers
multiples observés pour deux fréquences de modulations, 9.3 GHz et 24.850 GHz.
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FIGURE 10. Caractéristique d'une jonction Josephson utilisée en métrologie en
absence (gauche) et en présence (droite) d'un courant modulé. Figure extraite de
KAuUTZ (1996).

se recouvrir. Cela signifie que pour une intensité / donnée dans la zone
de recouvrement entre ces plateaux, plusieurs tensions V,, sont obser-
vables. Cette possibilité apparait clairement sur la figure 10, extraite
de KAUTZ (1996).

Pour une jonction alimentée en courant continu, nous avons men-
tionné un régime bistable : pour une plage de valeurs de I, la tension
peut prendre la valeur V' = 0 ou une valeur non nulle. On atteint 1'une
ou l'autre valeur selon qu’on varie I dans le sens des intensités crois-
santes ou décroissantes. Dans le cas modulé, si trois valeurs de V,, sont
possibles pour une valeur donnée de I (comme c’est le cas sur la figure
10), la situation est plus complexe et I'obtention de 1'une ou l’autre de
ces valeurs dépendra finement des conditions initiales. Un comporte-
ment chaotique peut méme étre observé pour certains domaines de
parametres.

La possibilité d’obtenir une tension V,, quantifiée selon (10) existe
méme si le courant continu I traversant la jonction s’annule. La seule
application de la microonde suffit & générer cette tension. Ce point est
particulierement important pour la réalisation de standard de tension
dans le domaine du volt ou de la dizaine de volts.
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— Une conséquence du point précédent est qu’il est possible, pour un
courant continu (légerement) négatif, d’observer une tension positive,
par exemple +7uww/2e, et réciproquement. Ce point avait été particu-
lierement souligné par SHAPIRO (1963), qui mentionnait le terme de
"résistance négative".

2-2 Utilisation du modele RCS]

Dans ce modele représenté sur la figure 1, le courant total I(¢) est donné
par la loi de Kirchoff

o V(t) dv
I(t) = I.sin[p(t)]) + 7 T C i (12)
a laquelle on adjoint la seconde relation de Josephson :
dp
hgy =26V (13)

Dans le cas qui nous intéresse dans ce chapitre, le courant I(t) est la somme
d’un courant continu I, (éventuellement nul) et du courant modulé induit
par la microonde I; sin(wt). En éliminant la tension V() au profit de la
phase ¢(t), on obtient donc I'équation d’évolution

h de

hdp hC
2eR dt

Iy + I sin(wt) = I.si — .
o + I sin(wt) sin g + YT

(14)
Comme nous allons le voir, la résolution numérique de cette équation per-
met de reproduire les phénomeénes que nous avons mentionnés dans le
paragraphe précédent. Il faut noter malgré tout que ce modele n’est pas
véritablement quantitatif pour décrire les phénomenes a haute fréquence
ou a grand voltage (KAUTZ 1996). Par exemple, il ne prend pas en compte
la possibilité que la microonde casse des paires de Cooper, créant ainsi des
processus tunnel assistés par les photons de cette micro-onde. Pour des
jonctions étendues, la dépendance spatiale de la phase ¢ peut également
jouer un role significatif non pris en compte dans le modele RCS].

L’équation (14) dépend de six parametres physiques : Iy, [1,w, I, R, C.
Comme toujours, il est utile de reformuler cette équation en terme de para-
metres sans dimension pour limiter le domaine d’étude. L'intensité critique
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1. fournit une unité naturelle pour exprimer I et I; et nous posons :

o = (15)

11 = —.
c I.

Iy . _h
1
Par ailleurs, nous choisissons la méme unité de temps qu’au chapitre pré-

cédent
h

"= 2RI, (16)
et nous posons
t - . dy dp
=— = wt = — =ty— 17
e 7 (17)
de sorte que (14) s’écrit :
lio + i1 sin(@7) = sinp + ¢+ B. (18)

ol l’on a introduit comme aux chapitres précédents le nombre sans dimen-
sion . (parametre de Stewart-McCumber) :

B 2el R2C

fo= =5

19)
Rappelons que le régime 5. < 1 correspond au régime tres amorti, et
Be > 1 au régime opposé. On est donc ramené a un probléme a quatre
parametres sans dimension i, i1, & et ..

La détermination d’une caractéristique courant-tension dans ce cadre
passe donc par les étapes suivantes :

— Fixer les trois parametres i1, @, .

— Chercher pour chaque valeur de iy un ou plusieurs régimes forcés
pour I'équation (18).

— Obtenir ainsi un point de la caractéristique (I, V), ot V représente la

tension moyenne aux bornes de la jonction. La moyenne est prise sur
une période T' = 27 /w de la microonde :

o _ 1 T
V= /OV(t)dt

T (20)
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ce qui donne en utilisant la seconde relation de Josephson h‘é—f =2eV:

hoTde hwAg

V=51 ), @Y™ 2 2

ot Ay = ¢(T') — ¢(0) représente I'accroissement de phase sur une pé-
riode de la microonde. Dans ce qui suit, nous présenterons les carac-
téristiques pour les quantités réduites Iy/I. = ig et V/RI., qui s’écrit
aussi :

(22)

otll nous avons injecté les définitions (16,17) dans (21).

La forme (21) permet de donner une interprétation simple a la condition
de quantification 2eV = nhw, ou de son équivalent en variables adimen-
sionnées 1~ = n@. Elle entraine en effet que

[Bp=rar].

ce qui correspond a un régime o1 la phase ¢ augmente d’'un nombre entier
de 27 en une période de la microonde. Dans le modele de la "planche a
laver" inclinée, la microonde induit un mouvement oscillant de la planche
et la particule fictive progresse de n périodes du potentiel cos en une
période T (voir la figure 11 pour le cas n = 1).

(23)

Les caractéristiques des figures 9 et 10 montrent que ce verrouillage
de la phase sur l'oscillation microonde peut se faire de maniére stable, au
moins sur le temps de mesure utilisé.

2-3 Quelques résultats du modele RCS]J

Nous présentons sur les figures 12 et 13 quelques résultats obtenus par
résolution numérique de 1'équation d’évolution (18). La figure 12 corres-
pond a 5. = 1, c’est-a-dire une jonction avec un amortissement résistif
relativement fort, dont la caractéristique en absence de modulation ne pré-
sente pas d’hystérésis. La figure 13 est calculée pour 5. = 10 pour lequel il
existe un hystérésis significatif. Les caractéristiques en absence de modu-
lation sont rappelées en haut de ces figures.
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VA

FIGURE 11. Régime forcé dans le modele de la planche a laver : la microonde de
fréquence w/2m induit un mouvement oscillant de la planche autour de la pente
moyenne iy. Le régime quantifié (10) est obtenu quand la particule fictive de posi-
tion ¢ se déplace de n fois 2w en une période d’oscillation 2r /&, avec ici n = 1.
Figure tracée pour B, = 1, iy = 0.82, 41 = 1, © = 0.5 (cf. parametres de la figure
12, ligne du bas, colonne de droite).
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Ces calculs sont faits en balayant le courant /y dans le sens positif, puis
dans le sens négatif, par pas de dip = 1073. Pour chaque nouveau pas,
on prend pour condition initiale le régime forcé utilisé au pas précédent,
de maniere a favoriser un suivi adiabatique. Pour chaque valeur de ., on
a pris deux valeurs de l'intensité de modulation i; et deux valeurs de la
fréquence de modulation @.

On voit clairement apparaitre les plateaux quantifiés V;, avec V,,/RI. =
n&. Quand on augmente ¢;, le nombre de plateaux clairement identifiables
croit et la largeur du plateau central (n = 0), initialement égale a 2, décroit.
Pour 3. = 1, on constate que I'absence d’hystérésis en I'absence de modu-
lation subsiste pour i; # 0, au moins dans la gamme de valeurs étudiées.
Pour 5. = 10, I'hystérésis demeure : une méme intensité Iy peut conduire
a deux valeurs n différentes selon le sens de balayage. On remarque éga-
lement pour ce cas f. = 10 que certaines caractéristiques semblent tres
bruitées. Ce bruit peut étre vu comme la signature d’un régime chaotique
pour ce domaine de parameétres (KAUTZ 1996) et il ne dépend quasiment
pas de la durée sur laquelle on moyenne la valeur de V' (ici 1000 périodes
7).

2-4 Modulation en tension sinusoidale

En pratique, la jonction Josephson est branchée sur un générateur de
courant fournissant l'intensité sinusoidale Iy + I sin(wt), comme étudié
précédemment. Dans ce cas, il est nécessaire de se tourner vers une résolu-
tion numérique du probleme RCS]J pour trouver la caractéristique courant-
tension (§ 2-3).

Il existe une autre situation qui permet quant a elle d’obtenir des ré-
sultats analytiques; elle concerne le cas d’'une modulation sinusoidale en
tension :

V(t) = Vo + Vi sin(wt) . (24)

Meéme si cette situation est rarement implémenté en pratique, ses résultats
peuvent constituer une bonne approximation du cas d’'une modulation si-
nusoidale en intensité quand une des deux conditions est vérifiée

We

VB,

W > We ou w >

(25)
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FIGURE 12. 8.=1. Ligne du milieu : i1 = 1/2, ligne du bas i, = 1. Colonne de
gauche : @ = 0.2, colonne de droite & = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de (..
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FIGURE 13. .=10. Ligne du milieu : iy = 1, ligne du bas i; = 3. Colonne de
gauche : @ = 0.2, colonne de droite ©® = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de ..
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oll on a posé
1 2el.R
We=—=——.
‘Tt h
Ces conditions expriment le fait que l'impédance Lw de la jonction (avec
L = h/2elc) est grande devant la résistance R ou devant I'impédance ca-

pacitive 1/Cw (KAUTZ 1996).

(26)

Une fois donné le voltage V (¢) de ’équation (24), la seconde relation de
Josephson permet de déduire par intégration la phase ¢(¢) :

2eVot  2eV;

(t) = o + > cos(wt) . (27)
Reprenons maintenant 1'équation d’évolution
) h de RCd2%p
It =1, L T i i 28
W) =Tesime 5k ar T 2e dn 25)

et prenons sa moyenne sur une période T" de I’oscillation microonde en uti-
lisant I'expression (27). La contribution de la dérivée seconde est toujours
nulle et il reste :

(29)

Si la moyenne sur le temps de sin ¢ s’annule, on retrouve la partie résis-
tive de la caractéristique V) = RI. Mais il se peut que cette moyenne soit
non nulle, comme on le voit en utilisant le développement en fonctions de
Bessel :

+o0
efiacos(‘“t) — Z (71)774(]”(&) efinwt (30)
qui entraine
| o 20 N 2eV1)
sin (¢(t)) = Im [elso(t)} = Im |e'?° ethn;oo(ii)an ( I~ ) e inwt |
31)

On remarque en effet qu'un terme de la somme sur n peut donner une
contribution non nulle & la moyenne sur le temps si on a

2eVy
h

= nw (32)
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ce qui n’est autre que la condition de quantification (10). La moyenne tem-
porelle de sin ¢ vaut alors

2eV;
(sinp) = J, (g> sin(pg — nmw/2) . (33)
hw
Le terme sin(ypo — nw/2) peut prendre n'importe quelle valeur entre —1 et
1, et on obtient donc un plateau de valeurs de I compris entre les deux
bornes :

nhw 26V1> nhw (QeVl)
s tn () @ g (R 34
ou encore _
I w 2€V1)
e < G ’ =

Chaque plateau est centré sur la droite résistive I = Vy/R et sa largeur,
donnée par la fonction de Bessel J,,(2¢V; /hw), va décroitre rapidement aux
grands n, a V4 /w fixé.

3 Un standard électrique

3-1 Mise en série de jonctions

Comme nous 'avons vu ci-dessus, le domaine de fréquences w/27 uti-
lisable en pratique se situe dans le domaine s’étendant entre 10 et 100 GHz.
Pour le choix w/2m = 100 GHz, le quantum /iw/2e vaut 0.2mV, ce qui est
tres faible. Méme si on verrouille la diode sur un indice n supérieur a 1,
on reste dans le domaine du millivolt alors que les besoins pratiques sont
plutot dans le domaine du volt, voire la dizaine de volts.

La solution a ce probléme est simple sur le papier : il suffit de mettre un
grand nombre de jonctions en série, de sorte que les tensions s’ajoutent et
on peut atteindre ainsi des valeurs supérieures au volt. C’est effectivement
ce qui est fait en pratique, mais cela passe par un certain nombre d’étapes
délicates.

On voit sur la figure 14 extraite de I’article de HAMILTON (2000) le prin-
cipe de la mise en série de jonctions Nb//Al2O3/Nb, avec une microonde
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de fréquence 75 GHz. On dispose 16 lignes comportant 1263 jonctions cha-
cune, soit 20208 jonctions au total mises en série. Du point de vue de la
propagation de la microonde, les 16 lignes sont en parallele, ce qui permet
d’assure une bonne homogénéité de l'intensité I;.

3-2 Plateaux de tension a courant nul

Les premiers dispositifs de séries de jonctions Josephson a fin métrolo-
gique comportaient une vingtaine de jonctions, chacune avec une capacité
C relativement faible, conduisant a une caractéristique du type de celles
montrées en figures 12-13. Pour ce type de jonction, il faut imposer un cou-
rant /p non nul a chaque jonction pour se placer sur le plateau désiré.

Le courant I a appliquer différe d’une jonction a l'autre du fait d’im-
perfections lors de la fabrication. Pour un dispositif utilisant une vingtaine
de jonctions, il est possible (mais délicat) de contrdler chacun des 20 cou-
rants individuels Ip. Quand on passe a une assemblée de 20000 jonctions,
cela devient irréaliste.

Pour contourner ce probleme, on se tourne vers des jonctions de plus
grande capacité, donc de plus grand parametre 3., typiquement 3. > 100.
Dans ce cas, la caractéristique comporte des segments de voltage quantifiés
V., pour un courant Iy nul. La figure 15 présente des caractéristiques cal-
culées dans le modele RCS] et la figure 16 une caractéristique mesurée ex-
périmentalement. Il n’est alors plus nécessaire de controler le courant biais
de chaque jonction. Il faut simplement trouver un moyen de verrouiller la
jonction — ou l’ensemble de jonctions — sur le segment n désiré. Pour les
standards de 10 volts comme celui représenté en figure 14, 'entier n peut
prendre toutes les valeurs entre -75 000 et +75000 (HAMILTON 2000).

La caractéristique de la figure 16 résulte d'une optimisation du courant
I induit par la microonde. Pour un courant plus faible, la plage en ten-
sion sur laquelle on observe des marches se réduit. Pour des courants plus
forts, on observe plus de marches, mais leur longueur diminue et elles ne
croisent plus I’axe Iy = 0. On peut utiliser le résultat (35) pour estimer si la
marche n croise 1’axe de courant nul I = 0. Il faut pour cela que

< |7 (26V1>’ (36)

w
n—
We

hw

Dielectric

Junctions

—» Microwave Power ——jm»-

I Al A 2 77

(a) Ground Plane

DC+

IN Array Schematic

(b)

SERIES ARRAY

CAPACITIVE COUP| v =

FINLINE
\

GROUND PLANE

=
)

I
>

RESISTIVE TERMINATION— dc CONTAC

19 mm

FIGURE 14. Dispositif comportant un grand nombre (> 20000) jonctions Jo-
sephson en série permettant de réaliser un étalon de tension dans la gamme de la
dizaine de volts. Figure adaptée a partir de HAMILTON (2000).
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0.1

V/RI, 0

L

Iy/1.

-0.1

—-0.4 —0. 0.2 04

FIGURE 15. Exemples de caractéristiques calculées par le modele RCS], présen-
tant plusieurs plateaux V,, pour Iy = 0. Calcul effectué dans le modele RCS] avec
B = 100, i1 = 10, @ = 0.2 (haut) et § ~ 10°, 41 = 80, & ~ 1072 (bas).
La caractéristique du bas est plus précisément obtenue pour les paramétres phy-
siques fournis par KAUTZ (1996) pour sa figure 1(b) : I. = 0.2mA, R = 1001,
C =20pF, I, = 16 mA et w/2m = 100 GHz.
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FIGURE 16. Exemple d'une observation expérimentale des marches de Shapiro
pour une jonction de grande capacité. Figure adaptée de HAMILTON (2000).

Comme la valeur de la fonction de Bessel J,,(x) est toujours comprise entre
—1 et +1, on voit sur cette équation que les plateaux croisant 'axe I = O ne
peuvent étre obtenus que si w < w, (au moins dans le régime ot1’approche
en terme de tension modulée sinusoidalement est correcte).

3-3 Le verrouillage sur un plateau V,, donné

Une fois réalisée la caractéristique courant-tension du systéme Joseph-
son avec plusieurs dizaines de milliers de plateaux V,, quantifiés, traver-
sant tous l'axe [y = 0, il reste a verrouiller ce dispositif sur le plateau désiré
pour disposer d'un standard délivrant des valeurs discrétes de voltage. Le
processus réel est complexe et son principe est résumé sur la figure 17.

On impose aux bornes du systeme une tension V, avec une résistance
de biais V;. La tension V; est proche de la tension recherchée et R, est choi-
sie de sorte que l'intersection de la caractéristique du systéme Josephson
et de la droite V, — R,I ne comporte qu'un seul (ou quelques) points. Un
controle judicieux de R; et V; permet alors d’amener le systéme Joseph-
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FIGURE 17. Principe du montage électrique permettant de verrouiller I'étalon de
tension sur un pic V,, déterminé. Figure adaptée de HAMILTON (2000) .

son au point choisi : Iy = 0,V = V,,. Une fois ce plateau atteint, le sys-
teme peut y rester verrouillé pendant plusieurs heures avec une stabilité
relative meilleure que 10~9. On trouvera dans HAMILTON (2000) ou sur la
page wikipedia "Josephson Voltage Standard" des exemples d’algorithmes
permettant d’utiliser la tension ainsi réalisée pour déterminer une tension
inconnue.

4 Effet Shapiro pour des jonctions atomiques

4-1 Effet Shapiro dans *He superfluide

Nous avons décrit en § 1-2 le dispositif expérimental du groupe de Ber-
keley qui a permis ’observation de I'effet Josephson ac avec un bain de *He
superfluide (PEREVERZEV, LOSHAK et al. 1997). Ce méme montage a per-
mis quelques années plus tard la caractérisation de résonances de Shapiro
pour I'hélium 3 par SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).
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FIGURE 18. Montage expérimental de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001)
similaire a celui montré en figure 3, avec cette fois-ci une modulation sinusoidale
de la position de la paroi souple (position répérée par x(t)), ce qui conduit a une
modulation de la pression, analogue mécanique du cas envisagé en § 2-4.

Le principe de I'expérience est de moduler de fagon contrdlée la pres-
sion d'un c6té de la membrane rigide percée de trous (figure 18). Cette
modulation est obtenue en agissant au moyen d’électrodes disposées sur
la paroi souple. C’est I'équivalent mécanique de la modulation de la ten-
sion électrique pour une jonction supraconductrice. On est donc directe-
ment dans le cas de figure envisagé en §2-4, qui conduit a des plateaux en
courant dont la largeur est donnée par des fonctions de Bessel [eq. (35)].

La différence de pression entre les deux cotés de la membrane percée
s’écrit donc
P(t) = Py + Py sin(wt) 37)

et un courant de particules de moyenne temporelle non nulle va pouvoir
se produire a travers cette membrane si la condition de résonance

QmPO
P

est remplie (équivalent du résultat (32) avec la masse 2m d’une paire de
Cooper pour *He).

=nhw

(38)

Intéressons-nous au cas n = 1 pour lequel la résonance se produit pour
w/2m = 105Hz pour la pression P, choisie. Pour un choix donné de 1’am-
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FIGURE 19. Caractéristique courant-pression (avec Py. = Py) permettant d’ob-
server une résonance de Shapiro dans un bain de *He superfluide. Les courbes, ob-
tenues pour différentes valeurs de Py, sont décalées les unes par rapport aux autres
pour améliorer la lisibilité. Figure adaptée de SIMMONDS, MARCHENKOV ef al.
(2001).

plitude de modulation P, on s’attend alors a observer un plateau de cou-
rant de largeur 2|J;(2mP; /fuwp)|. Ces plateaux sont bien visibles sur la fi-
gure 19 et leur largeur est en bon accord avec la variation en fonction de
Bessel attendue (figure 20). SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001) ont
également observé la résonance correspondant a n = 2.

4-2 Barriere mobile dans un gaz quantique

Nous avons vu au chapitre précédent comment une barriere se dépla-
cant a vitesse constante dans un gaz quantique uniforme permettait de
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FIGURE 20. Largeur du plateau de courant de la figure 19 en fonction de I'am-
plitude de modulation en pression P,. = Py. Figure extraite de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001).

simuler 1'équivalent d’un courant constant imposé a une jonction supra-
conductrice. La généralisation de ce dispositif pour observer 1'équivalent
de résonances de Shapiro est alors naturel : au lieu de bouger la barriere a
vitesse constante, on lui donne un mouvement du type

x(t) = vt + 1 sin(wt) (39)

comme représenté sur la figure 21, extraite de la proposition théorique de
SINGH, POLO et al. (2024).

Dans cette étude théorique, les auteurs ont considéré un gaz 2D de mo-
lécules de °Li décrit par I’équation de Gross-Pitaevskii, avec une densité de
5.6 atomes par micron carré. Ils ont pris en compte les effets de température
finie en ajoutant un bruit adéquat sur la fonction d’onde initiale. La taille
du gaz est 512 x 27 microns et le parametre d’interaction (sans dimension
a2D)estg=0.1.

Apres le déplacement de la barriére, ils déterminent les nombres
d’atomes N, et N, de part et d’autre de la barriére et calculent z =
(Ng — Np)/(Ng + Np). Cette valeur de z est comparée a z, qui serait obtenu
si les densités et donc les potentiels chimiques étaient restés parfaitement
égaux de part et d’autre de la barriere.

La quantité Az = z — Z (équivalent de la tension pour une jonction su-
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FIGURE 21. Barriere mobile dans un gaz 2D. La position de la barriére s’écrit
x(t) = vt + x1 sin(wt). Le mouvement donne naissance i des marches de Shapiro
pour x1 # 0. Ces résultats sont obtenus en intégrant numériquement I'équation
de Gross-Pitaevskii dépendant du temps, avec une condition initiale qui simule
une température non nulle (truncated Wigner approximation). Figure extraite
de SINGH, POLO et al. (2024).

praconductrice), est tracée en figure 21 en fonction de la vitesse moyenne
v (équivalent du courant) pour différentes valeurs de I'amplitude de mo-
dulation z4, a fréquence w/2m = 45 Hz fixée. Les résultats sont conformes
a ce qu’on attend intuitivement : on trouve des plateaux pour Az, corres-
pondant a une différence de potentiel chimique Ay entre les deux cotés de
la jonction :

Ap =nhw (40)

SINGH, POLO et al. (2024) ont procédé a une calibration soigneuse de

la barriere a partir de la caractéristique calculée. Ils ont montré que 'on
pouvait effectivement la décrire par les mémes parametres que ceux du

103

= 1024 | )

G(1/h), Be
°
[

FIGURE 22. Paramétres de la barriere utilisée par SINGH, POLO et al. (2024).

modele RCS]J des jonctions supraconductrices. Nous montrons en figure 22
leurs résultats pour les parametres G = 1/R et (. en fonction de la hau-
teur Vy = Vj/u de la barriere. Le potentiel créé par la barriére est supposé
ici gaussien avec une demi-largeur a 1/e? (waist) fixée a 1.1, ou € est la
longueur de cicatrisation.

4-3 Observation expérimentale des plateaux

Fin 2025, deux équipes ont publié leur observation de résonances de
Shapiro sur un gaz d’atomes froids grace a une barriere tunnel modulée.
BERNHART, ROHRLE et al. (2025) ont utilisé un gaz 3D de 8"Rb en géo-
métrie cylindrique et DEL PACE, HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025) ont
travaillé sur un gaz de %Li (fermions) dans le régime unitaire et placé dans
une géomeétrie quasi2D.

Nous montrons en figure 23 le résultat obtenu par BERNHART, ROHRLE
et al. (2025). On voit clairement apparaitre des plateaux a Ay constant
quand on varie la vitesse moyenne de la jonction (donc le courant moyen
la traversant). La valeur des plateaux est proche de la valeur quantifiée at-
tendue [eq. (40)] pour la fréquence de modulation choisie, w/2m = 90 Hz.
Quand on varie cette fréquence de modulation entre 50 et 200 Hz, on véri-
fie que la position des plateaux se déplace en suivant la loi Ay o w (figure

pagel7 -
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FIGURE 23. Gauche : schéma expérimental de BERNHART, ROHRLE et al.
(2025). Droite : caractéristiques courant - potentiel chimique mettant en évidence
les deux premiéres résonances de Shapiro. Pour la plus grande amplitude de mo-
dulation (notée ici I,,), on notera un écart par rapport a la relation attendue
Ap = hw; cet écart peut étre di a une incertitude sur la mesure du nombre
d’atomes et la forme du potentiel de confinement, qui interviennent dans la cali-
bration du potentiel chimique. Figures extraites de BERNHART, ROHRLE et al.
(2025).

24).

4-4 Les processus dissipatifs en jeu

Pour terminer cette description des expériences récentes sur les réso-
nances Shapiro, il est intéressant de regarder les processus dissipatifs qui
permettent a la jonction d’atteindre le régime stationnaire conduisant a la
formation de plateaux. Les simulations numériques fondées sur 1’équation
de Gross-Pitaevskii sont tres utiles pour cela, pourvu qu’elles aient été vali-
dées précédemment par comparaison avec l'expérience, en ce qui concerne
le fonctionnement de la jonction elle-méme.

Comme nous l'avons déja indiqué pour une jonction statique, la nature
de ces processus dissipatifs dépend de la dimensionalité du systeme. Dans
l'expérience "tubulaire” de BERNHART, ROHRLE et al. (2025), on constate
que la dissipation est liée a I’émission de solitons sombres ou d’anneaux
de vorticité en aval de la jonction, en phase avec le mouvement de la bar-

page 18

u T T T T T T T
A 250F ¢ fn=135Hz B2 uth = fy, o
® fn=90Hz 00 ® Exp.

200 v sim. 6 vﬁv
—_ — 150 vv‘ % E
N N %l
T 150 z %9
< < | Io) oW |
= = 100 ; VH
% 100 31' gvv

50 y .
50
0 ,‘i“ 1 1 - 0 L1 1 1 1 L]
0.0 0.5 1.0 1.5 0 50 100 150 200
Current //lc fm [HZ]

FIGURE 24. Evolution de la position des plateaux Ay avec la fréquence de modu-
lation de la barriere. Figures extraites de BERNHART, ROHRLE et al. (2025).

riere. Plus précisément, la stabilisation du plateau n est obtenue grace a
I"émission de n solitons en une période d’oscillation (figure 25). La nature
solitonique de ces excitations est révélée par la simulation numérique, qui
donne le profil de phase en plus de la distribution en densité. La formation
de ces solitons est a l'origine de la différence de densité qui apparait entre
les deux cotés de la jonction.

Nous montrons également en figure 26 le résultat obtenu par DEL PACE,
HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025) sur un gaz de Fermi unitaire dans une
géométrie quasi2D. Dans ce cas, le processus dissipatif dominant est la for-
mation de paires de vortex de circulations opposées, a raison d'une paire
par période de modulation pour le plateau n = 1.

Une question ouverte a ce stade porte sur l'utilisation pratique de ces
résonances de Shapiro : peuvent-elles, a I'instar du cas supraconducteur,
avoir un intérét métrologique pour mesurer tres précisément des potentiels
chimiques?



CHAPITRE 3 : L’EFFET JOSEPHSON ALTERNATIF ET LES RESONANCES DE SHAPIRO

§ 4. Effet Shapiro pour des jonctions atomiques

1 n nm
B — : 1000
300 & >
— 500

g 200 g
£ 100 g 0
3 £ |

o -500

1 I n
00 05 1o 15 80 50 -1000
Current i,
C i
300 1 f T 1000

— 200 WM {1 500
4 4 £ 20}
S 7 E
§ o o 2 0

0 maj = 1op 1H 500

1 n n
o o5 1 15 ) h b h : ; )
Current % 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60 1000
X [pm] X [um] X [um]

An [1/um]

An [1/um]

FIGURE 25. Origine de la dissipation conduisant aux résonances de Shapiro.
Haut : expérience, bas : résultats numériques. On voit que n solitons sont émis
par période pour le plateau n. Il y a également émission de phonons se propageant
a la vitesse c. Figure extraite de BERNHART, ROHRLE ef al. (2025)
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