
Chapitre 4

Les jonctions atomiques internes
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Dans sa proposition initiale, JOSEPHSON (1962) a considéré deux su-
praconducteurs couplés par l’intermédiaire d’une barrière physique, for-
mée par une fine couche d’isolant ou de métal normal. Quelques années
plus tard, LEGGETT (1966) a proposé d’étendre cette idée à un couplage
entre degrés de liberté interne. Dans cette première publication, Leggett
considérait un modèle de supraconducteur à deux bandes et décrivait ce
qu’il qualifiait "d’effet Josephson interne". Même si le modèle initial n’a
pas été validé expérimentalement, cette idée s’est révélée extrêmement fé-
conde par la suite, lorsque la superfluidité de l’hélium 3 a été découverte
(1972). Elle a notamment permis d’expliquer les anomalies de la résonance
magnétique nucléaire dans ce superfluide (LEGGETT 2004).

Cette idée de coupler deux états internes par une excitation cohérente
pour former une jonction Josephson interne se généralise naturellement
aux gaz d’atomes froids. Le formalisme que nous avons mis en place aux
chapitres précédents va rester valable, avec notamment la description de la
dynamique de la jonction à l’aide des deux énergies EJ et EC . Rappelons
que la première décrit le couplage entre les deux états de la jonction, et elle
sera associée à la fréquence de Rabi du couplage ; la seconde décrit l’éner-
gie de charge de la jonction, c’est-à-dire le coût énergétique pour passer de
la situation équilibrée Na = Nb = N/2 à la situation voisine Na = N/2− 1,
Nb = N/2 + 1.

Il va néanmoins y avoir des différences quantitatives entre les jonctions
internes et les jonctions externes :
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CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 1. Préliminaire : l’atome habillé

— Le couplage tunnel EJ peut être notablement plus grand : au lieu de
reposer sur un effet tunnel à travers une paroi, donc un évènement
localisé et de faible probabilité, le couplage entre deux états internes a
et b se produit sur tout le volume de l’échantillon. Par ailleurs, son in-
tensité peut être rendue arbitrairement grande en augmentant la puis-
sance de l’onde électromagnétique qui couple a et b.

— Le terme de chargeEC est lui aussi modifié. Pour une jonction externe,
seules comptent les interactions a − a ou b − b, puisque deux atomes
situés de part et d’autre de la barrière ne se "voient" quasiment pas.
En revanche, pour une jonction interne, les atomes dans les états a et b
occupent la même région de l’espace et les interactions a− b jouent un
rôle dans l’énergie de charge, au même titre que les interactions a− a
et b − b. Cela vient enrichir le problème en fournissant un paramètre
de contrôle supplémentaire.

Dans les chapitres précédents consacrés aux jonctions externes, nous
avons montré que différents régimes de fonctionnement de la jonction sont
possibles, selon les valeurs relatives de EC et de EJ/N

2. Pour les jonctions
externes, on a généralement EC ≫ EJ/N

2, de sorte qu’il est difficile d’ex-
plorer ces différents régimes. Les jonctions internes, qui offrent en pratique
une plus grande plage de valeurs de EJ et EC , vont permettre cette explo-
ration, en particulier l’étude des bifurcations et des transitions de phase
qui peuvent se produire quand EC ∼ EJ/N

2.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par décrire le couplage d’un
atome unique avec une onde électromagnétique résonnante ou quasi-
résonnante. Nous adopterons un modèle d’atome à deux niveaux, décrit
par un pseudo-spin 1/2. Nous passerons ensuite au cas de N atomes dé-
crits tous par la même fonction d’onde spatiale, de sorte que seul le degré
de liberté interne joue un rôle. Dans cette approximation du mode spatial
unique, les N atomes peuvent être décrits comme un moment cinétique
J = N/2, suivant la représentation de Schwinger que nous détaillerons.
Nous vérifierons que la limite classique de cette représentation permet de
retrouver les équations de Josephson. Nous étudierons pour finir les états
stationnaires des jonctions internes et nous montrerons pourquoi la non-
linéarité des équations du mouvement peut faire apparaître une transition
de phase pour une valeur critique du rapport EC

EJ/N2 .

b
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FIGURE 1. Couplage quasi-résonnant entre les deux états |a⟩ et |b⟩ issus du ni-
veau électronique fondamental. L’excitation peut être directe par une micro-onde
(gauche), ou indirecte par un processus Raman stimulé, impliquant le passage vir-
tuel par le niveau électronique excité |e⟩ (droite).

1 Préliminaire : l’atome habillé

1-1 Système à deux niveaux et couplage cohérent

Considérons un atome modélisé par un système "à deux niveaux", notés
|a⟩ et |b⟩ et séparés par l’énergie ℏω0 > 0 (figure 1). Cet atome est décrit par
l’hamiltonien 1

Ĥ0 =
ℏω0

2
(|a⟩ ⟨a| − |b⟩ ⟨b|) = ℏω0

2
σ̂z . (2)

1. Toutes les matrices de cette section sont écrites dans la base {|a⟩ , |b⟩} et on rappelle
l’expression des matrices de Pauli :

σ̂x =

Å
0 1
1 0

ã
σ̂y =

Å
0 −i
i 0

ã
σ̂z =

Å
1 0
0 −1

ã
. (1)
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On couple ces deux niveaux par un potentiel monochromatique de fré-
quence ω :

V̂ (t) = −ℏΩcos(ωt+ γ) (|a⟩ ⟨b|+ |b⟩ ⟨a|) ,
= −ℏΩcos(ωt+ γ)σ̂x ,

(3)

où Ω est appelée fréquence de Rabi du couplage, prise ici positive par
convention. En pratique, la paire d’états {|a⟩ , |b⟩} que nous rencontrerons
dans ce cours sera choisie à l’intérieur du niveau électronique fondamen-
tal. Le couplage cohérent V̂ sera induit par une onde radio-fréquence ou
micro-onde, ou encore par une transition Raman, c’est-à-dire l’absorption
d’un photon à une longueur d’onde optique suivie de l’émission stimulée
d’un autre photon de fréquence voisine.

L’évolution d’un état quelconque du système à deux niveaux, noté

|ψ(t)⟩ = αa(t) |a⟩+ αb(t) |b⟩ , (4)

est donné par l’équation de Schrödinger iℏ ˙|ψ⟩ =
Ä
Ĥ0 + V̂

ä
|ψ⟩, ce qui

donne : 



iα̇a = +
ω0

2
αa − Ωcos(ωt+ γ)αb

iα̇b = −
ω0

2
αb − Ωcos(ωt+ γ)αa

(5)

Ce système différentiel dépendant du temps n’admet pas de solution ana-
lytique exacte, mais nous allons pouvoir le simplifier et le résoudre grâce
l’approximation du champ tournant (Rotative wave approximation, RWA).

1-2 Approximation du champ tournant

Pour Ω nulle, l’évolution "naturelle" des coefficients αa et αb est

αa(t) = αa(0) e
−iω0t/2 αb(t) = αb(0) e

+iω0t/2 . (6)

Nous allons supposer dans tout ce qui suit que la fréquence de Rabi Ω et le
désaccord à résonance ∆ sont tous les deux petits devant la fréquence ω0 :

∆ ≡ ω − ω0 : Ω, |∆| ≪ ω0 ≈ ω . (7)

Dans ces conditions, on peut simplifier le système différentiel (5) pour ne
garder que la partie résonante du couplage. Plus précisément, on écrit :

cos(ωt+ γ) =
1

2

Ä
ei(ωt+γ) + e−i(ωt+γ)

ä
(8)

et on ne garde dans l’équation d’évolution de αa que le terme e−i(ωt+γ) qui,
quand on le multiplie par αb(t), donne un terme en ∼ e−iωt/2. Pour l’équa-
tion d’évolution de αb, on ne garde au contraire que le terme e+i(ωt+γ), ce
qui conduit au système





iα̇a = +
ω0

2
αa −

Ω

2
e−i(ωt+γ)αb

iα̇b = −
ω0

2
αb −

Ω

2
ei(ωt+γ)αa

. (9)

Pour trouver la solution exacte de ce système, on utilise le changement de
fonctions :

βa(t) = αa(t) e
+iωt/2 βb(t) = αb(t) e

−iωt/2 (10)

qui obéissent au système différentiel indépendant du temps :




iβ̇a = −∆

2
βa −

Ωe−iγ

2
βb

iβ̇b = +
∆

2
βb −

Ωe+iγ

2
βa

. (11)

Ce système peut être vu comme l’équation de Schrödinger pour un sys-
tème à deux niveaux évoluant sous l’effet d’un hamiltonien indépendant
du temps qui s’écrit dans la base {|a⟩ , |b⟩} :

Ĥ = −ℏ
2

Å
∆ Ωe−iγ

Ωe+iγ −∆

ã
(12)

ou encore
Ĥ = −ℏΩ

Ä
Ŝx cos γ + Ŝy sin γ

ä
− ℏ∆ Ŝz (13)

où les trois opérateurs de spin Ŝj , j = x, y, z sont reliés aux trois matrices
de Pauli par

Ŝj =
1

2
σ̂j . (14)

– page 3 –



CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 1. Préliminaire : l’atome habillé

Convention sur les opérateur de spins. Dans l’équation (14), nous avons
supposé que l’opérateur de spin Ŝ était sans dimension, de sorte que ses
relations de commutation sont du type

|Ŝx, Ŝy] = iŜz , (15)

avec les deux relations qui s’en déduisent par permutation circulaire. On
peut revenir aux opérateurs dimensionnés conventionnels, en les multi-
pliant par ℏ, ce qui conduit à remplacer le membre de droite de (15) par
iℏŜz .

1-3 États habillés et sphère de Bloch

Puisque nous nous sommes ramenés à l’étude de l’évolution d’un sys-
tème à deux niveaux sous l’effet de l’hamiltonien indépendant du temps
(12), il est naturel de rechercher les états propres de cet hamiltonien. Intro-
duisons l’angle θ défini par

cos θ =
∆

Ω̃
sin θ =

Ω

Ω̃
avec Ω̃ =

√
Ω2 +∆2. (16)

Comme la fréquence de Rabi Ω est prise ici positive, l’angle θ peut être
choisi entre 0 et π. L’hamiltonien (12) se réécrit :

Ĥ = −ℏΩ̃
2

Å
cos θ e−iγ sin θ

eiγ sin θ − cos θ

ã
(17)

ses énergies propres sont

E1 = −ℏΩ̃
2

E2 = +
ℏΩ̃
2

(18)

et les états propres associés sont dans la base {|a⟩ , |b⟩} :

|1⟩ =
Å
C

eiγS

ã
|2⟩ =

Å
S

−C eiγ

ã
(19)

où on a posé

C = cos
θ

2
S = sin

θ

2
. (20)

L’état |1⟩ est toujours l’état propre de plus basse énergie.

Une visualisation géométrique commode d’un état |ψ⟩ d’un système
à deux niveaux (i.e. un qubit) consiste à le représenter par un point à la
surface d’une sphère, appelée sphère de Bloch. Plus précisément, on calcule
les trois valeurs moyennes ⟨ψ| σ̂j |ψ⟩, ce qui donne un vecteur de norme
1 que l’on reporte sur la sphère. Pour l’état habillé |1⟩ donné en (19), on
trouve ainsi les trois composantes (sin θ cos γ, sin θ sin γ, cos θ), de sorte que
le point correspondant a pour latitude θ et pour azimuth γ. Le point repré-
sentant l’état |2⟩ est diamétralement opposé à celui représentant |1⟩.

Il est utile pour la suite d’avoir en tête quelques cas particuliers (cf.
figure 2) :

Cas résonnant : ∆ = 0. Les états propres sont alors localisés sur l’équa-
teur de la sphère de Bloch (θ = π/2) :

∆ = 0 : |1⟩ = 1√
2

Å
1
eiγ

ã
|2⟩ = 1√

2

Å
1
−eiγ
ã

(21)

et ils ont pour énergies ∓ℏΩ/2.

Désaccord grand et positif : ∆ ≫ Ω. L’angle θ est proche de 0, de sorte
que l’état |1⟩ est alors proche de |a⟩ et l’état |2⟩ est proche de |b⟩ :

∆ > 0 et ∆≫ Ω :

®
|1⟩ ≈ |a⟩ E1 ≈ −ℏ∆/2
|2⟩ ≈ |b⟩ E2 ≈ +ℏ∆/2

(22)

Désaccord grand et négatif : |∆| ≫ Ω. L’angle θ est proche de π, de sorte
que l’état |1⟩ est alors proche de |b⟩ et l’état |2⟩ est proche de |a⟩ :

∆ < 0 et |∆| ≫ Ω :

®
|1⟩ ≈ |b⟩ E1 ≈ −ℏ|∆|/2
|2⟩ ≈ |a⟩ E2 ≈ +ℏ|∆|2 (23)

Hiérarchie des états. On pourrait s’étonner de voir que pour ∆≫ Ω > 0,
l’état habillé |1⟩ peut être à la fois proche de |a⟩ et constituer l’état de plus
basse énergie, alors que l’état |a⟩ a manifestement une énergie supérieure
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γ

|1⟩

|2⟩

|a⟩

γ

θ

|1⟩

|a⟩

FIGURE 2. Sphère de Bloch et états habillés dans le cas résonnant (∆ = 0) à
gauche et de cas d’un désaccord positif à droite. Les états "nus" |a⟩ et |b⟩ sont
situés respectivement au pôle nord et au pôle sud de la sphère. Les états habillés
|1⟩ et |2⟩ sont toujours diamétralement opposés, l’état |1⟩ est de coordonnées θ, γ
et l’état |2⟩ de coordonnées π − θ, γ + π.

à |b⟩ sur la figure 1. Ce paradoxe apparent est dû au passage dans le ré-
férentiel tournant. Il se résout simplement si on traite quantiquement le
champ micro-onde. On doit alors comparer les énergies de |1⟩ ≈ |a, n⟩ et
|2⟩ = |b, n+ 1⟩, où n désigne le nombre de photons dans le champ, et on
en déduit immédiatement la hiérarchie des énergies donnée ci-dessus.

1-4 Évolution cohérente et préparation d’un état habillé

Considérons pour commencer le cas particulier simple d’une excitation
résonnante (∆ = 0), avec le choix de phase γ = 0. Les états habillés sont
donc situés sur l’équateur aux longitudes 0 et π. Le système (11) s’écrit
alors

iβ̇a = −Ω

2
βb iβ̇b = −

Ω

2
βa . (24)

|1〉
|2〉

|a〉

|b〉

|1〉

|2〉

|a〉

|b〉

FIGURE 3. Trajectoire suivie sur la sphère de Bloch dans le cas résonnant (∆ = 0)
à gauche et dans le cas ∆ > 0 à droite. La trajectoire est toujours située sur un
cercle orthogonal à l’axe passant par les états habillés |1⟩ et |2⟩. On a pris ici γ = 0
et |ψ(0)⟩ = |a⟩.

Supposons que le système dans l’état |a⟩ à l’instant initial ; l’état à l’instant
t solution de ce système s’écrit alors :

βa(t) = cos
Ωt

2
βb(t) = i sin

Ωt

2
(25)

ce qui correspond sur la sphère de Bloch à un mouvement circulaire le
long du méridien de longitude π/2. Ce mouvement correspond donc à une
rotation autour de l’axe passant par les deux états habillés (figure 3).

Plus généralement, pour toute valeur du triplet (∆,Ω, γ), un état initial
|ψ(0)⟩ peut se décomposer sur la base des états habillés

|ψ(0)⟩ = c1 |1⟩ + c2 |2⟩ (26)

et son évolution est ensuite donnée par :

|ψ(t)⟩ = c1 e
+iΩ̃t/2 |1⟩ + c2 e

−iΩ̃t/2 |2⟩ . (27)

Cela correspond à un mouvement circulaire uniforme sur la surface de la
sphère de Bloch, autour de l’axe joignant les deux états habillés. Les pro-
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babilités p1 et p2 restent constantes au cours de l’évolution et la fréquence
angulaire de ce mouvement est égale à Ω̃.

Dans la suite de ce cours, nous décrirons des expériences où il faut pré-
parer le système dans un état habillé donné, |1⟩ ou |2⟩, pour un triplet
(∆,Ω, γ). Pour cela, on peut envisager deux classes de méthodes :

— La première consiste à effectuer un suivi adiabatique : on prépare le
système dans l’état nu |a⟩ ou |b⟩, avec le couplage cohérent fortement
désaccordé : |∆ini| ≫ Ω. Les états habillés coïncident alors quasiment
avec les états nus. On diminue ensuite lentement le désaccord pour
l’amener à la valeur voulue ∆.

— La seconde méthode consiste à partir d’un autre triplet bien choisi
(∆′,Ω′, γ′), effectuer une fraction de tour sur le cercle correspondant
(cf. figure 3) en s’arrangeant pour que ce cercle passe par l’état ha-
billé désiré. À l’instant où l’état |ψ(t)⟩ coïncide avec l’état habillé, on
change soudainement le triplet à la valeur souhaitée (∆,Ω, γ) et le sys-
tème reste ensuite dans cet état stationnaire. Par exemple, si on veut
préparer l’état habillé |1⟩ à résonance pour la phase γ = 0, on peut par-
tir de |a⟩, appliquer le couplage (∆′ = 0,Ω′ = Ω, γ′ = π/2), puis faire
passer soudainement la phase à γ = 0 après un quart d’oscillation de
Rabi (pulse π/2), c’est-à-dire quand l’état est arrivé sur l’équateur de
la sphère de Bloch.

2 L’approximation du mode spatial unique

Nous nous intéressons maintenant au cas de N atomes identiques (bo-
sons) avec deux états internes |a⟩ et |b⟩, couplés de manière cohérente
comme au paragraphe précédent. Nous allons considérer la situation la
plus simple où tous les degrés de liberté spatiaux des atomes sont gelés
grâce à un fort confinement. La seule dynamique possible est donc celle
portant sur l’état interne.

Nous reprenons le couplage atome – champ cohérent décrit en § 1 en
prenant pour simplifier la phase γ égale à 0 (cela revient à faire le choix
approprié pour l’orientation de l’axe x de la sphère de Bloch), ce qui donne

pour un atome unique :

Ĥcoh = −ℏ
2

Å
∆ Ω
Ω −∆

ã
= −ℏΩ Ŝx − ℏ∆ Ŝz (28)

2-1 Hamiltonien en seconde quantification

On considère un système de particules identiques bosoniques, pouvant
chacune occuper les deux états |a⟩ et |b⟩. Une base de l’espace de Hilbert du
problème est donc formée par les états |Na, Nb⟩, avec Na particules dans
l’état |a⟩ et Nb particules dans l’état |b⟩ (Na,b ∈ N). Si on dispose de N
particules au total avec la possibilité de transférer les particules de l’état
|a⟩ vers l’état |b⟩, la dimension de l’espace de Hilbert est donc N + 1 avec
la base :

{ |N, 0⟩ , |N − 1, 1⟩ , · · · , |1, N − 1⟩ , |0, N⟩ } . (29)

Dans le formalisme de la seconde quantification, on introduit les opéra-
teurs création â† et b̂†, et les opérateurs destruction associés â et b̂, caracté-
risés par leur action sur la base {|Na, Nb⟩} :

{
â† |Na, Nb⟩ =

√
Na + 1 |Na + 1, Nb⟩

b̂† |Na, Nb⟩ =
√
Nb + 1 |Na, Nb + 1⟩

(30)

et
{
â |Na, Nb⟩ =

√
Na |Na − 1, Nb⟩ si Na ̸= 0, â |0, Nb⟩ = 0

b̂ |Na, Nb⟩ =
√
Nb |Na, Nb − 1⟩ si Nb ̸= 0, b̂ |Na, 0⟩ = 0

(31)

Les opérateurs nombre de particules dans les états a et b sont donnés par :

N̂a = â†â N̂b = b̂†b̂ (32)

et l’opérateur N̂ = N̂a + N̂b est une constante du mouvement : il com-
mute avec tous les hamiltoniens que nous serons amenés à considérer car
le nombre total de particules est conservé.

Les états |Na, Nb⟩ se construisent par action des opérateurs â† et b̂† sur
l’état vide |0, 0⟩ :

|Na, Nb⟩ =
(â†)Na

√
Na!

(b̂†)Nb

√
Nb!
|0, 0⟩ (33)
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E

−N ℏ|∆|
2

|0, N⟩

−(N − 2)ℏ|∆|
2

|1, N − 1⟩

(N − 2)ℏ|∆|
2

|N − 1, 1⟩

N ℏ|∆|
2

|N, 0⟩

|Na, Nb⟩

|J,−J⟩

|J,−J + 1⟩

|J, J − 1⟩

|J, J⟩

|J,Mz⟩

FIGURE 4. Niveaux d’énergie de (34) pour Ω = 0. Les états propres indiqués
correspondent au cas ∆ < 0, pour lequel l’énergie de l’état |a⟩ est supérieure à
l’énergie de l’état |b⟩.

Dans ce formalisme de second quantification, l’hamiltonien (28) décri-
vant le couplage atome-champ s’écrit

Ĥcoh = −ℏΩ
2

Ä
â†b̂+ âb̂†

ä
− ℏ∆

2
(N̂a − N̂b) . (34)

Les niveaux d’énergie correspondants sont indiqués sur la figure 4 dans le
cas particulier Ω = 0, ∆ < 0.

2-2 Représentation de Schwinger

Il est utile de disposer d’une représentation de ce problème en termes
d’opérateurs de moment cinétique (Schwinger, 1952). Introduisons les trois

opérateurs 



Ĵx =
1

2

Ä
â†b̂+ âb̂†

ä
Ĵy =

i

2

Ä
âb̂† − â†b̂

ä
Ĵz =

1

2

Ä
â†â− b̂†b̂

ä (35)

qui vérifient les règles de commutation d’un opérateur moment cinétique :

[Ĵx, Ĵy] = i Ĵz (36)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire (rappelons
que nous choisissons ici des opérateurs de spin sans dimension, cf. § 1-2).
On a par ailleurs :

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z =

N̂

2

Ç
N̂

2
+ 1

å
. (37)

Puisque chaque atome est assimilé à un spin 1/2, la valeur trouvée pour
Ĵ2 indique que nous travaillons ici dans l’espace de spin J = N/2, c’est-à-
dire la valeur maximale que l’on peut obtenir en additionnant les N spins.
Une base de l’espace de Hilbert, qui est de dimension N + 1 = 2J + 1, est
donnée par les états |J,Mz⟩, c’est-à-dire les états propres de Ĵ2 et Ĵz avec
les valeurs propres J(J + 1) et Mz ∈ {−J, · · · ,+J}. Le lien avec la base
|Na, Nb⟩ est immédiat (figure 4) :

|J,Mz⟩ = |Na, Nb⟩ avec J =
1

2
(Na +Nb), Mz =

1

2
(Na −Nb) (38)

ce qui permet de construire explicitement les états |J,Mz⟩ à partir de (33) :

|J,Mz⟩ =
(â†)J+Mz

√
(J +Mz)!

(b̂†)J−Mz

√
(J −Mz)!

|0, 0⟩ (39)

On vérifie par exemple que l’opérateur échelle,

Ĵ+ ≡ Ĵx + iĴy = â†b̂ (40)

agit sur un état |J,Mz⟩ = |Na, Nb⟩ selon

Ĵ+ |J,Mz⟩ = α |J,Mz + 1⟩ (41)
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CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 2. L’approximation du mode spatial unique

︸ ︷︷ ︸
J=2

︸ ︷︷ ︸
J=1

︸ ︷︷ ︸
J=0

FIGURE 5. Représentation de l’espace de Hilbert de N = 4 spins 1/2, de dimen-
sion 2N = 16. On travaille ici dans le sous-espace des états complètement symé-
triques (colonne de gauche), de dimension 2J + 1 = N + 1, associé au moment
cinétique J = N/2. L’espace total se décompose en ce sous-espace de moment ci-
nétique J = 2, et des sous-espaces associés à des moments cinétiques J = 1 et
J = 0. Ces derniers ne seront pas occupés dans ce qui suit.

avec

α = [J(J + 1)−Mz(Mz + 1)]
1/2

=
1

2
[(Na +Nb)(Na +Nb + 2)− (Na −Nb)(Na −Nb + 2)]

1/2

=
»
(Na + 1)Nb

(42)

Cette construction, proposée par Schwinger en 1952, est très commode
pour aborder l’algèbre d’un moment cinétique quelconque (les opérateurs
de rotation par exemple) à partir de celle d’un spin 1/2. L’espace de Hilbert
dans lequel on travaille, de dimension N + 1, est bien sûr beaucoup plus
petit que l’espace total associé à N spins 1/2, de dimension 2N (figure 2

5), car on se restreint ici aux états complètement symétriques des spins.

2. La décomposition représentée sur cette figure est obtenue à partir de la procédure sui-
vante. On commence par utiliser la décomposition de l’espace produit tensoriel de deux spins
1/2 en une somme directe d’un espace associé à un spin 1 (triplet) et un espace associé à un

Partant par exemple de |Na = N,Nb = 0⟩ = |J = N/2, Jz = N/2⟩, ces états
complètement symétriques sont les seuls que l’on peut atteindre par action
d’opérateurs symétriques comme Ĵx ou Ĵz .

Si on pouvait agir de manière différentiée sur les spins individuels, ce
sous-espace constitué par les états complètement symétriques ne serait pas
suffisant et il faudrait travailler dans l’espace total, de dimension 2N . En
l’occurence, puisque nous nous intéressons à N particules bosoniques in-
discernables occupant toutes le même mode spatial, l’état de spin de ces
particules doit être complètement symétrique.

L’hamiltonien (34) décrivant le couplage des N atomes avec le champ
s’écrit avec ces opérateurs

Ĥcoh = −ℏΩĴx − ℏ∆Ĵz (43)

ce qui est une généralisation immédiate de (28), en remplaçant l’opérateur
Ŝ pour un spin 1/2 par Ĵ pour une assemblée de spins.

2-3 Le terme d’interaction

Nous allons maintenant prendre en compte les interactions binaires
entre atomes qui vont venir modifier considérablement la dynamique par
rapport à celle étudiée en § 1 pour un atome unique.

Nous rappelons que pour un condensat placé dans un état interne
donné et dans l’état externe décrit par la fonction d’onde Φ(r), l’énergie
d’interaction s’écrit dans une description champ moyen

Eint =
1

2
gN2

∫
|Φ(r)|4 d3r avec

∫
|Φ(r)|2 d3r = 1 , (44)

où la constante g est reliée à la longueur de diffusion as par g = 4πℏ2as/m.

spin 0 (singulet). En notant a, b, c, d les quatre spins 1/2 de départ, cette décomposition peut
se noter symboliquement comme 2a⊗2b = 3ab⊕1ab et 2c⊗2d = 3cd⊕1cd. On couple ensuite
les moments cinétiques des espaces (ab) et (cd) entre eux ; le couplage des deux états triplets
donne ainsi naissance à un espace de spin 2, un espace de spin 1 et un espace de spin 0, ce qui
s’écrit formellement 3ab⊗3cd = 5abcd⊕3abcd⊕1abcd . On procède même avec les couplages
triplet-singulet et singulet-singulet, ce qui donne 3ab ⊗ 1cd = 3′abcd , 1ab ⊗ 3cd = 3′′abcd et
1ab ⊗ 1cd = 1′abcd, d’où le résultat final.
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CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 3. L’approximation du mode spatial unique

Si les atomes peuvent être préparés dans deux états internes a et b, il
faut trois coefficients pour décrire les interactions binaires possibles (cf.
§ 5)

— Les deux coefficients intra-espèce gaa et gbb
— Le coefficient inter-espèce gab.

Nous nous plaçons toujours dans l’approximation du mode externe
unique : nous supposons que l’état externe des atomes est décrit par la
même fonction d’onde spatiale Φ(r), qu’ils occupent l’état interne a, l’état
interne b ou une superposition des deux. Dans ces conditions, l’énergie
d’interaction du gaz préparé dans l’état |Na, Nb⟩ s’écrit

Eint =
I
2

(
gaaN

2
a + 2gabNaNb + gbbN

2
b

)
avec I =

∫
|Φ(r)|4 d3r

(45)
ce qui correspond en seconde quantification à l’opérateur

Ĥint =
I
2

Ä
gaaN̂

2
a + 2gabN̂aN̂b + gbbN̂

2
b

ä
. (46)

Pour un gaz de densité uniforme dans un volume V , la fonction d’onde
normalisée Φ(r) est égale à 1/

√
V et l’intégrale I est donnée par I = 1/V .

Considérons par exemple un gaz préparé dans l’état habillé |1⟩ (celui
de plus basse énergie défini en (19)), qui a pour amplitudes C = cos(θ/2)
et S = sin(θ/2) sur a et sur b. Ces amplitudes correspondent à Na = NC2

et Nb = NS2, d’où l’énergie de champ moyen

Echp.moy. =
I
2
g11N

2 avec g11 = C4gaa + 2S2C2gab + S4gbb . (47)

Nous montrons dans l’appendice de ce chapitre que l’on peut retrouver ce
résultat, obtenu ici par une approche de champ moyen, en étudiant une
collision entre deux atomes habillés préparés dans l’état |1⟩.

Pour la suite, il est utile de réécrire l’hamiltonien Ĥint en fonction des
opérateurs moment cinétique Ĵ introduit plus haut. Utilisons

N̂a =
N

2
+ Ĵz N̂b =

N

2
− Ĵz (48)

où le spectre de Ĵz s’étend de−N/2 à N/2. On peut mettre cet hamiltonien
sous la forme

Ĥint =
1

2
ḡN2I + ℏ∆intĴz +

EC

2
Ĵ2
z . (49)

Pour le premier terme, nous avons défini le paramètre d’interaction moyen

ḡ ≡ 1

4
(gaa + 2gab + gbb) . (50)

Pour les petits écarts à la jonction équilibrée (|⟨Jz⟩| ≪ N ), ce premier terme
est dominant, mais il est constant. Nous l’omettrons donc dans la suite.
Dans le deuxième terme, nous avons introduit le désaccord lié aux interac-
tions

ℏ∆int ≡
1

2
NI (gaa − gbb) . (51)

Enfin, nous avons posé pour le troisième terme

EC ≡ I (gaa + gbb − 2gab) . (52)

Le choix de la notation EC n’est bien sûr pas anodin, et nous verrons que
ce paramètre joue pour notre jonction interne le rôle de l’énergie de charge
pour une jonction externe.

Nous pouvons maintenant écrire (à une constante additive près) l’ha-
miltonien total, somme du couplage cohérent Ĥcoh et de l’interaction Ĥint :

Ĥ = −ℏΩ Ĵx − ℏ∆̃ Ĵz +
EC

2
Ĵ2
z (53)

où nous avons réintégré le désaccord lié aux interactions ∆int dans la défi-
nition du désaccord :

∆̃ ≡ ∆−∆int . (54)

L’hamiltonien (53) est connu sous le nom de modèle de Lipkin-
Meshkov-Glick (LIPKIN, MESHKOV et al. 1965) et il admet dans certains
cas des solutions exactes. Ces auteurs l’ont initialement proposé comme
un banc d’essai pour tester différentes méthodes d’approximation, notam-
ment en physique nucléaire. Il a récemment été étudié dans le régime quan-
tique et avec des systèmes atomiques par LANYON, HEMPEL et al. (2011),
ISLAM, EDWARDS et al. (2011) et MAKHALOV, SATOOR et al. (2019).
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CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 3. La jonction Josephson retrouvée

3 La jonction Josephson retrouvée

3-1 L’approximation classique

Une fois connu l’hamiltonien Ĥ , on peut en déduire les équations du
mouvement en point de vue de Heisenberg. Rappelons que dans ce point
de vue, l’état du système est indépendant du temps et ce sont les opéra-
teurs qui évoluent dans le temps.

En utilisant la forme générale pour l’évolution d’un opérateur Ô :

iℏ
dÔ

dt
= [Ô, Ĥ] (55)

on trouve pour les trois composantes du moment cinétique Ĵ :




dĴx
dt

= ∆̄Ĵy −
EC

2ℏ
Ä
ĴyĴz + ĴzĴy

ä
dĴy
dt

= ΩĴz − ∆̄Ĵx +
EC

2ℏ
Ä
ĴxĴz + ĴzĴx

ä
dĴz
dt

= −ΩĴy

(56)

Nous allons maintenant prendre la moyenne de ces équation de Hei-
senberg sur l’état du système, en supposant que cet état est tel qu’on peut
négliger les corrélations entre les différentes composantes de Ĵ :

⟨ĴyĴz⟩ ≈ ⟨Ĵy⟩ ⟨Ĵz⟩ (57)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire. Cela re-
vient à remplacer les opérateurs Ĵi par leur valeur moyenne Ji = ⟨Ĵi⟩ dans
les équations d’évolution ci-dessus





dJx
dt

= ∆̄Jy −
EC

ℏ
JyJz

dJy
dt

= ΩJz − ∆̄Jx +
EC

ℏ
JxJz

dJz
dt

= −ΩJy

(58)

Nous allons montrer au paragraphe suivant que ces trois équations cou-
plées sont équivalentes à celles décrivant une jonction Josephson.

Auparavant, revenons brièvement sur cette approximation classique.
Comme nous l’avons écrit, elle revient à négliger les corrélations entre les
trois composantes de J . Elle est raisonnable pour certains états de spin et
dans la limite de grand nombres d’atomes, donc J ≫ 1. Nous reviendrons
sur ses limites et sur le traitement quantique de la jonction dans le prochain
chapitre. Pour l’instant, nous pouvons noter que cette approximation de
non-corrélation entre les composantes cartésiennes de Ĵ entraîne

⟨Ĵ2⟩ ≈ ⟨Ĵ⟩ · ⟨Ĵ⟩ . (59)

Nous savons que le membre de gauche est toujours égal à J(J + 1) ≈ J2 ;
nous en déduisons que dans l’approximation faite ici, le vecteur ⟨Ĵ⟩ est de
norme J . Cette condition est effectivement réalisée pour les états |Mi = J⟩
pour i = x, y, z et plus généralement pour tous les états de type |Mu = J⟩,
où le vecteur u défini un axe de quantification arbitraire. Dans la suite de
ce paragraphe, nous allons nous intéresser exclusivement à ce type d’états.

Plus spécifiquement, la relation de commutation entre les trois compo-
santes de Ĵ , par exemple [Ĵx, Ĵy] = iĴz , nous indique que pour les états tels
que ⟨Jx⟩ ∼ ⟨Jy⟩ ∼ J , la non-commutation entre Ĵx et Ĵy peut effectivement
être négligée, au moins en première approximation, puisque le membre de
gauche est d’ordre J2 alors que le membre de droite ne peut pas dépasser
J . En revanche, pour un état comme |Mz = J⟩, les écarts-types des distri-
butions des valeurs possibles lors d’une mesure de Ĵx et de Ĵy sont ∼

√
J

et la non-commutation de ces opérateurs joue un rôle crucial.

3-2 Équations du mouvement

Puisque nous considérons des états tels que le moment cinétique moyen
J = ⟨Ĵ⟩ a une longueur J , nous allons choisir une paramétrisation appro-
priée de ce vecteur, qui va nous permettre de retrouver les équations de
la jonction externe. Pour cela, nous revenons à la définition des trois com-
posantes de Ĵ définies en (35) et nous faisons la même substitution qu’au
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CHAPITRE 4 : LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 3. La jonction Josephson retrouvée

chapitre 1 :

â −→ ca =
√
Na e

iφa

b̂ −→ cb =
√
Nb e

iφb

(60)

Introduisons les deux variables n et φ :

n =
1

2
(Na −Nb) φ = φa − φb (61)

de sorte que J s’écrit :

J =

Ñ
1
2Nγ(n) cosφ
− 1

2Nγ(n) sinφ
n

é
avec γ(n) =

…
1− 4n2

N2
, (62)

ce qui correspond bien à un vecteur de norme J = N/2.

On peut alors visualiser l’état de la jonction sur une sphère de Bloch
généralisée, tracée dans l’espace (Jx, Jy, Jz) ; cette sphère a pour rayon J ,
l’angle azimutal de J correspond (au signe près) à la différence de phase
φ = φa − φb entre les deux parties de la jonction, et l’écart à l’équateur
repère le déséquilibre n = (Na −Nb)/2 de la jonction (figure 6).

Reportons maintenant cette paramétrisation dans l’équation d’évolu-
tion (58). Nous obtenons les équations suivantes pour n et φ :





ℏṅ =
NℏΩ
2

γ(n) sinφ

ℏφ̇ = ℏ∆̃− nEC +
NℏΩ
2

γ′(n) cosφ
(63)

et à l’énergie déduite de (53) :

E(φ, n) = −NℏΩ
2

γ(n) cosφ− ℏ∆̃ n+
EC

2
n2 (64)

On reconnaît exactement les équations du mouvement et l’énergie de la
jonction Josephson atomique étudiée dans les chapitres précédents avec la
correspondance suivante :

EJ ←→ NℏΩ
2

∆µ ←→ −ℏ∆̄
(65)

l’énergie de charge EC jouant le même rôle dans les deux cas.

|Na = N,Nb = 0⟩

|Na = 0, Nb = N⟩

−φ

n

FIGURE 6. Sphère de rayon J permettant de visualiser l’état de la jonction selon
la paramétrisation (62). L’angle azimutal repère (au signe près) la différence de
phase φ = φa − φb entre les états a et b et l’écart à l’équateur la différence de
population n = (Na −Nb)/2. Les pôles correspondent aux états |N, 0⟩ et |0, N⟩.

3-3 Comparaison entre jonctions internes et externes

Nous venons de montrer que dans l’approximation d’un gaz mono-
mode spatialement, nos modélisations des jonctions internes et des jonc-
tions externes sont formellement équivalentes. Cette équivalence est ré-
sumée sur le tableau 4.1. Les différences entre les deux systèmes résident
dans les valeurs pratiques des paramètres. Nous allons les passer en revue,
d’abord EC , puis EJ .

La structure du terme capacitif d’une jonction interne

EC = I(gaa + gbb − 2gab) (66)

ouvre des perspectives intéressantes. Bien sûr, ce terme capacitif EC est lié
aux interactions aussi bien pour une jonction externe qu’interne. Toutefois,
pour une jonction externe, il ne fait intervenir qu’un seul facteur de cou-
plage g ; les interactions entre particules à gauche et à droite de la jonction
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Jonction supraconductrice (RCSJ) Double puits atomique Jonction interne (Schwinger)

Paramètres Ic EJ = ℏIc/(2e) EJ = 1
2 (E[Φ1]− E[Φ0]) EJ = 1

2NℏΩ

C EC = (2e)2/C EC = g
(∫
|Φa|4 + |Φb|4

)
EC = 2gs

∫
|Φ|4 avec gs =

1
2 (gaa + gbb)− gab

R – –

Contrôle Iext (ou V ) déplacement de la jonction (ou ∆µ) Ω (ou ∆̃)

Variables φ et Q = CV φ et n = 1
2 (Na −Nb) Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz) avec J = N

2 et Ĵz = 1
2 (N̂a − N̂b)

Énergie EC

2

Ä
Q
2e

ä2 − EJ cosφ− ℏIext
2e φ EC

2 n2 − EJγ(n) cosφ+∆µn EC

2 Ĵ2
z − ℏΩĴx − ℏ∆̃Ĵz

Dynamique Iext = Ic sinφ+ V
R + Q̇ ℏṅ = EJγ(n) sinφ

˙̂
Jz = −ΩĴy

ℏφ̇ = 2eV ℏφ̇ = −∆µ− nEC + EJγ
′(n) cosφ i

˙̂
J+ = ∆̃Ĵ+ − EC

2ℏ (Ĵ+Ĵz + ĴzĴ+)− ΩĴz

Régime Josephson toujours EJ/N
2 ≪ EC ℏΩ≪ µs avec µs = NEC

γ(n) = 1 γ′(n) = 0

TABLE 4.1. Description des principales jonctions rencontrées dans ce cours. Les jonctions supraconductrices sont principalement contrôlées par le courant extérieur Iext. Pour

le double puits atomique symétrique, traité ici classiquement, on a posé γ(n) =
Ä
1− 4n2

N2

ä1/2
et γ′(n) désigne la dérivée de γ(n). Le cas de la jonction interne est traitée ici

quantiquement et présentée dans l’approximation du mode spatial unique. La ligne "Énergie" correspond au cas sans dissipation (R = ∞ pour la jonction supraconductrice).
Le passage à la limite classique pour la jonction interne, avec J+ = Jγ(n)e−iφ et Jz = n, est possible si EC ≪ EJ et permet de retrouver les résultats du double puits.
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Λ =
N2EC

4EJ

=
µs

ℏΩ

Rabi Josephson

1

FIGURE 7. Séparation entre régime de Rabi et régime de Josephson.

sont négligeables, puisque ces deux zones sont séparées spatialement. Le
terme EC est généralement positif pour des interactions répulsives, néces-
saires pour assurer la stabilité du gaz pour des jonctions étendues (l’expé-
rience de TRENKWALDER, SPAGNOLLI et al. (2016) explore néanmoins le
régime attractif dans la limite de faibles interactions). Pour une jonction in-
terne, toutes les particules sont localisées dans la même région d’espace et
les interactions contribuent par l’intermédiaire de gaa+gbb−2gab, un para-
mètre qui peut être aussi bien positif que négatif 3, même si chacun des gij
est choisi positif pour assurer la stabilité du fluide. Dans la littérature, on
définit souvent le potentiel chimique µs associé aux "excitations de spin",
c’est-à-dire à la dynamique interne qui nous intéresse ici :

µs =
1

2
NEC . (67)

Pour un fluide uniforme de volume V , nous avons signalé que l’intégrale
I était égale à 1/V . Le potentiel chimique µs est donc proportionnel à la
densité ρ = N/V du fluide :

Fluide uniforme : µs =

ï
1

2
(gaa + gbb)− gab

ò
ρ. (68)

Nous avons vu que le couplage EJ pour une jonction externe est relati-
vement faible, puisqu’il repose sur l’effet tunnel. Pour une jonction interne,
la fréquence de Rabi Ω peut être rendue arbitrairement grande (en prin-
cipe) en augmentant l’intensité de la radiofréquence ou de la micro-onde
à l’origine du couplage entre |a⟩ et |b⟩. Plus précisément, nous avons men-
tionné à plusieurs reprises que la plupart des jonctions atomiques externes

3. Notons que si gab >
√
gaagbb, le mélange a− b est non miscible si on le place dans un

volume arbitrairement grand.

opèrent dans le "régime Josephson" (figure 7) :

4EJ

N2
≪ EC . (69)

En utilisant le tableau de correspondance (65), le rapport entre ces deux
énergies s’écrit :

Λ ≡ N2EC

4EJ
←→ Λ ≡ NEC

2ℏΩ
=
µs

ℏΩ
. (70)

Pour une jonction interne, le paramètre Λ peut être positif ou négatif selon
le signe de EC , et il peut être rendu (en valeur absolue) grand ou petit de-
vant 1 selon l’effet recherché. Nous verrons un peu plus loin que le régime
|Λ| ∼ 1 est particulièrement intéressant car il se produit une bifurcation
autour de ce point. Les jonctions internes permettent donc d’étudier cette
transition plus facilement que les jonctions externes.

Notons finalement que l’expression de l’énergie obtenue pour une jonc-
tion externe résultait d’un développement de Taylor de l’énergie en fonc-
tion du nombre de particules. Ce développement n’était a priori valable
que pour de faibles excursions |n| ≪ N/2. Pour la jonction interne, pourvu
que l’approximation à un mode spatial soit valide, il est possible d’explorer
toute la gamme de valeurs de n entre −N/2 et N/2.

4 États stationnaires et bifurcation

L’hamiltonien quantique (53) est la somme de deux termes qui ne com-
mutent pas, −ℏΩĴx d’une part, −ℏ∆̃Ĵz +(EC/2)Ĵ

2
z d’autre part. Pour sim-

plifier son étude, plaçons-nous à désaccord effectif 4 ∆̄ nul, et considérons
l’hamiltonien

Ĥ = −ℏΩĴx +
EC

2
Ĵ2
z . (71)

Nous allons dans ce qui suit nous intéresser à son état fondamental, puis
revenir aux équations classiques pour déterminer les différents états sta-
tionnaires possibles.

4. Rappelons que ∆̄ défini en (51) contient la contribution ∆int du terme d’interaction. Par
conséquent, le choix ∆̄ = 0 assure que les deux états |Na = N,Nb = 0⟩ et |Na = 0, Nb = N⟩
sont états propres de Ĥ avec la même énergie dans la limite ℏΩ ≪ N2EC , même si gaa ̸= gbb.
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4-1 L’état quantique fondamental : discussion qualitative

La nature de l’état fondamental de l’hamiltonien (71) dépend de la
valeur relative des éléments de matrices de ses deux composantes, ∼
NℏΩ/2 = EJ d’une part, ECN

2/8 d’autre part.

Si la condition ℏΩ ≫ NEC , équivalente à EJ/N
2 ≫ EC , est remplie,

on retrouve le régime appelé "régime de Rabi" dans les chapitres précé-
dents. Dans ce cas, le terme en −ℏΩĴx est dominant et l’état fondamental
du système est :

ℏΩ≫ N |EC | : état fondamental |Mx = J⟩, E = −1

2
NℏΩ = −EJ .

(72)
Les interactions jouent un rôle négligeable et tous les atomes sont dans
l’état habillé |1⟩.

Dans le régime opposé ℏΩ ≪ N |EC |, le terme en Ĵ2
z est dominant et

l’état fondamental dépend du signe de EC . On trouve :

EC > 0 et ℏΩ≪ NEC : état fondamental |Mz = 0⟩, E = 0 (73)

ou

EC < 0 et ℏΩ≪ N |EC | : état fondamental |Mz = ±J⟩, E = −1

8
N2|EC | .

(74)

Le cas EC > 0 correspond à la situation où la moyenne des interactions
intra-espèces (gaa + gbb)/2 est plus grande que l’interaction inter-espèce
gab. Il n’y a pas dans ce cas de comportement singulier : quand on varie le
rapport NEC/ℏΩ de 0 à +∞, on peut s’attendre (et c’est confirmé par le
calcul) à ce que l’état propre évolue continûment dans l’espace de Hilbert
associé au moment cinétique pour passer de |Mx = −J⟩ à |Mz = 0⟩ (pour
J entier, donc N pair 5). Dans les deux cas, les populations moyennes Na

et Nb restent égales à N/2.

Nous reviendrons dans le chapitre suivant, consacré aux condensats
fragmentés, sur cette évolution continue entre les deux types d’états
|Mx = J⟩ et |Mz = 0⟩. Pour l’instant, nous notons simplement que l’état

5. Si N est impair, donc J demi-entier, les états de plus basse énergie sont |Mz = ±1/2⟩,
c’est-à-dire n = ±1.

|Mz = 0⟩, qui s’écrit aussi
∣∣Na = N

2 , Nb =
N
2

〉
, conduit aux valeurs

moyennes ⟨Ĵi⟩ = 0 pour les trois coordonnées i = x, y, z. Ce n’est donc pas
un état pour lequel on peut négliger les corrélations entre composantes de

Ĵ puisque ⟨Ĵ2⟩ = J(J +1) est très différent de ⟨Ĵ⟩ · ⟨Ĵ⟩ = 0 ; en particulier,
il n’est pas possible de le représenter comme un point à la surface de la
sphère de rayon J montrée en figure 6.

Le cas EC < 0 correspond à la situation où l’énergie d’interaction inter-
espèce gab est plus grande que (gaa + gbb)/2. Il peut alors être énergétique-
ment favorable de placer les atomes majoritairement dans l’état a ou dans
l’état b, plutôt que garder un mélange équilibré. Plus précisément, l’exis-
tence des deux états propres dégénérés |Mz = ±J⟩ (tous les atomes en a
ou tous les atomes en b) quand Ω devient négligeable indique la possibilité
d’une bifurcation quand on varie ℏΩ/|EC |. Cette bifurcation peut s’ana-
lyser dans la limite classique puisque les états en jeu sont bien du type
|Mi = J⟩ et elle correspond à une transition de phase avec brisure de la
symétrie Z2.

L’état de plus haute énergie. L’espace de Hilbert associé au spin J est
de dimension finie, ce qui permet de s’intéresser également à l’état de plus
haute énergie. En fait, il y a une dualité entre les résultats pour cet état et
ce que nous venons de voir pour l’état fondamental. Plus précisément, on
a les résultats suivants :

— Pour ℏΩ≫ N |EC |, l’état de plus haute énergie est |Mx = −J⟩, d’éner-
gie +NℏΩ/2.

— Pour ℏΩ ≪ N |EC |, cet état dépend lui aussi du signe de EC . Pour
EC > 0, cet état est |Mz = ±J⟩, d’énergie E = + 1

8N
2|EC |. Pour EC <

0, cet état est |Mz = 0⟩ d’énergie E = 0.

La possibilité d’observer une bifurcation est donc inversée par rapport à ce
qu’on a trouvé pour l’état fondamental : elle va se produire pour cet état
de haute énergie dans le cas EC > 0. Nous en verrons un exemple un peu
plus loin.
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4-2 Stationnarité des équations classiques

Nous nous plaçons à partir de maintenant dans le cas où le système a été
préparé dans un état tel que les équations du mouvement classiques (63)
et l’énergie associée (64) sont une bonne approximation de la dynamique
du système. Pour simplifier les calculs, nous allons nous placer dans le cas
d’un désaccord ∆̃ nul et nous réécrivons l’énergie sous la forme

E(φ, n) =
EC

2
n2 − EJ γ(n) cosφ avec γ(n) =

…
1− 4n2

N2
(75)

où on a utilisé la correspondance EJ = NℏΩ/2. Rappelons que l’énergie
EJ choisie positive par convention, alors que EC peut être positive ou né-
gative, selon le signe de g11 + g22 − 2g12.

Recherchons les points où l’énergie E(φ, n) est extrémale :




∂E

∂φ
= 0 ⇒ EJ γ(n) sinφ = 0

∂E

∂n
= 0 ⇒ EC n− EJ γ

′(n) cosφ = 0

(76)

La première équation impose 6

sinφ = 0 ⇒ φ = 0 ou φ = π , (77)

et nous posons dans ce qui suit ε = cosφ avec :

ε = +1 si φ = 0 ε = −1 si φ = π . (78)

En utilisant

γ′(n) = −4n/N2

γ(n)
, (79)

la seconde équation de (76) s’écrit alors

n

Å
EC +

ϵ

γ(n)

4EJ

N2

ã
= 0 (80)

6. Nous écartons ici la possibilité γ(n) = 0, où tous les atomes occupent l’état a ou l’état
b, qui ne serait pertinente qu’en l’absence de couplage.

On trouve alors deux types de solutions possibles :

type 1 : n = 0 (81)

ce qui correspond à une jonction équilibrée avec N̄a = N̄b, d’énergie−ϵEJ ,
et

type 2 : γ(n) = −ϵ 4EJ

N2EC
= − ϵ

Λ
, (82)

où nous voyons apparaître une nouvelle fois le rapport

Λ ≡ N2EC

4EJ
. (83)

La quantité γ(n) étant par construction comprise entre 0 et 1, ce deuxième
type de solution n’existe que si

|Λ| > 1 ⇔ 0 <
4EJ

N2
< EC ou EC < −4EJ

N2
< 0 , (84)

ce qui correspond au régime appelé "régime Josephson" (par opposition au
"régime de Rabi"). Quand |Λ| > 1, l’énergie de cette solution de type 2 est :

E =
EJ

2

Å
Λ +

1

Λ

ã
(85)

et le déséquilibre n de la jonction est donné par :

|Λ| > 1 : n = ±N
2

…
1− 1

Λ2
. (86)

En résumé, on peut donc distinguer deux cas :

— Si |Λ| < 1, c’est-à-dire pour une grande fréquence de Rabi Ω ou, de
manière équivalente, un fort couplage tunnel EJ , alors seul le pre-
mier type de solution est acceptable et les deux valeurs possibles de φ
conduisent aux états d’énergie extrémale :

énergie minimale pour φ = 0 : E = −EJ =
1

2
NℏΩ

énergie maximale pour φ = π : E = +EJ =
1

2
NℏΩ

(87)
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— Si |Λ| > 1, donc une faible fréquence de Rabi, les états stationnaires
de type 1 (n = 0) restent possibles avec l’énergie E = ±EJ , mais on
trouve également ceux de type 2 avec l’énergie donnée en (85). La na-
ture de ces points stationnaires (état d’énergie minimale ou maximale,
point selle?) dépend du signe de Λ, donc de EC , et nous la discutons
dans les deux paragraphes suivants.

4-3 La transition para-ferromagnétique (EC < 0)

Pour étudier la nature des points stationnaires que nous avons trouvés
au paragraphe précédent, nous allons discuter séparément les cas EC < 0
et EC > 0.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas EC négatif ou, de fa-
çon équivalente, Λ négatif. Rappelons que ce cas est peu fréquent pour des
jonctions atomiques externes car il faut disposer d’interactions attractives
entre atomes et choisir le potentiel de piégeage de façon judicieuse pour
éviter l’effondrement du gaz sur lui-même (TRENKWALDER, SPAGNOLLI

et al. 2016).

Pour une jonction interne, ce cas est obtenu pour :

EC < 0 : gab >
1

2
(gaa + gbb) . (88)

Dans ce cas, l’énergie des points stationnaires de type 2 donnée en (85), est
strictement inférieure à celle trouvée pour les points de type 1, c’est-à-dire
E = −EJ . Ces points de type 2, quand ils existent, constituent donc l’état
fondamental du système. Cet état est dégénéré puisque les deux possibili-
tés n = ±N

2 (1− 1
Λ2 )

1/2 sont possibles [cf (86)].

On est ici en présence de l’équivalent d’une transition de phase du se-
cond ordre quand on varie Λ autour de la valeur

Λc = −1 (89)

Cette transition correspond précisément à la bifurcation que nous avions
pressentie en § 4-1. Pour la caractériser, commençons par remarquer que
pour EC < 0, les solutions de type 2 données en (82) sont obtenues pour
ϵ = 1, donc φ = 0. Considérons des valeurs de Λ proches de Λc pour

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4

−1

−0.98

−0.96

−0.94

−0.92

n/N

E
EJ

Λ =-0.9
Λ =-1
Λ =-1.1

FIGURE 8. Cas Λ < 0 : bifurcation pour l’énergie minimale quand on varie le
paramètre Λ autour de la valeur critique Λc = −1.

lesquelles les valeurs n des minima de type 2 restent proches de 0. On peut
alors utiliser l’énergie (75) et en faire un développement limité pour les
petites valeurs de n :

E(n, φ = 0) ≈ EJ

ï
−1 + 2n2

N2
(1 + Λ) +

2n4

N4

ò
. (90)

La recherche du ou des minima de cette énergie permet de retrouver les
résultats de § 4-2 :

— Pour 1 + Λ > 0, donc −1 < Λ < 0 (grande fréquence de Rabi), cette
fonction est minimale en n = 0 et son minimum vaut −EJ . On re-
trouve le minimum de type 1.

— Pour Λ < −1 (petite fréquence de Rabi), les minima sont situés en

n ≈ N√
2

»
|1 + Λ| (91)

en accord avec (86) pour Λ ≈ −1.
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On retrouve ici la phénoménologie habituelle d’une transition de phase
du deuxième ordre (figure 10).

Il est instructif de visualiser cette transition en représentant les isocon-
tours en énergie sur la sphère de rayon J de la figure 6. Rappelons que les
points sont paramétrés par (N2 cosφγ(n) , N

2 sinφγ(n) , n). Pour EC < 0,
le minimum ou les minima d’énergie sont toujours situés sur le méridien
φ = 0. Pour −1 < Λ < 0, il n’y a qu’un minimum et il est localisé sur
l’équateur (figure 9, en haut à gauche). Pour Λ < −1, les deux minima sont
localisés de manière symétrique de part et d’autre de l’équateur et le point
n = 0, φ = 0 devient alors un point col (en bas à gauche). Son symétrique
n = 0, φ = π reste quant à lui le maximum absolu (colonne de droite de la
figure 9).

Lien avec la transition magnétique para-ferro. La transition entre un
état paramagnétique et un état ferromagnétique peut se modéliser par
un système tri-dimensionnel de N moments magnétiques interagissant les
uns avec les autres par un couplage modélisé 7 par V = −J∑

i,j µi · µj ,
avec J > 0. L’état fondamental du système est donc obtenu quand tous les
moments magnétiques sont alignés les uns avec les autres, la direction de
cet alignement pouvant être quelconque.

Si l’assemblée de moments magnétique est à température non nulle,
cet alignement est en compétition avec le désordre associé aux flucuations
thermiques. On a donc une compétition entre deux phases possibles, une
phase ferromagnétique avec une aimantation moyenne ⟨µ⟩ non nulle à
basse température et une phase paramagnétique d’aimantation nulle au
dessus d’une certaine température critique.

Dans ce que nous avons étudié ici, le rôle de la température est joué par
l’excitation cohérente, qui tend à faire osciller les atomes entre les états a
et b, et celui des interactions est décrit par le terme EC Ĵ

2
z avec EC < 0, qui

tend à mettre tous les atomes dans le même état interne a ou b.

Remarque sur la dégénérescence des états d’énergie minimale. Dans
un traitement quantique du problème pour Ω = 0 (c’est-à-dire EJ = 0 ou

7. Ce couplage peut être seulement entre proches voisins ou à plus longue portée, cela n’a
pas d’impact sur notre discussion qualitative.

FIGURE 9. Cas d’une jonction avec une énergie de chargeEC négative. On a tracé
les courbes iso-énergies sur la sphère de rayon J = N/2. La colonne de gauche
montre la région du (ou des) minimum(s), toujours situé(s) sur le méridien φ = 0.
La colonne de droite montre la région du maximum, situé sur le méridien φ = π.
La première ligne est en deçà du point critique (Λ = −1/2) avec le minimum
sur l’équateur, la deuxième au point critique (Λ = −1), et la troisième au delà
(Λ = −3/2). La jonction est supposée ici être à résonance (∆̄ = 0).
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encore Λ = 0), les deux états d’énergie minimale de l’hamiltonien (71), Ĥ =
EC

2 Ĵ2
z , sont |Mz = ±J⟩, ce qui conduit à un niveau fondamental dégénéré

d’énergie −|EC |J2/2. Ces deux états correspondent aux deux pôles de la
sphère de la figure 9.

Dès que Ω est non nul, il se produit une levée de dégénérescence de ce
niveau fondamental. Plus précisément, les deux états |Mz = ±J⟩ sont cou-
plés par le terme en ℏΩĴx de l’hamiltonien (71), qui possède des éléments
de matrice non nuls entre |Mz⟩ et |Mz ± 1⟩.

Les véritables états propres sont alors en bonne approximation les
combinaisons 8 symétriques et antisymétriques de |Mz = ±J⟩. Toutefois,
ce couplage fait intervenir N actions de ℏΩĴx avec des écart en énergie
∝ EC entre niveaux intermédiaires, et son effet sera donc proportionnel
à (ℏΩ/EC)

N . Ce couplage devient donc exponentiellement petit quand N
augmente : pour N ≫ 1, l’écart en énergie entre les deux états symétrique
et antisymétrique est très faible et on retombe sur les deux états dégénérés
trouvés classiquement.

4-4 Le cas EC > 0

Considérons maintenant le cas opposé du précédent, c’est-à-dire EC >
0 (i.e. Λ > 0). Ce cas est celui ordinairement rencontré pour une jonction
externe (interactions répulsives, donc g > 0). Pour une jonction interne, il
est obtenu pour

gab <
1

2
(gaa + gbb) . (92)

La situation se déduit du cas Λ < 0 en inversant les rôles des maxima et
des minima, et nous énonçons donc les différents résultats sans reprendre
l’analyse détaillée :

— L’état n = 0, φ = 0 reste l’état fondamental quel que soit Λ > 0.
— Pour 0 < Λ < 1 (grande fréquence de Rabi), le seul autre état station-

naire est l’état n = 0, φ = π, qui est l’état de plus haute énergie (cf.
(87)).

8. Chaque combinaison constitue, pour J ≫ 1, un état de type "chat de Schrödinger",
c’est-à-dire la superposition cohérente de deux états classiquement très différents. Une réali-
sation expérimentale d’un tel chat (ou plutôt un "chaton") pour un moment cinétique J = 8,
donc N = 16, est décrite par CHALOPIN, BOUAZZA et al. (2018).

−0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.92
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E
N~Ω/2

Λ =1.1
Λ =1

Λ =0.9

FIGURE 10. Cas Λ > 0 : bifurcation pour l’énergie maximale quand on varie le
paramètre Λ autour de la valeur critique Λc = +1.

— Pour 1 < Λ (petite fréquence de Rabi), l’état n = 0, φ = π est un
point selle et les deux états d’énergie maximale sont obtenus pour n =

±N
2

(
1− 1

Λ2

)1/2 et φ = π.

Nous avons représenté sur la figure 11 les iso-contours en énergie dans
le cas EC > 0. Le fonctionnement habituel d’une jonction correspond à la
ligne du bas, Λ ≫ 1, c’est-à-dire EC ≫ EJ

N2 . On y retrouve deux régimes
importants, identifiés aux chapitres précédents, correspondant à un mou-
vement sur un iso-contour (figure 12) :

— les oscillations plasmas autour du minimum, situé sur l’équateur en
φ = 0, que nous avons décrites au chapitre 1.

— le régime d’auto-piégeage pour l’effet Josephson alternatif, décrit au
chapitre 3, obtenu pour des conditions initiales s’écartant significati-
vement de l’équateur. Ce mouvement correspond à un mouvement à
latitude presque constante autour de la sphère. L’oscillation résiduelle
de la latitude donne l’amplitude de l’oscillation du courant dans la
jonction.
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FIGURE 11. Cas d’une jonction "usuelle" : EC > 0. Le tracé suit le même prin-
cipe que celui de la figure 9 avec les trois lignes Λ = 1/2, Λ = 3/2 et Λ = 20. La
position du minimum, visible sur la colonne de gauche, reste alors inchangée. La
position du maximum, visible sur la colonne de droite, subit une bifurcation pour
Λ = 1.

FIGURE 12. Visualisation de deux types de dynamique d’une jonction atomique
pour Λ = 20 : en rouge, les oscillations plasma au voisinage du minimum d’éner-
gie (cf. chapitre 1) ; en vert, le régime d’autopiégeage (cf. chapitre 3), pour lequel
la jonction reste en permanence déséquilibrée (ici n > 0 à chaque instant).

La figure 11 révèle un autre point sur lequel nous reviendrons en détail
au prochain chapitre : quand EC augmente, les courbes iso-énergie autour
du minimum deviennent de plus en plus étendues le long de l’équateur,
et de plus en plus comprimées quand on s’en écarte. Cette remarque est
centrale quand on s’intéresse à l’état fondamental quantique de la jonction.
Dans une représentation graphique que nous préciserons (Husimi), un état
quantique doit recouvrir une certaine aire à la surface de la sphère. Cette
déformation des courbes iso-énergie correspond alors au fait que l’état fon-
damental est comprimé, avec des fluctuations dans une mesure de Ĵz en
dessous de la limite quantique standard

√
J , et des fluctuations de la phase

(la longitude sur la sphère) au dessus de cette limite quantique standard
(1/
√
N ). Nous verrons que la limite ultime est atteinte pour EC ≫ EJ :

dans ce cas, l’état quantique fondamental est complètement délocalisé le
long de l’équateur.

4-5 Première mise en évidence expérimentale

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la réalisation de la condition
EC < 0 est tout à fait faisable avec des jonctions internes ; il suffit pour cela
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de travailler avec une paire d’états a, b telle que gab > (gaa + gbb)/2. C’est
par exemple le cas de l’expérience de ZENESINI, BERTI et al. (2024).

Toutefois, la première expérience réalisée avec une jonction interne et
qui étudié la bifurcation que nous venons de décrire a été réalisée dans
le cas EC > 0, et c’est donc une bifurcation de l’état de plus haute éner-
gie qui a été mise en évidence. Cette expérience, due à ZIBOLD, NICKLAS

et al. (2010), a été menée sur un condensat de N = 500 atomes de rubi-
dium 87Rb, en utilisant les deux états hyperfins |a⟩ = |F = 2,m = −1⟩ et
|b⟩ = |F = 1,m = 1⟩. Ces deux états sont couplés par une transition à deux
photons, comprenant un photon micro-onde (6.8 GHz) et un photon radio-
fréquence (6 MHz). L’énergieEC décrivant les interactions entre atomes est
ajustée grâce à une résonance de Feshbach et sa valeur est fixée à h×0.13Hz
(rappelons que son ordre de grandeur est µ/N ). Le paramètre Λ est varié
en modifiant l’intensité de la radio-fréquence.

L’état interne des atomes est préparé en utilisant la méthode décrite en
§ 1. Rappelons que cet état correspond à un point donné de la sphère de
Bloch généralisée de la figure 6. On suit ensuite l’évolution de cet état en
mesurant après un instant t la différence de populationNa−Nb ou la diffé-
rence de phase φa −φb. On obtient ainsi un "portrait de phase" permettant
de suivre l’évolution d’une condition initiale donnée sur la sphère de Bloch
généralisée.

Deux exemples d’évolution sont montrés en figure 13. Le premier cor-
respond au cas d’une grand fréquence de Rabi Ω, plus précisément Λ =
0.78. On voit que le gaz préparé au voisinage du point Jz = 0, φ = π reste
au voisinage de ce point. Le second exemple correspond à Λ = 1.55, donc
au dessus du point critique Λc = 1. L’oscillation du système autour des
deux points stationnaires (ici des maxima d’énergie) est clairement visible.
En variant la valeur du paramètre Λ, ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010) ont
mis en évidence la bifurcation du point stationnaire de plus haute énergie
(figure 14).

5 Appendice : interaction entre états habillés

Dans les chapitres qui précèdent, nous nous sommes intéressés à un
fluide d’atomes composé d’une seule espèce et nous avons caractérisé les

radio-frequency radiation phase of !ðt ¼ 0Þ ¼ !0 and
simultaneous attenuation of the radiation. After an evolu-
tion time t, either the population difference zðtÞ of the final
state is directly measured or the phase!ðtÞ is mapped onto
an observable population imbalance by applying a short
"=2 pulse before imaging. This last pulse is applied with
two phases differing by 90$ to get a well-defined phase
measurement over the full interval 0 to 2". By repeated
experiments we are able to measure both observables,
allowing the mapping out of the phase portrait.

Figure 3(a) shows the result in the Rabi regime, where
the linear coupling is dominating. The dynamics is char-
acterized by two fixed points; however, the corresponding
trajectories around these are differently distorted. In the
literature, the motion around F0 is known as plasma oscil-
lations already experimentally observed [17,18], while the
trajectories around F", known as " oscillations [22], have
not been demonstrated so far. By reducing the linear cou-
pling the Josephson regime is entered. The transition is
marked by the bifurcation of F" as seen in Fig. 3(b), and
the dynamics corresponding to the new fixed points is
known as macroscopic quantum self-trapping [22]. This
describes the physical fact that the temporal mean popula-
tion imbalance is nonzero. These modes [green shaded
areas in Figs. 3(b) and 3(c)] are separated in phase space
by the separatrix from the plasma and " oscillations which
are characterized by vanishing temporal mean hzi ¼ 0. By
further increasing !, the topology does not change any-
more but the trajectories start to encircle the north and
south poles of the sphere. This implies that the phase
evolution runs without bound and connects the observed
dynamics with the phenomenon of the ac Josephson effect
found in superconductors [27]. It is important to note
that the full analogy is not given due to the spherical
topology arising from particle number conservation. In
superconductors charge neutrality implies that the chemi-
cal potential difference is kept constant, and thus the
dynamics is rather constrained to a cylinder. However,
the analogy is given best for large ! and small absolute
imbalance jzj [28].

The full time dynamics, i.e., particle number difference
and phase difference, is depicted in Fig. 4. The shaded
areas represent the theoretical expectations without free
parameters but including experimental uncertainties of 5%
in !. In the limit of a vanishing interaction (! ¼ 0),
plasma and" oscillations are not distinguishable. For finite
! but still in the Rabi regime [Fig. 4(a)] the difference
between plasma and " oscillations manifests itself most
pronouncedly in the modified oscillation frequency which
is reduced in the case of " oscillations and enhanced for
plasma oscillations [22]. Crossing the critical value of !,
i.e., in the bifurcated regime, the new dynamical mode,
known as macroscopic quantum self-trapping, is observed
[Figs. 4(b) and 4(c)]. In the Josephson regime, but close to
the critical value (1<!< 2), all self-trapping modes have

an oscillating phase difference [Fig. 4(b)], while for !> 2
also running-phase self-trapping modes exist [Fig. 4(c)].
In this work, we demonstrate the experimental realiza-

tion of a quantum mechanical many-particle system exhib-
iting a classical bifurcation. This opens up a new
experimental route for generating nontrivial collective
quantum states. It has been theoretically discussed that a
general feature of the realized system is the potential
for fast generation of macroscopic entanglement at the

FIG. 3 (color online). Experimentally observed phase portraits
of the dynamics showing all possible types of trajectories. The
experimental data for three different values of ! in different
panels are compared to the theoretical model with no free
parameter (solid lines). The theoretical curves are shown addi-
tionally on the Bloch spheres. (a) Phase portrait in the Rabi
regime for ! ¼ 0:78. Plasma (blue) and " oscillations (red) can
be clearly identified. The deformation relative to noninteracting
Rabi oscillations due to the interaction is clearly visible on the
Bloch sphere. (b) The Josephson regime is entered by reducing
the coupling strength " (! ¼ 1:55). Here the bifurcation leads
to new stable solutions showing macroscopic quantum self-
trapping with mean phase ". This is verified by the experimental
data (green squares and green crosses). The black solid line on
the Bloch sphere corresponds to the separatrix defining the
green shaded area of macroscopic quantum self-trapping.
(c) For !> 2 the separatrix encloses the two poles, and self-
trapped trajectories with running phase behavior are found
experimentally for ! ¼ 3:1 (orange squares and circles).
These trajectories resemble the ac Josephson effect found in
superconducting Josephson junctions.
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FIGURE 13. Trajectoires sur la sphère de Bloch généralisée pour un condensat de
87Rb, avec χ > 0. Ces figures sont obtenues pour Λ = 0.78 (haut) et Λ = 1.55
(bas). Figures extraites de ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010).

interactions entre atomes par le paramètre g, relié à la longueur de diffu-
sion en onde s :

g =
4πℏ2a
m

. (93)

Nous considérons ici des atomes avec deux états internes possibles, et il
nous faut donc introduire trois longueurs de diffusion, aaa, aab et agg , pour
décrire les trois types de collisions binaires possibles. Une fois le couplage
cohérent mis en place entre les niveaux |a⟩ et |b⟩, les états pertinents pour
décrire le système sont les états habillés |1⟩ et |2⟩ et il se pose alors la ques-
tion de caractériser les interactions entre ces états habillés.
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lines in Fig. 1(c). For vanishing interaction between
the particles, ! ¼ 0, this corresponds to resonant Rabi
oscillations of N independent particles. The situation
changes drastically for !> 1 since the F! fixed point
undergoes a supercritical pitchfork bifurcation implying
that F! becomes unstable while two new stable fixed

points F" ¼ ½"
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1$ ð1=!2Þ

p
;!' are formed [Fig. 1(c)].

For our system this implies that a single trajectory around
F! splits up in two distinct trajectories around the new
fixed points F", which are delimited by a separatrix.

For a quantitative experimental study of the bifurcation
phenomenon, we study the temporal mean imbalance for
two fixed initial preparations. In the Rabi regime (!< 1)
initial preparations with " ¼ ! and z ¼ "z0 correspond-
ing to points north or south of the equator (see the inset in
Fig. 2) lead to dynamics with a vanishing temporal mean
population imbalance. This results from the fact that both

preparations share the same trajectory; i.e., no separatrix
exists. This is distinct to the Josephson regime where initial
preparations that are enclosed by the separatrix lead to
different trajectories resulting in nonvanishing mean im-
balances. This is demonstrated quantitatively in Fig. 2,
where the resulting temporal mean imbalances for the
initial preparation points ð"0:454;!Þ are shown. The ex-
perimental data clearly reveal the topological change in the
system’s phase space. It is in quantitative agreement with
the analytical predictions (solid lines) [22] calculated by
using independently measured parameters (see [24]).
To put this bifurcation measurement in a more general

context, we examine the whole phase portrait of the system
for characteristic values of ! across the Rabi to Josephson
transition. The nonlinear interaction # is set by a Feshbach
resonance at 9.1 G [25] and is kept constant for all experi-
ments. Different regimes of ! are explored by changing
the linear coupling strength " adjusted by the intensity of
the radio-frequency radiation. We check the resonant cou-
pling condition by regular reference measurements [24].
The measurement of the dynamics with shot noise limited
precision is feasible in our experiment since we prepare the
initial condition on the quantum mechanical uncertainty
level, i.e., coherent spin states [26]. The initial state prepa-
ration is done in a two-step process. The population im-
balance zðt ¼ 0Þ is controlled by the duration of a short
two-photon pulse applied to the particles in state jai. The
dynamics is initiated by a nonadiabatic change of the

FIG. 2 (color online). Direct observation of the symmetry
breaking in the dynamics due to the bifurcation. Two initial
states symmetric in the upper and lower hemisphere (see the
inset) lead to qualitatively different dynamics in the Rabi and
Josephson regime, respectively. In the Rabi regime both initial
states share the same trajectory around the stable fixed point F!,
and the temporal mean imbalance vanishes in both cases. By
increasing ! exceeding the critical value, a separatrix is formed
and the chosen initial preparations lead to two distinct trajecto-
ries separated by this separatrix. The dynamical modes are
characterized by a nonvanishing mean population imbalance.
The solid line represents the theoretical prediction.

FIG. 1 (color online). Interacting many-particle system as a
model system for bifurcation physics. (a) 87Rb offers two hy-
perfine states jai (blue) and jbi (red) which are linearly coupled
via a two-photon transition with Rabi frequency " and which
allow for adjusting the interparticle interaction # via a Feshbach
resonance. (b) The many-particle state is represented on a
generalized Bloch sphere, and its uncertainty area for our ex-
perimental parameters is shown, revealing that a mean field
description is adequate. Points on the sphere represent popula-
tion difference z (z direction) and relative phase " between the
two internal states in the same spatial mode. (c) Trajectories on
the Bloch sphere below and above the bifurcation value of the
ratio ! ¼ #N=". The typical supercritical pitchfork bifurcation
scenario occurs; i.e., a stable fixed point bifurcates in two new
stable fixed points while the original becomes unstable. The
arrows indicate the direction of flow close to these points.
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FIGURE 14. Variation avec Λ des points stationnaires de haute énergie. Deux
conditions initiales différentes sont utilisées pour mettre en évidence les deux
points stationnaires pour Λ > 1. Figure extraite de ZIBOLD, NICKLAS et al.
(2010).

Le pseudo-potentiel

Commençons par indiquer la façon la plus simple pour décrire l’inter-
action à basse énergie entre deux atomes neutres (cf. cours 2020-21). On
se place dans le référentiel du centre de masse et on considère un poten-
tiel d’interaction à courte portée V (r), où r désigne la variable relative de
la paire d’atomes (figure 15). On néglige donc ici l’interaction dipolaire
anisotrope (cf. cours 2023-24). On sait qu’à suffisamment basse énergie,
cette interaction se produit essentiellement en onde s ; pour une collision
de vecteur d’onde incident k, l’état stationnaire de diffusion associé peut
donc s’écrire comme la somme de l’onde plane incidente eik·r et de l’onde
sphérique divergente eikr/r. En pratique, cette description est valable tant
qu’on s’intéresse à des distances r supérieures au rayon de van der Waals,
RvdW, qui caractérise la portée des potentiels inter-atomiques (de l’ordre
de quelques nanomètres).

Cette interaction peut être modélisée par le pseudo-potentiel (figure 16)

r

V (r)

FIGURE 15. Un potentiel interatomique "typique", avec une partie attractive à
longue distance et une partie répulsive à courte distance.

dont l’action sur des fonctions d’onde typiques s’écrit :

ψ(r) =
A

r
+ ψreg(r) : V̂pp[ψ(r)] = g δ(r)ψreg(0) (94)

où ψreg est régulière en r = 0 et où g caractérise la force des interactions.
On a donc

V̂pp

ñ
eikr

r

ô
= igkδ(r) V̂pp

ñ
e−r/ℓ

r

ô
= −g

ℓ
δ(r). (95)

Dans ce qui suit, on aura également besoin de l’opérateur laplacien ∇2

sur ces fonctions typiques :

∇2

ñ
eikr

r

ô
= −4πδ(r)−k2 e

ikr

r
∇2

ñ
e−r/ℓ

r

ô
= −4πδ(r)+ 1

ℓ2
e−r/ℓ

r
. (96)

Pour établir la relation entre la force du potentiel g et la longueur de
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0 r

V (r)

FIGURE 16. Puits carré dont on peut ajuster la largeur r0 et la profondeur V0 pour
déduire le pseudo-potentiel par un passage à la limite bien choisi, en se plaçant au
voisinage du seuil d’apparition du premier état lié.

diffusion a, considérons un état stationnaire de diffusion 9

ψk(r) = eik·r − as
1 + ikas

eikr

r
(97)

et écrivons que cet état doit être état propre de l’hamiltonienÅ
− ℏ2

2mr
∇2 + V̂pp

ã
ψ(r) = ϵkψ(r) avec ϵk =

ℏ2k2

2mr
(98)

où mr = m/2 représente la masse relative. On constate par un calcul re-
lativement simple que cette équation aux valeurs propres est satisfaite si
seulement si :

a ≡ gmr

2πℏ2
⇔ g =

4πℏ2a
m

. (99)

On trouve en particulier pour l’état d’énergie nulle

ψ0(r) = 1− as
r
, (100)

9. La forme proposée en (97) est a priori une forme asymptotique pour r grand, mais elle
est fait exacte en tout point dans le cas du pseudo-potentiel.

pour lequel on vérifie immédiatement :Å
− ℏ2

2mr
∇2 + Vpp

ã
ψ0(r) = −

ℏ2

2mr
4πasδ(r) + gδ(r) = 0. (101)

On sait donc bien relier la force g du pseudo-potentiel et la longueur de
diffusion correspondante.

Collision entre deux atomes habillés

Le problème à deux états a et b que nous considérons ici est caractérisé
par trois longueurs de diffusion aαβ avec α, β = a, b, ou encore par les trois
constantes de couplage gαβ = 4πℏ2aαβ/m. Pour une collision entre atomes
nus, on a trois voies d’entrée possibles, |aa⟩, |bb⟩ et |ab⟩s, cette dernière cor-
respondant à la combinaison symétrique (|ab⟩+ |ba⟩)/

√
2 (nous supposons

qu’on traite ici le cas de bosons). La modélisation la plus simple consiste à
prendre pour chacun de ces canaux une interaction en pseudo-potentiel

V̂αβ [ψ(r)] = gαβδ(r)
∂

∂r
[rψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

(102)

ce qui donne pour l’opérateur global :

V̂pp[ψ(r)] = δ(r)
∑

(αβ)

gαβP̂αβψreg(0) (103)

où P̂αβ = |αβ⟩⟨αβ| désigne le projecteur sur l’état |αβ⟩.
En présence du couplage radio-fréquence, on doit envisager les trois

canaux d’entrée possibles, |11⟩, |22⟩ et |12⟩s, ce dernier correspondant à
l’état symétrisé (|12⟩+ |21⟩)/

√
2. On va s’intéresser d’abord à la voie d’en-

trée |11⟩, qui correspond à l’énergie la plus basse (figure 17). Les collisions
correspondant aux deux autres voies d’entrée peuvent donner lieu à des
processus inélastiques.

La fonction d’énergie nulle, repérée par rapport au canal d’entrée,
s’écrit donc :

ψ0(r) =
(
1− a11

r

)
|11⟩+B

e−r/ℓ

r
|12⟩s +B′ e

−r/ℓ′

r
|22⟩ (104)
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|22⟩
|12⟩s

|11⟩
Ω
Ω

0 R r

V (r)

FIGURE 17. Les trois canaux couplés dans une collision entre états habillés (avec
ici une interaction en puits carré). Dans le texte, on se concentre sur une collision
avec le canal d’entrée |11⟩, pour lequel il n’y a pas de collisions inélastiques (à
suffisamment basse énergie).

avec
ℏ2

2mrℓ2
≡ ℏΩ

ℏ2

2mrℓ′2
≡ 2ℏΩ (ℓ′ = ℓ/

√
2). (105)

À ce stade, la longueur de diffusion a11 et les deux coefficient B et B′ sont
inconnus. Pour les déterminer, nous allons imposer à cette fonction d’onde
d’être état propre de l’hamiltonien total.

L’opérateur énergie cinétique −(ℏ2/2mr)∇2 agissant sur cet état
donne :

2πℏ2

mr
δ(r) [−a11|11⟩+B|12⟩s +B′|22⟩]

− ℏ2

2mrℓ2
B
e−r/ℓ

r
|12⟩s −

ℏ2

2mrℓ′2
B′ e

−r/ℓ′

r
|22⟩.

(106)

Le couplage atome-lumière vient compenser les deux derniers termes de
(106). Le terme en δ(r) est quant à lui compensé par le pseudo-potentiel
écrit en (103), dont l’action fait intervenir la partie régulière de ψ0(r) en

r = 0 :

ψreg(0) = |11⟩ −
B

ℓ
|12⟩s −

B′

ℓ′
|22⟩. (107)

On obtient alors un système linéaire de trois équations permettant de dé-
terminer les trois inconnues a11, B,B′.

Dans ce qui suit, nous donnons les résultats de la résolution de ce sys-
tème pour une petite fréquence de Rabi, plus précisément :

a11, a12, a22 ≪ ℓ, ℓ′ ⇔ ℏΩ≪ EvdW (108)

où nous avons supposé que les longueurs de diffusion aαβ sont telles que
ℏ2/ma2αβ ∼ EvdW. En pratique EvdW/h est de l’ordre de quelques MHz
à quelques dizaines de MHz selon les espèces atomiques. On obtient à
l’ordre le plus bas :

a11 = C4aaa + 2S2C2aab + S4abb (109)

ce qui constitue le résultat recherché : on a réussi à caractériser l’interaction
entre deux états habillés (ici l’état |1⟩) en fonction du couplage entre les
états nus |a⟩ et |b⟩.

On peut traiter de la même façon une collision entre deux atomes prépa-
rés tous deux dans l’état habillé |2⟩, ou encore une collision entre un atome
dans l’état |1⟩ et l’autre dans l’état |2⟩. Dans ces deux cas, on trouve une
longueur de diffusion avec une partie imaginaire non nulle, qui permet
d’évaluer le taux de collision inélastique sous l’effet des processus exother-
miques 2 + 2→ 2 + 2, 2 + 2→ 1 + 2 et 1 + 2→ 1 + 1.

Pour une collision 2 − 2, on trouve pour la partie réelle de la longueur
de diffusion

a22 = S4aaa + 2S2C2aab + C4abb (110)

et de même pour une collision 1− 2 :

a12 = 2C2S2 (aaa + abb) + (C2 − S2)2aab (111)

Ces résultats pour les parties réelles des aij ont été obtenus par SEARCH &
BERMAN (2001) par une approche consistant à évaluer l’énergie de champ
moyen d’un condensat de Bose-Einstein en présence du couplage a − b.
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L’avantage de la méthode que nous venons de présenter est de fournir éga-
lement les taux de collisions inélastiques à partir de la partie imaginaire des
aij .

Les prédictions qui précèdent ont été partiellement vérifiées dans la
période 2010-2020 par plusieurs groupes (voir par exemple NICKLAS,
MUESSEL et al. (2015)). Le test complet portant à la fois sur les effets
élastiques et les effets inélastiques a été effectué par SANZ, FRÖLIAN

et al. (2022) sur un gaz de 39K sur les deux sous-niveaux Zeeman
|F = 1,mF = −1⟩ et |F = 1,mF = 0⟩ de l’état fondamental. Par ailleurs,
LAVOINE, HAMMOND et al. (2021) ont mis en évidence des corrections à
l’énergie provenant de contributions au delà du champ moyen pour un gaz
d’atomes à deux niveaux en présence d’un couplage cohérent. HAMMOND,
LAVOINE et al. (2022) ont également montré l’émergence d’un terme effec-
tif à trois corps induit par ce couplage cohérent.
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