
Chapitre 6

Du SQUID supraconducteur au SQUID atomique
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Les SQUIDs (superconducting quantum interference devices) occupent une
place centrale dans les nombreuses applications des jonctions Josephson
(CLARKE & BRAGINSKI 2004). Ce sont des dispositifs dans lesquels on
exploite la phase quantique de l’assemblée de particules – les paires de
Cooper pour les jonctions supraconductrices – pour fabriquer un interfé-
romètre. Comme bien souvent en physique, la possibilité d’exploiter des
interférences procure une très grande sensibilité à différents paramètres
extérieurs, en l’occurrence le champ magnétique dans le cas supraconduc-
teur.

Nous commencerons ce chapitre par la présentation des SQUIDs supra-
conducteurs, en expliquant comment la présence d’un champ magnétique
vient modifier le formalisme mis en place dans les chapitres précédents.
Nous nous intéresserons à un anneau sur lequel on a placé deux jonctions
Josephson, et nous montrerons comment un signal d’interférence permet
de mesurer le flux du champ à travers cet anneau.

Nous profiterons de cette présentation des SQUIDs supraconducteurs
pour faire un bref détour du côté des qubits supraconducteurs, qui sont
parmi les plateformes les plus prometteuses pour le traitement quantique
de l’information. Nous présenterons le principe de deux types de qubits,
la boîte à paires de Cooper et le transmon.

Nous passerons ensuite aux SQUIDs utilisant des fluides de particules
neutres : de l’hélium liquide ou des gaz d’atomes froids. Pour ces parti-
cules neutres, le rôle du champ magnétique est remplacé par une mise en
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CHAPITRE 6 : DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE § 1. Le SQUID supraconducteur

FIGURE 1. SQUID composé de deux jonctions identiques J et J ′ et alimenté par
un courant total Iext.

rotation du système. Nous décrirons une expérience réalisée avec de l’hé-
lium 3 superfluide en géométrie de type SQUID et qui a mis en évidence
la rotation terrestre. Nous terminerons avec quelques expériences menées
avec des atomes froids au cours des dix dernières années.

1 Le SQUID supraconducteur

Un SQUID supraconducteur est constitué d’un anneau supraconduc-
teur, sur lequel on a placé deux jonctions Josephson (figure 1). L’anneau est
plongé dans un champ magnétique extérieur B perpendiculaire à son plan
et on s’intéresse au courant total Iext (imposé de l’extérieur) pouvant cir-
culer dans ce dispositif formé par deux jonctions en parallèle. Pour modé-
liser ce système, nous allons commencer par indiquer comment décrire le
mouvement quantique de particules chargées (les paires de Cooper) dans
un champ magnétique, en insistant sur l’utilisation de quantités physiques
invariantes de jauge. Nous présenterons un second élément préliminaire,
l’effet Meissner, se produisant quand le supraconducteur utilisé est suffi-
samment épais : le champ magnétique est alors "éjecté" du matériau et le
courant dans la région centrale du supraconducteur est négligeable. Nous
aborderons ensuite le problème de l’anneau de la figure 1, d’abord en l’ab-

sence, puis en présence des deux jonctions.

1-1 Champ magnétique et invariance de jauge

Considérons un champ magnétique statique B(r) pouvant être décrit
par le potentiel vecteur A(r) :

B = ∇×A . (1)

L’hamiltonien d’une particule de masse m et de charge q dans le champ
magnétique est

Ĥ =
1

2m
[p̂− qA(r̂)]

2 (2)

où r̂ et p̂ désignent les opérateurs position et impulsion de la particule,
avec leur action sur une fonction d’onde ψ(r) :

r̂ [ψ(r)] = r ψ(r) p̂ [ψ(r)] = −iℏ∇ψ(r) . (3)

Pour un champ magnétique B donné, il existe une infinité de choix
possibles pour le potentiel vecteur A. Ces choix sont reliés entre eux par
une transformation de jauge, qui peut se mettre sous la forme suivante
(JACKSON 2012) :

A(r) −→ A′(r) = A(r) +∇χ(r) , (4)

où χ(r) est une fonction scalaire que nous supposerons régulière. Pour
que les propriétés physiques déduites de l’équation de Schrödinger soient
inchangées dans cette transformation de jauge, on doit l’accompagner
d’un changement de la fonction d’onde décrivant la particule (COHEN-
TANNOUDJI, DIU et al. (1973), chapitre 3, et cours 2013-14, chapitre 1) :

ψ(r, t) −→ ψ′(r, t) = eiqχ(r)/ℏψ(r, t) . (5)

L’opérateur vitesse se déduit alors de l’équation du mouvement

v̂ ≡ dr̂

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, r̂] , (6)

ce qui donne

v̂ =
1

m
(p̂− qA(r̂)) . (7)

– page 2 –



CHAPITRE 6 : DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE § 1. Le SQUID supraconducteur

On peut vérifier que la valeur moyenne de cet opérateur est bien une quan-
tité invariante de jauge, comme on l’attend pour toute grandeur physique.
Pour cela, prenons une fonction d’onde localisée spatialement (normali-
sable), mettons-la sous la forme ψ(r) =

√
ρ(r) eiθ(r) où ρ(r) désigne la den-

sité de probabilité au point r, et utilisons p̂ = −iℏ∇. On constate d’abord
que seul le gradient de la phase θ va jouer un rôle dans le calcul de ⟨v̂⟩,
puis que l’on peut mettre sa contribution sous la forme

⟨v⟩ = 1

m

∫
[ℏ∇θ(r)− qA(r)] ρ(r) d3r. (8)

On peut proposer une interprétation physique simple pour ce résultat.
La quantité ⟨v⟩ est la moyenne de la vitesse locale

v(r) =
1

m
[ℏ∇θ(r)− qA(r)] (9)

avec la densité de probabilité ρ(r). À partir de cette vitesse, on peut égale-
ment définir la densité de courant électrique local

j(r) = qρ(r)v(r) . (10)

On vérifie immédiatement que les formes (9-10) sont invariantes quand
on applique le double changement de jauge (4-5) :

∇θ(r)− q

ℏ
A(r) −→ ∇

ï
θ(r) +

qχ(r)

ℏ

ò
− q

ℏ
[A(r) +∇χ(r)] . (11)

Dans ce qui va suivre, il sera important de toujours se ramener à des quan-
tités invariantes de jauge pour déterminer les propriétés physiques du sys-
tème. Par exemple, si on considère un élément de circuit C allant d’un point
b à un point a, l’intégrale curviligne de la quantité (11) sur cet élément
s’écrit :∫

C

[
∇θ(r)− q

ℏ
A(r)

]
· dr = θ(a)− θ(b)− q

ℏ

∫
C
A(r) · dr [2π]. (12)

La quantité invariante de jauge n’est donc pas la différence de phase "nue"
θ(a) − θ(b), mais cette différence corrigée par l’intégrale curviligne du po-
tentiel vecteur sur l’élément de circuit. Cette quantité dépendra de la forme
de C si un champ magnétique est présent.

FIGURE 2. Anneau supraconducteur comportant deux jonctions Josephson.

1-2 Effet Meissner et longueur de pénétration

Dans cette partie, nous allons supposer que l’anneau supraconducteur
formant le SQUID a une forme torique, comme celle indiquée sur la figure
2. Nous supposerons que le rayon r de la section du tore est suffisamment
grand pour que le champ magnétique sur le cercle médian du tore (de
rayon R) soit négligeable. Cette hypothèse n’est pas indispensable pour
décrire le fonctionnement d’un SQUID, mais elle simplifiera notablement
l’analyse. Mais pourquoi le champ magnétique peut-il considéré comme
négligeable au cœur d’un matériau supraconducteur?

Cet effet, appelé effet Meissner, résulte de l’utilisation conjointe des deux
expressions régissant l’établissement d’un courant dans ce système :
— Prenons une densité de charges ρs uniforme dans le supraconducteur.

La relation (10) s’écrit donc

j(r) =
qρs
m

[ℏ∇θ(r)− qA(r)] (13)

où q = −2e < 0 désigne la charge d’une paire de Cooper et m sa
masse.

— Par ailleurs, le champ magnétique B est lié à la densité de courant j
par l’équation d’Ampère statique :

∇×B(r) = µ0 j(r). (14)

Les deux champs B et j sont donc couplés par ces deux équations et on
peut éliminer (par exemple) j au profit de B en prenant le rotationnel de
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CHAPITRE 6 : DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE § 1. Le SQUID supraconducteur

la première relation. Nous arrivons alors à l’équation de London :

∇× j(r) = −q
2ρs
m

B . (15)

Reportons ce résultat dans la seconde relation. En utilisant ∇× (∇×B) =
∇(∇ ·B)−∇2B = −∇2B (puisque ∇ ·B = 0), on arrive à l’équation

∇2B =
1

λ2L
B avec λL =

…
m

µ0ρq2
. (16)

La quantité λL est appelée longueur de pénétration de London. Prenons pour
simplifier une géométrie planaire, avec le demi-espace supraconducteur
côté x > 0 et un champ magnétique parallèle à la surface B = B(x)uz .
L’équation (16) devient à l’intérieur du supraconducteur B′′ = B/λ2L, dont
la solution bornée est B(x) = B0 exp(−x/λL). Le champ B tend donc ex-
ponentiellement vite vers zéro à l’intérieur du supraconducteur et il en va
de même pour le courant j. L’annulation de B provient de la compensa-
tion 1 entre le champ extérieur et celui créé par le courant d’écrantage j
qui circule parallèlement à la surface selon la direction y, dans une nappe
d’épaisseur effective λL.

En pratique, l’ordre de grandeur de λL est de quelques dizaines de na-
nomètres. C’est donc une distance grande devant les distances interato-
miques, mais généralement petite devant les dimensions typiques des fils
supraconducteurs. Nous supposerons que c’est le cas du fil représenté en
figure 2 et nous poserons donc que le champ magnétique B et le courant j
sont nuls sur le cercle médian de rayon R à l’intérieur du tore.

1-3 Anneau supraconducteur et champ magnétique

Avant d’aborder le SQUID dans le paragraphe suivant, nous allons
considérer ici un simple anneau torique supraconducteur (donc sans jonc-
tion Josephson) de rayon moyen R (figure 3). Cet anneau est plongé dans
un champ magnétique B perpendiculaire au plan de l’anneau, qui est donc
traversé par le flux Φext = πR2B. Nous supposons que le rayon r de la sec-
tion du tore est petit devant R, mais grand devant la longueur de London

1. Côté x < 0, le champ appliqué Ba et le champ créé par la nappe de courant s’ajoutent
pour donner B0 = 2Ba.

FIGURE 3. Anneau supraconducteur de rayon moyen R. Le rayon r de la section
de l’anneau est supposé petit devant R. L’anneau est plongé dans un champ ma-
gnétique perpendiculaire au plan de l’anneau. On note Φext = πR2B le flux créé
par ce champ.

λL de sorte que le champ B et le courant j sont négligeables sur le cercle
médian de rayon R.

Le relation (13) intégrée le long de ce cercle médian devient :

0 = ℏ
∮

∇θ(r) · dr − q

∮
A(r) · dr (17)

La fonction d’onde
√
ρs e

iθ(r) décrivant l’assemblée de paires doit être mo-
novaluée, ce qui impose∮

∇θ(r) · dr = 2π n avec n ∈ Z. (18)

Par ailleurs, l’intégrale de contour sur A se transforme en une intégrale de
surface du champ magnétique, égale au flux total Φ traversant l’anneau.
On a donc 0 = 2π nℏ− Φ ou encore :

Φ = nΦ0 avec Φ0 =
2πℏ
|q| . (19)

Il est important de noter à ce stade que Φ désigne le flux total traversant
l’anneau, c’est-à-dire la somme du flux extérieur Φext et du flux LI généré
par le courant I circulant dans l’anneau, L désignant l’inductance de l’an-
neau :

Φ = Φext + LI. (20)
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FIGURE 4. Anneau supraconducteur avec une double jonction.

Le supercourant I qui circule à la surface de l’anneau s’ajuste donc pour
que le flux total passant à travers l’anneau soit quantifié.

Quantification du fluxoïde. Si on ne souhaite pas faire l’approximation
d’un courant nul dans le cœur de l’anneau, la relation (17) s’écrit :

µ0λ
2
L

∮
j(r) ·dr = nΦ0−Φ ⇔

∮
v(r) ·dr =

h

m

Å
n− Φ

Φ0

ã
, (21)

relation appelée quantification du fluxoïde.

1-4 Le SQUID

Nous passons maintenant au cas d’un anneau comportant deux jonc-
tions Josephson J et J ′, comme représenté sur la figure 2. Nous définis-
sons les différences de phase aux bornes des deux jonctions sous la forme

invariante de jauge définie en (12) :
φ = θ(a)− θ(b)− q

ℏ

∫ a

b

A · dr

φ′ = θ(a′)− θ(b′)− q

ℏ

∫ a′

b′
A · dr

(22)

et nous allons montrer la relation entre le flux total traversant l’anneau et
les phases φ et φ′ :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φ

Φ0

ã
n ∈ Z (23)

Nous supposons que la phase θ(x), où x représente l’abscisse curviligne le
long de l’anneau est bien définie en tout point x, en dehors des jonctions
elles-mêmes.

Pour prouver cette relation, partons de nouveau de la nullité du courant
défini en (13) sur le cercle médian de l’anneau. Intégrons cette relation sur
les deux arcs de cercle aa′ et b′b en tournant dans le sens trigonométrique :

0 =

Ç∫ a′

a

+

∫ b

b′

åï
ℏ
dθ

dx
− qA(x)

ò
dx (24)

où nous avons projeté les vecteurs ∇θ et A sur le vecteur unitaire azimutal.
On peut simplifier cette relation en utilisant :∫ a′

a

dθ

dx
dx = θ(a′)− θ(a) [2π]

∫ b

b′

dθ

dx
dx = θ(b)− θ(b′) [2π] (25)

et Ç∫ a′

a

+

∫ b

b′

å
A(x)dx =

∮
A(x) dx−

Ç∫ a

b

+

∫ b′

a′

å
A(x) dx. (26)

L’intégrale sur le contour complet
∮
A(x) dx est égale au flux Φ du champ

magnétique total à travers l’anneau, de sorte que (24) peut se réécrire :

0 = ℏ(φ′ − φ)− qΦ+ 2πℏn n ∈ Z (27)
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ce qui n’est autre que (23) puisque Φ0 = 2πℏ/|q|. Notons que cette preuve
n’utilise pas la valeur de θ(r) à l’intérieur même des jonctions J et J ′, qui
est une notion mal définie.

La relation (23) verrouille entre elles les phases de deux jonctions et elle
joue un rôle central dans le fonctionnement d’un SQUID. Plus précisément,
considérons la géométrie de cette figure 1 et relions le courant Iext au flux
extérieur Φext imposé sur l’anneau. Ce courant Iext s’écrit

Iext = I + I ′ = Ic (sinφ+ sinφ′) , (28)

où nous avons supposé pour simplifier que les deux jonctions avaient le
même courant critique. Une relation trigonométrique simple donne alors

Iext = Īc(Φ) sin φ̄ avec Īc(Φ) ≡ 2Ic cos

Å
π
Φ

Φ0

ã
(29)

où nous avons posé

φ̄ ≡ 1

2
(φ+ φ′) . (30)

L’équation (29), Iext = Īc sin φ̄, peut être vue comme la relation usuelle
reliant courant et phase pour une jonction Josephson unique, mais avec
un courant critique Īc qui dépend du flux magnétique à travers le circuit.
La phase φ̄ caractérisant cette jonction "globale" est la moyenne des deux
phasesφ etφ′. La dépendance sinusoïdale de Īc vis-à-vis de Φ résulte d’une
interférence entre les deux chemins passant respectivement par la jonc-
tion A et la jonction B. L’argument πΦ/Φ0 du cosinus est égal à la phase
d’Aharonov–Bohm que l’on calcule pour des particules chargées circulant
dans cette géométrie (voir par exemple le cours 2013-14, Chap. 1, § 4, et
refs. in).

À ce stade, le flux Φ représente le flux total traversant l’anneau, somme
du flux extérieur et du flux généré par les courants I et I ′. En pratique,
pour les SQUIDs conçus pour détecter de faibles variations de flux magné-
tiques, on utilise des géométries telles que le flux maximal généré par le
courant dans l’anneau, ∼ LIc, soit petit devant le quantum de flux Φ0. La
contribution majeure à Φ est alors le flux extérieur Φext et on peut négliger
la contribution des courants I et I ′.

Par conséquent, si on impose le courant Iext et le flux extérieur Φext, la
variable φ̄ va chercher à s’ajuster pour que la relation Iext = Īc(Φext) sin φ̄

A 1634 JAKLEVIC, LAMBE, MERCEREAU, AND SiLVER

Figure 1 is a reproduction (taken from an oscilloscope
face) of an actual I Upl-ot of one of these junctions. The
single particle tunneling curve first studied by Giaever
is evident, showing the sharp threshold at V=26 with
the current rising to the ohmic part of the characteristic.
The normal resistance of the junction is measured from
this portion of the trace. At U=O the Josephson super-
current is seen, which for this junction is 80% of theo-
retical magnitude. At the start of the tracing cycle, the
voltage across the junction remains at V=O until I, is
reached, at which time it switches to the normal curve
along the circuit load line and traces out this curve until
the voltage again reaches zero at which point it starts
over again in the Josephson regime, this time in the
negative direction. The most successful junctions ex-
hibited maximum currents greater than one-half the
predicted —',trhR„' with a few exceeding 90%%uo. When
shorts were present, the Giaever-type curve became
washed-out and the Josephson current could not be
reduced to zero by the application of a magnetic field.
For no junction did the maximum supercurrent exceed
the predicted value. In the initial testing of a junction,
it is necessary to cool it while shielding from the earth' s
magnetic field. Otherwise Aux is apparently trapped in
the films or junctions, severely attenuating the Joseph-
son current.
Multiple-junction structures were made following the

the above procedure and required. more elaborate mask-
ing techniques. The masks were made from 3-mil
stainless-steel sheet stock spot welded or epoxy-bonded
to aluminum frames. The insulation needed to create
the area separating the two films was built up with
multiple layers of Formvar, from 1 to 20 p, thick. On
occasion, collodian films were also used. A typical
test sample slide is shown in Fig. 6 which depicts a
completed double junction structure together with the
electrodes. These electrodes were of fired silver paint
(Englehard 32-A) through which the electrical leads
were connected to the sample.

Measurements were made with the sample immersed
in liquid helium whose temperature could be controlled
by a pressure regulated high-speed vacuum pump. A
standard Pyrex double Dewar container with 2-liter
capacity was used. A vacuum sealed cap was provided
for the Dewar through which shielded lead-throughs
carried the electrical leads down to the sample. A lead
cylinder with a diameter of 2—, in. and 7 in. length was
in place around the samples during measurements to
screen them from stray magnetic fields. The whole
Dewar was surrounded by a double-walled mu-metal
cylinder to provide for further shielding. The recording
traces of the maximum Josephson current versus the
applied magnetic field were obtained conveniently by
use of an ac averaging technique. A current source drives
the sample at 350 cps with a current amplitude always
exceeding the maximum possible Josephson current.
The voltage signal is amplified with a high-impedance
low-noise preamplifier. This voltage is detected with
a, full wave (or half-wave) phase sensitive detector. The
average dc signal output from this detector is introduced
on the Y axis of an X-V plotter, the Xaxis being driven
by the coil current producing the magnetic field. Be-
cause the magnitude of the maximum Josephson current
determines the relative time the interferometer voltage
remains at V=O, changes in the average dc signal are
proportional to the maximum Josephson current. This
is true for currents greater than about 100 pA. Below
this level the simple proportionality is lost and the
response is sublinear. However, such detail was not
considered of importance for the purposes of the experi-
ments reported here.
The small solenoids were constructed by closely wind-

ing a fine insulated copper wire around a beryllium-
copper core with the core providing the return path.
This was done on a small fixture designed to rotate the
core. One type was of 1-mil wire wound on a 3 mil core
giving an over-all diameter, including insulation, of
6 mils. A second size was similarly constructed of —, mil
wire around a 1 mil core, with an over-all diameter of
2.2 mils. These were made in batches of four or Inore
and within a given batch were identical in number of
turns and length of windings. The calibration was done

s . s

-500 -400 -X6 -200 -IOO 0 IOO 200 300
MAGNETIC FIELD ( MILLIGAUSS)

I I

pro.~6."",:Schematic of J.'a completed junction pair. A uniform
magnetic 6eld is applied parallel to the long dimension of the sub-
strate e. The Formvar insulator c is applied over the base tin 61m g
to mask out the junctions f and separate u from the second tin
Glm b.

Pro. 7. Experimental trace of I~,„versus magnetic field showing
interference and di6raction eBects. The field periodicity is 39.5
and 16 mG for A and 8, respectively. Approximate maximum
currents are 1 mA (A) and 0.5 mA (8). The junction separation
is 8'=3 mm and junction width m=0.S mm for both cases. The
zero o8set of A is due to a background magnetic Geld.

FIGURE 5. Variation du courant critique avec B dans un SQUID (maxima de
courant d’environ 1 mA). Les supraconducteurs sont notés a et b, la couche d’iso-
lant formant la barrière tunnel est désignée par c, et les deux jonctions par f . La
séparation entre les deux jonctions est de 3 mm et la largeur d’une jonction est de
0.5 mm. La périodicité de ∼ 40mG est due au phénomène d’interférence entre les
deux jonctions décrit dans ce paragraphe. L’enveloppe en forme de sinus cardinal
s’explique par l’influence du champ magnétique sur chaque jonction, de façon ana-
logue à la figure d’interférences lumineuses avec deux fentes de largeur non nulle.
Figures adaptées de JAKLEVIC, LAMBE et al. (1965).
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soit satisfaite. Cela sera possible tant que le courant Iext ne dépasse pas la
valeur Īc(Φext). La très grande sensibilité des SQUIDs pour la mesure des
champs magnétiques découle directement de ce résultat : pour un SQUID
de surface 1mm2, un changement de B de 10−9 T suffit à changer l’argu-
ment du cosinus de π/2 dans l’expression de Īc(Φ), ce qui fait basculer le
dispositif du courant maximum 2Ic à un courant nul.

En pratique, les SQUIDs sont actuellement parmi les dispositifs les plus
performants pour mesurer de faibles variations de champ magnétique,
en particulier quand une bande passante élevée est requise (jusqu’à 100
MHz) ; SCHMELZ, STOLZ et al. (2012) présentent ainsi un dispositif dont
la sensibilité atteint quelques 10−16 T pour un temps de mesure d’une se-
conde.

Les concurrents directs des SQUIDs sont les magnétomètres atomiques
mesurant une précession de Larmor. Ces derniers ont l’avantage de ne
pas requérir un environnement cryogénique et ils ont une exactitude qui
peut atteindre quelques 10−8, bien meilleure que celle des SQUIDs. En re-
vanche, leur sensibilité pour détecter de faibles variations de B (à ne pas
confondre avec l’exactitude) n’est bonne qu’à faible fréquence, car leur
bande passante est inférieure à la centaine de Hz.

2 Qubits supraconducteurs

2-1 Critères pour obtenir des qubits utilisables

Nous allons maintenant décrire très brièvement l’utilisation des
SQUIDs pour la réalisation de qubits, la brique élémentaire de tout pro-
cesseur quantique. Les différents critères pour disposer de qubits fiables
sont détaillés dans l’article de DIVINCENZO (2000). Résumons-les ici :

— Il faut disposer d’un système quantique dont on peut restreindre la
dynamique à un espace de Hilbert de dimension 2, dont on écrit une
base possible {|0⟩ , |1⟩}. Tous les états "combinaison linéaire" de type
α |0⟩ + β |1⟩ avec α, β complexes tels que |α|2 + |β|2 = 1 doivent éga-
lement être accessibles. La dimension réelle de l’espace de Hilbert est
bien sûr beaucoup plus grande, voire infinie, et il faut donc que ces
états soient bien isolés du reste du spectre.

— Il faut que le temps de cohérence du système à deux niveaux soit long
devant le temps nécessaire pour effectuer des portes logiques. Le qubit
doit donc être bien isolé de son environnement.

— Il faut disposer d’un moyen pour l’initialiser dans un état connu, |0⟩
par exemple.

— Il faut disposer d’un moyen pour effectuer des transformations uni-
taires dans l’espace de Hilbert de dimension 2.

— Il faut disposer d’un moyen pour lire l’état du qubit dans une base
donnée, c’est-à-dire projeter l’état du qubit sur une base donnée,
{|0⟩ , |1⟩} par exemple.

— Il faut pouvoir coupler de manière contrôlée les qubits par paires pour
réaliser des portes logiques à deux qubits.

Nous allons considérer (sans souci d’exhaustivité) deux réalisations de
qubits à partir de jonctions supraconductrices, en nous restreignant aux
premiers critères de cette liste, portant sur la production de qubits isolés.
Nous allons nous concentrer sur la boîte à paires de Cooper, qui a consti-
tué la première démonstration expérimentale de la cohérence pour un qu-
bit supraconducteur, puis sur le transmon, son descendant direct, qui est
l’ingrédient le plus utilisé actuellement dans les processeurs quantiques.
D’autres types de qubits supraconducteurs, pour certains toujours dans la
course vers l’ordinateur quantique, sont par exemple :

— les qubits de chat (MIRRAHIMI, LEGHTAS et al. 2014 ; GRIMM,
FRATTINI et al. 2020), utilisés notamment par Alice & Bob et par Ama-
zon ;

— le fluxonium (MANUCHARYAN, KOCH et al. 2009 ; KOCH,
MANUCHARYAN et al. 2009), utilisé par exemple par Atlantic
Quantum;

— les qubits de phase (MARTINIS, NAM et al. 2002 ; STEFFEN, ANSMANN

et al. 2006), qui utilisent le potentiel en "planche à laver" décrit aux
chapitres précédents.

— les qubits de flux (MOOIJ, ORLANDO et al. 1999 ; VAN DER WAL, TER

HAAR et al. 2000 ; FRIEDMAN, PATEL et al. 2000) qui peuvent être
considérés comme des ancêtres du fluxonium.
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out signal for the quantum state of the qubit. However,
it requires a longer ‘‘measurement time’’ until the noisy
signal resolves different qubit states. Finally, on the still
longer ‘‘mixing time’’ scale, the measurement process
itself destroys the information about the initial quantum
state.

Many results and observations made in the context of
the normal-state single-electron transistor also apply to
other physical systems, e.g., a superconducting SET
(SSET) coupled to a charge qubit (Averin, 2000b; Cottet
et al., 2000) or a dc SQUID monitoring as a quantum
magnetometer the state of a flux qubit (see, for example,
Mooij et al., 1999; Averin, 2000b; Friedman et al., 2000).
The results can also be compared to the nonequilibrium
dephasing processes discussed theoretically (Aleiner
et al., 1997; Gurvitz, 1997; Levinson, 1997) and demon-
strated experimentally by Buks et al. (1998).

One of the motivations for quantum-state engineering
with Josephson devices is their potential application as
logic devices and quantum computing. By exploiting the
massive parallelism of the coherent evolution of super-
positions of states, quantum computers could perform
certain tasks that no classical computer could do in ac-
ceptable times (Bennett, 1995; DiVincenzo, 1995;
Barenco, 1996; Aharonov, 1998). In contrast to the de-
velopment of physical realizations of qubits and gates,
i.e., the ‘‘hardware,’’ the theoretical concepts of quan-
tum computing, the ‘‘software,’’ are already rather ad-
vanced. As an introduction, and in order to clearly de-
fine the goals, we present in Appendix A an ideal model
Hamiltonian with sufficient control to perform all the
needed manipulations. (We note that the Josephson-
junction devices come rather close to this ideal model.)
In Appendix B we show by a few representative ex-
amples how these manipulations can be combined for
useful computations.

Various other physical systems have been suggested
as possible realizations of qubits and gates. They are
discussed in much detail in a recent Fortschritte der
Physik special issue entitled Experimental Proposals for
Quantum Computation (Braunstein and Lo, 2000). In
some systems quantum manipulations of a few qubits
have already been demonstrated experimentally. These
include ions in electromagnetic traps manipulated by la-
ser irradiation (Cirac and Zoller, 1995; Monroe et al.,
1995), nuclear magnetic resonance (NMR) on ensembles
of molecules in liquids (Cory et al., 1997; Gershenfeld
and Chuang, 1997) and cavity QED systems (Turchette
et al., 1995). In comparison, solid-state devices, including
the mentioned Josephson systems, are more easily em-
bedded in electronic circuits and scaled up to large reg-
isters. Ultrasmall quantum dots with discrete levels and,
in particular, spin degrees of freedom embedded in
nanostructured materials are candidates as well. They
can be manipulated by tuning potentials and barriers
(Kane, 1998; Loss and DiVincenzo, 1998). Because of
the difficulties of controlled fabrication, their experi-
mental realization is still at a very early stage.

II. JOSEPHSON CHARGE QUBIT

A. Superconducting charge box as a quantum bit

In this section we describe the properties of low-
capacitance Josephson junctions, in which the charging
energy dominates over the Josephson coupling energy,
and discuss how they can be manipulated in a quantum-
coherent fashion. Under suitable conditions they pro-
vide physical realizations of qubits with two states dif-
fering by one Cooper pair charge on a small island. The
necessary one-bit and two-bit gates can be performed by
controlling applied gate voltages and magnetic fields.
Different designs will be presented that differ not only
in complexity, but also in the accuracy and flexibility of
the manipulations.

The simplest Josephson-junction qubit is shown in
Fig. 1. It consists of a small superconducting island
(‘‘box’’) with n excess Cooper-pair charges (relative to
some neutral reference state), connected by a tunnel
junction with capacitance CJ and Josephson coupling en-
ergy EJ to a superconducting electrode. A control gate
voltage Vg is coupled to the system via a gate capacitor
Cg . Suitable values of the junction capacitance, which
can be fabricated routinely by present-day technologies,
are in the range of femtofarad and below, CJ!10!15 F,
while the gate capacitances can be chosen still smaller.
The relevant energy scale, the single-electron charging
energy EC"e2/2(Cg"CJ), which depends on the total
capacitance of the island, is then in the range of a
Kelvin2 or above, EC#1 K. The Josephson coupling en-
ergy EJ is proportional to the critical current of the Jo-
sephson junction (see, for example, Tinkham, 1996).
Typical values considered here are in the range of 100
mK.

We choose a material such that the superconducting
energy gap $ is the largest energy in the problem, larger
even than the single-electron charging energy. In this

2Throughout this review we frequently use temperature units
for energies.

FIG. 1. A Josephson charge qubit in its simplest design formed
by a superconducting single-charge box.
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!↓!, respectively. Then switching the system suddenly to
the degeneracy point for a time "t and back produces a
rotation in spin space,

U1-bit#$%!exp" i
$

2
&x#!" cos

$

2
i sin

$

2

i sin
$

2
cos

$

2
# , (2.9)

where $!EJ"t/' . Depending on the value of "t , a spin
flip can be produced or, starting from !0!, a superposi-
tion of states with any chosen weights can be reached.
[This is exactly the operation performed in the experi-
ments of Nakamura et al., (1999); see Sec. II.D.] Simi-
larly, a phase shift between the two logical states can be
achieved by changing the gate voltage ng for some time
by a small amount, which modifies the energy difference
between the ground and excited states.

Several remarks are in order:

(1) Unitary rotations by Bx and Bz are sufficient for all
manipulations of a single qubit. By using a sequence
of no more than three such elementary rotations we
can achieve any unitary transformation of a qubit’s
state.

(2) The example presented above, with control of Bz
only, provides an approximate spin flip for the situ-
ation in which the idle point is far from degeneracy
and EC"EJ . But a spin flip in the logical basis can
also be performed exactly. We must switch from the
idle point ( idle to the point where the effective mag-
netic field is orthogonal to the idle one, (!( idle
#)/2. This changes the Hamiltonian from H
!$ 1

2 "E(( idle)*z to H!$ 1
2 "E(( idle#)/2)*x . To

achieve this, the dimensionless gate charge ng
should be increased by EJ /(4EC sin 2(idle). For the
limit discussed above, ( idle%1, this operating point is
close to the degeneracy point, (!)/2.

(3) An alternative way to manipulate the qubit is to use
resonant pulses, i.e., ac pulses with frequency close
to the qubit’s level spacing. We do not describe this
technique here as it is well known from NMR meth-
ods.

(4) So far we have been concerned with the time depen-
dence during elementary rotations. However, fre-
quently the quantum state should be kept un-
changed for some time, for instance, while other
qubits are manipulated. Even in the idle state, (
!( idle , because the energies of the two eigenstates
differ, their phases evolve relative to each other.
This leads to coherent oscillations, typical for a
quantum system in a superposition of eigenstates.
We have to keep track of this time dependence with
high precision and, hence, of the time t0 from the
very beginning of the manipulations. The time-
dependent phase factors can be removed from the
eigenstates if all the calculations are performed in
the interaction representation, with the zero-order
Hamiltonian being the one at the idle point. How-
ever, the price for this simplification is an additional

time dependence in the Hamiltonian during opera-
tions, introduced by the transformation to the inter-
action representation. This point has been discussed
in more detail by Makhlin et al. (2000b).

(5) The choice of the qubit’s logical basis is by no means
unique. As follows from the preceding discussion,
we can perform x and z rotations in the charge ba-
sis, !↑! , !↓!, which provides sufficient tools for any
unitary operation. On the other hand, since we can
perform any unitary transformation, we can choose
any other basis as a logical basis as well. The Hamil-
tonian at the idle point is diagonal in the eigenbasis
(2.7), while the controllable part of the Hamiltonian,
the charging energy, favors the charge basis. The
preparation procedure (thermal relaxation at the
idle point) is more easily described in the eigenbasis,
while coupling to the meter (see Sec. V) is diagonal
in the charge basis. So the choice of the logical states
remains a matter of convention.

(6) A final comment concerns normal-metal single-
electron systems. While they may serve as classical
bits and logic devices, they are ruled out as potential
quantum logic devices. The reason is that, due to the
large number of electron states involved, their phase
coherence is destroyed in the typical sequential tun-
neling processes.

B. Charge qubit with tunable coupling

A further step towards the ideal model (A1), in which
the tunneling amplitude (x component of the field) is
controlled as well, is the ability to tune the Josephson
coupling. This is achieved by the design shown in Fig. 3,
where the single Josephson junction is replaced by two
junctions in a loop configuration (Makhlin et al., 1999).
This dc SQUID is biased by an external flux +x , which
is coupled into the system through an inductor loop. If
the self-inductance of the SQUID loop is low (Tinkham,

FIG. 3. A charge qubit with tunable effective Josephson cou-
pling. The single Josephson junction is replaced by a flux-
threaded SQUID. The flux in turn can be controlled by a
current-carrying loop placed on top of the structure.
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FIGURE 6. Gauche : boîte à paires de Cooper simple. Droite : boîte à paires de
Cooper à deux jonctions, permettant de disposer d’un EJ(Φ) ajustable. Figures
extraites de MAKHLIN, SCHÖN et al. (2001).

2-2 La boîte à paires de Cooper

Un exemple spectaculaire d’utilisation d’un SQUID dans ce contexte
concerne la réalisation des premiers qubits supraconducteurs cohérents
(NAKAMURA, PASHKIN et al. 1999). Cette réalisation utilise la notion de
boîte à paires de Cooper, proposée par BOUCHIAT, VION et al. (1998). Dans
sa version de base, cette boîte utilise une seule jonction Josephson, comme
représenté sur la figure 6, gauche. Elle est constituée d’une petite île su-
praconductrice connectée à un réservoir supraconducteur par une jonction
Josephson de capacité CJ et d’énergie EJ . La tension de grille Vg est appli-
quée via la capacité Cg . Le paramètre de contrôle est la charge de grille :

ng ≡ CgVg
2e

. (31)

Traitons quantiquement le nombre n de paires de Cooper et la phase φ
entre les deux côtés de la jonction. L’hamiltonien s’écrit :

Ĥ(ng) =
EC

2
(n̂− ng)

2 − EJ cos φ̂ (32)

avec EC = (2e)2/(CJ + Cg). Dans cette expression de Ĥ , n̂ est l’opérateur
nombre de paires de Cooper sur l’île supraconductrice et la construction
des opérateurs e±iφ̂ a été détaillée au chapitre précédent. Rappelons le ré-

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.2

0.4

ng

E/EC

FIGURE 7. Premiers niveaux d’énergies de l’hamiltonien (32) pour EJ = 0 (bleu
tireté) et pour EJ = 0.04EC (trait plein rouge).

sultat 2 :

cos φ̂ =
1

2

∑
n

(|n+ 1⟩ ⟨n|+ |n⟩ ⟨n+ 1|) (33)

Ce traitement quantique est nécessaire du fait de la faible valeur de la ca-
pacité CJ + Cg , de sorte que l’énergie de charge EC est grande 3 devant
kBT : les fluctuations thermiques de n sont donc négligeables et on peut se
concentrer sur des valeurs de n− ng de l’ordre de l’unité.

La boîte à paires de Cooper opère dans le régime EJ ≪ EC (typique-
ment EJ/EC ∼ 0.1), c’est-à-dire dans le régime de Fock selon la termino-
logie du chapitre précédent. Commençons par préciser les états propres et
les énergies propres de Ĥ pour EJ = 0, puis traitons EJ comme une petite
perturbation.

Sans le terme EJ , les états propres de (32) sont les états à nombre

2. Pour des jonctions supraconductrices, la définition eiφ̂ =
∑

n |n+ 1⟩ ⟨n| présente un
signe opposé à celui trouvé pour des atomes au chapitre précédent. Cela résulte de la défi-
nition du courant intervenant dans la première relation de Josephson I = Ic sinφ. En effet,
l’équation de Heisenberg donnant l’évolution de n̂ s’écrit dn̂

dt
= i

ℏ [Ĥ, n̂] = −EJ
ℏ sin φ̂, dont

on déduit le courant traversant la jonction −2e ˙̂n.
3. Pour l’expérience de NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999), EC ∼ 1meV, EJ ∼ 0.1meV

et kBT ∼ 3µeV. L’excitation thermique de la boîte est donc négligeable, y compris au point
de quasi-dégénérescence ng = 1/2.
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FIGURE 8. Premiers niveaux d’énergies de l’hamiltonien (32) pour EJ = 0 (bleu
tireté) et pour EJ = 0.04EC (trait plein rouge) au voisinage de ng = 1/2.

bien défini de paires de Cooper , que nous notons |n⟩ (avec n ∈ Z). Plus
précisément, n désigne le nombre de paires en excès ou en défaut par
rapport à l’état fondamental pour Vg = 0. Les niveaux d’énergie sont
des paraboles indexées par la valeur de n (figure 7, trait bleu tireté) :
En(ng) =

EC

2 (n−ng)2. Ces paraboles se croisent aux valeurs demi-entières
de ng . Dans ce qui suit, nous allons nous concentrer sur le croisement entre
E0(ng) et E1(ng), se produisant pour ng = 1/2.

En nous restreignant aux deux états |0⟩ et |1⟩ pour ng ≈ 1/2, on isole
ainsi un système à deux niveaux d’hamiltonien :

Ĥeff =
EC

8
− 1

2
[ϵ(Vg)σ̂z + EJ σ̂x] avec ϵ(Vg) ∝ (ng − 1/2) . (34)

Ce système à deux niveaux constitue le qubit recherché et ses énergies
propres sont représentées sur la figure 8 en traits pleins ; ses états propres
à résonance (ng = 1/2) sont :

|±⟩ = 1√
2
(|0⟩ ± |1⟩) E± =

EC

8
± EJ

2
. (35)

L’isolation (souvent appelée anharmonicité) de ce sous-système à deux ni-
veaux est excellente puisque les autres niveaux les plus proches sont ceux
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FIGURE 9. Mesure de la probabilité pour trouver le qubit dans l’état |2⟩ en fonc-
tion du temps [cf. (36)]. Insert : variation de l’énergie EJ (déduite de la pé-
riode d’oscillation) en fonction du flux appliqué. Figure extraite de NAKAMURA,
PASHKIN et al. (1999).

issus de la paire {|−1⟩ , |2⟩}, d’énergie 9
8EC pour ng = 1/2, ce qui est

bien supérieur à l’écart entre |+⟩ et |−⟩ (rappelons que nous avons pris
EC ≫ EJ ).

La question se pose alors du contrôle de l’énergie EJ et de sa repro-
ductibilité. La possibilité de scinder la jonction Josephson en deux, avec
un flux Φ contrôlé, permet de répondre à ce besoin (figure 6, droite). Cette
approche a été mise en œuvre par NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999). L’île
supraconductrice utilisée avait une taille de 700 × 50 × 15nm et contenait
∼ 108 électrons de conduction.

Pour étudier la fiabilité et l’accordabilité de ce qubit, on utilise le proto-
cole suivant : on prépare le qubit hors résonance dans l’état |0⟩ ; on amène
soudainement le système à résonance (ng = 1/2) par un changement de la
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tension Vg , puis on le laisse évoluer pendant un temps t :

|ψ(t)⟩ = 1√
2

Ä
|+⟩ e−iEJ t/ℏ + |−⟩ eiEJ t/ℏ

ä
= cos(EJ t/ℏ) |0⟩ − i sin(EJ t/ℏ) |1⟩ .

(36)

On rebascule enfin la tension vers une valeur pour laquelle les états propres
sont en bonne approximation |0⟩ et |1⟩. La paire présente quand le qubit est
dans l’état |1⟩ est évacuée dans un circuit auxiliaire.

En répétant l’expérience avec un taux élevé (60 MHz), on génère un
courant dans ce circuit auxiliaire, dont l’amplitude est proportionnelle à
la probabilité d’occupation sin2(EJ t/ℏ) de l’état |1⟩ (figure 9). On a ainsi
directement accès à la fréquence EJ/h, dont on peut vérifier qu’elle varie
selon la loi attendue en cos(πΦ/Φ0) (figure 9, insert).

Les performances de la boîte à paires de Cooper ont ensuite été signi-
ficativement améliorées, en particulier en termes de temps de cohérence,
par VION, AASSIME et al. (2002), en passant à un régime où EJ et EC sont
comparables (dispositif appelé quantronium).

2-3 Le transmon

Un point faible de la boîte à paires de Cooper telle que nous l’avons
décrite ci-dessus est sa grande sensibilité au bruit de charge : si ng fluctue
dans le temps, la position des niveaux d’énergies des deux états propres,
combinaisons linéaires de |0⟩ et |1⟩, est directement affectée dès qu’on se
place en dehors du point particulier (sweet spot) ng = 1/2.

Le transmon 4, proposé et réalisé par KOCH, YU et al. (2007) et
SCHREIER, HOUCK et al. (2008), permet de remédier à ce problème au prix
d’une diminution de l’anharmonicité. Son schéma de base reste similaire
à celui de la boîte à paires de Cooper, mais la capacité intervenant dans la
définition deEC est fortement augmentée, pour atteindre le régime opposé
à celui étudié plus haut : EJ ≫ EC (régime de Josephson). On garde donc
l’hamiltonien

Ĥ(ng) =
EC

2
(n̂− ng)

2 − EJ cos φ̂ , (37)

4. acronyme pour transmission line shunted plasma oscillation qubit.

qubits. Amazingly, the transmon can at the same time in-
crease the strength of electrical coupling between qubits, or
between a qubit and a transmission line cavity serving as a
bus.

Although the transmon has an EJ /EC ratio in between that
of typical charge qubits and typical phase qubits, it is impor-
tant to emphasize that the transmon is very different from
both the CPB and phase qubits, including the capacitively
shunted phase qubit proposed recently by Steffen et al. !17".
In the transmon, it is the natural anharmonicity of the cosine
potential which allows qubit operations, whereas in the phase
qubit, the EJ /EC ratio is so large that the required anharmo-
nicity can only be restored by driving a current I very close
to IC through the system, creating a washboard potential, see
Refs. !5–7" for recent reviews. The device presented in Ref.
!17" operated at an energy ratio of EJ /EC#2!104, whereas
the transmon will typically involve ratios of the order of
several tens up to several hundreds and is operated without
the need for any dc connections to the rest of the circuit.
Thus, the transmon is a new type of superconducting qubit
that should fix the main weakness of the CPB by featuring an
exponential gain in the insensitivity to charge noise. The fa-
vorable insensitivity of CPBs to other noise sources such as
critical current and flux noise is maintained $and further im-
proved% in the transmon system, rendering it a very promis-
ing candidate for the next generation of qubits. A comple-
mentary proposal for using a capacitor to modify the EJ /EC
ratio in superconducting flux qubits is put forward in Ref.
!18".

The outline of the paper is as follows. In Sec. II A, we
introduce the transmon and its effective quantum circuit. The
solution of the corresponding Schrödinger equation and an
analysis of its asymptotics enable a quantitative discussion of
the charge dispersion and the anharmonicity in Secs. II B and
II C, respectively. Section II D compares the transmon to
phase qubits, and Sec. II E provides additional information
about the flux degree of freedom in the split transmon, and
the role of asymmetry in the two Josephson junctions. The
circuit quantum electrodynamics $circuit-QED% physics !19"
of the transmon is investigated in Sec. III, where we show
that despite the smallness of the charge dispersion, the trans-
mon is expected to reach the strong-coupling limit of circuit
QED. That is, we show that even though the transmon en-
ergy levels are insensitive to low frequency voltages, transi-
tions between levels can strongly be driven by resonant ra-
diation. We discuss in detail the modifications of the
dispersive limit and the Purcell effect due to the increased
EJ /EC ratio. Sections IV and V are devoted to the investiga-
tion of noise in the transmon system and its projected effect
on relaxation $T1% and dephasing $T2% times. We conclude
our paper with a summary and a comprehensive comparison
of the transmon with existing superconducting qubits in Sec.
VI.

II. FROM THE COOPER PAIR BOX TO THE TRANSMON

A. Model

In close resemblance to the ordinary CPB $see, e.g., Ref.
!6"%, the transmon consists of two superconducting islands

coupled through two Josephson junctions, but isolated from
the rest of the circuitry. This dc-SQUID setup allows for the
tuning of the Josephson energy EJ=EJ,max &cos$"# /#0%& by
means of an external magnetic flux #. For simplicity, we
initially assume that both junctions are identical. $The dis-
cussion of the general case including junction asymmetry is
postponed until Sec. II E.% Schematics of the device design
and the effective quantum circuit for the transmon are de-
picted in Fig. 1.

As usual, the effective offset charge ng of the device, mea-
sured in units of the Cooper pair charge 2e, is controlled by
a gate electrode capacitively coupled to the island such that
ng=Qr /2e+CgVg /2e. Here Vg and Cg denote the gate voltage
and capacitance, respectively, and Qr represents the
environment-induced offset charge.

The crucial modification distinguishing the transmon from
the CPB is a shunting connection of the two superconductors
via a large capacitance CB, accompanied by a similar in-
crease in the gate capacitance Cg. As shown in Appendix A,
the effective Hamiltonian can be reduced to a form identical
to that of the CPB system !20",

Ĥ = 4EC$n̂ − ng%2 − EJ cos $̂ . $2.1%

It describes the effective circuit of Fig. 1$a% in the absence of
coupling to the transmission line $i.e., disregarding the reso-
nator mode modeled by Lr and Cr%, and can be obtained from
an analysis of the full network of cross capacitances as pre-
sented in Appendix A. The symbols n̂ and $̂ denote the num-

FIG. 1. $Color online% $a% Effective circuit diagram of the trans-
mon qubit. The two Josephson junctions $with capacitance and Jo-
sephson energy CJ and EJ% are shunted by an additional large ca-
pacitance CB, matched by a comparably large gate capacitance Cg.
$b% Simplified schematic of the transmon device design $not to
scale%, which consists of a traditional split Cooper pair box, shunted
by a short $L#% /20% section of twin-lead transmission line, formed
by extending the superconducting islands of the qubit. This short
section of line can be well approximated as a lumped-element ca-
pacitor, leading to the increase in the capacitances Cg1, Cg2, and CB!
and hence in the effective capacitances CB and Cg in the circuit.

KOCH et al. PHYSICAL REVIEW A 76, 042319 $2007%

042319-2

FIGURE 10. Principe du circuit du transmon. On retrouve les ingrédients de la
boîte à paires de Cooper, avec la capacité supplémentaire CB dont la grande valeur
permet d’abaisser considérablement la valeur de EC pour passer dans le régime
Josephson (EC < EJ ). Figure adaptée de KOCH, YU et al. (2007).

mais on doit chercher ses états et énergies propres dans un régime de pa-
ramètres radicalement différent de celui étudié en § 2-2.

Pour cela, il est intéressant de faire un parallèle entre ce problème et le
mouvement d’une particule de masse m en mouvement (à une dimension)
dans le potentiel périodique V (x) = −V0 cos(kx). Comme on a affaire à
un potentiel périodique, on sait que l’on peut chercher les états propres de
l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
− V0 cos(kx̂) avec [x̂, p̂] = iℏ (38)

sous forme de fonctions de Bloch indexées par le quasi-moment q

ψq(x) = eiqxuq(x) , (39)

où la fonction uq(x) est périodique, de période 2π/k. L’équation vérifiée
par uq(x) s’écrit

Ĥper(q)uq(x) = E(q)uq(x) (40)

avec l’hamiltonien périodique

Ĥper(q) =
1

2m
(p̂+ ℏq)2 − V0 cos(kx̂) [x̂, p̂] = iℏ. (41)

Les deux problèmes sont donc formellement identiques, la variable ng

jouant le rôle du quasi-moment q. Plus précisément, on peut introduire
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les quantités sans dimension X = kx, P = p/ℏk, Q = q/k, pour récrire (41)
sous la forme

Ĥ(Q) = Erec(P̂ +Q)2 − V0 cos X̂ avec [X,P ] = i (42)

et avec l’énergie de recul Erec = ℏ2k2/2m. Sous cette forme, on voit que la
boîte à paires de Cooper étudiée en § 2-2 correspond aux régimes des liai-
sons faibles pour notre particule fictive (V0 ≪ Erec) alors que le transmon
correspond au régime des liaisons fortes (V0 ≫ Erec) [cf. cours 2012-13,
Chap. 2].

Nous donnons en figure 11 le spectre de l’hamiltonien (37) pour quatre
valeurs du rapport EJ/EC . On trouve comme prévu des bandes d’énergie,
qui deviennent de plus en plus fines quand le rapport EJ/EC (équivalent
à V0/Erec) augmente. La largeur d’une bande décroît exponentiellement
vite avec ce rapport ; elle est en effet reliée au couplage tunnel entre deux
minima adjacents du potentiel V (x).

Cette réduction exponentielle représente l’avantage majeur du trans-
mon par rapport à la boîte à paires de Cooper étudiée en § 2-2 : la sensi-
bilité vis-à-vis des fluctuations de ng est exponentiellement réduite. Pour
cette raison, le transmon est actuellement l’élément privilégié par plusieurs
compagnies privées cherchant à réaliser un ordinateur quantique à base
de qubits supraconducteurs (IBM, Google, Rigetti, Intel, Oxford Quantum
Circuits,. . .).

Dans la limite EJ ≫ EC , l’écart entre les deux bandes les plus basses,
donné par

√
EJEC , se déduit (pour la particule fictive) de la fréquence

d’oscillation au voisinage d’un minimum de V0. Pour la jonction Joseph-
son, cette fréquence correspond à celle de l’oscillation plasma. L’anharmo-
nicité des niveaux d’énergie est caractérisée par la différence entre les tran-
sitions "bande 0 → bande 1" et "bande 1 → bande 2". Pour les transmons
utilisés dans les processeurs quantiques de type Sycamore (Google), on a
ω0→1/2π ∼ 6GHz et une anharmonicité ∼ 0.2GHz. Notons que l’initia-
lisation thermique du qubit est garantie ici par le fait que ℏω0→1 ∼ 10 à
20 kBT .

Remarque. Comme indiqué plus haut, le SQUID permet ici d’accorder la
valeur de EJ , ce qui utile pour amener deux qbits en résonance et réali-
ser une porte logique entre eux, par exemple. Chaque qubit dispose donc
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FIGURE 11. Spectre de l’hamiltonien (37) pour EJ/EC = 0.25, 1, 4, 9.
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d’une boucle de courant permettant d’ajuster le flux local. Toutefois, cette
accordabilité a un prix : l’exposition au bruit de flux magnétique. C’est
pourquoi certaines plateformes à base de transmons privilégient à l’heure
actuelle des qubits avec une seule jonction Josephson.

3 Modélisation d’un SQUID atomique

Le fonctionnement d’un SQUID supraconducteur est directement lié au
champ magnétique dans lequel il est plongé. Pour des atomes neutres,
cette sensibilité au champ magnétique disparaît, mais on peut retrouver
des phénomènes physiques équivalents grâce à des champs de jauge arti-
ficiels.

Nous avons consacré dans le passé deux cours à cette simulation du
magnétisme orbital pour des atomes neutres (2013-14 et 2017-18). Parmi
les différentes voies dégagées dans ces cours, nous allons nous concentrer
ici sur la plus simple : la mise en rotation du système. L’analogie avec le
magnétisme est alors bien claire, car elle tire parti de la structure mathéma-
tique identique pour la force de Lorentz agissant sur une particule chargée,
qv×B, et pour la force de Coriolis dans un référentiel tournant, 2mv×Ω.

3-1 Référentiel en rotation

Considérons pour commencer une particule quantique évoluant sous
l’effet de l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂) . (43)

Le potentiel V (r) est supposé indépendant du temps et l’hamiltonien est
écrit dans un référentiel inertiel : nous pouvons donc utiliser le formalisme
habituel de l’équation de Schrödinger. Notons que nous prenons ici une
particule unique, mais ce qui suit se généralise sans difficulté à une assem-
blée de particules en interaction.

Supposons maintenant que les sources créant le potentiel V (r) sont
mises en rotation autour de l’axe z à vitesse angulaire Ω constante. Ces
sources peuvent être les parois du récipient contenant de l’hélium liquide,

les faisceaux laser piégeant des particules, ou encore les bobines magné-
tiques réalisant un piège à atomes. Leur nature n’est pas importante ici, le
seul point à retenir est que le potentiel ressenti par notre particule dépend
désormais explicitement du temps. Dans cette mise en rotation, le potentiel
initial V (r) devient :

W (r, t) = V [x cos(Ωt) + y sin(Ωt),−x sin(Ωt) + y cos(Ωt), z] (44)

Nous devons donc traiter un problème dépendant du temps dans le
référentiel inertiel, ce qui complique l’analyse. Toutefois, il est possible de
se ramener à un problème indépendant du temps en nous plaçant dans
le référentiel tournant. Ce changement de référentiel se fait en utilisant la
transformation unitaire générée par l’opérateur

Û(t) = exp(iΩtL̂z/ℏ) (45)

où la composante L̂z de l’opérateur moment cinétique s’écrit en coordon-
nées cylindriques (ρ, ϕ, z) :

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x = −iℏ
∂

∂ϕ
. (46)

Pour vérifier que cette transformation correspond bien au changement de
référentiel attendu, considérons sa forme infinitésimale

Ωt≪ 1 : Û ≈ 1 +
i

ℏ
ΩtL̂z (47)

et regardons la transformation de l’opérateur position :

r̂′ = Û r̂Û† ≈ r̂ +
i

ℏ
Ωt[L̂z, r̂] (48)

dont on déduit

Ωt≪ 1 : x̂′ ≈ x̂− Ωty ŷ′ = ŷ +Ωtx̂ , (49)

l’opérateur ẑ étant inchangé. Plus généralement, on peut montrer que :

Û [x̂ cos(Ωt) + ŷ sin(Ωt)] Û† = x̂ Û [−x̂ sin(Ωt) + ŷ cos(Ωt)] Û† = ŷ
(50)
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Ces deux relations correspondent bien au changement de référentiel re-
cherché ; plus précisément, l’opérateur r̂ après transformation correspond
à la position de la particule dans le référentiel tournant. De même, l’opé-
rateur p̂ après transformation est égal à −iℏ∇ où les dérivées sont main-
tenant prises par rapport aux positions dans le référentiel tournant. On
pourra consulter le cours 2013-14, chap. IV, § 1, pour une discussion dé-
taillée de cette transformation.

Dans cette transformation unitaire, l’état ψ̃ = Ûψ de la particule évolue
sous l’effet de l’hamiltonien

ˆ̃H = ÛĤÛ† + iℏ
dÛ

dt
Û† . (51)

Le terme d’énergie cinétique est invariant par rotation, le terme lié au po-
tentiel W (r, t) se transforme en V (r) d’après ce qui précède, et on arrive
donc à :

ˆ̃H =
p̂2

2m
+ V (r̂)− ΩL̂z (52)

Nous nous sommes donc bien ramenés à un hamiltonien indépendant du
temps, au prix d’une complication : le terme additionnel −ΩL̂z dans l’ha-
miltonien.

Une conséquence directe de ce terme est la modification de la relation
entre vitesse et impulsion. Alors que pour l’hamiltonien (43) dans le réfé-
rentiel inertiel, on a p̂ = mv̂, nous trouvons maintenant

v̂ ≡ dr̂

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, r̂] =

1

m
[p̂−A(r̂)] (53)

où le "potentiel vecteur" A est défini par

A(r) = mΩ× r avec Ω = Ωuz. (54)

La structure de A est identique au potentiel vecteur généré par un champ
magnétique B = Buz uniforme quand on l’écrit en jauge symétrique :
A = 1

2B × r.

On peut par ailleurs écrire l’hamiltonien (52) sous la forme

ˆ̃H =
1

2m
[p̂−A(r̂)]

2
+ V (r̂)− 1

2
mΩ2(x2 + y2) (55)

ce qui fait ainsi apparaître clairement le lien entre rotation et magnétisme :
le mouvement de notre particule dans le référentiel tournant est équivalent
à celui d’une particule de charge q dans le champ magnétique B tel que
qB = 2mΩ, pourvu que l’on ajoute au potentiel V (r) le potentiel centri-
fuge 1

2mΩ2(x2+y2). En d’autres termes, quand on passe dans le référentiel
tournant, on voit apparaît deux forces :

— la force de Coriolis 2mv×Ω de structure identique à la force de Lorentz
qv ×B ;

— la force centrifuge, qui n’a pas d’équivalent direct dans le cas magné-
tique.

Remarque : conditions aux limites périodiques ou distordues? Dans
l’approche qui précède, la transformation unitaire Û ne modifie pas les
conditions aux limites, qui restent périodiques vis-à-vis de la variable ϕ :
ψ(ρ, ϕ + 2π, z) = ψ(ρ, ϕ, z). Le passage dans le référentiel tournant se tra-
duit par l’ajout du terme −ΩL̂z à l’hamiltonien. Il est possible d’éliminer
ce terme −ΩL̂z par une deuxième transformation unitaire, le prix à payer
étant des conditions aux limites distordues : ψ(ρ, ϕ+ 2π, z) = eiγψ(ρ, ϕ, z),
avec γ = 2πmΩR2/ℏ (cf. cours 2023-24, chap. VI, § 2). Nous n’utiliserons
pas ce point de vue dans ce qui suit.

3-2 Anneau dans un référentiel tournant

Avant de passer au SQUID atomique, il est intéressant de reposer le
problème d’un anneau simple superfluide dans un référentiel en rotation
(figure 12). Considérons pour simplifier un anneau très fin de rayon R,
de sorte que la seule variable d’espace pertinente est l’angle azimutal ϕ.
Des particules circulent sur l’anneau et elles sont décrites par une fonction
d’onde macroscopique dont la phase est notée θ(ϕ).

Notons v la vitesse locale des particules. En utilisant un raisonnement
semi-classique de même nature que pour l’anneau supraconducteur, nous
trouvons en utilisant la relation (53) entre impulsion et vitesse

mv = ℏ∇θ − A . (56)
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FIGURE 12. Anneau superfluide dans un référentiel en rotation.

Par ailleurs, la fonction d’onde étant monovaluée, on trouve pour le poten-
tiel θ après intégration sur le contour∮

∇θ · dr = 2π n avec n ∈ Z (57)

et pour le potentiel vecteur∮
A · dr =

∫∫
(∇×A) d2r = 2mΩS (58)

où S désigne la surface de l’anneau : S = πR2. On trouve donc∮
v · dr =

h

m

Å
n− Ω

Ω0

ã
avec Ω0 ≡ ℏ

mR2
(59)

Cette relation est l’équivalent atomique de la quantification du fluxoïde
(21) pour un anneau supraconducteur. Rappelons toutefois que la fré-
quence de rotation Ω est ici un paramètre imposé de l’extérieur alors que
le flux Φ figurant dans (21) est une variable dynamique, somme du flux
extérieur et du flux généré par le courant circulant dans l’anneau.

Les états stationnaires sont obtenus pour une densité et une vitesse uni-
formes le long de l’anneau, de sorte que (59) donne pour la vitesse du su-

perfluide dans le référentiel tournant :

v =
ℏ
mR

Å
n− Ω

Ω0

ã
= n

ℏ
mR

− ΩR . (60)

Remarque. Dans l’expression (59), v désigne la vitesse dans le référen-
tiel tournant. La vitesse dans le référentiel inertiel est v + ΩR de sorte que
cette expression exprime simplement la quantification de la circulation de
la vitesse en unité de h/m pourvu qu’on soit dans un référentiel inertiel.
Le résultat (60) obtenu pour une vitesse uniforme correspond donc simple-
ment à la vitesse (quantifiée) usuelle dans un référentiel d’inertie, nℏ/mR,
à laquelle on soustrait la vitesse locale du référentiel tournant ΩR.

3-3 Principe du SQUID atomique

Passons maintenant au cas d’un SQUID atomique avec deux jonctions J
et J ′ (figure 13) placées sur un anneau, le tout étant étudié dans un référen-
tiel en rotation. Comme pour l’anneau simple, nous partons de la relation

m

ℏ
v = ∇θ − 1

ℏ
A (61)

que nous allons intégrer sur les deux portions C1 et C2 extérieures aux jonc-
tions. Nous notons

φCj
=
m

ℏ

∫
Cj

v · dr , j = 1, 2, (62)

qui sont des nombres sans dimension, et nous obtenons

φC1 + φC2 = θ(a′)− θ(a) + θ(b)− θ(b′)− 1

ℏ

∫
C1+C2

A · dr [2π] . (63)

L’intégrale du potentiel vecteur peut se réécrire∫
C1+C2

A · dr =

∮
A · dr −

Ç∫ a

b

+

∫ b′

a′

å
A · dr (64)

où le premier terme fait apparaître comme en (58) la quantité 2mΩS et le
second terme se regroupe avec les différences θ(a) − θ(b) et θ(a′) − θ(b′)
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FIGURE 13. Anneau superfluide avec deux jonctions Josephson dans un référen-
tiel en rotation.

pour former les quantités invariantes de jauge

φ = θ(a)− θ(b)− 1

ℏ

∫ a

b

A · dr φ′ = θ(a′)− θ(b′)− 1

ℏ

∫ a′

b′
A · dr (65)

On obtient alors la relation

φ− φ′ = 2π

Å
n− Ω

Ω0

ã
− (φC1

+ φC2
) (66)

qui est à rapprocher de celle trouvée pour un SQUID supraconducteur :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φ

Φ0

ã
. (67)

Dans le cas supraconducteur, Φ représente le flux total, somme du flux
imposé de l’extérieur Φext et du flux LI généré par le courant I circulant
dans l’anneau d’inductance L :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φext

Φ0

ã
− |q|LI

ℏ
. (68)

Dans le cas du fluide neutre en rotation, le terme φC1+φC2 dans (66) joue un
rôle similaire à la contribution du courant induit, et il est appelé inductance

cinétique. La fréquence de rotation Ω, imposée de l’extérieur, joue le même
role que Φext.

Si l’inductance cinétique φC1 + φC2 est négligeable (ce que nous discu-
terons dans le paragraphe suivant), on trouve que la différence de phase
entre les deux jonctions est "verrouillée" (modulo 2π) par la relation :

φ− φ′ ≈ 2π

Å
n− Ω

Ω0

ã
. (69)

La détermination du courant circulant dans le SQUID est donc inchangée
par rapport à ce que nous avons présenté en § 1-4. En particulier, le courant
total Iext se met sous la forme

Iext = Īc(Ω) sin φ̄ avec Īc(Ω) ≡ 2Ic cos

Å
π
Ω

Ω0

ã
(70)

où φ̄ désigne la phase moyenne

φ̄ =
1

2
(φ+ φ′) . (71)

3-4 L’inductance cinétique

La relation simple (70) repose sur le fait que l’inductance cinétiqueφC1
+

φC2
qui apparaît dans (66) est négligeable. Pour évaluer la validité de cette

approximation, nous allons considérer le cas simple où la densité linéique
du superfluide ρs est constante sur l’ensemble du circuit, en dehors des
jonctions elles-mêmes où cette densité est bien sûr beaucoup plus faible.

Dans cette hypothèse de densité uniforme, la vitesse de l’écoulement
superfluide est constante le long d’une branche de circuit. En notant I et
I ′ les courants de particules sur les demi-cercles supérieurs et inférieurs,
et v et v′ les vitesses correspondantes, on a I = ρsv et I ′ = ρsv

′. Le terme
d’inductance cinétique s’écrit alors

φC1 + φC2 ≈ πRm

ℏ
(v′ − v) (72)

où nous avons négligé l’épaisseur des barrières J et J ′ devant le périmètre
de l’anneau 2πR.
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Dans le régime de fonctionnement attendu pour ce SQUID, on attend
des courants I et I ′ de l’ordre de Ic, et des phases φ et φ′ dans (66) de
l’ordre de π/2. La contribution de l’inductance cinétique sera négligeable
si

|φC1
+ φC2

| ≪ π ⇒ Ic ≪
ℏρs
mR

. (73)

En d’autres termes, il faut que les barrières tunnel soient suffisamment
épaisses et/ou élevées pour que leur intensité critique soit petite devant
ℏρs/mR. Cette dernière quantité a une signification physique simple : c’est
l’intensité qui circule dans l’anneau sans jonction quand le fluide possède
un quantum de circulation, c’est-à-dire la vitesse ℏ

mR .

Quand cette condition est réalisée, la variation de phase entre le point
d’entrée et le point de sortie de l’anneau est essentiellement concentrée au
niveau des jonctions elles-mêmes. La vitesse du superfluide dans les autres
parties du circuit est suffisamment faible pour que la différence de phase
associée (i.e. l’inductance cinétique) ne joue pas de rôle significatif.

Remarque 1. Notons que nous nous sommes intéressés dans ce qui pré-
cède au régime non dissipatif, pour lequel le courant I reste inférieur au
courant critique donné en (70). Quand le courant dépasse cette valeur cri-
tique, une différence de densité apparaît entre les deux arcs de cercle C1 et
C2, qui peut être calculée à partir du modèle RCSJ développé au chapitre
2. Cette situation est étudiée en détail par KIEHN, SINGH et al. (2022) (voir
également GÖRG, MATHEY et al. (2025) pour une géométrie légèrement
différente).

Remarque 2. On peut mettre la contribution de l’inductance cinétique à
(66) sous une forme parlante en introduisant les deux vitesses vext = v+ v′

et vdif = 1
2 (v

′ − v). La vitesse vext est la vitesse du fluide imposée dans le
circuit extérieur via l’intensité Iext = ρsvext, avec Iext = I + I ′. Ces deux
relations s’inversent pour donner :

v =
1

2
vext − vdif v′ =

1

2
vext + vdif (74)

ce qui conduit à φC1
+ φC2

= 2πRmvdif/ℏ ou encore

φC1
+ φC2

= 2π
Ωdif

Ω0
avec vdif = RΩdif . (75)

La relation (66) s’écrit alors :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Ω+ Ωdif

Ω0

ã
(76)

et l’approximation d’une inductance cinétique négligeable revient à traiter
Ωdif comme une petite correction à Ω, tout comme on traite LI comme une
petite correction à Φext pour le SQUID supraconducteur.

Pour un anneau qui n’est pas alimenté de l’extérieur (vext = 0), le mou-
vement du superfluide décrit par (74) correspond à une rotation à la vitesse
Ωdif dans le référentiel lui-même en rotation à la vitesse Ω par rapport à un
référentiel galiléen. La quantité Ω + Ωdif qui apparaît dans (76) est donc
simplement la vitesse de rotation du superfluide par rapport à un référen-
tiel galiléen.

4 Expériences avec des SQUID atomiques

4-1 Hélium superfluide

Les premiers SQUIDs atomiques ont été mis en œuvre sur des bains
d’hélium liquide superfluide. Un résultat spectaculaire a été la détection
directe de la rotation de la terre à partir du signal d’interférence de la
fonction d’onde d’un superfluide de 4He (AVENEL, HAKONEN et al. 1997).
Nous allons nous concentrer ici sur le travail plus récent de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001), qui décrit une implémentation directe du
concept de SQUID sur un bain de 3He superfluide, comportant une boucle
"en U" d’aire S ≈ 6 cm2 se terminant par deux jonctions ("liens faibles"), si-
milaires à celle décrite au chapitre 3 (figure 14). Ces jonctions se composent
chacune de 4225 trous de 100 nm de diamètre percés dans une paroi de ni-
trure de silicium.

Comme nous l’avons expliqué ci-dessus, cette double jonction peut être
assimilé à une jonction simple, avec la loi reliant le courant et la phase mise
sous la forme I = Īc sinφ, où l’intensité critique Īc est une fonction du
flux traversant la boucle, donc de la fréquence de rotation Ω du référentiel
terrestre par rapport à un référentiel inertiel.
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FIGURE 14. SQUID atomique réalisé avec 3He superfluide. Deux "liens faibles"
sont disposés aux deux extrémités d’une boucle "en U". L’aire de la boucle (6 cm2)
est suffisante pour détecter la rotation terrestre à partir de l’intensité critique Īc(Ω)
du SQUID. Figure extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

Dans l’expérience de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001), on mo-
dule la pression du bain d’hélium à une fréquence ν ajustable, en faisant
vibrer une membrane souple. Cette modulation de pression est l’équi-
valent d’une modulation de la tension pour une jonction supraconductrice.
Quand la fréquence ν est égale à la fréquence plasma

√
ECĒJ/h (avec

ĒJ = ℏĪc), le courant traversant la double jonction varie de manière ré-
sonnante (figure 15, gauche). Cette résonance permet de détecter des va-
riations de Īc avec Ω.

La dépendance de Īc vis-à-vis de Ω est montrée sur la figure 15, droite.
On ne varie pas (bien sûr !) la fréquence de rotation de la Terre dans cette
expérience. La boucle est disposée dans un plan vertical à la latitude de
Berkeley (Θ = 38 degrés) et le terme Ω à prendre en compte est le produit
scalaire Ωterre · n, où Ωterre est orienté selon l’axe des pôles et n désigne la
normale au plan de la boucle. Quand n est parallèle à la ligne est-ouest du
laboratoire, le produit scalaire s’annule. Quand il est parallèle à la direction
nord-sud, le produit scalaire est maximal et donné par Ω = Ωterre cosΘ.

L’aire de la boucle est suffisante pour faire varier l’argument du cosinus
entrant dans l’expression de Īc(Ω) par plus que π [cf. (70)], ce qui permet
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FIGURE 15. Gauche : résonance correspondant aux oscillations plasma, permet-
tant de détecter une éventuelle variation de ĒJ = ℏĪc. Droite : variation de Īc(Ω)
avec l’angle entre le plan de la boucle et l’axe est-ouest du laboratoire. Figure ex-
traite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

d’explorer environ une période de l’oscillation prévue :

Ωterre =
2π

24× 3600
= 7.3 10−5s−1 Ω0 =

πℏ
(2m)S ≈ 5 10−5s−1 (77)

oùm désigne la masse d’un atome de 3He, et donc 2m la masse d’une paire
de Cooper. L’incertitude principale provient de la détermination de l’aire
effective S de la boucle.

Une expérience équivalente avec des gaz d’atomes froids n’a pas (en-
core?) été réalisée. Notons que la fréquence Ω0 est inversement propor-
tionnelle à la masse des particules : si on utilise un atome lourd, un isotope
bosonique de Yb par exemple, le gain d’un facteur 30 sur m permet de ré-
duire l’aire S par ce même facteur 30 (donc S ∼ 20mm2) tout en gardant
la même sensibilité pour Ic(Ω). Toutefois, les surfaces utilisées en pratique
dans les SQUIDs atomiques restent très inférieures à cette valeur 5, puis-
qu’elles sont de l’ordre de 10−3 mm2. En revanche, les interféromètres uti-
lisant des atomes libres atteignent une sensibilité à long terme de quelques
10−9 rad/s, soit une très faible fraction de la rotation terrestre (pour une
revue, voir BARRETT, GEIGER et al. (2014)).

5. Des interféromètres à effet Sagnac, utilisant des atomes guidés avec des aires de plu-
sieurs mm2, ont récemment été réalisés (BEYDLER, MOAN et al. 2024 ; PANDEY, UZUN et al.
2026). Leur géométrie est différente de celle des SQUIDs.
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FIGURE 16. Deux barrières mobiles de vitesses opposées sur un anneau super-
fluide simulent un SQUID dans un référentiel inertiel (Ω = 0).

4-2 SQUID et barrières mobiles

La première réalisation d’un SQUID à deux jonctions avec un gaz
d’atomes froids est due à RYU, BLACKBURN et al. (2013), au laboratoire
de Los Alamos. Ce dispositif a ensuite été perfectionné dans ce même
laboratoire par RYU, SAMSON et al. (2020). Des expériences similaires
ont été menées au NIST par WRIGHT, BLAKESTAD et al. (2013), ECKEL,
JENDRZEJEWSKI et al. (2014) et JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

Les chercheurs de Los Alamos ont utilisé une géométrie annulaire
(rayon R entre 3 et 5µm) dans laquelle ils ont placé deux barrières iden-
tiques de largeur totale à mi-hauteur 2µm. Ces deux barrières sont initia-
lement diamétralement opposées. Les potentiels de confinement sont réa-
lisés grâce à des faisceaux laser dont on module la position à fréquence
élevée (painted potentials). Un condensat de quelques milliers d’atomes de
rubidium 87 est confiné sur l’anneau.

Pour se placer dans la situation où des courants I et I ′ traversent les bar-
rières, RYU, BLACKBURN et al. (2013) ont utilisé la méthode proposée par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) et que nous avons décrite au chapitre
2 : ils ont mis chaque barrière en mouvement à vitesse uniforme. Quand
la barrière bouge à une vitesse v inférieure à la vitesse critique vc, elle est
traversée par le courant de particules I = ρv, les densités restent égales
de part et d’autre de la barrière et une différence de phase φ satisfaisant la
relation de Josephson I = Ic sinφ apparaît entre les deux côtés de cette bar-

FIGURE 17. Deux barrières mobiles se déplaçant à des vitesses différentes sur un
anneau superfluide simulent un SQUID en rotation.

rière. En revanche, quand v > vc, un surplus de densité apparaît en amont
de la barrière et un déficit apparaît en aval.

Dans l’expérience de 2013, les vitesses des barrières étaient égales en
valeur absolue et opposées : v = −v′ (figure 16). Cette situation simule des
intensités et des sauts de phase égaux pour les deux jonctions, donc un
anneau au repos dans un référentiel inertiel (Ω = 0). Dans l’expérience de
2020, les valeurs absolues des vitesses des barrières étaient différentes, ce
qui permet de simuler une rotation (figure 17).

Pour déterminer la transition entre un écoulement superfluide (I < Ic)
et un écoulement résistif (I > Ic), le groupe de Los Alamos mesure, après
un déplacement donné des jonctions, la différence de population entre
les deux arcs de cercle (gauche et droite) séparant ces jonctions. Il répète
ensuite cette expérience pour différents nombres d’atomes sur l’anneau.
Un résultat typique est montré sur la figure 18 pour Ω = 0. Pour un
nombre d’atomes suffisamment grand (ici N > Nc ∼ 3000), la valeur de
z = (N1 −N2)/(N1 +N2) correspond à la valeur attendue pour un écoule-
ment totalement superfluide.

Quand on prend Ω ̸= 0, on s’attend à ce que le courant critique Īc(Ω)
soit une fonction oscillante de Ω, avec Īc(Ω) ≤ Īc(0). De manière équiva-
lente, le nombre d’atomes critique Nc(Ω) doit varier périodiquement avec
Ω, avecNc(Ω) ≥ Nc(0). Dans le cas d’une inductance cinétique négligeable,
on s’attendrait à une annulation complète de Īc(Ω) pour Ω/Ω0 = 1/2 (mod.
π), et donc une divergence du nombre critique en ces points [cf. (70)]. Tou-
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FIGURE 18. Évolution du rapport z = (N1 − N2)/(N1 + N2) mesuré après le
mouvement des barrières. Initialement, les jonctions sont diamétralement oppo-
sées et les deux arcs de cercle joignant les deux jonctions ont la même longueur.
On trouve donc z = 0. À la fin du mouvement, la longueurs de ces arcs sont dans
un rapport 5/3, de sorte qu’on attend z = 5−3

5+3 = 1
4 pour un écoulement complè-

tement superfluide. Cela correspond à la valeur mesurée pour un nombre d’atomes
dépassant la valeur critique Nc ≈ 3000. Cette expérience a été réalisée avec Ω = 0
(figure 16). Figure extraite de RYU, BLACKBURN et al. (2013).

tefois, dans l’expérience de RYU, SAMSON et al. (2020), l’inductance ci-
nétique est significative, ce qui vient limiter l’amplitude de variation du
nombre critique Nc. Un exemple de résultat est montré en figure 19, qui
montre la périodicité attendue.

4-3 Collier de jonctions Josephson

Pour terminer ce chapitre, il est intéressant de regarder l’évolution
du courant critique pouvant traverser un anneau quand on augmente le
nombre N de jonctions Josephson, régulièrement réparties le long de l’an-
neau. Cette étude a été menée expérimentalement par PEZZÈ, XHANI et al.
(2024) et nous résumons ici ses résultats principaux.

Nous nous plaçons dans le cas d’un anneau immobile dans un référen-
tiel inertiel. Cet anneau contient un condensat de Bose-Einstein à tempéra-

processing, and a possible test of macroscopic realism, along with
the Leggett–Garg inequality26.

Methods
Josephson effects in an atomtronic SQUID. In the previous work8, Josephson
effects were demonstrated with an atomtronic SQUID by measuring the critical
current through the comparison with the bias current. It was shown that the nor-
malized current defined as _z ¼ 2I=N , where I is the current of the atoms, N is the
total number of atoms, and z ¼ N2"N1

N is the normalized population difference, is a
useful way to describe the Josephson effect18 of an atomtronic SQUID. By moving
two junctions close to each other with a rotation frequency f, a bias current can be
induced. The normalized bias current can be calculated to be _z0 ¼ 4f , where z0 is the
equilibrium normalized population difference for equal chemical potential and
density of atoms. The Josephson effect is in a DC regime when _zc > _z0 and in an AC
regime when _zc < _z0, where _zc is the normalized critical current and there is an atom
density difference between two regions of the atomtronic SQUID in the AC regime.

Generation of painted potentials. Painted potentials are time-averaged optical
potentials from fast scanning laser beams19. Two painting beams were used for this
experiment. One was a vertical painting beam with a wavelength of 834 nm and
waist of 1.7 µm, and the other was a horizontal painting beam with a wavelength of
1064 nm and waist of 12 µm. The painting frequency was 15 kHz for the vertical
beam and 33 kHz for the horizontal beam. The vertical beam painted the atomtronic
SQUID with a trap depth of 82 nK, a barrier full width at half maximum of 2.1 µm, a
barrier height of 42 nK, a radial trap frequency of 520 Hz, and a radius varying from
2.89 to 4.82 µm. The horizontal beam painted a line to create a flat potential to trap
atoms against gravity. This created a box-shaped horizontal trap. This horizontal
beam also creates a vertical trap. The width of this trap was 39 µm with a trap depth
of 1.3 µK and a vertical trap frequency of 297Hz. The painting was performed using
an acousto-optic modulator (AOM) by modulating the frequency and amplitude of
the input to the AOM using arbitrary waveform generators.

Creation of a BEC in an atomtronic SQUID. The 87Rb atoms from a magneto
optical trap were transferred to the quadrupole magnetic trap. RF evaporation
cooling was used to cool atoms in the quadrupole trap down to 10 µK. The transfer
of atoms into the optical trap was done adiabatically to minimize heating. The
optical trap consisted of a vertical painted potential of the rotating atomtronic
SQUID and a horizontal line potential. During evaporation, the vertical trap

remained constant with a fixed rotation rate forming a dimple trap on top of the
much deeper horizontal trap that has a weak axial confinement. The horizontal
trap depth was reduced from 40 µK to final depth of 1.3 µK to lower the tem-
perature of atoms for the production of the BEC with no discernable thermal
atoms. After the BEC was produced, the Josephson junctions were moved to induce
a bias current. To make this junction movement as adiabatic as possible, the
frequency of the junction movement increased from 0 to 0.2 Hz for 200 ms and
then maintained at 0.2 Hz for the next 100 ms. The total movement of the junction
ranged from −7.2 to 7.2 degrees where 0 degree corresponded to the symmetric
configuration of Josephson junctions in an atomtronic SQUID.

Measurement of the winding number states of atoms. The atomtronic SQUID
potential was turned off, and after 12.7 ms, absorption images of atoms were taken
to measure the winding number. After this long expansion, the momentum dis-
tribution of atoms was being measured, and when the winding number n was equal
to zero, there was a peak at the center of images of atoms because atoms had zero
angular momentum in the trap. With a nonzero n and corresponding angular
momentum, there was a hole at the center of images of atoms and the size of the
hole was proportional to n and the angular momentum of atoms. The data were
fitted with Gaussian distributions in order to determine the winding number. For
the experiments reported here, the winding number was either 0 or 1.

Data availability
The data that support the findings of this study are available from the corresponding
authors upon reasonable request.
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FIGURE 19. Variation du nombre critique d’atomes sur l’anneau en fonction de la
fréquence de rotation simulée (figure 17). Le rayon de l’anneau est R = 4.8µm, ce
qui correspond à Ω0/2π ≈ 5Hz. Figure extraite de RYU, SAMSON et al. (2020).

ture nulle et il est parcouru par un courant quantifié, avec un enroulement
de phase 2πn, avec n ∈ Z. La question à laquelle il s’agit de répondre est
la suivante : ce courant peut-il être stable et si c’est le cas, comment sa
stabilité dépend-elle du nombre N de jonctions? Nous allons voir qu’aug-
menter le nombre de jonctions permet d’augmenter la stabilité du courant
et donc d’atteindre des valeurs plus élevées pour le nombre d’enroulement
n (figure 20).

Cette conclusion est en fait relativement intuitive. On sait qu’une jonc-
tion idéale atteint son courant critique quand la différence de phase φ à
ses bornes est égale à π/2. Dans le cas de jonctions à faible transmission,
on peut négliger la différence de phase sur les segments séparant les jonc-
tions (inductance cinétique faible) et l’enroulement de phase maximum sur
l’anneau est donc Nπ/2, ou plus précisément 2πn, où n est l’entier immé-
diatement inférieur à N/4. Ainsi, un nombre d’enroulement n = 2 corres-
pondant à un enroulement de phase de 4π pourra certainement être stable
si on dispose plus de 8 jonctions sur l’anneau.

Pour aller plus loin et estimer précisément la valeur de la différence de
phase φ aux bornes de chaque jonction, reprenons et adaptons le raisonne-
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FIGURE 20. Évolution temporelle du nombre d’enroulement moyen ⟨n⟩ (mesuré
par interférométrie) à partir d’un enroulement initial de 4π (i.e. n = 2). Les dif-
férentes couleurs correspondent à différents nombres N de jonctions. Cette expé-
rience a été menée avec un condensat de ∼ 7000 molécules di-atomiques 6Li2 et
un anneau de rayon moyen 16µm. Les jonctions ont une hauteur de 1.3µ où µ est
le potentiel chimique du gaz et une demi-largeur à 1/e2 de 1.2 ξ, où ξ = 0.68µm
est la longueur de cicatrisation. Figure adaptée de PEZZÈ, XHANI et al. (2024).

ment déjà utilisé en § 3-3. On considère la relation

m

ℏ
v = ∇θ − 1

ℏ
A (78)

et on fait le choix de jauge A = 0 puisqu’on travaille ici dans un référentiel
inertiel. Nous allons intégrer cette relation sur deux domaines différents :

— Considérons l’intégrale sur l’anneau entier, en le parcourant dans le
sens trigonométrique. La vitesse v(x) en un point d’abscisse curviligne
x s’écrit v(x) = J/ρ(x) où J est le courant circulant dans l’anneau, ce
qui donne

mJ

ℏ

∮
dx

ρ(x)
= 2πn . (79)

Nous noterons
⟨1
ρ
⟩ = 1

L

∮
dx

ρ(x)
(80)

où L = 2πR est le périmètre de l’anneau, ce qui permet d’écrire (79)
sous la forme

mJL

ℏ
⟨1
ρ
⟩ = 2πn . (81)

Cette relation correspond au résultat connu pour la fraction super-
fluide. Celle-ci est définie comme le courant qui apparaît en réponse
à une torsion de phase Θ : J = ℏ

mL ⟨ρ⟩ fs Θ (avec ici Θ = 2πn) et on
trouve pour un fluide décrit par une fonction d’onde macroscopique
la formule de Leggett (cf. CHAUVEAU, MAURY et al. (2023) et cours
2023-24, chap. 6) :

fs =
1

⟨ρ⟩ ⟨ 1ρ ⟩
. (82)

— Considérons maintenant l’intégrale sur les arcs de cercle situés entre
les jonctions, ce qui représente la longueurL′ = L−Nℓ, où ℓ est l’épais-
seur d’une jonction. Sur ces arcs de densité ρ0, la vitesse est simple-
ment v0 = J/ρ0 et on trouve

mJL′

ℏρ0
= 2πn−Nφ . (83)

Les jonctions contribuent avec un signe négatif car on fait apparaître
dans l’intégrale la quantité θ(bj)−θ(aj) = −φ quand on adopte le sens
trigonométrique.

Prenons maintenant le rapport entre (83) et (81), et négligeons de plus
l’épaisseur Nℓ des N jonctions devant le périmètre total L (i.e., L′ ≈ L).
Cela fournit la valeur de φ pour un enroulement de phase n donnée :

φ =
2πn

N

Ç
1− 1

ρ0 ⟨ 1ρ ⟩

å
. (84)

On constate sur ce résultat que la variation de phase aux bornes de chaque
jonction est inférieure à 2πn/N , car les arcs de cercle contribuent eux aussi
à l’enroulement de 2πn. Ce n’est que dans la limite où ρ s’annule au centre
de chaque jonction (donc quand ⟨ 1ρ ⟩ tend vers l’infini) que l’enroulement
de phase est concentré uniquement sur les jonctions.
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