Chapitre 6

Du SQUID supraconducteur au SQUID atomique
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Les SQUIDs (superconducting quantum interference devices) occupent une
place centrale dans les nombreuses applications des jonctions Josephson
(CLARKE & BRAGINSKI 2004). Ce sont des dispositifs dans lesquels on
exploite la phase quantique de 1’assemblée de particules — les paires de
Cooper pour les jonctions supraconductrices — pour fabriquer un interfé-
rometre. Comme bien souvent en physique, la possibilité d’exploiter des
interférences procure une tres grande sensibilité a différents parametres
extérieurs, en I’'occurrence le champ magnétique dans le cas supraconduc-
teur.

Nous commencerons ce chapitre par la présentation des SQUIDs supra-
conducteurs, en expliquant comment la présence d"un champ magnétique
vient modifier le formalisme mis en place dans les chapitres précédents.
Nous nous intéresserons a un anneau sur lequel on a placé deux jonctions
Josephson, et nous montrerons comment un signal d’interférence permet
de mesurer le flux du champ a travers cet anneau.

Nous profiterons de cette présentation des SQUIDs supraconducteurs
pour faire un bref détour du codté des qubits supraconducteurs, qui sont
parmi les plateformes les plus prometteuses pour le traitement quantique
de l'information. Nous présenterons le principe de deux types de qubits,
la boite a paires de Cooper et le transmon.

Nous passerons ensuite aux SQUIDs utilisant des fluides de particules
neutres : de ’'hélium liquide ou des gaz d’atomes froids. Pour ces parti-
cules neutres, le role du champ magnétique est remplacé par une mise en
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FIGURE 1. SQUID composé de deux jonctions identiques J et J' et alimenté par
un courant total Ioy.

rotation du systeme. Nous décrirons une expérience réalisée avec de 1'hé-
lium 3 superfluide en géométrie de type SQUID et qui a mis en évidence
la rotation terrestre. Nous terminerons avec quelques expériences menées
avec des atomes froids au cours des dix derniéres années.

1 Le SQUID supraconducteur

Un SQUID supraconducteur est constitué d’un anneau supraconduc-
teur, sur lequel on a placé deux jonctions Josephson (figure 1). L’anneau est
plongé dans un champ magnétique extérieur B perpendiculaire a son plan
et on s’'intéresse au courant total . (imposé de l'extérieur) pouvant cir-
culer dans ce dispositif formé par deux jonctions en paralléle. Pour modé-
liser ce systeme, nous allons commencer par indiquer comment décrire le
mouvement quantique de particules chargées (les paires de Cooper) dans
un champ magnétique, en insistant sur l'utilisation de quantités physiques
invariantes de jauge. Nous présenterons un second élément préliminaire,
'effet Meissner, se produisant quand le supraconducteur utilisé est suffi-
samment épais : le champ magnétique est alors "éjecté" du matériau et le
courant dans la région centrale du supraconducteur est négligeable. Nous
aborderons ensuite le probleme de ’anneau de la figure 1, d’abord en 'ab-
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sence, puis en présence des deux jonctions.

1-1 Champ magnétique et invariance de jauge

Considérons un champ magnétique statique B(r) pouvant étre décrit
par le potentiel vecteur A(r) :

B=VxA. 1)

L’hamiltonien d’une particule de masse m et de charge ¢ dans le champ
magnétique est

. 1 )

H=_—[p—qA(r 2

P~ gA®)] @

ol 7 et p désignent les opérateurs position et impulsion de la particule,
avec leur action sur une fonction d’onde ¢ (r) :

7 [p(r)] = r(r) ply(r)] = ik Vi(r). )

Pour un champ magnétique B donné, il existe une infinité de choix
possibles pour le potentiel vecteur A. Ces choix sont reliés entre eux par
une transformation de jauge, qui peut se mettre sous la forme suivante
(JACKSON 2012) :

A(r) — A'(r) = A(r) + Vx(r) , 4)

ot x(r) est une fonction scalaire que nous supposerons réguliere. Pour
que les propriétés physiques déduites de 1’équation de Schrédinger soient
inchangées dans cette transformation de jauge, on doit 'accompagner
d’un changement de la fonction d’onde décrivant la particule (COHEN-
TANNOUD]JI, D1U et al. (1973), chapitre 3, et cours 2013-14, chapitre 1) :

() — W (rt) = () (5)
L'opérateur vitesse se déduit alors de I'équation du mouvement
ﬁzd—i:i[ﬁ,f], (6)
ce qui donne
b= (h— gA(?) 7)
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On peut vérifier que la valeur moyenne de cet opérateur est bien une quan-
tité invariante de jauge, comme on 'attend pour toute grandeur physique.
Pour cela, prenons une fonction d’onde localisée spatialement (normali-
sable), mettons-la sous la forme ¢ (r) = /p(r) €™ ot p(r) désigne la den-
sité de probabilité au point 7, et utilisons p = —iAV. On constate d’abord
que seul le gradient de la phase # va jouer un rdle dans le calcul de (v),
puis que 1’on peut mettre sa contribution sous la forme

1

()= / V() — qA(r)] p(r) d°r. ®)

On peut proposer une interprétation physique simple pour ce résultat.
La quantité (v) est la moyenne de la vitesse locale
[nV0(r) — qA(r)] ©)

o(r) = %

avec la densité de probabilité p(r). A partir de cette vitesse, on peut égale-
ment définir la densité de courant électrique local

3(r) = qp(r)v(r). (10)

On vérifie immédiatement que les formes (9-10) sont invariantes quand
on applique le double changement de jauge (4-5) :

Vo) — LA(r) —© {9(7‘) n qw)} —L1A@) + V()] .

h h h (1)

Dans ce qui va suivre, il sera important de toujours se ramener a des quan-
tités invariantes de jauge pour déterminer les propriétés physiques du sys-
teme. Par exemple, si on considéere un élément de circuit C allant d"un point
b & un point a, l'intégrale curviligne de la quantité (11) sur cet élément
s’écrit :

/C (Vo) La@)] -ar = 6(a) — 6) - 1 /C A(r)-dr 27, (12)

La quantité invariante de jauge n’est donc pas la différence de phase "nue"
8(a) — 6(b), mais cette différence corrigée par l'intégrale curviligne du po-
tentiel vecteur sur I’élément de circuit. Cette quantité dépendra de la forme
de C si un champ magnétique est présent.
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FIGURE 2. Anneau supraconducteur comportant deux jonctions Josephson.

1-2 Effet Meissner et longueur de pénétration

Dans cette partie, nous allons supposer que 'anneau supraconducteur
formant le SQUID a une forme torique, comme celle indiquée sur la figure
2. Nous supposerons que le rayon r de la section du tore est suffisamment
grand pour que le champ magnétique sur le cercle médian du tore (de
rayon R) soit négligeable. Cette hypothese n’est pas indispensable pour
décrire le fonctionnement d'un SQUID, mais elle simplifiera notablement
I'analyse. Mais pourquoi le champ magnétique peut-il considéré comme
négligeable au coeur d’un matériau supraconducteur?

Cet effet, appelé effet Meissner, résulte de 'utilisation conjointe des deux
expressions régissant 1’établissement d’un courant dans ce systéme :

— Prenons une densité de charges ps uniforme dans le supraconducteur.
La relation (10) s’écrit donc

i(r) = 22 [WVo(r) — g A(r) (13)
oll ¢ = —2e < 0 désigne la charge d'une paire de Cooper et m sa

masse.
— Par ailleurs, le champ magnétique B est lié a la densité de courant j
par I'équation d’Ampere statique :

V x B(r) = po(r).

Les deux champs B et j sont donc couplés par ces deux équations et on
peut éliminer (par exemple) j au profit de B en prenant le rotationnel de

(14)
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la premiere relation. Nous arrivons alors a 1’équation de London :

2
ij(r):—%B.

(15)

Reportons ce résultat dans la seconde relation. En utilisant V x (V x B) =
V(V - B)—V?B = —V?B (puisque V - B = 0), on arrive a 'équation

1
V'B= 3B avec A= ,/# : (16)
L 0

La quantité Ay, est appelée longueur de pénétration de London. Prenons pour
simplifier une géométrie planaire, avec le demi-espace supraconducteur
coté x > 0 et un champ magnétique parallele a la surface B = B(z)u..
L’équation (16) devient a l'intérieur du supraconducteur B” = B/A%, dont
la solution bornée est B(x) = Byexp(—z/A1). Le champ B tend donc ex-
ponentiellement vite vers zéro a l'intérieur du supraconducteur et il en va
de méme pour le courant j. L'annulation de B provient de la compensa-
tion! entre le champ extérieur et celui créé par le courant d’écrantage j
qui circule parallelement a la surface selon la direction y, dans une nappe
d’épaisseur effective Ar.

En pratique, l'ordre de grandeur de Ay, est de quelques dizaines de na-
nometres. C’est donc une distance grande devant les distances interato-
miques, mais généralement petite devant les dimensions typiques des fils
supraconducteurs. Nous supposerons que c’est le cas du fil représenté en
figure 2 et nous poserons donc que le champ magnétique B et le courant j
sont nuls sur le cercle médian de rayon R a 'intérieur du tore.

1-3 Anneau supraconducteur et champ magnétique

Avant d’aborder le SQUID dans le paragraphe suivant, nous allons
considérer ici un simple anneau torique supraconducteur (donc sans jonc-
tion Josephson) de rayon moyen R (figure 3). Cet anneau est plongé dans
un champ magnétique B perpendiculaire au plan de I'anneau, qui est donc
traversé par le flux ®.y; = mR?B. Nous supposons que le rayon r de la sec-
tion du tore est petit devant R, mais grand devant la longueur de London

1. Coté = < 0, le champ appliqué B, et le champ créé par la nappe de courant s’ajoutent
pour donner By = 2B,.
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FIGURE 3. Anneau supraconducteur de rayon moyen R. Le rayon r de la section
de I'anneau est supposé petit devant R. L'anneau est plongé dans un champ ma-
gnétique perpendiculaire au plan de I'anneau. On note ®oxy = mR?B le flux créé
par ce champ.

Ar de sorte que le champ B et le courant j sont négligeables sur le cercle
médian de rayon R.

Le relation (13) intégrée le long de ce cercle médian devient :

O:hj{VH(rfdrfq%A(rfdr (17)
La fonction d’onde /p; ¢!(") décrivant I'assemblée de paires doit étre mo-
novaluée, ce qui impose

%VG(T) ~dr =27mn avec n € Z. (18)
Par ailleurs, 'intégrale de contour sur A se transforme en une intégrale de
surface du champ magnétique, égale au flux total ¢ traversant l’anneau.
On a donc 0 = 27 nh — ¢ ou encore :

2rh
Oy =—.
[
Il est important de noter a ce stade que ¢ désigne le flux total traversant
I'anneau, c’est-a-dire la somme du flux extérieur @y et du flux LI généré
par le courant I circulant dans I'anneau, L désignant I'inductance de I’an-
neau :

d =nd avec (19)

D = Doy + LI (20)
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Iext

FIGURE 4. Anneau supraconducteur avec une double jonction.

e supercouran ui circule a la surface de ’anneau s’ajuste donc pour
L t1 leal f del ! te d
que le flux total passant a travers 1’anneau soit quantifié.

Quantification du fluxoide. Si on ne souhaite pas faire ’approximation
d’un courant nul dans le cceur de I’anneau, la relation (17) s’écrit :

uox\%fj(r)-dr:n(bo—q) & %v(r)dr:%(n—%) , (21)

relation appelée quantification du fluxoide.

1-4 Le SQUID

Nous passons maintenant au cas d'un anneau comportant deux jonc-
tions Josephson J et J’, comme représenté sur la figure 2. Nous définis-
sons les différences de phase aux bornes des deux jonctions sous la forme
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invariante de jauge définie en (12) :

o= 0@ —o0) - [ A ar
h/b ’ (22)
q

o' =0()—-00b)— = A-dr
h b/

et nous allons montrer la relation entre le flux total traversant I’anneau et
les phases p et ¢’ :

)
<p—<p’:27r(n——) nez
0

(23)

Nous supposons que la phase 6(z), ol = représente ’abscisse curviligne le
long de l’anneau est bien définie en tout point x, en dehors des jonctions
elles-mémes.

Pour prouver cette relation, partons de nouveau de la nullité du courant
défini en (13) sur le cercle médian de l’anneau. Intégrons cette relation sur
les deux arcs de cercle aa’ et b'b en tournant dans le sens trigonométrique :

0= </aa/+//b) {hg—zqu(x)} dx

ol1nous avons projeté les vecteurs V6 et A sur le vecteur unitaire azimutal.
On peut simplifier cette relation en utilisant :

(24)

a’ b
/ 9 42— 0y - 8(a) 2] / 9O e — 0wy —ow) e (25)

dx , dz

et

(/aa/ +/()Ib> Az)dx = %A(x) dz — (/b“ +/:/> A(z) da. (26)

L'intégrale sur le contour complet § A(z) dz est égale au flux ® du champ
magnétique total a travers I’anneau, de sorte que (24) peut se réécrire :
0="h(¢ —p)—qP+ 2nhn

nez 27)
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ce qui n’est autre que (23) puisque &, = 27h/|g|. Notons que cette preuve
n’utilise pas la valeur de 6(r) a I'intérieur méme des jonctions J et J', qui
est une notion mal définie.

La relation (23) verrouille entre elles les phases de deux jonctions et elle
joue un role central dans le fonctionnement d’un SQUID. Plus précisément,
considérons la géométrie de cette figure 1 et relions le courant Ie, au flux

extérieur ®ey, imposé sur 'anneau. Ce courant Iey, s'écrit
Iwo =T+ 1' =1.(sinp +siny’) , (28)

oll nous avons supposé pour simplifier que les deux jonctions avaient le
méme courant critique. Une relation trigonométrique simple donne alors

_ _ i)
Toxt = I.(D)sinp avec I.(®) = 21.cos (Wg) (29)

0

ol nous avons posé
(30)

L'équation (29), I.xy = I.sing, peut étre vue comme la relation usuelle
reliant courant et phase pour une jonction Josephson unique, mais avec
un courant critique I, qui dépend du flux magnétique a travers le circuit.
La phase ¢ caractérisant cette jonction "globale" est la moyenne des deux
phases ¢ et ¢’. La dépendance sinusoidale de I, vis-a-vis de ® résulte d"une
interférence entre les deux chemins passant respectivement par la jonc-
tion A et la jonction B. L'argument 7®/®, du cosinus est égal a la phase
d’Aharonov-Bohm que l'on calcule pour des particules chargées circulant
dans cette géométrie (voir par exemple le cours 2013-14, Chap. 1, §4, et
refs. in).

A ce stade, le flux ® représente le flux total traversant I’anneau, somme
du flux extérieur et du flux généré par les courants I et I’. En pratique,
pour les SQUIDs congus pour détecter de faibles variations de flux magné-
tiques, on utilise des géométries telles que le flux maximal généré par le
courant dans 1’anneau, ~ LI, soit petit devant le quantum de flux ®. La
contribution majeure a ® est alors le flux extérieur @y et on peut négliger
la contribution des courants I et I”.

Par conséquent, si on impose le courant e et le flux extérieur Pey, la
variable @ va chercher a s’ajuster pour que la relation Iy, = I.(Pext)sin @
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FIGURE 5. Variation du courant critique avec B dans un SQUID (maxima de
courant d’environ 1 mA). Les supraconducteurs sont notés a et b, la couche d’iso-
lant formant la barriere tunnel est désignée par c, et les deux jonctions par f. La
séparation entre les deux jonctions est de 3 mm et la largeur d’une jonction est de
0.5mm. La périodicité de ~ 40 mG est due au phénomene d’interférence entre les
deux jonctions décrit dans ce paragraphe. L'enveloppe en forme de sinus cardinal
s’explique par l'influence du champ magnétique sur chaque jonction, de fagon ana-
logue a la figure d’interférences lumineuses avec deux fentes de largeur non nulle.
Figures adaptées de JAKLEVIC, LAMBE et al. (1965).
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soit satisfaite. Cela sera possible tant que le courant /.., ne dépasse pas la
valeur I.(®cy;). La trés grande sensibilité des SQUIDs pour la mesure des
champs magnétiques découle directement de ce résultat : pour un SQUID
de surface 1 mm?, un changement de B de 10~° T suffit a changer I'argu-
ment du cosinus de 7/2 dans l'expression de I.(®), ce qui fait basculer le
dispositif du courant maximum 2. a un courant nul.

En pratique, les SQUIDs sont actuellement parmi les dispositifs les plus
performants pour mesurer de faibles variations de champ magnétique,
en particulier quand une bande passante élevée est requise (jusqu’a 100
MHz); SCHMELZ, STOLZ et al. (2012) présentent ainsi un dispositif dont
la sensibilité atteint quelques 107° T pour un temps de mesure d’une se-
conde.

Les concurrents directs des SQUIDs sont les magnétometres atomiques
mesurant une précession de Larmor. Ces derniers ont I'avantage de ne
pas requérir un environnement cryogénique et ils ont une exactitude qui
peut atteindre quelques 10~%, bien meilleure que celle des SQUIDs. En re-
vanche, leur sensibilité pour détecter de faibles variations de B (a ne pas
confondre avec l'exactitude) n’est bonne qu’a faible fréquence, car leur
bande passante est inférieure a la centaine de Hz.

2  Qubits supraconducteurs

2-1 Criteres pour obtenir des qubits utilisables

Nous allons maintenant décrire trés brievement l'utilisation des
SQUIDs pour la réalisation de qubits, la brique élémentaire de tout pro-
cesseur quantique. Les différents critéres pour disposer de qubits fiables
sont détaillés dans I’article de DIVINCENZO (2000). Résumons-les ici :

— 11 faut disposer d’un systéeme quantique dont on peut restreindre la
dynamique & un espace de Hilbert de dimension 2, dont on écrit une
base possible {|0),|1)}. Tous les états "combinaison linéaire" de type
a|0) + B |1) avec «, 3 complexes tels que |a|? + |3]?> = 1 doivent éga-
lement étre accessibles. La dimension réelle de I'espace de Hilbert est
bien stir beaucoup plus grande, voire infinie, et il faut donc que ces
états soient bien isolés du reste du spectre.
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— Il faut que le temps de cohérence du systeme a deux niveaux soit long
devant le temps nécessaire pour effectuer des portes logiques. Le qubit
doit donc étre bien isolé de son environnement.

— 11 faut disposer d"un moyen pour l'initialiser dans un état connu, |0)
par exemple.

— 1I faut disposer d'un moyen pour effectuer des transformations uni-
taires dans l'espace de Hilbert de dimension 2.

— 1l faut disposer d’'un moyen pour lire 'état du qubit dans une base
donnée, c’est-a-dire projeter I'état du qubit sur une base donnée,
{]0},]1)} par exemple.

— Il faut pouvoir coupler de manieére controlée les qubits par paires pour
réaliser des portes logiques a deux qubits.

Nous allons considérer (sans souci d’exhaustivité) deux réalisations de
qubits a partir de jonctions supraconductrices, en nous restreignant aux
premiers criteres de cette liste, portant sur la production de qubits isolés.
Nous allons nous concentrer sur la boite a paires de Cooper, qui a consti-
tué la premiére démonstration expérimentale de la cohérence pour un qu-
bit supraconducteur, puis sur le transmon, son descendant direct, qui est
I'ingrédient le plus utilisé actuellement dans les processeurs quantiques.
D’autres types de qubits supraconducteurs, pour certains toujours dans la
course vers l'ordinateur quantique, sont par exemple :

— les qubits de chat (MIRRAHIMI, LEGHTAS et al. 2014; GRIMM,
FRATTINI et al. 2020), utilisés notamment par Alice & Bob et par Ama-
zon;

— le fluxonium (MANUCHARYAN, KOCH et al. 2009; KOCH,
MANUCHARYAN et al. 2009), utilisé par exemple par Atlantic
Quantum;

les qubits de phase (MARTINIS, NAM et al. 2002 ; STEFFEN, ANSMANN
et al. 2006), qui utilisent le potentiel en "planche a laver" décrit aux
chapitres précédents.

les qubits de flux (MOOIJ, ORLANDO et al. 1999; VAN DER WAL, TER
HAAR et al. 2000; FRIEDMAN, PATEL et al. 2000) qui peuvent étre
considérés comme des ancétres du fluxonium.
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FIGURE 6. Gauche : boite a paires de Cooper simple. Droite : boite a paires de
Cooper a deux jonctions, permettant de disposer d'un E ;(®) ajustable. Figures
extraites de MAKHLIN, SCHON et al. (2001).

2-2 Laboite a paires de Cooper

Un exemple spectaculaire d’utilisation d’un SQUID dans ce contexte
concerne la réalisation des premiers qubits supraconducteurs cohérents
(NAKAMURA, PASHKIN et al. 1999). Cette réalisation utilise la notion de
boite & paires de Cooper, proposée par BOUCHIAT, VION et al. (1998). Dans
sa version de base, cette boite utilise une seule jonction Josephson, comme
représenté sur la figure 6, gauche. Elle est constituée d'une petite ile su-
praconductrice connectée & un réservoir supraconducteur par une jonction
Josephson de capacité C; et d’énergie I/;. La tension de grille V; est appli-
quée via la capacité C,. Le parametre de controle est la charge de grille :

CyVy
2

(1)

ngz

Traitons quantiquement le nombre n de paires de Cooper et la phase ¢
entre les deux cotés de la jonction. L'hamiltonien s’écrit :

S E
H(ny) = =< (A —ny)? — Ejcos

5 (32)

avec Ec = (2¢)?/(Cy + Cy). Dans cette expression de H, 7 est l'opérateur
nombre de paires de Cooper sur l'ile supraconductrice et la construction
des opérateurs e*'? a été détaillée au chapitre précédent. Rappelons le ré-
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FIGURE 7. Premiers niveaux d’énergies de I’hamiltonien (32) pour E; = 0 (bleu
tireté) et pour E; = 0.04 E¢ (trait plein rouge).

sultat? :

> (n+1){nf + |n) {n+1))

n

cosp = 1 (33)
2

Ce traitement quantique est nécessaire du fait de la faible valeur de la ca-
pacité C; + C,, de sorte que l'énergie de charge E¢ est grande® devant
kT :les fluctuations thermiques de n sont donc négligeables et on peut se
concentrer sur des valeurs de n — n, de l'ordre de 1'unité.

La boite a paires de Cooper opére dans le régime E; < E¢ (typique-
ment E;/Eq ~ 0.1), c’est-a-dire dans le régime de Fock selon la termino-
logie du chapitre précédent. Commencons par préciser les états propres et
les énergies propres de H pour E; = 0, puis traitons £/; comme une petite
perturbation.

Sans le terme Ej, les états propres de (32) sont les états a nombre

2. Pour des jonctions supraconductrices, la définition e!¥ = 3~ |n + 1) (n| présente un
signe opposé a celui trouvé pour des atomes au chapitre précédent. Cela résulte de la défi-
nition du courant intervenant dans la premiére relation de Josephson I = I.sin ¢. En effet,
I’équation de Heisenberg donnant I'évolution de 7 s’écrit % = %[ﬁ ,h = — % sin ¢, dont
on déduit le courant traversant la jonction —2ef.

3. Pour l'expérience de NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999), Ec ~ 1meV, E; ~ 0.1meV
et kpT ~ 3 peV. Lexcitation thermique de la boite est donc négligeable, y compris au point
de quasi-dégénérescence ny = 1/2.
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FIGURE 8. Premiers niveaux d'énergies de I’hamiltonien (32) pour E; = 0 (bleu
tireté) et pour E; = 0.04 Ec (trait plein rouge) au voisinage de ng = 1/2.

bien défini de paires de Cooper , que nous notons |n) (avec n € Z). Plus
précisément, n désigne le nombre de paires en excés ou en défaut par
rapport a I'état fondamental pour V; = 0. Les niveaux d’énergie sont
des paraboles indexées par la valeur de n (figure 7, trait bleu tireté) :
Ey(ng) = £2(n—ny)?. Ces paraboles se croisent aux valeurs demi-entiéres
de n,. Dans ce qui suit, nous allons nous concentrer sur le croisement entre

Ey(ny) et Eq(ng), se produisant pour n, = 1/2.

En nous restreignant aux deux états |0) et |1) pour n, ~
ainsi un systeme a deux niveaux d’hamiltonien :

N Ec 1

Her =~ — 5 [6(Vy)o: + Eu] o= 1/2).

Ce systeme a deux niveaux constitue le qubit recherché et ses énergies
propres sont représentées sur la figure 8 en traits pleins; ses états propres

1/2, on isole

avec €(Vy) x (n (34)

a résonance (n, = 1/2) sont :
1 Ee By
+)=—(0)£|1 E —+ . 35
= s (0ED) B T0Ed (3)

L’isolation (souvent appelée anharmonicité) de ce sous-systéme a deux ni-
veaux est excellente puisque les autres niveaux les plus proches sont ceux
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FIGURE 9. Mesure de la probabilité pour trouver le qubit dans I'état |2) en fonc-
tion du temps [cf. (36)]. Insert : variation de I'énergie E; (déduite de la pé-
riode d’oscillation) en fonction du flux appliqué. Figure extraite de NAKAMURA,
PASHKIN et al. (1999).

issus de la paire {|—1),]2)}, d’énergie §E¢ pour n, = 1/2, ce qui est
bien supérieur a 'écart entre |[+) et |—) (rappelons que nous avons pris
Ec > Eyj).

La question se pose alors du contrdle de 1'énergie E; et de sa repro-
ductibilité. La possibilité de scinder la jonction Josephson en deux, avec
un flux ¢ controlé, permet de répondre a ce besoin (figure 6, droite). Cette
approche a été mise en ceuvre par NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999). L'ile
supraconductrice utilisée avait une taille de 700 x 50 x 15nm et contenait
~ 10® électrons de conduction.

Pour étudier la fiabilité et 'accordabilité de ce qubit, on utilise le proto-
cole suivant : on prépare le qubit hors résonance dans 1’état |0) ; on amene
soudainement le systéme a résonance (n, = 1/2) par un changement de la
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tension Vj,, puis on le laisse évoluer pendant un temps ¢ :

L

|+> e—iEJt/ﬁ + |_> eiEJﬁ/h)
7

= cos(E t/h)|0) —isin(E t/h)|1) .

() (36)

On rebascule enfin la tension vers une valeur pour laquelle les états propres
sont en bonne approximation |0) et |1). La paire présente quand le qubit est
dans 'état |1) est évacuée dans un circuit auxiliaire.

En répétant 1'expérience avec un taux élevé (60 MHz), on génere un
courant dans ce circuit auxiliaire, dont ’amplitude est proportionnelle a
la probabilité d’occupation sin(E;t/h) de 1'état |1) (figure 9). On a ainsi
directement acces a la fréquence E;/h, dont on peut vérifier qu’elle varie
selon la loi attendue en cos(m®/®y) (figure 9, insert).

Les performances de la boite a paires de Cooper ont ensuite été signi-
ficativement améliorées, en particulier en termes de temps de cohérence,
par VION, AASSIME et al. (2002), en passant & un régime ou1 £y et E¢ sont
comparables (dispositif appelé quantronium).

2-3 Le transmon

Un point faible de la boite a paires de Cooper telle que nous l'avons
décrite ci-dessus est sa grande sensibilité au bruit de charge : si n4 fluctue
dans le temps, la position des niveaux d’énergies des deux états propres,
combinaisons linéaires de |0) et |1), est directement affectée dés qu’on se
place en dehors du point particulier (sweet spot) ny, = 1/2.

Le transmon®, proposé et réalisé par KOCH, YU et al. (2007) et
SCHREIER, HOUCK et al. (2008), permet de remédier a ce probléeme au prix
d’une diminution de 1’anharmonicité. Son schéma de base reste similaire
a celui de la boite a paires de Cooper, mais la capacité intervenant dans la
définition de E¢ est fortement augmentée, pour atteindre le régime opposé
a celui étudié plus haut : £; > E¢ (régime de Josephson). On garde donc
I’hamiltonien

Ec . R
H(ng) = 70(71 — ng)2 — FEjcosp, (37)

4. acronyme pour fransmission line shunted plasma oscillation qubit.
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FIGURE 10. Principe du circuit du transmon. On retrouve les ingrédients de la
boite a paires de Cooper, avec la capacité supplémentaire C'p dont la grande valeur
permet d’abaisser considérablement la valeur de Ec pour passer dans le régime
Josephson (Ec < Ej). Figure adaptée de KOCH, YU et al. (2007).

mais on doit chercher ses états et énergies propres dans un régime de pa-
rametres radicalement différent de celui étudié en §2-2.

Pour cela, il est intéressant de faire un parallele entre ce probleme et le
mouvement d"une particule de masse m en mouvement (a une dimension)
dans le potentiel périodique V(z) = —V; cos(kz). Comme on a affaire a
un potentiel périodique, on sait que 1’on peut chercher les états propres de
I'hamiltonien

)

H=2L"_Vycos(ki) avec [i,p]=ih (38)
2m
sous forme de fonctions de Bloch indexées par le quasi-moment ¢
Vo(w) = 9u, (), (39)

oit la fonction u,(z) est périodique, de période 27 /k. L'équation vérifiée
par uq(z) s’écrit

Hpel‘(Q)uq (l’) = E(Q) uq(z) (40)
avec I’hamiltonien périodique
. 1 . o
Hper(‘]) = %(p + hQ)z - VO COS(ICI’) [fﬂ,p] = ih. (41)

Les deux problemes sont donc formellement identiques, la variable n,
jouant le role du quasi-moment ¢. Plus précisément, on peut introduire
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les quantités sans dimension X = kx, P = p/hk, Q = q/k, pour récrire (41)
sous la forme

H(Q) = Bree(P+ Q) = VocosX  avec [X,P]=i (42)

et avec I'énergie de recul E,. = h*k?/2m. Sous cette forme, on voit que la
boite a paires de Cooper étudiée en §2-2 correspond aux régimes des liai-
sons faibles pour notre particule fictive (Vo < Eyec) alors que le transmon
correspond au régime des liaisons fortes (Vo > FEie) [cf. cours 2012-13,
Chap.2].

Nous donnons en figure 11 le spectre de I'hamiltonien (37) pour quatre
valeurs du rapport E;/Ec. On trouve comme prévu des bandes d’énergie,
qui deviennent de plus en plus fines quand le rapport E;/E¢c (équivalent
a Vy/Erec) augmente. La largeur d'une bande décroit exponentiellement
vite avec ce rapport; elle est en effet reliée au couplage tunnel entre deux
minima adjacents du potentiel V ().

Cette réduction exponentielle représente 1’avantage majeur du trans-
mon par rapport a la boite a paires de Cooper étudiée en §2-2 : la sensi-
bilité vis-a-vis des fluctuations de n, est exponentiellement réduite. Pour
cette raison, le transmon est actuellement I'élément privilégié par plusieurs
compagnies privées cherchant a réaliser un ordinateur quantique a base
de qubits supraconducteurs (IBM, Google, Rigetti, Intel, Oxford Quantum
Circuits,.. .).

Dans la limite E; > E¢, I'écart entre les deux bandes les plus basses,
donné par E;Ec, se déduit (pour la particule fictive) de la fréquence
d’oscillation au voisinage d’un minimum de V4. Pour la jonction Joseph-
son, cette fréquence correspond a celle de 1’oscillation plasma. L'anharmo-
nicité des niveaux d’énergie est caractérisée par la différence entre les tran-
sitions "bande0 — bande 1" et "bande1 — bande?2". Pour les transmons
utilisés dans les processeurs quantiques de type Sycamore (Google), on a
wo—1/2m ~ 6 GHz et une anharmonicité ~ 0.2 GHz. Notons que 1'initia-
lisation thermique du qubit est garantie ici par le fait que Awp—1 ~ 10 a
20 kpT.

Remarque. Comme indiqué plus haut, le SQUID permet ici d’accorder la
valeur de £, ce qui utile pour amener deux gbits en résonance et réali-
ser une porte logique entre eux, par exemple. Chaque qubit dispose donc

E/EC 0'5\/\/\/\/
0, |
! ! ! ! ! !
-2 —-15 -1 =05 0 0.5 1.5 2
g
1
E/Ec 0.5
0
—0.5
-2 —-15 -1 =05 0 0.5 1.5 2
Ng
0
E/Ec —1
-2
-3 \ \ \ \ \ \
-2 —-15 -1 =05 0 0.5 1.5 2
g
—2
—4
E/EC
—6
-8 \ \ \ \ \ \
-2 —-15 -1 =05 0 0.5 1.5 2
g

FIGURE 11. Spectre de I’hamiltonien (37) pour E;/Ec = 0.25,1,4,9.
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d’une boucle de courant permettant d’ajuster le flux local. Toutefois, cette
accordabilité a un prix : l'exposition au bruit de flux magnétique. C’est
pourquoi certaines plateformes a base de transmons privilégient a ’heure
actuelle des qubits avec une seule jonction Josephson.

3 Modélisation d’un SQUID atomique

Le fonctionnement d"un SQUID supraconducteur est directement lié au
champ magnétique dans lequel il est plongé. Pour des atomes neutres,
cette sensibilité au champ magnétique disparait, mais on peut retrouver
des phénomenes physiques équivalents grace a des champs de jauge arti-
ficiels.

Nous avons consacré dans le passé deux cours a cette simulation du
magnétisme orbital pour des atomes neutres (2013-14 et 2017-18). Parmi
les différentes voies dégagées dans ces cours, nous allons nous concentrer
ici sur la plus simple : la mise en rotation du systéme. L'analogie avec le
magnétisme est alors bien claire, car elle tire parti de la structure mathéma-
tique identique pour la force de Lorentz agissant sur une particule chargée,
qu x B, et pour la force de Coriolis dans un référentiel tournant, 2mwv x €2.

3-1 Référentiel en rotation

Considérons pour commencer une particule quantique évoluant sous

I'effet de I’hamiltonien )
D

2m

H=2"_41V#). (43)
Le potentiel V(r) est supposé indépendant du temps et I’hamiltonien est
écrit dans un référentiel inertiel : nous pouvons donc utiliser le formalisme
habituel de 'équation de Schroédinger. Notons que nous prenons ici une
particule unique, mais ce qui suit se généralise sans difficulté a une assem-

blée de particules en interaction.

Supposons maintenant que les sources créant le potentiel V' (r) sont
mises en rotation autour de l'axe z a vitesse angulaire {2 constante. Ces
sources peuvent étre les parois du récipient contenant de I’hélium liquide,
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les faisceaux laser piégeant des particules, ou encore les bobines magné-
tiques réalisant un piege a atomes. Leur nature n’est pas importante ici, le
seul point a retenir est que le potentiel ressenti par notre particule dépend
désormais explicitement du temps. Dans cette mise en rotation, le potentiel
initial V'(r) devient :
W (r,t) =V [z cos(Qt) + ysin(Qt), —z sin(2) + y cos(§2), 2] (44)
Nous devons donc traiter un probléme dépendant du temps dans le
référentiel inertiel, ce qui complique 'analyse. Toutefois, il est possible de
se ramener a un probleme indépendant du temps en nous plagant dans
le référentiel tournant. Ce changement de référentiel se fait en utilisant la
transformation unitaire générée par 1’opérateur
U(t) = exp(iQtL. /h) (45)
ot la composante L, de I'opérateur moment cinétique s’écrit en coordon-
nées cylindriques (p, ¢, 2) :
A L L .0
L, =2py — b = flha—(b .
Pour vérifier que cette transformation correspond bien au changement de
référentiel attendu, considérons sa forme infinitésimale

(46)

<1 Ur1+ ihmﬁz (47)
et regardons la transformation de 1'opérateur position :
¥ =UrUT =~ 7+ %Qt[ﬁz, 7] (48)
dont on déduit
U< P~ i — Qty 9 =9+ Qti, (49)

l'opérateur 2 étant inchangé. Plus généralement, on peut montrer que :

U [& cos(Qt) + gsin(Qt)| U = &

U [—2sin(Qt) 4 g cos(Qt)) UT =g
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Ces deux relations correspondent bien au changement de référentiel re-
cherché; plus précisément, I’opérateur 7 apres transformation correspond
a la position de la particule dans le référentiel tournant. De méme, 1'opé-
rateur p apres transformation est égal a —ih'V ot les dérivées sont main-
tenant prises par rapport aux positions dans le référentiel tournant. On
pourra consulter le cours 2013-14, chap. IV, §1, pour une discussion dé-
taillée de cette transformation.

Dans cette transformation unitaire, I'état 1) = U de la particule évolue
sous l'effet de I’'hamiltonien

2 A A A dU N
JyzUHUﬁ+mH?Uﬁ (51)
Le terme d’énergie cinétique est invariant par rotation, le terme lié au po-
tentiel W(r,t) se transforme en V(r) d’apres ce qui précede, et on arrive

donca:

~2

a=2 yv@)-of.

2m

(52)

Nous nous sommes donc bien ramenés a un hamiltonien indépendant du
temps, au prix d"une complication : le terme additionnel —2L, dans I'ha-
miltonien.

Une conséquence directe de ce terme est la modification de la relation
entre vitesse et impulsion. Alors que pour I’'hamiltonien (43) dans le réfé-
rentiel inertiel, on a p = mv, nous trouvons maintenant

dr

1.

1
0= —=—[H,7|=—[p— A(F
o= = L7 = — [p— A7) (5)
otl le "potentiel vecteur”" A est défini par
A(r)=mQ xr avec Q= Qu,. (54)

La structure de A est identique au potentiel vecteur généré par un champ
magnétique B = Bu, uniforme quand on l'écrit en jauge symétrique :
A=1Bxr.

-2

On peut par ailleurs écrire '’hamiltonien (52) sous la forme

1

ﬁ-:
2m

[p— A()]” + V(#) — smQ2(a* +1/7) (55)

N =
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ce qui fait ainsi apparaitre clairement le lien entre rotation et magnétisme :
le mouvement de notre particule dans le référentiel tournant est équivalent
a celui d'une particule de charge ¢ dans le champ magnétique B tel que
¢B = 2m£, pourvu que l'on ajoute au potentiel V(r) le potentiel centri-
fuge mQ?(z? +y?). En d’autres termes, quand on passe dans le référentiel
tournant, on voit apparait deux forces :

— laforce de Coriolis 2mwv x Q de structure identique a la force de Lorentz
qu X B;

— la force centrifuge, qui n"a pas d’équivalent direct dans le cas magné-
tique.

Remarque : conditions aux limites périodiques ou distordues? Dans
l'approche qui précede, la transformation unitaire U ne modifie pas les
conditions aux limites, qui restent périodiques vis-a-vis de la variable ¢ :
Y(p, ¢+ 2w, z) = P(p, ¢, z). Le passage dans le référentiel tournant se tra-
duit par I'ajout du terme —QL. a I’hamiltonien. Il est possible d’éliminer
ce terme —Q L, par une deuxieme transformation unitaire, le prix a payer
étant des conditions aux limites distordues : ¥(p, ¢ + 27, z) = €79 (p, ¢, 2),
avec v = 2rmQR?/h (cf. cours 2023-24, chap. VI, §2). Nous n’utiliserons
pas ce point de vue dans ce qui suit.

3-2 Anneau dans un référentiel tournant

Avant de passer au SQUID atomique, il est intéressant de reposer le
probléeme d’un anneau simple superfluide dans un référentiel en rotation
(figure 12). Considérons pour simplifier un anneau treés fin de rayon R,
de sorte que la seule variable d’espace pertinente est I’angle azimutal ¢.
Des particules circulent sur 'anneau et elles sont décrites par une fonction
d’onde macroscopique dont la phase est notée §(¢).

Notons v la vitesse locale des particules. En utilisant un raisonnement
semi-classique de méme nature que pour I’anneau supraconducteur, nous
trouvons en utilisant la relation (53) entre impulsion et vitesse

mv =hV0o — A. (56)
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FIGURE 12. Anneau superfluide dans un référentiel en rotation.

Par ailleurs, la fonction d’onde étant monovaluée, on trouve pour le poten-
tiel 6 apres intégration sur le contour

%V@ -dr =27n avec ne€Z (57)
et pour le potentiel vecteur
j{A-dr://(VxA) d*r = 2mQS (58)
ou S désigne la surface de 'anneau : § = mR2. On trouve donc
h Q h
fvwir:E(an—O) avec QOEW (59)

Cette relation est I'équivalent atomique de la quantification du fluxoide
(21) pour un anneau supraconducteur. Rappelons toutefois que la fré-
quence de rotation (2 est ici un parametre imposé de 1'extérieur alors que
le flux ® figurant dans (21) est une variable dynamique, somme du flux
extérieur et du flux généré par le courant circulant dans I'anneau.

Les états stationnaires sont obtenus pour une densité et une vitesse uni-
formes le long de 'anneau, de sorte que (59) donne pour la vitesse du su-
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perfluide dans le référentiel tournant :

Q
v h (n——):ni—QR.

= mE\"T0,) T"mE (60)

Remarque. Dans l'expression (59), v désigne la vitesse dans le référen-
tiel tournant. La vitesse dans le référentiel inertiel est v + QR de sorte que
cette expression exprime simplement la quantification de la circulation de
la vitesse en unité de h/m pourvu qu’on soit dans un référentiel inertiel.
Le résultat (60) obtenu pour une vitesse uniforme correspond donc simple-
ment a la vitesse (quantifiée) usuelle dans un référentiel d’'inertie, nh/mR,
a laquelle on soustrait la vitesse locale du référentiel tournant Q2 R.

3-3 Principe du SQUID atomique

Passons maintenant au cas d"un SQUID atomique avec deux jonctions J
et J' (figure 13) placées sur un anneau, le tout étant étudié dans un référen-
tiel en rotation. Comme pour 1’anneau simple, nous partons de la relation

m
o=
h
que nous allons intégrer sur les deux portions C; et C; extérieures aux jonc-
tions. Nous notons

Vo — %A (61)

SDC]’:T//U'CIT7 j:1727 (62)
B e,

qui sont des nombres sans dimension, et nous obtenons

1
—h/61+c2A~dr 7. (63)

L’intégrale du potentiel vecteur peut se réécrire

a b’
/ A~dr:]§A~dr—</ +/>A~dr
C1+C2 b a’

ol le premier terme fait apparaitre comme en (58) la quantité 2mQsS et le
second terme se regroupe avec les différences 6(a) — 6(b) et 6(a’) — 0(b')

@e, + e, = 0(a’) — 0(a) +0(b) — O(V')

(64)
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FIGURE 13. Anneau superfluide avec deux jonctions Josephson dans un référen-
tiel en rotation.

pour former les quantités invariantes de jauge

1 [ 1
o = 0(a) — O(b) — %/ Acdr G =0@) 00 5 [ Adr 69)
b b/
On obtient alors la relation
, Q
Y—¢ = 2r{n— Qﬁ - (90(31 + @Cz) (66)
0

qui est a rapprocher de celle trouvée pour un SQUID supraconducteur :

L0
(p—cp':?ﬂ'(nf—>.

> (©7)

Dans le cas supraconducteur, ¢ représente le flux total, somme du flux
imposé de l'extérieur @y et du flux LI généré par le courant I circulant
dans I'anneau d’inductance L :

D || LT

— ¢ =2 (—ﬂ)——. 68
pop =2min= 5 5 (68)
Dans le cas du fluide neutre en rotation, le terme ¢, +¢¢, dans (66) joue un
role similaire a la contribution du courant induit, et il est appelé inductance
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cinétique. La fréquence de rotation 2, imposée de 1'extérieur, joue le méme
role que Peys.

Si l'inductance cinétique ¢¢, + ¢, est négligeable (ce que nous discu-
terons dans le paragraphe suivant), on trouve que la différence de phase

entre les deux jonctions est "verrouillée" (modulo 27) par la relation :

Q
go—go'z%T(n——). (69)
Qo
La détermination du courant circulant dans le SQUID est donc inchangée
par rapport a ce que nous avons présenté en § 1-4. En particulier, le courant
total Iy, se met sous la forme

Iy = I.(Q)sing  avec I.(Q) = 2I.cos (ﬂﬂﬂ) (70)
0
ou ¢ désigne la phase moyenne
_ 1
p=5lp+d). (71)

3-4 L’inductance cinétique

La relation simple (70) repose sur le fait que I'inductance cinétique ¢¢, +
©c, qui apparait dans (66) est négligeable. Pour évaluer la validité de cette
approximation, nous allons considérer le cas simple ot la densité linéique
du superfluide p, est constante sur 'ensemble du circuit, en dehors des
jonctions elles-mémes ot cette densité est bien stir beaucoup plus faible.

Dans cette hypothése de densité uniforme, la vitesse de I’écoulement
superfluide est constante le long d’une branche de circuit. En notant I et
I’ les courants de particules sur les demi-cercles supérieurs et inférieurs,
et v et v’ les vitesses correspondantes, on a I = psv et I' = p,v'. Le terme
d’inductance cinétique s’écrit alors

TRm
wey T pe, & T(v/ - ’U) (72)
ot nous avons négligé 1'épaisseur des barriéres J et J' devant le périmetre
de I'anneau 27 R.
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Dans le régime de fonctionnement attendu pour ce SQUID, on attend
des courants I et I’ de l'ordre de I, et des phases ¢ et ¢’ dans (66) de
l'ordre de 7/2. La contribution de 'inductance cinétique sera négligeable

si
hps

mR
En d’autres termes, il faut que les barriéres tunnel soient suffisamment
épaisses et/ou élevées pour que leur intensité critique soit petite devant
hips/mR. Cette derniére quantité a une signification physique simple : c’est
I'intensité qui circule dans I'anneau sans jonction quand le fluide possede
un quantum de circulation, c’est-a-dire la vitesse h

= 1. <

|<)0C1 + ()002‘ <7 (73)

mR*

Quand cette condition est réalisée, la variation de phase entre le point
d’entrée et le point de sortie de I'anneau est essentiellement concentrée au
niveau des jonctions elles-mémes. La vitesse du superfluide dans les autres
parties du circuit est suffisamment faible pour que la différence de phase
associée (i.e. 'inductance cinétique) ne joue pas de role significatif.

Remarque 1. Notons que nous nous sommes intéressés dans ce qui pré-
céde au régime non dissipatif, pour lequel le courant I reste inférieur au
courant critique donné en (70). Quand le courant dépasse cette valeur cri-
tique, une différence de densité apparait entre les deux arcs de cercle C; et
Ca, qui peut étre calculée a partir du modele RCS] développé au chapitre
2. Cette situation est étudiée en détail par KIEHN, SINGH et al. (2022) (voir
également GORG, MATHEY et al. (2025) pour une géométrie légerement
différente).

Remarque 2. On peut mettre la contribution de I'inductance cinétique a
(66) sous une forme parlante en introduisant les deux vitesses vex, = v + v’
et vgir = %(v’ — v). La vitesse vey, est la vitesse du fluide imposée dans le
circuit extérieur via l'intensité Iy = psvext, avec Ioy = I + I’. Ces deux
relations s’inversent pour donner :

1 1
U = 5 Uext — Vdif v = 5 Vext + vair (74)
ce qui conduit a ¢, + pc, = 2mRmugir/h ou encore
Qq;
Ye, + wYe, = 2 (;f avec vgif = RQdif . (75)
0
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La relation (66) s’écrit alors :

Q+Qdif>

0 (76)

p—¢ =2r (n -
et ’approximation d’une inductance cinétique négligeable revient a traiter

Qgif comme une petite correction a (2, tout comme on traite L/ comme une
petite correction a @y pour le SQUID supraconducteur.

Pour un anneau qui n’est pas alimenté de 1'extérieur (vext = 0), le mou-
vement du superfluide décrit par (74) correspond a une rotation a la vitesse
Qqif dans le référentiel lui-méme en rotation a la vitesse 2 par rapport a un
référentiel galiléen. La quantité ) + Qgir qui apparait dans (76) est donc
simplement la vitesse de rotation du superfluide par rapport a un référen-
tiel galiléen.

4 Expériences avec des SQUID atomiques

4-1 Hélium superfluide

Les premiers SQUIDs atomiques ont été mis en ceuvre sur des bains
d’hélium liquide superfluide. Un résultat spectaculaire a été la détection
directe de la rotation de la terre a partir du signal d’interférence de la
fonction d’onde d’un superfluide de “He (AVENEL, HAKONEN et al. 1997).
Nous allons nous concentrer ici sur le travail plus récent de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001), qui décrit une implémentation directe du
concept de SQUID sur un bain de *He superfluide, comportant une boucle
"en U" d’aire S ~ 6 cm? se terminant par deux jonctions ("liens faibles"), si-
milaires a celle décrite au chapitre 3 (figure 14). Ces jonctions se composent
chacune de 4225 trous de 100 nm de diameétre percés dans une paroi de ni-
trure de silicium.

Comme nous l'avons expliqué ci-dessus, cette double jonction peut étre
assimilé a une jonction simple, avec la loi reliant le courant et la phase mise
sous la forme I = I.sinp, ol l'intensité critique I, est une fonction du
flux traversant la boucle, donc de la fréquence de rotation 2 du référentiel
terrestre par rapport a un référentiel inertiel.
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Weak links

P
(U] T

Electrode
sQ J Membrane

FIGURE 14. SQUID atomique réalisé avec *He superfluide. Deux "liens faibles”
sont disposés aux deux extrémités d'une boucle "en U”. L aire de la boucle (6 cm?)
est suffisante pour détecter la rotation terrestre i partir de l'intensité critique I.(Q)
du SQUID. Figure extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

Dans l'expérience de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001), on mo-
dule la pression du bain d’hélium a une fréquence v ajustable, en faisant
vibrer une membrane souple. Cette modulation de pression est 1'équi-
valent d"une modulation de la tension pour une jonction supraconductrice.
Quand la fréquence v est égale a la fréquence plasma /EcFE;/h (avec
Ej; = hl,), le courant traversant la double jonction varie de maniére ré-
sonnante (figure 15, gauche). Cette résonance permet de détecter des va-
riations de I, avec Q.

La dépendance de I.. vis-a-vis de 2 est montrée sur la figure 15, droite.
On ne varie pas (bien stir!) la fréquence de rotation de la Terre dans cette
expérience. La boucle est disposée dans un plan vertical a la latitude de
Berkeley (© = 38 degrés) et le terme §) & prendre en compte est le produit
scalaire Q¢crre - 1, OU Qierre €5t Orienté selon I'axe des podles et n désigne la
normale au plan de la boucle. Quand n est paralléle a la ligne est-ouest du
laboratoire, le produit scalaire s’annule. Quand il est parallele a la direction
nord-sud, le produit scalaire est maximal et donné par §2 = Qyerre cOS O.

L'aire de la boucle est suffisante pour faire varier 'argument du cosinus
entrant dans 1'expression de I.(Q2) par plus que 7 [cf. (70)], ce qui permet

Josephson current
oscillation peak

o
]

Mass current (ng s™)
~
> .-
&%
[/
¢ max
o 1)
IS o

) 00l — ‘ : ‘ ,
0] AtA ALt u.','\ k) 0 -0s 00 05 10

Josephson frequency (Hz) K3

FIGURE 15. Gauche : résonance correspondant aux oscillations plasma, permet-
tant de détecter une éventuelle variation de E; = hI,. Droite : variation de I.(£2)
avec I'angle entre le plan de la boucle et I'axe est-ouest du laboratoire. Figure ex-
traite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

d’explorer environ une période de I'oscillation prévue :

2T
Qtorre = ————— = 7.3107 7! Qo = ~ 5107 %! 77
¢ 24 % 3600 7.3107°s 0 5107 °s (77)

ot m désigne la masse d’un atome de *He, et donc 2m la masse d’une paire
de Cooper. L'incertitude principale provient de la détermination de l'aire
effective S de la boucle.

Une expérience équivalente avec des gaz d’atomes froids n’a pas (en-
core?) été réalisée. Notons que la fréquence ) est inversement propor-
tionnelle a la masse des particules : si on utilise un atome lourd, un isotope
bosonique de Yb par exemple, le gain d'un facteur 30 sur m permet de ré-
duire l'aire S par ce méme facteur 30 (donc S ~ 20 mm?) tout en gardant
la méme sensibilité pour I.(€2). Toutefois, les surfaces utilisées en pratique
dans les SQUIDs atomiques restent tres inférieures a cette valeur®, puis-
qu’elles sont de l'ordre de 1073 mm?. En revanche, les interférometres uti-
lisant des atomes libres atteignent une sensibilité a long terme de quelques
1079 rad/s, soit une tres faible fraction de la rotation terrestre (pour une
revue, voir BARRETT, GEIGER et al. (2014)).

5. Des interférometres a effet Sagnac, utilisant des atomes guidés avec des aires de plu-
sieurs mm?, ont récemment été réalisés (BEYDLER, MOAN et al. 2024; PANDEY, UZUN et al.
2026). Leur géométrie est différente de celle des SQUIDs.

pagel7 -
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FIGURE 16. Deux barriéres mobiles de vitesses opposées sur un anneau super-
fluide simulent un SQUID dans un référentiel inertiel (2 = 0).

4-2 SQUID et barrieres mobiles

La premiere réalisation d’'un SQUID a deux jonctions avec un gaz
d’atomes froids est due a RYU, BLACKBURN et al. (2013), au laboratoire
de Los Alamos. Ce dispositif a ensuite été perfectionné dans ce méme
laboratoire par RYU, SAMSON et al. (2020). Des expériences similaires
ont été menées au NIST par WRIGHT, BLAKESTAD et al. (2013), ECKEL,
JENDRZEJEWSKI et al. (2014) et JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

Les chercheurs de Los Alamos ont utilisé une géométrie annulaire
(rayon R entre 3 et 5 um) dans laquelle ils ont placé deux barrieres iden-
tiques de largeur totale a mi-hauteur 2 pm. Ces deux barriéres sont initia-
lement diamétralement opposées. Les potentiels de confinement sont réa-
lisés grace a des faisceaux laser dont on module la position a fréquence
élevée (painted potentials). Un condensat de quelques milliers d’atomes de
rubidium 87 est confiné sur I'anneau.

Pour se placer dans la situation oti des courants I et I traversent les bar-
riéres, RYU, BLACKBURN et al. (2013) ont utilisé la méthode proposée par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) et que nous avons décrite au chapitre
2 : ils ont mis chaque barriéere en mouvement a vitesse uniforme. Quand
la barriere bouge a une vitesse v inférieure a la vitesse critique v, elle est
traversée par le courant de particules I = pv, les densités restent égales
de part et d’autre de la barriére et une différence de phase ¢ satisfaisant la
relation de Josephson I = I, sin ¢ apparait entre les deux cotés de cette bar-
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FIGURE 17. Deux barriéres mobiles se déplagant a des vitesses différentes sur un
anneau superfluide simulent un SQUID en rotation.

riere. En revanche, quand v > v, un surplus de densité apparait en amont
de la barriére et un déficit apparait en aval.

Dans l'expérience de 2013, les vitesses des barriéres étaient égales en
valeur absolue et opposées : v = —v’ (figure 16). Cette situation simule des
intensités et des sauts de phase égaux pour les deux jonctions, donc un
anneau au repos dans un référentiel inertiel (2 = 0). Dans I'expérience de
2020, les valeurs absolues des vitesses des barrieres étaient différentes, ce
qui permet de simuler une rotation (figure 17).

Pour déterminer la transition entre un écoulement superfluide (I < I.)
et un écoulement résistif (I > I..), le groupe de Los Alamos mesure, apres
un déplacement donné des jonctions, la différence de population entre
les deux arcs de cercle (gauche et droite) séparant ces jonctions. Il répete
ensuite cette expérience pour différents nombres d’atomes sur 1’anneau.
Un résultat typique est montré sur la figure 18 pour @ = 0. Pour un
nombre d’atomes suffisamment grand (ici N > N, ~ 3000), la valeur de
z = (N1 — N3)/(N1 + N3) correspond a la valeur attendue pour un écoule-
ment totalement superfluide.

Quand on prend Q # 0, on s’attend a ce que le courant critique ()
soit une fonction oscillante de 2, avec I.(2) < I.(0). De maniére équiva-
lente, le nombre d’atomes critique N.(2) doit varier périodiquement avec
Q, avec N (€2) > N.(0). Dans le cas d'une inductance cinétique négligeable,
on s’attendrait a une annulation compleéte de I..(2) pour 2/Qy = 1/2 (mod.
), et donc une divergence du nombre critique en ces points [cf. (70)]. Tou-
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FIGURE 18. Fvolution du rapport z = (N, — Na)/(Ny + No) mesuré apres le
mouvement des barriéres. Initialement, les jonctions sont diamétralement oppo-
sées et les deux arcs de cercle joignant les deux jonctions ont la méme longueur.
On trouve donc z = 0. A la fin du mouvement, la longueurs de ces arcs sont dans
un rapport 5/3, de sorte qu’on attend z = % = 1 pour un écoulement comple-
tement superfluide. Cela correspond i la valeur mesurée pour un nombre d’atomes
dépassant la valeur critique N, ~ 3000. Cette expérience a été réalisée avec 2 = 0
(figure 16). Figure extraite de RYU, BLACKBURN et al. (2013).

tefois, dans 1’expérience de RYU, SAMSON et al. (2020), I'inductance ci-
nétique est significative, ce qui vient limiter ’amplitude de variation du
nombre critique N.. Un exemple de résultat est montré en figure 19, qui
montre la périodicité attendue.

4-3 Collier de jonctions Josephson

Pour terminer ce chapitre, il est intéressant de regarder 1’évolution
du courant critique pouvant traverser un anneau quand on augmente le
nombre N de jonctions Josephson, régulierement réparties le long de I’an-
neau. Cette étude a été menée expérimentalement par PEZZE, XHANI et al.
(2024) et nous résumons ici ses résultats principaux.

Nous nous plagons dans le cas d’un anneau immobile dans un référen-
tiel inertiel. Cet anneau contient un condensat de Bose-Einstein a tempéra-
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FIGURE 19. Variation du nombre critique d’atomes sur I'anneau en fonction de la
fréquence de rotation simulée (figure 17). Le rayon de 'anneau est R = 4.8 um, ce
qui correspond d Qo /2w = 5 Hz. Figure extraite de RYU, SAMSON et al. (2020).

ture nulle et il est parcouru par un courant quantifié, avec un enroulement
de phase 27n, avec n € Z. La question a laquelle il s’agit de répondre est
la suivante : ce courant peut-il étre stable et si c’est le cas, comment sa
stabilité dépend-elle du nombre N de jonctions? Nous allons voir qu’aug-
menter le nombre de jonctions permet d’augmenter la stabilité du courant
et donc d’atteindre des valeurs plus élevées pour le nombre d’enroulement
n (figure 20).

Cette conclusion est en fait relativement intuitive. On sait qu'une jonc-
tion idéale atteint son courant critique quand la différence de phase ¢ a
ses bornes est égale a 7/2. Dans le cas de jonctions a faible transmission,
on peut négliger la différence de phase sur les segments séparant les jonc-
tions (inductance cinétique faible) et ’enroulement de phase maximum sur
I'anneau est donc N7 /2, ou plus précisément 27mn, ol n est 'entier immé-
diatement inférieur a N/4. Ainsi, un nombre d’enroulement n = 2 corres-
pondant a un enroulement de phase de 47 pourra certainement étre stable
si on dispose plus de 8 jonctions sur 1’anneau.

Pour aller plus loin et estimer précisément la valeur de la différence de
phase ¢ aux bornes de chaque jonction, reprenons et adaptons le raisonne-
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FIGURE 20. Evolution temporelle du nombre d’enroulement moyen (n) (mesuré
par interférométrie) a partir d’un enroulement initial de 4w (i.e. n = 2). Les dif-
férentes couleurs correspondent a différents nombres N de jonctions. Cette expé-
rience a été menée avec un condensat de ~ 7000 molécules di-atomiques SLis et
un anneau de rayon moyen 16 um. Les jonctions ont une hauteur de 1.3 11 ot  est
le potentiel chimique du gaz et une demi-largeur a 1/e* de 1.2 &, ot € = 0.68 um
est la longueur de cicatrisation. Figure adaptée de PEZZE, XHANI et al. (2024).

ment déja utilisé en § 3-3. On considere la relation

m 1

- 78)

et on fait le choix de jauge A = 0 puisqu’on travaille ici dans un référentiel
inertiel. Nous allons intégrer cette relation sur deux domaines différents :

— Considérons l'intégrale sur 'anneau entier, en le parcourant dans le
sens trigonométrique. La vitesse v(z) en un point d’abscisse curviligne
x s’écrit v(z) = J/p(x) ou J est le courant circulant dans 1’anneau, ce
qui donne
mJ f dr
hJ p(x)

™ . (79)
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Nous noterons
G =1 P
p' LJ p(x)

ou L = 27 R est le périmétre de 1’anneau, ce qui permet d’écrire (79)
sous la forme

(80)

(81)

Cette relation correspond au résultat connu pour la fraction super-
fluide. Celle-ci est définie comme le courant qui apparait en réponse
a une torsion de phase © : J = %(p) fs© (avec ici © = 27n) et on
trouve pour un fluide décrit par une fonction d’onde macroscopique
la formule de Leggett (cf. CHAUVEAU, MAURY et al. (2023) et cours
2023-24, chap. 6) :

fs =T (82)

Considérons maintenant l'intégrale sur les arcs de cercle situés entre
les jonctions, ce qui représente la longueur L' = L—N/, ot/ est1’épais-
seur d'une jonction. Sur ces arcs de densité py, la vitesse est simple-
ment vy = J/pg et on trouve

mdJL’
hipo

=2mn—Nyp. (83)
Les jonctions contribuent avec un signe négatif car on fait apparaitre
dans l'intégrale la quantité 6(b;) —6(a;) = —¢ quand on adopte le sens
trigonométrique.

Prenons maintenant le rapport entre (83) et (81), et négligeons de plus
I'épaisseur N¢ des N jonctions devant le périmetre total L (i.e., L’ ~ L).
Cela fournit la valeur de ¢ pour un enroulement de phase n donnée :

(i)
P0<%> .

On constate sur ce résultat que la variation de phase aux bornes de chaque
jonction est inférieure a 2n /N, car les arcs de cercle contribuent eux aussi
a l'enroulement de 27n. Ce n’est que dans la limite ot p s’annule au centre
de chaque jonction (donc quand <%> tend vers l'infini) que 1’enroulement
de phase est concentré uniquement sur les jonctions.

_ 2mn

Y= (84)
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