Chaire Atomes et rayonnement, cours 2025-26

Fluides quantiques couplés et jonctions Josephson

Cours 5 : Les condensats fragmenteés
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Séminaires

Aujourd’hui : Klaus Mglmer, Kgbenhavns Universitet & Niels Bohr Institute, Copenhague
Sensing with quantum trajectories

Vendredi 26 juin : Eleni Diamanti, LIP6 Sorbonne Université
Ressources et applications des réseaux quantiques



Description d’'une jonction Josephson atomique

jonction externe jonction interne
4 /) a . )
—_— |
N, | N,

\ y N L

Fonction d’'onde macroscopique : |W¥(?)) = [ a, () a) + o(1)|b) ]®N

tous les atomes sont dans le méme état a (t)|a) + a,(t)|b) avec |a, * + | > =1

Paramétrisation par les variables n et ¢ obéissant aux relations de Josephson :

N = Nla,()|* = N,+ n() N,(1) = Nla,®)|* = N, —n(r)

La phase @ est donnée par I'argument du nombre complexe ocaoc];I<



Buts de ce cours

Etudier I’état fondamental d’une jonction atomique et montrer que ce n’est pas toujours un état factorisé

‘leond> a [ aa(t) ‘a> + ab(t) ‘b> ]®N

| Ws,,q) €St alors un exemple d’état comprimé ou de “condensat fragmenté”

Caractériser les distributions en n et @ de cet etat fondamental

Décrire la mise en évidence d’'un condensat fragmenté pour une assemblée d’atomes de spin 1



1.

Deux outils importants

Etats cohérents de spin & distribution de Husimi



La description de I'état quantique d’une jonction

e Espace des éetats de dimension N + 1

e Hamiltonien pour un couplage résonnant

opérateurs création 4*, b* et destruction a, b

a'|N,N,) = y/N,+1|N,+1,N,) A|N,N) = /N |N,—1,N,) siN #0

=0 siN,=0



Lien avec la dynamique d’un grand moment cinétique

Etats d’'un moment cinétique J = N/2 —

Représentation
de Schwinger

Etats symétriques d’une assemblée de
N systémes a deux niveaux (i.e. spins 1/2)

on supposera NN pair



Outil n°1 : les états cohérents de spin |6, (p)N

obtenu par deux rotations successives de l'état |J,M, = J)

16, p) = e e | M, = + J)

— |J9ML7: +J>

e



Quelques propriéetés des états cohérents de spin

e nombre infini
e systeme géneérateur : résolution de l'identité
e uasi-orthogonalité pour N > 1




Un cas particulier utile : les états “de phase”

e Définition : état cohérent de spin localisé sur I'équateur :
|10, @) avec 0 = z/2
(J
e Distribution de la variable n pour un état de phase r




Outil n°2 : la distribution de Husimi pour un état | V) quelconque de la jonction

o Définition : recouvrement de | W) avec les états cohérents de spin

e Exemples pour N = 100

Nb=

N
2 9

/s
ctat de phase \5, ¢ = 0) état nombre | N, =



2.

'état fondamental de la jonction
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Recherche de I'état fondamental par une approche variationnelle

On considere une jonction opérant “a résonance” :

~/

A_,u = () pour une jonction externe, A = 0 pour une jonction interne

R E; 1 « o
Hamiltonien H = N (ab*+a7b> |

Ec
4

<N§ + N,%) avec E-2>0

Approche variationnelle avec des fonctions d’essai interpolant entre les états connus pour les deux cas extrémes :

OE, .
L

e lecas E.=0: H N

T
état fondamental |J, M, = J), c.a.d. I'état de phase |5, @ = 0)

Ec
4

A N N
e lecas E;=0: H >

(N2+ N?)  état fondamental |N, = —, N, = 3) égalementnoté |n=0)ou |J,M, =0)

Fonctions d’essai a un parameétre variationnel |w({))




Distributions de Husimi pour ces fonctions d’essai (N = 100)

W) o« ) e N n)

N N N N N
S S S S S
=1 =2 =5 =10 ¢ =50

Quelle distribution en phase pour ces états ?




Calcul de I'énergie moyenne pour | W({))

o E N Ee o
A A = Aj(mﬂ Tb) - (N§+N,§>
EQ) = (P | H|Y()) avec |

Q) x ) e N n)

| |
) B —CI2N
f0) = (1 - 2§N) e
Structure durésultat: E(0) = —E; f({) + E-g({l) avec {

02 (121)
- ST TG NC

a minimiser sur { pour trouver une approximation de I’'état fondamental et de son énergie...



Les trois régimes possibles
terminologie due a A. Leggett

Rabi Josephson Fock

2 > EC
4EJ/N 4EJ
e Lerégime de Rabi (petites valeursde E-): (.. ~ 1
T
L'’état minimiseur est I'état cohérent de spin  |J, M, = J) qui sécrit aussi |60 = 5 @ =0)

e Lerégime Josephson (valeurs intermédiairesde £-): 1 < . < N

min

L'etat minimiseur est un état comprimé

e Lerégime de Fock (trés grandes valeursde E-): N < (.
N N
2 p

L'état minimiseur est I'état nombre |n=0) & |N,=—,N, = 3) : condensat fragmenté



Le régime de Rabi : état fondamental cohérent

Rabi Josephson Fock
? EC
4EJ/N2 4EJ
T
L'état minimiseur est I'état cohérent de spin  |J, M, = J) quis’écritaussi |0 = 5 @ = 0)

chaque atome est préparé dans l'état habillé de plus basse énergie

| Largeur de la distributionenn: ~ \ﬁ\f
<

' Largeur de la distributionen @ : ~

1

VN




Le régime Josephson : état fondamental comprimé (en nombre)

Rabi Josephson Fock
? EC
4EJ/N2 4EWJ
L'état fondamental (approché) est obtenu pour | < ¢ .. <K N Coin R %\/NzEC/EJ

Distribution en n réduite par rapport a un état cohérent :
| < An < 4/N

1
Distribution en @ augmentée : <K Ap x 1

VN

on atoujours An Agp ~ 1/2



Le régime de Fock : etat nombre A== (ab+a'h) + = (K24 82)
N 4

Rabi Josephson Fock
? EC
4EJ/N2 4EJ
VI , o . N N

L'état minimiseur est I'état nombre |n = 0) quis'écritaussi |N, = E,Nb = E)
N .

Pas de fluctuationsden: An =0

Phase non définie

Si on neglige le termeen E; :

S |§+ 1%_ 1) I Ecl2 %_ 1’§+ 1y Condensat fragmenté !

N N
272

| )



Applications métrologiques

Les états | W({)) avec { > 1 ont un intérét métrologique considérable

Supposons que l'on cherche a détecter un processus physique provoquant |a) < | b)

e Pour un état cohérent de spin (particules indépendantes), avec

(N_) = (N,,) = N/2, une mesure individuelle se fera avec une précision ~ \ﬁ\f

e Pour un état comprimé de spin, une mesure individuelle se fera avec une précision/N/C.

. N N
o Etat comprimé “ultime” [N, = EX , Ny = 5) : on peut détecter la transition d’un seul
N N
atome, c.a.d. le passage vers | N, = =3 + 1N, = > F 1)

Séminaire d’Alice Sinatra, 10 mars 2023, “Etats comprimés de spin pour la métrologie*



3.

La relation de commutation nombre-phase

Une question difficile, a la fois pour des photons et des particules matérielles
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Opérateur nombre et opérateur phase (?)

La relation An Agp ~ 1/2 obtenue pour nos fonctions d’essai N
suggere l'existence d’opérateurs 71 et ¢ vérifiant

A A

7, @] =1

n | N .
e Pour l'opérateur n, pas de probleme: 7= E(Na —N,) =J,

e Pour 'opérateur @, plus problématique !

La relation de commutation [71, @] = 1 ne peut pas étre correcte dans tout notre espace de dimension finie (N + 1)

La trace d’un commutateur est toujours nulle, la trace du membre de droite est égale a 1(N + 1)



Définition approchée d’'un opérateur phase

N
On se limite a des états proches de |J, M, = J) pour lesquels (J.) ~ J
e Pour ces états, on définit fy = —J@ (approximation de J,=—Jsin ®)
* On a par ailleurs fz =7n (toujours vrai)
S

La relation de commutation exacte [Jy, J.] =1J, s'écrit alors dans ce cas particulier [n,p] ~ 1

Peut-on la genéraliser pour en faire une relation plus “robuste” ?



7 o °, o ) V4 - 1/7 1@ —_—
Définition de 'opérateur £ (pour e'?) € 7
k=0
La relation formelle [A, @] =1 se généralise en [#, "] = ik "' et conduit a [A, e'?] = — e
Méme si ¢ n’existe pas, peut-on construire un opérateur E qui vérifie |n, E] = —F
et dont 'action fournit (par exemple) la phase des états cohérents ?
N,0)
A , N—-1,1)
E\n)=\n—1) SII@#—N/Z ENN = |IN —1.N. +1
Oui! On pose A P o [ Nop Np) = [N = LN, + 1) N—-22)
El—N/2>=O E‘O,N>=O
. N I.N—1
Attention ! L'opérateur E n’est pas unitaire et la notation E = €' peut étre trompeuse... l % /

7 e fe ~ /) ' l
On veérifie que E\6’=5,q0) %ew\@:?éﬂ)



4.

Un condensat fragmenteé
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La condensation du gaz parfait

Einstein (1924-25) considere un gaz de N particules obéissant a la statistique introduite par Bose

i T A température suffisamment basse, une fraction macroscopique
.y ol des particules s'Taccumule dans I'état fondamental de la boite :

elk- r

VL3

Etats a une particule : wo(r) = 1/113(7) =

VL3

e La population 11, de I'etat yy, est d’'ordre N

e Les populations I[1: des autres états y~ sont non macroscopiques :
POPp i Vi

1-
]\f >0 alalimite thermodynamique




Définition générale de la fraction condensée
Penrose & Onsager

On se place a température nulle pour simplifier : le systeme a N corps est décrit par I'état @ (7, 7, -+, F'y)

Parmi tous les etats a une particule, quel est celui qui est macroscopiquement peuplé ?

e On calcule la matrice densité a un corps p,

trace partielle de I'état |®) sur N — 1 particules

e On diagonalise p, :série de valeurs propres positives ou nulles 11,11, ...

Les vecteurs propres associés y; sont des états a une particules, de population 11;

e Y a-t-il une (ou plusieurs) [1; macroscopique, i.e. d’ordre N a la limite thermodynamique ?



Nozieres
Ho & Kip
Castin & Herzog
Mueller et al.

Un condensat fragmenté

En général, il y a 0 ou 1 valeur propre macroscopique pour la matrice densité a un corps p,

1 valeur propre : condensat “traditionnel”

Mais il existe des situations particulieres pour lesquelles on prédit plusieurs v.p. macroscopiques

N N
Exemple : I'état fondamental d’une jonction dans le régime de Fock | D) = | > )
a'ay (a'b
Py = <A ) <A A> = N(ll2 0 ) . les deux états |a) et | b) sont également peuplés
(de) (bTb) 0 1/2

L’état a un corps est “dépolarisé” alors que le systeme a N corps est dans I'état pur | D)

Mais I'état | @) est tres difficile a préparer de fagon fiable : autres états trés proches en énergie



Un autre type de jonction interne

Gaz d’atomes de sodium (spin 1) dans I'approximation
du mode spatial unique : 3 états internes

vV A fonction d'onde ®(7)

[\@(7}\2d3r:1

Interactions entre atomes : plusieurs effets possibles parmi lesquels [0) + |0) =2 [+1) + |[—-1)

/ L4 . /\"< /\T A\ A\ /\'*< /\'*< A\ A\
processus décrit par le terme : a, a' apa, + agaga,;a_;

A\ Vo
Va\

qui vient remplacer I'effet tunnel ou le couplage cohérent: a'b + b'a



'effet du champ magnétique extérieur

a,B + a,B”
Effet du champ magnétique pris m =0 8 B>
en compte au 2éme ordre inclus : —————— 1 2
m=—1 ,
—-o B+ a,b
Pour le processus, |[0) + |0) =2 [+ 1) + | —1), les énergies pertinentes sont :

2p,B* 2a,B°

Effet pris en compte par le terme —qNO avec g = (a, — ﬁz)Bz



'hamiltonien de cette “jonction”

A I'approximation du mode spatial unique, jonction caractérisée par les deux paramétres p et g :

7 — oot 2t a8 stat a4 :
H=p <a+1 a’ dpay + dja,d, a_1> < effet tunnel, couplage cohérent : E,
P (o 2 &0 , . . .
-3 (No + (N, +N_)) ) <— énergie de charge due aux interactions : E-
—CIN() — Ay, désaccord du couplage cohérent

Observation de résonances de Shapiro par modulation du champ magnétique extérieur (donc du parametre g)

Bertrand Evrard, An Qu, Karina Jiménez-Garcia, Jean Dalibard & Fabrice Gerbier (2019)



'état fondamental de la jonction en champ magnétique nul (g = 0)

~ N
Autre écriture de I’'hamiltonien H = ESZ — gN, S = ZE} : Spin total

T —

_— N

regroupe |I'énergie tunnel désaccord
et I'énergie de charge

Atomes de sodium : p > 0

Pour g = 0, I'état fondamental corresponda § =0 si N estpair (S =1si N estimpair)

N N
— transposition de l'état | > Y trouvé pour la jonction { | a), | b))}
e Etat a NV corps pur et fortement corrélé
1/3 O 0
* Matrice densité a 1 corps : 0 1/3 0 complétement dépolarisé = condensat a 3 fragments
base {|[m=—-1),|m=0),|m=+1)} 0 0 1/3



Mise en evidence experimentale Evrard, Qu, Dalibard, Gerbier
Science (2021)

~ 100 atomes de sodium,

0/ état interne de spin 1

ﬁzgy_qm

Va\

Etat initial : champ magnétique important, H =~ — qNO : tous les atomes occupent I'état |m = 0)
Rampe lente du champ magnétique jusqu’a B = 0 : suivi (presque) adiabatique de I'état fondamental

Diagnostic par une expérience de Stern & Gerlach

Mesure des occupations de trois etats
m- =0, 1 selon un axe u ajustable

(précision a un atome pres !)



Matrice densité a un corps

Moyenne de plusieurs milliers de réalisations avec des axes de mesure Stern & Gerlach différents

—— donne acces aux valeurs moyennes {(d'a ) danslabasem =0, + 1
m-m <

Fragmented spin state Coherent spin state
1
‘P( )‘ 1Eigenvalues 1Eigenvalues
0.4 0.5 0.5
0
~ matrice d’un spin Pour controle : résultat obtenu
completement dépolarisé pour |'état cohérent de spin |J,m = J)

/3 0 O
0 1/73 0
0 0 1/3



'état a NV corps est-il bien un état (presque) pur ? Evrard, Qu, Dalibard, Gerbier
Science (2021)

Tomographie complete irréalisable pour 100 particules :
on reconstruit les populations par une méthode de maximum de vraisemblance

Dimension de I'espace de Hilbert ~ 10000

|PSM

74 0.14
états |S,M) avec $§=0,---,100 et M =-S5, ---, S 1
0.12 M=0 5=0
0 M=-1|| M=0 || M=+1 S=1
. ’ a . e - - - - _ _
Population concentrée sur les tres faibles valeurs de S 0.08 IS M2 || M=-1 || M20 || MEH| [ M=12] 0 5=2

0.06
0.04

0.02

Pour un état sans corrélation entre spins, on attend

N
(§%) = ) (§7) = 200
=1

On trouve ici (S?) ~ 9
35



Conclusions

Caracterisation de I'état quantique fondamental de la jonction sur 'ensemble du domaine de variation de E-/E;

e On retrouve les régimes de Rabi et Josephson : état fondamental cohérent ou comprimé

o Identification d’un régime spécifiquement quantique (Fock) pour £~ > E; o

0.12 f

01 f

0.08 f

condensat fragmenté, mis en évidence pour une jonction interne formée de spins 1

0.06
0.04

0.02

Emergence d’un opérateur phase avec la relation de commutation [e'?, 7] = e'?

a manier avec précaution car l'opérateur €'? n’est pas unitaire



