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Introduction

En 1962, Brian Josephson, alors étudiant en thèse à l’Université de Cam-
bridge publie un article de deux pages qui va avoir un impact considérable
sur toute la physique de la matière condensée (JOSEPHSON 1962). Joseph-
son suivait les cours donnés par P.W. Anderson, alors en année sabbatique
au laboratoire Cavendish (JOSEPHSON 1974). Inspiré par ces cours, en par-
ticulier par ceux concernant la brisure spontanée de symétrie, Josephson
considère une jonction formée de deux supraconducteurs séparés l’un de
l’autre par une fine barrière isolante (figure 1) ; il montre que même en ab-
sence de différence de potentiel entre les deux supraconducteurs, un cou-
rant peut circuler de l’un vers l’autre avec une intensité fonction de la dif-
férence de phase quantique entre ces deux supraconducteurs.

Comme l’écrit ANDERSON (1970), les physiciens pensaient à l’époque
que la phase d’un supraconducteur n’était pas mesurable :

In 1962 we had already postulated that superconductivity
consisted of coherence of the de Broglie waves representing
pairs of electrons inside the superconductor. Prior to Joseph-
son, the phase φ of these macroscopic waves was thought to
be unmeasurable in principle ...

La phase absolue d’un supraconducteur n’est certes pas mesurable, mais
la phase relative entre deux supraconducteurs l’est, et c’est précisément
ce que Josephson a mis en avant dans son article. Il s’appuyait pour cela
sur la découverte toute récente de GIAEVER (1960), qui avait observé l’effet
tunnel d’électrons à travers une barrière isolante, séparant deux métaux
supraconducteurs 1.

1. Josephson et Giaever ont reçu le prix Nobel de physique 1973, avec Leo Esaki qui avait
quant à lui découvert l’effet tunnel d’électrons dans des semi-conducteurs.

FIGURE 1. Jonction Josephson. Un courant peut circuler entre les deux supra-
conducteurs en l’absence de toute différence de potentiel électrique entre eux. Ce
courant est une fonction de la phase relative φ ≡ φa − φb entre ces deux supra-
conducteurs.

Même si Josephson s’est heurté initialement au scepticisme d’une par-
tie des théoriciens de l’époque (MCDONALD 2001 ; FOSSHEIM et al. 2013),
les expérimentateurs sont venus rapidement confirmer ses prédictions, en
premier lieu Anderson lui-même (ANDERSON & ROWELL 1963). D’autres
confirmations des prédictions de Josephson ont suivi (figure 2), avec l’ob-
servation de l’effet Josephson alternatif et des résonances de Shapiro
(SHAPIRO 1963), désormais à la base des standards électriques. Citons éga-
lement la réalisation de dispositifs interférométriques, les SQUIDs (super-
conducting quantum interference devices), qui font partie des dispositifs les
plus sensibles pour la mesure de faibles champs magnétiques.

Josephson a rédigé son article en s’intéressant aux matériaux supracon-
ducteurs, mais les concepts qu’il a mis en avant s’appliquent à d’autres
fluides quantiques, comme l’hélium liquide ou les gaz d’atomes ultra-
froids, pourvu qu’ils présentent une cohérence macroscopique. Quand
c’est le cas, un couplage entre deux composantes du fluide (notées dans
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JOSEPHSON CURRENTS IN SUPERCONDUCTING TUNNELING: THE EFFECT OF MICRO&AVES
AND OTHER OBSERVATIONS*

Sidney Shapiro
Arthur D. Little, Inc. , Cambridge, Massachusetts

{Received 13 June 1963)

In the course of experiments on the effect of
micromave fields on superconducting tunneling,
we have had occasion over the past few months
to fabricate many tunneling crossings of low re-
sistance (5-20 0 with a crossing area of 1.5
x10 4 cm~). Every one of these samples has
exhibited the zero-voltage currents predicted by
Josephson' and attributed, in effect, to the tun-
neling of Cooper pairs. The observation of these
currents has already been reported by Anderson
and Rowell. ' Our experiments have brought to
light several new effects which we summarize
below.
The samples were Al/Al, O~/Sn. Two five-mil-

wide Al lines, evaporated onto cleaned glass sub-
strates, were oxidized in a glom discharge gen-
erated in an atmosphere of about 0. 1 Torr of dry
oxygen for 15 seconds. A five-mil-wide cross-
strip of Sn was then evaporated forming two sam-
ples on each substrate.
The tunneling current versus voltage charac-

teristics were displayed on an X-Y oscilloscope.
A low-impedance source was used to drive the
loop containing the sample and the current-meas-
uring resistor. The latter, and thus the circuit
load line, could be varied, either in calibrated
steps or continuously, from 10 Q to 10000 Q.
The source was either dc, ac, or both in com-
bination. Generally 60-cps ac was used though
other frequencies were employed as desired.

No attempt was made to shield the earth's mag-
netic field. Most data mere taken at about 0.O'K.
The following observations were noted in the

course of experiments with a large number of
tunneling crossings:
1. Using an ac display, Fig. 1 shows for a

typical sample the zero-voltage current pre-
dicted by Josephson and previously observed
with a dc technique by Anderson and Romell.
During each haU-cycle of the sweep, current

FIG. 1. I-V characteristic near origin showing zero-
voltage Josephson current and negative resistance switch-
ing trace. Vertical scale 58. 8 p, V/cm, horizontal scale
13O nA/cm.

FIGURE 2. Caractéristique d’une jonction Josephson, avec I en abscisse et V en
ordonnée. On voit qu’un courant I non nul peut circuler dans la jonction même si
la différence de potentiel V est nulle, comme prédit par Josephson. Largeur totale
∼ 1µA, hauteur totale ∼ 0.5mV. Figure extraite de SHAPIRO (1963).

la suite a et b) permet de réaliser le système modèle étudié par Josephson.
Ces deux composantes peuvent être séparées spatialement, a à gauche, b à
droite, avec une barrière physique comme la couche isolante de la jonction
supraconductrice. Le couplage correspond alors à l’effet tunnel à travers
la barrière (figure 3, gauche). Ce couplage peut également être induit par
une onde électromagnétique, les états a et b étant alors deux états internes
des particules, par exemple deux états de spin. Dans ce dernier cas, les
particules occupent la même région de l’espace (figure 3, droite).

La démarche que nous allons suivre dans cette série de cours est
double :

D’une part, nous allons présenter quelques facettes de l’effet Joseph-
son pour des supraconducteurs, en nous limitant à un petit nombre d’ex-
périences emblématiques. Nous rencontrerons ainsi les expériences de
Clarke, Devoret et Martinis qui leur ont valu le prix Nobel de Physique
2025 ; nous verrons comment les résonances de Shapiro permettent de re-
lier un voltage à une fréquence et de faire ainsi des mesures électriques
de très grande précision ; nous nous intéresserons également au "régime
quantique" de la jonction Josephson, qui conduit à la réalisation de qubits
supraconducteurs.

FIGURE 3. Les deux types de jonctions Josephson étudiées dans ce cours. Gauche :
un ensemble de particules est séparé en deux par une barrière, que les particules
peuvent franchir par effet tunnel. Les particules à gauche de la barrière (bleues)
seront notées a et celles à droite (rouges) seront notées b. Droite : les particules
peuvent être préparées dans deux états internes possibles et une onde électroma-
gnétique peut induire des transitions a↔ b.

D’autre part, nous aborderons la transposition de ces effets à des fluides
d’atomes, dans un liquide ou dans un gaz. Nous montrerons que cer-
tains aspects de la jonction supraconductrice ont été transposés avec suc-
cès, comme l’observation des oscillations plasma, l’utilisation de SQUIDs
pour des mesures de précision – en l’occurrence la rotation –, ou encore les
résonances de Shapiro. D’autres dispositifs liés aux jonctions Josephson,
comme la réalisation de qubits performants, n’ont pas encore vu le jour. Ce
cours aura pleinement atteint son but s’il stimule des recherches dans ces
directions encore peu explorées, au moins sur le plan expérimental.

Nous suivrons le plan suivant :

— Le premier chapitre sera consacré à l’établissement des relations Jo-
sephson et à leur transposition à un double puits confinant un conden-
sat de Bose-Einstein atomique ou un gaz de Fermi superfluide. Nous
y discuterons les similarités et les différences entre les équations du
mouvement des deux systèmes, et nous décrirons une première mani-
festation de la physique Josephson, l’oscillation plasma.

— Dans le chapitre 2, nous aborderons la dynamique d’une jonction Jo-
sephson avec la détermination de sa caractéristique, c’est-à-dire la va-
riation de la tension électrique moyenne aux bornes de la jonction en
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fonction du courant qui la traverse (cf. figure 2). Nous exploiterons le
modèle RCSJ (resistively and capacitively-shunted junction) qui permet
de décrire de multiples aspects de cette dynamique, et nous verrons
comment transposer ce modèle à un fluide d’atomes.

— Le chapitre 3 sera centré sur les effets dépendant du temps, en particu-
lier l’effet Josephson alternatif et les résonances de Shapiro. Nous ex-
pliquerons leur rôle crucial en métrologie et nous décrirons leur trans-
position à l’hélium superfluide ainsi que, très récemment, à des gaz
d’atomes froids.

— Nous aborderons au chapitre 4 les jonctions Josephson internes, où le
couplage entre les deux états a et b de la jonction n’est pas dû à un effet
tunnel, mais est induit par une onde électromagnétique. Même si les
équations du mouvement sont formellement identiques à celles d’une
jonction interne, les régimes qui peuvent être réalisés expérimentale-
ment sont notablement différents ; de nouveaux phénomènes peuvent
apparaître, comme une transition de phase d’un régime para- vers un
régime ferromagnétique.

— Le chapitre 5 sera consacré aux "condensats fragmentés", un régime
que l’on atteint quand le couplage entre les états a et b devient très
faible. La description de la jonction que nous aurons utilisée jusqu’ici,
fondée sur un traitement en termes de champs classiques, cesse alors
d’être valable et il faut se tourner vers un traitement quantique. Nous
illustrerons cette possible fragmentation sur l’exemple d’un condensat
de particules de spin 1, où le rôle de la barrière Josephson est joué par
les interactions entre atomes.

— Au dernier chapitre, nous nous intéresserons aux SQUIDs. Nous ex-
pliquerons comment ces dispositifs permettent, à partir de jonctions
supraconductrices, de réaliser des capteurs extrêmement sensibles du
champ magnétique. Nous discuterons brièvement la réalisation de qu-
bits à partir des ces dispositifs. Nous étudierons ensuite la transposi-
tion de la notion de SQUID à des jonctions atomiques, en tirant parti
du lien entre le magnétisme orbital de particules chargées et la rotation
de particules neutres.

Pour terminer cette introduction, insistons sur le fait que les notes qui
suivent n’ont pas la prétention d’être un cours exhaustif sur les jonctions
Josephson supraconductrices. D’excellents livres couvrent ce vaste do-
maine, comme par exemple BARONE & PATERNO (1982), LIKHAREV (1984),

TINKHAM (2004), CLARKE & BRAGINSKI (2004), BUCKEL & KLEINER

(2008), et nous y renvoyons les lectrices et lecteurs désireux d’approfon-
dir certains aspects abordés ici.

Remerciements. Je suis très reconnaissant à Jérôme Beugnon, Raphael
Lopes et Sylvain Nascimbene pour leur relecture d’une première version
de ces notes de cours. Je remercie également Michel Cotte et Amaury Mou-
chet pour plusieurs discussions au cours de cet enseignement.
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Chapitre I

La jonction Josephson et le double puits de potentiel

Ce premier chapitre est consacré à la présentation de l’effet Joseph-
son, qui se produit quand deux supraconducteurs sont mis au contact l’un
de l’autre à travers une fine barrière. Nous commencerons par donner les
deux relations fondamentales reliant le courant supraconducteur I , la dif-
férence de phase φ aux bornes de la jonction et le potentiel électrique V .

Nous décrivons ensuite le modèle RCSJ (Resistively and Capacitively-
Shunted Junction), qui rend compte des différents aspects de la dynamique
d’une jonction supraconductrice, en le comparant au cas des dipôles élec-
triques usuels, résistance, capacité et inductance.

Dans les chapitres qui suivront, nous aborderons la description quan-
tique de la jonction, dans laquelle la phase φ et le courant I deviennent
des opérateurs. Pour préparer ce passage au quantique, nous proposons
ici une formulation lagrangienne et une formulation hamiltonienne de la
jonction, en montrant notamment que la phase et le nombre de paires de
Cooper sur la capacité formée par les deux parois de la jonction sont des
quantités conjuguées.

Nous passons ensuite au cas des jonctions atomiques. Ces dernières
sont réalisées en plaçant un gaz d’atomes ultra-froids dans un double puits
de potentiel, avec une barrière centrale pouvant être franchie par effet tun-
nel. Nous montrons que l’on retrouve pour ce double puits des équations
d’évolution similaires à celles de la jonction. Nous soulignons néanmoins
une complication dans le cas atomique, liée au fait que les densités de part
et d’autre de la barrière tunnel ne sont pas constantes, contrairement au

cas supraconducteur où des générateurs extérieurs permettent de mainte-
nir un courant donné, sans modification de la densité de paires de Cooper.
Nous montrons comment ce terme additionnel peut se manifester sur un
phénomène simple, l’oscillation plasma de la jonction.

Nous avons résumé dans trois appendices en fin de chapitre les princi-
paux éléments permettant de décrire un gaz ultra-froid par une approche
de champ moyen, basée sur le fonctionnelle d’énergie de Gross-Pitaevskii.

1 Les dipôles électriques usuels

1-1 Les composants élémentaires R,L,C

Nous commençons par rappeler les équations de base de l’électroci-
nétique pour les trois types de composants passifs habituels, résistances,
condensateurs et inductances. Ceci nous permettra de préciser les conven-
tions de signe qui seront ensuite utilisées pour le sens des courants et la
valeur des tensions (RASMUSSEN, CHRISTENSEN et al. 2021).

On considère un dipôle électrique placé entre deux points a (à gauche)
et b à droite (figure I.1). On note V = Va − Vb la différence de potentiel
électrique entre ces deux points et I l’intensité du courant électrique circu-
lant de a vers b. On trouve pour les trois types de dipôles mentionnés plus
haut :
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I I

V = Va − Vb

a b

FIGURE I.1. Convention de signe adoptée dans ce cours concernant la tension et
le courant pour un dipôle électrique.

R

C

a b

FIGURE I.2. Circuit RC isolé, décrit par l’équation (I.4).

— Pour une résistance R :
V = RIres . (I.1)

— Pour un condensateur de capacité C :

Icap = Q̇ = CV̇ , (I.2)

où Q est la charge portée par le condensateur (plus précisément la
charge déposée sur l’armature située du côté de a).

— Pour une inductance L :
V = Lİind (I.3)

On déduit de ces équations le comportement d’un circuit composé. Par
exemple, pour le circuit RC représenté sur la figure I.2, la somme des cou-

R

L

a b

FIGURE I.3. Circuit RL isolé, décrit par l’équation (I.5).

rants traversant R et C doit s’annuler, dont on déduit l’équation d’évolu-
tion de la tension V = Va − Vb

Icap + Ires = CV̇ +
V

R
= 0 ⇒ V̇ +

V

τ
= 0 avec τ = RC , (I.4)

soit un amortissement exponentiel avec la constante de temps τ .

De même, pour le circuit RL de la figure I.3, on trouve en prenant la
dérivée de la somme des courants traversant les deux éléments :

d

dt
(Ires + Iind) =

V̇

R
+
V

L
= 0 ⇒ V̇ +

V

τ
= 0 avec τ =

L

R
, (I.5)

là aussi un amortissement exponentiel. Nous retrouverons ce type de dis-
sipation dans la description d’une jonction Josephson.

Le circuit LC représenté sur la figure I.4 est également intéressant car il
va nous permettre de mettre en place, sur un modèle très simple, le forma-
lisme lagrangien et hamiltonien que nous utiliserons fréquemment dans la
suite. L’équation d’évolution de l’intensité dans le circuit conduit à :

d

dt
(Icap + Iind) = CV̈ +

V

L
= 0 ⇒ V̈ + ω2V = 0 avec ω =

1√
LC

,

(I.6)
soit une évolution périodique pour V à la fréquence ω/2π.

Finalement, pour préparer le traitement quantitatif d’une jonction Jo-
sephson, il est intéressant de considérer la situation où les trois éléments

12
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L

C

a b

FIGURE I.4. Circuit LC isolé, décrit par l’équation (I.6).

L

R

C
a b

I I

FIGURE I.5. Circuit RLC alimenté par le courant extérieur I . L’évolution du
flux magnétique Φ dans l’inductance L est décrite par l’équation (I.8).

L, R et C sont placés en parallèle et alimentés par un générateur de cou-
rant I dépendant éventuellement du temps (figure I.5). Introduisons le flux
magnétique dans l’inductance

Φ(t) = LIind(t) , (I.7)

où Iind(t) est l’intensité traversant l’inductance L. La tension V (t) est don-
née par V = Lİind = Φ̇ et les courants traversant la capacité C et la résis-
tance R sont respectivement Icap = CV̇ = CΦ̈ et Ires = V/R = Φ̇/R, de
sorte que l’équation donnant l’évolution de Φ s’écrit

CΦ̈ +
Φ̇

R
+

Φ

L
= I (I.8)

qui peut encore s’écrire

Φ̈ +
ω

Qqual
Φ̇ + ω2Φ =

I

C
. (I.9)

L’équation sans second membre (I = 0) correspond à un mouvement d’os-
cillateur harmonique amorti, avec le facteur de qualité

Qqual = ωRC = R

…
C

L
. (I.10)

1-2 Formulation lagrangienne du circuit LC

Reprenons le circuit isolé LC de la figure I.4. Pour passer au formalisme
lagrangien, rappelons que pour un élément d’un circuit électrique traversé
par une intensité I et soumis à une différence de potentiel V , la puissance
électrique instantanée est V I . L’énergie stockée (ici sous forme inductive
ou capacitive) est obtenue en calculant l’intégrale

∫
V (t)I(t) dt, partant de

l’état U = 0, I = 0 pour aller vers le couple (V, I) désiré.

On a donc pour une inductance L

UL(I) =

∫
L
dI

dt
I(t) dt =

1

2
LI2 , (I.11)

et pour un condensateur C

UC(Q) =

∫
V (t) C

dV

dt
dt =

1

2
CV 2 =

Q2

2C
, (I.12)

d’où l’énergie totale du circuit LC :

E = UL + UC =
1

2
LI2 +

Q2

2C
. (I.13)

Il existe plusieurs lagrangiens simples permettant de décrire l’évolu-
tion du circuit LC isolé. Pour faciliter le lien avec ce que nous verrons un
peu plus loin pour la jonction Josephson, utilisons comme en (I.9) le flux
magnétique Φ(t) = LIind(t), c’est-à-dire :

Φ(t) =

∫ t

−∞
V (t′) dt′, (I.14)

13
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le choix de la borne inférieure de l’intégrale étant sans importance pra-
tique. Considérons le lagrangien

L(Φ, Φ̇) = 1

2
CΦ̇2 − UL(Φ) avec UL(Φ) =

Φ2

2L
(I.15)

Il conduit à l’équation de Lagrange

d

dt

Å
∂L
∂Φ̇

ã
=

Å
∂L
∂Φ

ã
⇒ CΦ̈ = −Φ

L
(I.16)

ce qui redonne bien l’oscillation à la fréquence ω/2π. Le moment conjugué
de Φ est

pΦ =
∂L
∂Φ̇

= CΦ̇ (I.17)

c’est-à-dire pΦ = CV = Q et l’hamiltonien H(Φ, pΦ) vaut

H(Φ, pΦ) = pΦΦ̇− L(Φ, Φ̇) =
p2Φ
2C

+
Φ2

2L
(I.18)

On retrouve l’énergie totale du circuitLC donnée en (I.13) avec, pour le for-
malisme lagrangien adopté ici, l’énergie capacitive qui joue le rôle d’éner-
gie cinétique et l’énergie inductive qui joue le rôle d’énergie potentielle.
Plus précisément, les deux équations de Hamilton sont

Φ̇ =
∂H

∂pΦ
⇒ Φ̇ =

pΦ
C

(I.19)

et
ṗΦ = −∂H

∂Φ
⇒ CΦ̈ = −Φ

L
, (I.20)

ce qui permet de retrouver l’équation d’évolution (I.6).

1-3 Quantification du circuit LC

Partant du formalisme lagrangien classique, il est possible de quantifier
le problème en traitant les deux quantités conjuguées, le flux magnétique Φ
et la charge pΦ = Q, comme des opérateurs vérifiant la relation de commu-
tation [Φ̂, Q̂] = iℏ (RASMUSSEN, CHRISTENSEN et al. 2021). Pour travailler

avec des variables sans dimensions, on suppose la charge quantifiée en
unité de q0 et on introduit le quantum de flux associé

Φ0 ≡
2πℏ
q0

. (I.21)

En pratique, pour un supraconducteur, le quantum de charge q0 est égal
à la charge d’une paire de Cooper, 2e. On peut alors travailler avec les
variables sans dimension

φ̂ ≡ 2π
Φ̂

Φ0
n̂ ≡ p̂Φ

q0
=
Q̂

q0
(I.22)

de sorte que la relation de commutation devient

[Φ̂, Q̂] = iℏ ⇔ [φ̂, n̂] = i (I.23)

et l’hamiltonien peut s’écrire

Ĥ =
1

2
EC n̂

2 +
1

2
ELφ̂

2 (I.24)

avec les énergies

EC =
q20
C

EL =
(Φ0/2π)

2

L
=

ℏ2

q20L
. (I.25)

C’est l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique de fréquence ω telle que

ℏω =
√
ECEL (I.26)

avec, dans l’état fondamental, la dispersion des deux quantités conjuguées

1

2
EC∆n

2 =
1

2
EL∆φ

2 =
1

4
ℏω . (I.27)

Pour EC = EL, on trouve ∆n = ∆φ = 1/
√
2. Quand on s’écarte de ce

rapport EC/EL = 1, on obtient un état fondamental avec des fluctuations
de charge plus ou moins grandes.

Ces considérations, qui deviendront véritablement pertinentes pour
une jonction Josephson plutôt que pour une inductance linéaire, n’ont d’in-
térêt que si la température est suffisamment basse pour qu’il soit pos-
sible de préparer l’oscillateur avec une population faible des états exci-
tés (kBT ≪ ℏω). Pour les circuits Josephson, l’équivalent de la fréquence
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a b

I I

FIGURE I.6. Représentation schématique d’une jonction Josephson idéale.

ω/2π est la fréquence plasma, qui se situe dans la gamme de la dizaine de
GHz. Le traitement quantique qui précède devient donc nécessaire pour
des températures notablement inférieures au kelvin.

2 La jonction Josephson

2-1 Géométrie de la jonction

Une jonction Josephson est un élément non linéaire d’un circuit élec-
trique formé par deux électrodes supraconductrices, notées ici a et b, sépa-
rées par une barrière qui peut être un matériau isolant, semi-conducteur ou
encore un conducteur normal. Cette non-linéarité associée à l’absence po-
tentielle de dissipation puisqu’on utilise des matériaux supraconducteurs,
font de la jonction Josephson un composant essentiel pour la fabrication
de circuits pour le traitement quantique de l’information. Sa représenta-
tion schématique est indiquée en figure I.6.

Dans tout ce qui va suivre, nous décrirons chaque électrode comme une
assemblée de paires de Cooper, chaque paire étant formée par l’apparie-
ment de deux électrons de vecteurs d’onde et de spins opposés. Ces paires,
de nature bosonique effective, se condensent dans un même état quantique
macroscopique décrit par un paramètre d’ordre complexe, qui brise spon-
tanément la symétrie de phase U(1) du système. La phase de ce paramètre
d’ordre va jouer un rôle central dans tout ce qui suit.

La barrière séparant les deux supraconducteurs doit être suffisamment
fine pour que les paires de Cooper puissent passer par effet tunnel d’une
électrode à l’autre. En pratique, cette épaisseur est de l’ordre de la dizaine
de nanomètres, soit une dizaine de couches atomiques. Notons qu’à la
place de la barrière tunnel, il peut y avoir simplement une forte constric-

FIGURE I.7. Exemples de jonctions Josephson réalisées à partir de barrière tunnel
ou de lien faible.

tion spatiale, auquel cas on parle de "lien faible" (weak link) entre les deux
supraconducteurs. Nous avons représenté en figure I.7 deux géométries
utilisées pour réaliser ces jonctions.

On note I le courant électrique traversant la jonction et V la tension
électrique entre ses bornes (figure I.8). Pour décrire la jonction, on introduit
comme indiqué plus haut les deux paramètres d’ordre ψa,b associés aux
deux électrodes, et caractérisés par les densités de paires de Cooper na,b et
les phases φa,b :

ψj =
√
ρj e

iφj j = a, b. (I.28)

Une quantité importante vient s’ajouter aux paramètres habituellement
utilisés pour décrire les éléments habituels d’un cricuit électrique ; il s’agit
de la différence de phase entre les deux côtés de la jonction :

φ ≡ φa − φb . (I.29)

Nous verrons un peu plus loin que cette phase φ joue dans certaines condi-
tions un rôle similaire au flux Φ de l’inductance considérée en §1, mais son
effet peut aller bien au delà.
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FIGURE I.8. Un générateur de courant délivre l’intensité I à travers la jonction.
On mesure la tension V à ses bornes.

2-2 La première relation de Josephson

La dynamique de la jonction est décrite par deux équations fondamen-
tales. La première relation de Josephson indique que la jonction peut être
traversée par un courant I même en l’absence de toute différence de po-
tentiel V . Ce courant s’écrit 1 :

Jonction "idéale" : I = Ic sinφ (I.30)

où l’intensité Ic est une caractéristique de la jonction. Elle varie beaucoup
selon le type de jonction considérée, depuis le microampère jusqu’à la di-
zaine de milliampères.

Précisons là encore le sens du courant : I désigne par convention l’in-
tensité électrique allant de a vers b. Un courant I positif signifie donc que
les paires de Cooper, chargées négativement, vont de b vers a sur la figure
I.6. Vérifions que la relation (I.30) est conforme à ce qu’on attend pour la
vitesse d’une particule quantique de masse m quand sa fonction d’onde
présente un gradient de phase : v = ℏ

m
dφ
dx ; si la phase φa est choisie lé-

gèrement plus grande que φb (la différence φ étant petite devant π), cette
relation s’écrit I ≈ Icφ = Ic(φa − φb) > 0 : la phase augmente quand on
va de b vers a et la vitesse des paires de Cooper est donc bien dirigée de

1. La dépendance en sinφ du courant peut être enrichie en ajoutant des harmoniques, tout
en conservant la périodicité vis-à-vis de la variable φ, puisque φ et φ+2π correspondent à la
même situation physique. Cette complication n’interviendra quasiment pas dans les jonctions
que nous considérerons dans la suite.

I

V

+Ic−Ic

FIGURE I.9. Fraction de la caractéristique d’une jonction Josephson déduite de la
relation (I.30).

b vers a [voir également le traitement ci-dessous conduisant de façon plus
quantitative à (I.31-I.33)].

Nous aurons l’occasion de décrire en détail les caractéristiques courant-
tension des jonctions Josephson. À ce stade, nous pouvons d’ores et déjà en
proposer une composante : un segment compris entre −Ic et +Ic sur l’axe
V = 0 (figure I.9).

Dans une expérience de pensée où l’on prépare les deux supraconduc-
teurs séparés et isolés, puis que l’on branche un couplage tunnel entre les
deux, la phase φ est aléatoire puisqu’elle résulte d’une brisure spontanée
de symétrie. Le courant I peut donc prendre n’importe quelle valeur entre
−Ic et +Ic. Ce courant permanent peut circuler indéfiniment si l’on sup-
pose que les deux supraconducteurs a et b sont connectés à des sources de
courant qui permettent de maintenir constantes les densités de paires de
Cooper na,b et les phases φab : c’est l’effet Josephson continu.

JOSEPHSON (1962) a établi cette relation à partir de l’approche de Bogo-
liubov pour un supraconducteur. Deux ans plus tard, Feynman en a donné
une démonstration simple dans son célèbre cours de physique, en écrivant
l’évolution des deux paramètres d’ordre ψa,b, assimilés à des amplitudes
de probabilité obéissant à l’équation de Schrödinger. Nous reprendrons
une approche voisine en § 4 pour un double puits contenant des atomes
piégés. Notons toutefois une différence entre notre approche et celle de
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Feynman : nous nous intéresserons à un système fermé, pour lequel le
nombre d’atomes total Na + Nb est constant. L’approche de Feynman est
plus subtile : elle consiste à évaluer le courant (non nul) de paires de Co-
oper traversant la barrière dρa

dt = −dρb

dt , tout en maintenant les densité de
paires ρa et ρb constantes. Cela est possible car on a affaire dans le cas d’une
jonction supraconductrice à un système ouvert. Il faut toutefois un certain
"doigté" pour prendre en compte correctement ce point tout en conservant
un système hamiltonien.

Nous pouvons donner ici une justification semi-quantitative de la pre-
mière relation de Josephson en utilisant une version discrète du courant de
probabilité associé à une fonction d’onde ψ(x, t) :

J = i
ℏ
m

Å
ψ
dψ∗

dx
− ψ∗ dψ

dx

ã
(I.31)

où nous nous limitons à une dimension d’espace pour simplifier les nota-
tions. Nous nous plaçons au centre de la barrière pour évaluer J et nous
faisons la substitution

ψ → α

2
(ψa + ψb)

dψ

dx
→ β

ℓ
(ψb − ψa) (I.32)

où les coefficients α et β sont mis ici de façon heuristique pour prendre
en compte l’atténuation exponentielle de l’amplitude de probabilité à l’in-
térieur de la barrière et où ℓ représente l’épaisseur de cette barrière. On
trouve alors

J ∝ i (ψaψ
∗
b − ψ∗

aψb) ∝ − sinφ (I.33)

ce qui correspond bien au courant prédit par Josephson. Le signe− résulte
du fait déjà mentionné que le courant de probabilité des paires de Cooper
(chargées négativement) est de signe opposé à celui du courant électrique.

2-3 La seconde relation de Josephson

La seconde relation de Josephson donne l’évolution de la phase rela-
tive φ en présence d’une différence de potentiel V (qui peut dépendre du
temps) :

ℏφ̇ = 2eV (I.34)

Le facteur 2e (avec 2e > 0) représente la charge absolue d’une paire de
Cooper et 2eV représente donc la différence d’énergie de cette paire entre
les deux côtés de la barrière. Cette équation fait écho à celle bien connue
pour l’évolution de la fonction d’onde d’une particule unique d’énergie
E, faisant intervenir le facteur de phase e−iEt/ℏ, donc ℏφ̇ = −E, nous y
reviendrons en détail dans notre étude des jonctions atomiques en § 4.

Considérons le cas d’une tension V constante, de sorte que la phase
évolue linéairement dans le temps :φ(t) = φ(0)+2eV t/ℏ. Ce résultat injecté
dans l’équation (I.30) indique qu’un courant oscillant, d’amplitude Ic et de
fréquence 2eV/h, va traverser la jonction : c’est l’effet Josephson alternatif.

Il n’est pas immédiat à ce stade de savoir comment combiner les deux
équations (I.30-I.34) pour décrire une situation générale dans laquelle
une jonction est alimentée par un générateur de courant (continu ou va-
riable), avec des intensités pouvant dépasser Ic. Il faut pour cela introduire
d’autres paramètres pour caractériser cette jonction, notamment sa capa-
cité C et sa résistance effective R. Nous verrons au paragraphe suivant
comment obtenir une description intégrant ces éléments dans le cadre du
modèle RCSJ (Resistively and Capacitively Shunted Junction), c’est-à-dire une
jonction avec un biais résistif et un biais capacitif.

2-4 Le modèle RCSJ

Les deux équations de Josephson (I.30-I.34) ne suffisent pas à elles
seules à décrire l’ensemble des phénomènes susceptibles d’être observés
avec une jonction Josephson. Par exemple, elles ne permettent pas de ré-
pondre à la question : que se passe-t-il si on alimente la jonction avec un
courant d’intensité I supérieure à Ic ? L’expérience prouve que l’on rentre
alors dans un régime dissipatif, avec l’apparition d’une différence de po-
tentiel V non nulle aux bornes de la jonction. Par ailleurs, quand on ali-
mente la jonction avec un courant alternatif, il apparaît des effets dont on
ne peut rendre compte qu’en supposant que la jonction comporte une par-
tie capacitive, formée par les deux parois disposées face à face.

Le modèle RCJS, proposé initialement par STEWART (1968) et
MCCUMBER (1968), permet de rendre compte d’une grande variété de phé-
nomènes. Il consiste à décrire une jonction Josephson comme trois éléments
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Ic sinϕ

R

C
a b

I I

FIGURE I.10. Représentation d’une jonction Josephson dans le modèle RCSJ. Le
courant total I circulant dans cet élément de circuit est donné en (I.35), où V =
Va − Vb.

mis en parallèle :

— la jonction idéale, traversée par le courant Ic sinφ ;
— une résistance R, traversée par le courant V/R ;
— une capacité C, traversée par le courant CdV/dt.

Le courant total I , imposé de l’extérieur par un générateur de courant,
est alors relié à la différence de potentiel V aux bornes de cet ensemble par

I = Ic sinφ+
V

R
+ C

dV

dt
(I.35)

avec toujours ℏφ̇ = 2eV . Notons que la dissipation liée à la présence de la
résistanceR est essentielle pour le fonctionnement de nombreux dispositifs
utilisant des jonctions Josephson, en métrologie par exemple, puisqu’elle
permet d’atteindre des régimes stationnaires stables quand la jonction est
pilotée par des courants alternatifs (KAUTZ 1996). La description de cette
dissipation par une simple résistance est valable à relativement basse fré-
quence, et sera suffisante pour la suite de ce cours. La limite non dissipative
de ce modèle est obtenue en prenant R→∞.

Les origines physiques de la dissipation sont multiples ; on trouve en
premier lieu le courant de quasi-particules, qui devient important quand
eV dépasse 2∆, où ∆ est le gap du supraconducteur ; la dissipation peut
également être due à des inhomogénéités de la barrière ou des micro-ponts
métalliques qui créent des chemins résistifs ; d’autres processus physiques,

liés aux états liés d’Andreev ou aux fluctuations de phase, peuvent jouer
un rôle dissipatif important. Nous ne discuterons pas ici ces différents mé-
canismes pour les matériaux supraconducteurs, mais nous les étudierons
plus en détail dans les chapitres suivants pour les jonctions atomiques.

On constate sur (I.35) que si l’on impose un courant continu d’intensité
I inférieur à Ic sur ce système, la solution non dissipative des équations
initiales (I.30)-(I.34) reste valable : V = 0, φ constante (avec sinφ = I/Ic).
On retrouve donc bien l’effet Josephson continu. En ce qui concerne l’ef-
fet Josephson alternatif, il est également contenu dans ces équations : on le
retrouve en imposant une tension constante V de sorte que le terme capa-
citif ne contribue pas, le courant I étant alors modulé dans le temps à la
fréquence 2eV/h.

Les valeurs de C et de R diffèrent bien sûr fortement selon le type de
jonction. Pour les transmons, un élément très utilisé en information quan-
tique, C se situe dans la plage 1 – 100 femtoFarad. La jonction utilisée par
Devoret, Matrinis et Clarke pour les expériences qui leur ont valu le prix
Nobel 2025 avait une capacité de 5 pF, pour une aire de 10µm2. Les résis-
tances R sont en général dans le domaine de quelques ohms à quelques
dizaines d’ohms.

L’équation d’évolution (I.35), couplée à ℏφ̇ = 2eV , peut s’écrire comme
une équation différentielle du deuxième ordre pour la fonction φ(t) :

I = Ic sinφ +
ℏ

2eR
φ̇ +

ℏC
2e
φ̈ (I.36)

Nous aurons l’occasion de revenir à de multiples reprises sur cette équa-
tion et ses nombreuses conséquence physiques.

3 Lagrangien et hamiltonien pour une jonction

Dans cette partie, nous allons utiliser (partiellement) le modèle RCSJ
que nous venons d’introduire. Nous allons nous intéresser à un problème
sans dissipation, c’est-à-dire R =∞, pour établir le formalisme lagrangien
et le formalisme hamiltonien qui permettent de retrouver les relations de
Josephson.
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3-1 Formulation lagrangienne du modèle CSJ

Prenons R =∞ dans le modèle de la figure I.10, de sorte qu’il y a donc
deux termes énergétiques associés à la jonction :

— celui lié à la présence de la capacité et déjà discuté en § 1-2 :

UC(Q) =
Q2

2C
; (I.37)

— celui lié à la jonction idéale. Pour déterminer ce dernier, revenons à la
forme générique

∫ t
V (t′)I(t′) dt′ et appliquons-là en utilisant les deux

relations de Josephson :

UJ(φ) =

∫ t

V (t′)I(t′) dt′ =
ℏIc
2e

∫ t

φ̇(t′) sin[φ(t′)] dt′

= −ℏIc
2e

cos[φ(t)] + cte.
(I.38)

Introduisons maintenant les deux énergies caractéristiques

EJ =
ℏIc
2e

EC =
(2e)2

C
(I.39)

où l’on a pris la charge 2e pour calibrer l’énergie capacitive, c’est-à-dire la
charge d’une paire de Cooper (en valeur absolue). On a donc

UC(n) =
1

2
ECn

2 UJ(φ) = −EJ cosφ (I.40)

où
n =

Q

2e
(I.41)

est le nombre de paires de Cooper sur la partie capacitive.

Il est utile pour la suite d’établir la fonction de Lagrange qui permet
de retrouver l’équation du mouvement (I.36). Pour un courant extérieur
imposé I , un lagrangien possible est

L(φ, φ̇) = ℏ2

2EC
φ̇2 − E(φ) avec E(φ) = UJ(φ) −

ℏI
2e
φ (I.42)

L’équation de Lagrange s’écrit en effet

d

dt

Å
∂L
∂φ̇

ã
=
∂L
∂φ

⇒ ℏ2

EC
φ̈ = −EJ sinφ +

ℏI
2e

(I.43)

c’est-à-dire l’équation donnée en (I.36) quand on omet la partie résistive
(R→∞).

On notera que pour ce choix du lagrangien, le moment conjugué de la
phase φ est

pφ =
∂L
∂φ̇

=
ℏ2

EC
φ̇ =

ℏ
EC

2eV (I.44)

c’est-à-dire

pφ = ℏn (I.45)

où a utilisé le lien entre la différence de potentiel V aux bornes de la jonc-
tion et n : V = Q/C = 2en/C.

Quantification de la dynamique de la jonction. On déduit de ce qui pré-
cède que les variables φ et n sont conjuguées l’une de l’autre, ce qui joue
un rôle essentiel si l’on veut quantifier la dynamique de la jonction. Esquis-
sons très brièvement la démarche à suivre, sur laquelle nous reviendrons
en détail dans le chapitres 5 et 6. Pour cette quantification, il est tentant de
poser [φ̂, p̂φ] = iℏ, ou encore [φ̂, n̂] = i, qui est formellement identique à la
relation (I.23) trouvée pour un circuit LC. Notons néanmoins la différence
importante suivante : φ est ici une variable cyclique, définie modulo 2π.
Nous verrons au chapitre 5 comment formaliser correctement ce passage
classique-quantique.

Par ailleurs, on déduit de cette relation de commutation une condition
nécessaire pour que le traitement classique adopté ici soit valable : il faut
que les effets physiques étudiés ne dépendent pas des incertitudes ∆n et
∆φ, sachant que celles-ci sont contraintes par l’inégalité de Heisenberg
∆n∆φ > 1/2.
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3-2 Formulation hamiltonienne du modèle CSJ

Connaissant le lagrangien du problème et le moment conjugué à φ, on
obtient l’hamiltonien

H = φ̇pφ − L (I.46)

qui est simplement égal à la somme des deux énergies UC(n) et UJ(φ) in-
troduites plus haut, la première jouant le rôle d’une énergie cinétique et la
seconde une énergie potentielle, auxquelles on ajoute l’éventuel potentiel
linéaire −ℏIφ/2e si on impose un courant extérieur I non nul :

H(φ, pφ) =
EC

2ℏ2
p2φ − EJ cosφ − ℏI

2e
φ (I.47)

Les deux relations de Josephson correspondent alors aux deux équations
de Hamilton :

ṗφ = −∂H
∂φ

⇒ ℏI
2e

= EJ sinφ+ ℏṅ (I.48)

et

φ̇ =
∂H

∂pφ
⇒ ℏφ̇ = ECn = 2eV (I.49)

Notons que la première relation de Josephson a été complétée par rapport
à (I.30) car on a ajouté le courant ℏṅ correspondant à la charge/décharge
du condensateur de la figure I.10.

Pour un courant extérieur nul (I = 0), l’hamiltonien (I.47) est formel-
lement identique à celui d’un pendule pesant de longueur ℓ et de masse
m :

Hpen(φ, pφ) =
p2φ
2m
−mgℓ cosφ (I.50)

où φ désigne l’angle par rapport à la verticale (figure I.11). Cette analogie
nous sera utile dans les chapitres suivants. Notons que la présence expli-
cite de ℏ dans les équations qui précèdent ne doit pas faire illusion : notre
traitement des variables φ et pφ est classique (voir la discussion à la fin de
§ 3-1).

Nous avons tracé en figure I.12 le portrait de phase de ce pendule pe-
sant, c’est-à-dire les courbes iso-énergies dans le plan (φ, φ̇) pour E =

`

ϕ

O

m

FIGURE I.11. Pendule pesant de longueur ℓ et de masse m, décrit par l’hamilto-
nien (I.50), formellement identique à (I.47) pour I = 0.

φ̇2

2 − cosφ. On y reconnait les deux types de trajectoires possibles : (i) les
trajectoires oscillantes pour E < 1, avec le pendule qui ne monte pas jus-
qu’au point φ = ±π, et les trajectoires tournantes, pour E > 1. Notons
que la topologie de ce portrait de phase est celle d’un cylindre, puisque les
lignes verticales φ = ±π correspondent à la même situation physique.

3-3 Limite φ≪ 1 et oscillations plasma

Dans la limite des faibles phases, on peut faire dans le modèle RCSJ
l’approximation sinφ ≈ φ, ce qui conduit à l’équation d’évolution

2e

ℏ
I =

2eIc
ℏ
φ +

φ̇

R
+ Cφ̈ . (I.51)
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ϕ/π

ϕ̇

FIGURE I.12. Portrait de phase d’un pendule pesant d’énergie E = φ̇2

2 − cosφ.
Les courbes correspondent à E = −0.5, 0, 0.5, 1, · · · .

Cette équation est identique à celle trouvée en (I.8) pour un circuit RLC, si
on définit l’inductance L par

L =
ℏ

2eIc
. (I.52)

Dans cette limite de faibles phases, la jonction Josephson idéale se com-
porte donc comme une inductance. Sa valeur est en pratique très faible
(nanoHenry), mais on peut mettre un grand nombre de jonctions en série
pour l’augmenter pour certaines applications.

Considérons le cas particulier d’une intensité extérieure I nulle, tou-
jours dans cette limite φ≪ 1, et négligeons la contribution du terme dissi-
patif (i.e. R→∞), ce qui donne l’équation du mouvement :

0 =
2eIc
ℏ
φ + Cφ̈ . (I.53)

La phase φ va donc présenter un mouvement sinusoïdal appelé "oscillation
plasma" à la fréquence :

ωp =

…
2eIc
ℏC

. (I.54)

Cette fréquence plasma ωp peut réécrire en termes des énergies EJ et EC

introduites plus haut :
ℏω =

√
EJEC , (I.55)

comme on le constate immédiatement à partir de l’expression de l’hamil-
tonien (I.47) dans le cas I = 0 et φ≪ 1 :

H(φ, pφ) =
EC

2ℏ2
p2φ +

EJ

2
φ2 . (I.56)

Ces oscillations plasma, qu’il ne faut pas confondre avec l’effet Josephson
alternatif, correspondent au mouvement de faible amplitude du pendule
de la figure I.11 autour de sa position d’équilibre, et elles résultent d’un
échange périodique d’énergie entre la partie inductive de la jonction et sa
partie capacitive.

4 La jonction Josephson pour un gaz d’atomes

4-1 Barrière statique et double puits

Nous nous intéressons maintenant à la transposition de la jonction Jo-
sephson à un gaz d’atomes refroidis et piégés, ce gaz pouvant être décrit
par une fonction d’onde macroscopique. Les gaz quantiques étant généra-
lement confinés dans des pièges harmoniques ou dans des pièges à fond
plat, une méthode simple pour réaliser une barrière tunnel ou une constric-
tion consiste à éclairer ce gaz avec un faisceau lumineux focalisé au centre
du piège. La fréquence de ce faisceau est choisie supérieure à la fréquence
de résonance des atomes, de sorte que la lumière crée un potentiel répul-
sif sur les atomes, donc une barrière dont la hauteur est proportionnelle à
l’intensité lumineuse.

Les puissances laser disponibles en pratique sont largement suffisantes
pour que cette barrière ait une hauteur comparable au potentiel chimique
et à la température des atomes, ce qui permet de se placer dans les condi-
tions requises pour obtenir un effet Josephson. La largeur de la barrière est
de l’ordre du micromètre (ou quelques micromètres), ce qui reste suffisam-
ment petit pour que l’effet tunnel soit significatif.

La première expérience avec une jonction unique réalisée de cette ma-
nière a été faite par ALBIEZ, GATI et al. (2005), dont nous avons extrait
la figure I.13. Nous reviendrons sur les résultats de cette expérience en
§ 4-5. Auparavant, plusieurs expériences, interprétables en termes de jonc-
tions multiples, avaient été réalisées avec des gaz d’atomes placés dans
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We report on the first realization of a single bosonic Josephson junction, implemented by two weakly
linked Bose-Einstein condensates in a double-well potential. In order to fully investigate the nonlinear
tunneling dynamics we measure the density distribution in situ and deduce the evolution of the relative
phase between the two condensates from interference fringes. Our results verify the predicted nonlinear
generalization of tunneling oscillations in superconducting and superfluid Josephson junctions.
Additionally, we confirm a novel nonlinear effect known as macroscopic quantum self-trapping, which
leads to the inhibition of large amplitude tunneling oscillations.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.95.010402 PACS numbers: 74.50.+r, 03.75.Lm, 05.45.2a

Tunneling through a barrier is a paradigm of quantum
mechanics and usually takes place on a nanoscopic scale.
A well known phenomenon based on tunneling is the
Josephson effect [1] between two macroscopic phase co-
herent wave functions. This effect has been observed in
different systems such as two superconductors separated
by a thin insulator [2] and two reservoirs of superfluid
helium connected by nanoscopic apertures [3,4]. In this
Letter we report on the first successful implementation of a
bosonic Josephson junction consisting of two weakly
coupled Bose-Einstein condensates in a macroscopic
double-well potential.

In contrast to all hitherto realized Josephson junctions in
superconductors and superfluids, in this new system the
interaction between the tunneling particles plays a crucial
role. This nonlinearity gives rise to new dynamical re-
gimes. Anharmonic Josephson oscillations are predicted
[5–7] if the initial population imbalance of the two wells is
below a critical value. The dynamics changes drastically
for initial population differences above the threshold of
macroscopic quantum self-trapping [8–10] where large
amplitude Josephson oscillations are inhibited. The two
different dynamical regimes have been experimentally in-
vestigated in the context of Josephson junction arrays [11–
13]. However, the small periodicity of the optical lattice
does not allow to resolve individual wells and thus the
dynamics between neighboring sites. Our experimental
implementation of a single weak link makes it possible
for the first time to directly observe the density distribution
of the tunneling particles in situ. Furthermore we measure
the evolution of the relative quantum mechanical phase
between both condensates by means of interference [14].

The experimentally observed time evolution of the
atomic density distribution in a symmetric bosonic
Josephson junction is shown in Fig. 1 for two different
initial population imbalances (depicted in the top graphs).
In Fig. 1(a) the initial population difference between the
two wells is chosen to be well below the self-trapping

threshold. Clearly nonlinear Josephson oscillations are
observed; i.e., the atoms tunnel right and left over time.
The period of the observed oscillation is 40(2) ms which is
much shorter than the tunneling period of approximately

FIG. 1 (color). Observation of the tunneling dynamics of two
weakly linked Bose-Einstein condensates in a symmetric
double-well potential as indicated in the schematics. The time
evolution of the population of the left and right potential well is
directly visible in the absorption images (19:4 !m! 10:2 !m).
The distance between the two wave packets is increased to
6:7 !m for imaging (see text). (a) Josephson oscillations are
observed when the initial population difference is chosen to be
below the critical value zC. (b) In the case of an initial population
difference greater than the critical value the population in the
potential minima is nearly stationary. This phenomenon is
known as macroscopic quantum self-trapping.
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FIGURE I.13. Superposition d’un puits de potentiel harmonique et d’une barrière
centrale pour un condensat d’atomes 87Rb. Figure extraite de ALBIEZ, GATI et al.
(2005).

2

FIG. 1. Josephson oscillations in a homogeneous 2D Fermi gas. (A) Sketch of a Josephson junction consisting of
two Fermi gases with chemical potential µ, particle numbers NL, NR and phases �L, �R separated by a tunnelling barrier
with height V0. (B) Absorption images of cold atom Josephson junctions. The width of the barrier is held fixed at a waist of
w = 0.81(6)µm, while the size l? of the system is increased. (C, D) Time evolution of the phase di↵erence �� (C) and relative
particle number di↵erence �N/N (D) between the left and right side of the box after imprinting a relative phase di↵erence
of �0 ⇡ ⇡/4. The red lines represent a damped sinusoidal fit. (E) Oscillation frequency as a function of barrier height V0 for
di↵erent system sizes (symbols as in (B)), where the error bars denote the 1� fit error. The inductance LB and capacitance C
of the bulk system are proportional to the length l? of the box and therefore the oscillation frequency decreases with increasing
system size for V0 = 0. For nonzero values of V0, the barrier adds a nonlinear Josephson inductance LJ to the system and the
oscillation frequency decreases as a function of barrier height. (F) Josephson inductance LJ,0(V0) extracted from the frequency
measurements using an LC circuit model. The Josephson inductances for all system sizes collapse onto a single curve, which
shows that the inductance of the junction depends only on the height of the barrier and validates our LC circuit model. We
obtain the calibration of the barrier height V0 by matching the data to a full numerical simulation (dotted line) [27]. The data
are obtained by averaging 20 (B), 42 (C), 130 (D) and 7 (E, F) individual measurements.

and the capacitance C its compressibility. For vanishing
Josephson inductance, the model reduces to a linear res-
onator with frequency !s = 1/

p
LBC = 2⇡vs/2l?, which

corresponds to the frequency of a sound mode propagat-
ing with the speed of sound vs across the length l? of
the system. Introducing a barrier with height V0 adds a
nonlinear inductance LJ to the system and reduces the
oscillation frequency !. Owing to the nonlinearity of
the current phase relation, this LJ depends on the phase
di↵erence �(t) across the junction, but for small phase
excitations there is a linear regime where LJ(�(t)) can
be approximated by a time-independent Josephson in-
ductance LJ,0 and the oscillation frequency is given by

! = 1/
p

(LB + LJ,0)C.

To confirm that our physical system is described by
this model, we prepare a gas of deeply bound dimers,
perform measurements of the oscillation frequency in the
linear regime as a function of the barrier height for dif-
ferent system sizes (Fig. 1E), and extract the Joseph-
son inductance LJ,0 (Fig. 1F). Because our system has
a uniform density, the bulk inductance is given by the
simple expression LB = 8ml?/⇡2nl||, where n is the den-
sity per spin state, m is the mass of a 6Li atom, and l?
(l||) is the diameter of the box perpendicular (parallel) to

the barrier [27]. Consequently, the Josephson inductance
LJ,0(!) = LB(!2

s/!2 � 1) can be extracted from the fre-
quency di↵erence between the Josephson oscillations and
the sound mode. Whereas the oscillation frequency is
strongly dependent on the size of the box owing to the
change in the bulk inductance LB and the capacitance C,
the measured Josephson inductance LJ,0 should depend
only on the coupling between the two reservoirs. As can
be seen from Fig. 1 F, all measurements of LJ,0 versus
barrier height collapse onto a single curve regardless of
the system size, which confirms that our Josephson junc-
tion can be described by an LC circuit model. For the
barrier heights used in our experiments we also find very
good agreement with a full numerical simulation of our
system [27].

Next, we probe the fundamental property of Josephson
junctions: the nonlinearity of the current phase relation
[3, 26]. For large phase excitations, the nonlinear current
phase relation leads to anharmonic oscillations with an
increased oscillation period. Our ability to imprint arbi-
trary phase di↵erences �0 across the barrier enables us
to measure this reduction of the fundamental frequency
!(�0) as a probe of the nonlinearity (Fig. 2). To ex-
tract the nonlinear response of the current from our mea-

FIGURE I.14. Barrière Josephson dans un gaz 2D uniforme d’atomes 6Li (fer-
mions). Figure extraite de LUICK, SOBIREY et al. (2020).

le potentiel périodique créé par un réseau optique, comme par exemple
ANDERSON & KASEVICH (1998) et CATALIOTTI, BURGER et al. (2001), mais
il est plus délicat de connecter de manière quantitative leurs résultats à la
physique Josephson.

Ce type d’expérience peut également être mené avec des fermions,
comme représenté en figure I.14 pour un gaz d’atomes fermioniques en in-
teraction forte (6Li). Ce gaz est placé en géométrie bidimensionnelle grâce
à un fort confinement le long de la direction verticale (perpendiculaire au
plan de la figure). La taille du col (waist) de la barrière est de 0.8 micro-
mètre.

4-2 Le modèle à deux modes

Pour transposer le principe de la jonction Josephson à notre gaz
d’atomes, nous allons adopter la description la plus simple possible en
nous limitant à un modèle à deux modes spatiaux Φa(r) et Φb(r), asso-
ciés aux parties gauche et droite de la jonction. Nous allons supposer que
les N atomes du gaz partagent la même fonction d’onde. L’état de chaque
atome sera limité aux combinaisons linéaires de Φa et Φb :

ψ(r, t) = αa(t)Φa(r)+αb(t)Φb(r) avec |αa(t)|2+ |αb(t)|2 = 1 . (I.57)

L’état à N corps correspond à un condensat de Bose–Einstein :

Ψ(r1, r2, · · · , rN , t) = ψ(r1, t) ψ(r2, t) · · ·ψ(rN , t) (I.58)

et nous introduisons les amplitudes "macroscopiques"

ca(t) =
√
N αa(t) cb(t) =

√
N αb(t) avec |ca(t)|2 + |cb(t)|2 = N .

(I.59)
Pour l’état Ψ, le nombre moyen d’atomes sur le mode j = a, b est Nj =
|cj |2. Cette réduction de la dynamique à seulement deux modes constitue
bien sûr une contrainte très forte, car elle revient à négliger toutes les autres
excitations possibles du système, comme par exemple les ondes sonores
pouvant se propager de part et d’autre de la barrière.

Pour préciser la procédure suivie pour choisir Φa et Φb, nous allons
considérer le cas d’un double puits symétrique uni-dimensionnel V (x) qui
permet de décrire les étapes essentielles avec un formalisme réduit.
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FIGURE I.15. États minimisant l’énergie de Gross-Pitaevskii, respectivement sy-
métrique (bas) et antisymétrique (haut), dans une boîte de longueur L = 100
avec une barrière centrale carrée de largeur ℓ = 10 (zone grisée). La hauteur de
la barrière est 1.2µ, où µ est le potentiel chimique du gaz en absence de barrière
(longueur de cicatrisation ξ = 1/

√
2). L’écart en énergie entre les deux états est

∼ 10−4 de leur énergie totale.

Les modes Φa et Φb doivent être choisis pour que leurs combinaisons
linéaires représentent le mieux possible les différents états que la jonction
Josephson atomique peut atteindre au cours de son évolution. Il est natu-
rel d’imposer que l’état fondamental Φ0(x) du gaz dans le potentiel V (x)
puisse être obtenu par cette combinaison linéaire pour bien décrire la dy-
namique proche de l’équilibre. Cet état est celui qui minimise l’énergie de
Gross-Pitaevskii, dont la définition et les propriétés sont rappelées dans
l’appendice 1. On choisira Φ0 réelle et positive sur tout l’espace, ce qui est
toujours possible puisqu’il s’agit de l’état fondamental. Puisqu’on a sup-
posé que V est symétrique par rapport à la barrière, il en va de même pour
Φ0 : Φ0(x) = Φ0(−x). Cette fonction sera choisie normalisée à l’unité et son
énergie notée E0. Un exemple de profil pour Φ0 est représenté en figure

−40 −20 0 20 40

0

x

Φa,b(x)

FIGURE I.16. États localisés à gauche (Φa(x) en rouge) et à droite (Φb(x) en bleu)
de la barrière, obtenus par combinaison linéaire des états stationnaires montrés en
figure I.15.

I.15 pour une barrière centrale carrée.

Par ailleurs, par analogie avec la jonction Josephson supraconductrice,
on s’attend à pouvoir atteindre également un état stationnaire avec une
différence de π de part et d’autre de la barrière. Nous allons pour cela
considérer un autre état stationnaire de l’équation de Gross-Pitaevskii, noté
Φ1(x), obtenu en imposant que cette fonction s’annule en x = 0. La fonc-
tion Φ1(x), également normalisée à l’unité, peut être choisie réelle et elle
est impaire : Φ1(x) = −Φ1(−x), ce qui correspond à la différence de phase
π recherchée. On choisira Φ1(x) > 0 pour x > 0 et Φ1(x) < 0 pour x < 0.
Si la barrière n’était pas présente, l’état Φ1 correspondrait à un soliton noir
placé au point x = 0. Un exemple de profil pour Φ1(x) est également tracé
en figure I.15. Notons que la différence d’énergie E1 − E0 entre Φ1(x) et
Φ0(x) devient exponentiellement petite quand on augmente la hauteur de
la barrière notablement au dessus du potentiel chimique du gaz.

Pour une barrière de hauteur supérieure à µ0 et µ1, les densités spa-
tiales ρ0(x) = |Φ0(x)|2 et ρ1(x) = |Φ1(x)|2 ont des profils très voisins. Elles
diffèrent essentiellement à l’intérieur de la barrière, donc dans une zone où
elles sont toutes les deux très faibles. On peut alors fabriquer les états Φa,b

localisés de part et d’autre de la barrière, en prenant

Φa(x) =
1√
2
(Φ0(x)− Φ1(x)) Φb(x) =

1√
2
(Φ0(x) + Φ1(x)) (I.60)

Le couple de fonctions {Φ0,Φ1} est orthonormé puisque l’une est paire
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et l’autre impaire. Le couple de fonctions {Φa,Φb} ainsi défini est alors
lui aussi orthonormé. Nous montrons en figure I.16 les fonctions Φa,b(x)
obtenues par combinaison linéaire des deux états stationnaires de la figure
I.15.

Cette méthode de construction des états Φa,b à partir des états sta-
tionnaire de la fonctionnelle d’énergie Gross-Pitaevski se généralise à un
double puits quelconque (RAGHAVAN, SMERZI et al. 1999), au prix d’ex-
pressions mathématiques plus compliquées du fait de l’absence de la sy-
métrie de parité.

Remarque : domaine de validité du modèle. Nous avons construit notre
modèle à deux modes à partir des deux états Φ0,1(x) qui correspondent
tous les deux à des poids égaux sur Φa et Φb puisque la relation (I.60) s’in-
verse pour donner

Φ0(x) =
1√
2
(Φa(x) + Φb(x)) Φ1(x) =

1√
2
(Φb(x)− Φa(x)) . (I.61)

Ce modèle est bien adapté pour décrire les combinaisons linéaires de Φa

et Φb [cf. (I.57)] pour lesquelles |ca|2 ≈ N/2 et |cb|2 ≈ N/2, car ce sont des
états dont l’énergie moyenne reste proche deE0 etE1. En revanche, il serait
illusoire de chercher à décrire avec ce modèle à deux modes une situation
initiale telle que ca = N , cb = 0 par exemple. L’énergie de cet état est en
effet (sauf pour des interactions très faibles), beaucoup plus grande que
E0 et E1, le potentiel chimique correspondant peut être plus haut que la
barrière centrale, et la dynamique du gaz devient beaucoup plus complexe
que celle d’une simple jonction Josephson. On pourra consulter l’analyse
détaillée de LEGGETT (2001) sur ce sujet.

4-3 L’énergie du double puits

Nous allons proposer dans ce paragraphe des arguments semi-
quantitatifs pour écrire la forme de l’énergie E(ca, cb) qui permettra d’ob-
tenir les équations du mouvement des coefficients ca,b intervenant dans
la combinaison linéaire (I.57). Nous donnons dans l’appendice 2 de ce
chapitre un calcul complet validant ces arguments pour un double puits
symétrique décrit par l’approche Gross-Pitaevskii. Nous renvoyons par

ailleurs les lecteurs désirant approfondir cette dérivation vers les ar-
ticles de la période 1997-2001, durant laquelle le formalisme des jonc-
tions Josephson supraconductrices a été adapté au cas atomique : SMERZI,
FANTONI et al. (1997), MILBURN, CORNEY et al. (1997), ZAPATA, SOLS

et al. (1998), RAGHAVAN, SMERZI et al. (1999), MARINO, RAGHAVAN et
al. (1999), SPEKKENS & SIPE (1999), GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000),
OSTROVSKAYA, KIVSHAR et al. (2000), MEIER & ZWERGER (2001) and
LEGGETT (2001).

L’énergie du système comporte a priori trois termes :

E(ca, cb) = Ea(Na) + Eb(Nb) + Etun(ca, cb) , (I.62)

c’est-à-dire :

— l’énergie Ea(Na) des Na atomes dans le puits de gauche ;
— l’énergie Eb(Nb) des Nb atomes dans le puits de droite ;
— l’énergieEtun(ca, cb) résultant du couplage tunnel entre les deux puits.

Nous nous intéressons à des situations où chacun des puits (gauche et
droite) pris individuellement est au voisinage de l’équilibre. Cet équilibre
correspond à des nombres d’atomes Na et N b, et aux potentiels chimiques
µ̄a et µ̄b définis par

µ̄j ≡ µj(N j) =
∂Ej

∂Nj

∣∣∣∣
Nj=Nj

(I.63)

Notons que, même si nous considérons essentiellement des situations
proches de l’équilibre, nous ne prenons pas ici l’égalité stricte entre µ̄a et
µ̄b car la différence de potentiel chimique

∆µ ≡ µ̄a − µ̄b (I.64)

va jouer le rôle de la différence de potentiel électrique de la jonction supra-
conductrice.

On peut alors faire un développement de Taylor des énergies Ea(Na) et
Eb(Nb) :

Ej(Nj) ≈ Ej(N j) + µ̄j(Nj −N j) +
Uj

2
(Nj −N j)

2 (I.65)
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avec
Uj =

∂µj

∂Nj

∣∣∣∣
Nj=Nj

, (I.66)

qui est relié au module d’élasticité (bulk modulus) et à la compressibilité du
fluide 2. Notons que ce développement est très général, pourvu que Nj −
N j soit suffisamment faible ; il n’est pas restreint à un fluide décrit par la
fonctionnelle d’énergie de Gross-Pitaevski.

En utilisant la variable n définie par

Na = Na + n Nb = N b − n , (I.67)

on obtient pour la somme des énergies "sur site" :

Ea(Na) + Eb(Nb) = ∆µ n +
EC

2
n2 + cte (I.68)

avec
EC ≡ Ua + Ub =

∂µa

∂Na

∣∣∣∣
Na=Na

+
∂µb

∂Nb

∣∣∣∣
Nb=Nb

. (I.69)

Intéressons-nous maintenant au terme tunnelEtun(ca, cb). Nous suppo-
sons que la densité de particules est très basse à l’intérieur de la barrière de
sorte que nous pouvons négliger l’influence des interactions sur le coeffi-
cient tunnel. En seconde quantification, ce terme correspond donc simple-
ment à un couplage tunnel 3 Ĥtun ∝ −(â†b̂ + b̂†â), où â (â†) détruit (crée)
une particule dans le gaz a, et idem pour b :

â†|Na, Nb⟩ =
√
Na + 1|Na + 1, Nb⟩

â|Na, Nb⟩ =
√
Na|Na − 1, Nb⟩ si Na ̸= 0 .

(I.70)

2. Plus précisément, pour un fluide homogène, on définit le module d’élasticité par
K = −V

Ä
∂P
∂V

ä
T,N

. Pour des interactions à suffisamment courte portée, le fluide est ex-

tensif avec l’énergie libre de Landau Ω(T, µ, V ) = −V P (T, µ) ; la pression P la densité
ρ = N/V sont des fonctions des deux variables thermodynamiques µ et T (cf. cours 2016-
17, chapitre VI). La différentielle totale de Ω s’écrit : dΩ = −SdT − Ndµ − PdV et on en
déduit

Ä
∂P
∂µ

ä
V,T

=
Ä
∂N
∂V

ä
T,µ

= ρ. Par ailleurs, comme µ peut s’écrire comme une fonction

des quantités intensives T et de ρ, on a : N
Ä

∂µ
∂N

ä
T,V

= −V
Ä

∂µ
∂V

ä
T,N

, ce qui donne la rela-

tion recherchée pour le module d’élasticité K = −V
Ä
∂P
∂µ

ä
T

Ä
∂µ
∂V

ä
T,N

= Nρ
Ä

∂µ
∂N

ä
T,V

. La

compressibilité isotherme est égale à 1/K.
3. Le signe − permet d’assurer que l’état fondamental est l’état symétrique (Φa+Φb)/

√
2,

c’est-à-dire l’état sans nœud Φ0 [cf. (I.61)].

Dans l’approche champ moyen qui nous intéresse ici, nous allons donc
faire la substitution

â, â† → ca, c
∗
a b̂, b̂† → cb, c

∗
b , (I.71)

ce qui donne un terme énergétique Etun(ca, cb) ∝ −(c∗acb + cac
∗
b), avec un

préfacteur que nous mettrons sous la forme :

Etun(ca, cb) = −
EJ

2
√
NaN b

(c∗acb + cac
∗
b) (I.72)

où le coefficient EJ est à ce stade phénoménologique. Nous reviendrons
dans un instant sur sa détermination dans le cas du double puits symé-
trique Na = N b = N

2 , pour lequel ce terme énergétique se simplifie pour
donner :

Double puits symétrique : Etun(ca, cb) = −
EJ

N
(c∗acb + cac

∗
b) (I.73)

(voir également l’appendice 2 de ce chapitre).

Les dénominationsEJ etEC sont bien sûr choisies pour faciliter la com-
paraison avec la modélisation des jonctions Josephson supraconductrices.
Pour rendre ce lien plus explicite, il est intéressant de travailler avec des va-
riables nombre-phase plutôt qu’avec les amplitudes complexes ca, cb. Nous
posons donc pour j = a, b :

cj =
√
Nj e

iφj et φ ≡ φa − φb . (I.74)

Le terme tunnel devient

Etun(φ, n) = −EJ γ(n) cosφ (I.75)

avec le coefficient γ(n) défini par

γ(n) ≡
 Å

1 +
n

Na

ãÅ
1− n

N b

ã
. (I.76)

L’expression de l’énergie du double puits que nous retenons à partir de
maintenant est donc, à une constante additive près :

E(φ, n) = ∆µ n +
EC

2
n2 − EJ γ(n) cosφ (I.77)
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Coefficients EJ et EC dans le cas équilibré. Pour un condensat de Bose-
Einstein placé dans un double puits symétrique, nous avons expliqué en
§ 4-2 comment déterminer les deux états stationnaires de plus basse énergie
Φ0 et Φ1, respectivement pair et impair et d’énergieE0 etE1. Ces deux états
correspondent au cas équilibré µ̄a = µ̄b ≡ µ, Na = N b = N/2 et n = 0, et
ils ont pour phase respectivement φ = 0 et φ = π. Leur énergie calculée à
partir de (I.77) vaut ∓EJ et on a donc :

EJ =
1

2
(E1 − E0) (I.78)

Notons que cette quantité EJ est une quantité intrinsèque de la barrière,
au moins pour le type de piège à fond plat représenté en figure I.15 : si on
varie la longueur totale L du piège en gardant la densité et l’épaisseur de
la barrière ℓ constantes (avec ℓ ≪ L), la valeur de EJ n’est pratiquement
pas modifiée.

Pour un condensat dans cette configuration, on peut également déter-
miner le paramètre EC à partir de (I.69). L’énergie de N particules confi-
nées dans une boîte de volume V est dominée par l’énergie d’interaction
Eint =

gN2

2V , où g est une constante proportionnelle à la longueur de diffu-
sion (voir appendice 1). On en déduit que µa = gNa/Va et µb = gNb/Vb
(avec Va = Vb = V/2). Ceci indique que µ varie linéairement avec le
nombre de particules à volume fixé, d’où :

EC =
µa

Na

+
µb

N b

=
4µ

N
(I.79)

Les deux paramètres caractérisant la jonction sont donc entièrement
connus dans ce cas.

4-4 Equations d’évolution dans le double puits

Une fois connue l’énergie en fonction des coefficients ca,b, ou de ma-
nière équivalente en fonction de n et φ, il nous reste à déterminer les équa-
tions d’évolution de ces coefficients. Pour cela, on peut écrire directement
l’équation de Gross–Pitaevskii pour Ψ(r, t) donnée en (I.57) et la proje-
ter sur les deux modes Φab. Une autre méthode consiste à considérer ce

problème comme une approche variationnelle dépendant du temps, pour
laquelle les fonctions d’essai sont les combinaisons linéaires de Φa et Φb.
Cette approche variationnelle est détaillée dans l’appendice 3.

Ces deux approches donnent des équations du mouvement identiques :

ℏṅ =
∂E

∂φ
ℏφ̇ = −∂E

∂n
(I.80)

qui s’écrivent explicitement :®
ℏ ṅ = EJ γ(n) sinφ

ℏ φ̇ = −∆µ − nEC + EJ γ
′(n) cosφ

(I.81)

où on a posé γ′(n) ≡ dγ
dn .

Ces deux équations du mouvement permettent de préciser le lien entre
cette jonction réalisée avec des atomes piégés et une jonction Josephson
traditionnelle, décrite par les équations du mouvement (I.48-I.49) en sup-
posant ici un courant extérieur I = 0 (voir aussi le tableau I.1). Les deux
problèmes sont clairement similaires, avec la différence de potentiel chi-
mique ∆µ qui remplace (au signe près) la différence de potentiel électrique
V :

∆µ ≡ µa(Na)− µb(Nb)

≈
Å
µa(Na) + n

∂µa

∂Na

ã
−
Å
µb(N b)− n

∂µb

∂Nb

ã
= ∆µ+ nEC

(I.82)

de sorte que la seconde équation de (I.81) peut aussi s’écrire :

ℏ φ̇ = −∆µ + EJ γ
′(n) cosφ (I.83)

Origine physique du terme γ(n). Il est clair que les équations du mou-
vement de la jonction atomique ne sont identiques à celles d’une jonction
supraconductrice que si on pose γ(n) = 1. Ce terme γ(n) traduit le fait que,
pour une jonction atomique, l’énergie due au couplage tunnel (I.75) ne dé-
pend pas seulement de EJ cosφ, mais aussi des nombres d’atomes de part
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Jonction supraconductrice (RCSJ) Double puits atomique Jonction interne (Schwinger)

Paramètres Ic EJ = ℏIc/(2e) EJ = 1
2 (E[Φ1]− E[Φ0]) EJ = 1

2NℏΩ

C EC = (2e)2/C EC = g
(∫
|Φa|4 + |Φb|4

)
EC = 2gs

∫
|Φ|4 avec gs =

1
2 (gaa + gbb)− gab

R – –

Contrôle Iext (ou V ) déplacement de la jonction (ou ∆µ) Ω (ou ∆̃)

Variables φ et Q = CV φ et n = 1
2 (Na −Nb) Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz) avec J = N

2 et Ĵz = 1
2 (N̂a − N̂b)

Énergie EC

2

Ä
Q
2e

ä2 − EJ cosφ− ℏIext
2e φ EC

2 n2 − EJγ(n) cosφ+∆µn EC

2 Ĵ2
z − ℏΩĴx − ℏ∆̃Ĵz

Dynamique Iext = Ic sinφ+ V
R + Q̇ ℏṅ = EJγ(n) sinφ

˙̂
Jz = −ΩĴy

ℏφ̇ = 2eV ℏφ̇ = −∆µ− nEC + EJγ
′(n) cosφ i

˙̂
J+ = ∆̃Ĵ+ − EC

2ℏ (Ĵ+Ĵz + ĴzĴ+)− ΩĴz

Régime Josephson toujours EJ/N
2 ≪ EC ℏΩ≪ µs avec µs = NEC

γ(n) = 1 γ′(n) = 0

TABLE I.1. Description des principales jonctions rencontrées dans ce cours (la colonne "Jonction interne" sera traitée à partir du chapitre 4). Les jonctions supraconductrices

sont principalement contrôlées par le courant extérieur Iext. Pour le double puits atomique symétrique, traité ici classiquement, on a posé γ(n) =
Ä
1− 4n2

N2

ä1/2
et γ′(n) désigne

la dérivée de γ(n). Le cas de la jonction interne est traitée ici quantiquement et présentée dans l’approximation du mode spatial unique. La ligne "Énergie" correspond au cas
sans dissipation (R =∞ pour la jonction supraconductrice). Le passage à la limite classique pour la jonction interne, avec J+ = Jγ(n)e−iφ et Jz = n, est possible siEC ≪ EJ

et permet de retrouver les résultats du double puits.
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et d’autre de la barrière. Or ce nombre d’atomes varie dans le temps du fait
même de l’évolution due à l’effet Josephson.

Dans le cas d’une jonction supraconductrice, ce terme est absent car
la jonction supraconductrice est un système ouvert : même si un courant
de paires de Cooper circule, les densités de part et d’autre de la barrière
restent constantes car la jonction est connectée à un "réservoir" capable de
fournir en permanence de nouvelles charges. Le coefficient décrivant l’effet
tunnel est donc indépendant du nombre de paires de Cooper ayant précé-
demment traversé la jonction.

Selon le type de jonction atomique, ce terme γ(n) peut avoir une in-
fluence négligeable – on prend alors γ(n) = 1, γ′(n) = 0 – ou alors être à
l’origine de phénomènes nouveaux, comme l’auto-piégeage que nous ren-
contrerons au chapitre 3. Pour reprendre l’analogie entre une jonction Jo-
sephson et un pendule pesant (figure I.11), ce terme γ(n) introduit une
déformation du pendule en fonction de la différence entre les nombres Na

et Nb, ce qui peut enrichir notablement sa dynamique.

Remarque sur les signes dans les équations d’évolution (I.81-I.83).
Dans la littérature scientifique sur le sujet, on retrouve ces équations d’évo-
lution avec des signes variés selon les conventions prises par les auteurs.
Discutons brièvement ces signes pour la convention adoptée ici en faisant
la simplification γ(n) ≈ 1 pour simplifier :

γ(n) = 1 ⇒
®

ℏ ṅ = EJ sinφ

ℏ φ̇ = −∆µ (I.84)

Dans la première équation, la quantité ṅ désigne le courant de particules de
b vers a et la phase φ = φa −φb. Si on prend φa légèrement supérieur à φb,
cela signifie qu’il a un gradient de phase de b vers a au sein de la jonction,
et donc une vitesse ℏ

m
dφ
dx également dirigée de b vers a pour les particules.

Cela correspond donc bien à ṅ > 0 (Na augmente, Nb diminue) et explique
le signe + dans la première équation de (I.84). En ce qui concerne la se-
conde équation, rappelons que nous avons défini ∆µ = µa − µb. La loi
d’évolution d’une fonction d’onde en e−i∆µ t/ℏ, associée à φ = φa − φb,
vient donc imposer le signe − dans ℏφ̇ = −∆µ .

Formalismes lagrangien et hamiltonien pour une jonction atomique.
Ce formalisme est développé dans l’appendice 3 de ce chapitre. Le lagran-
gien est a priori fonction des variables (φ, n) et de leurs dérivées. Il s’écrit
ici :

L(φ, n, φ̇, ṅ) = −ℏnφ̇− E(φ, n) (I.85)

où l’énergie E(φ, n) est donnée en (I.77). Les équations de Lagrange per-
mettent alors de déduire (I.80). Le moment conjugué à n est nul puisque ṅ
n’intervient pas dans le lagrangien (n est qualifiée de variable non dynamique
ou auxiliaire). Le moment conjugué à φ est

pφ ≡
∂L
∂φ̇

= −ℏn (I.86)

dont on notera l’inversion de signe par rapport au résultat (I.45) pour une
jonction supraconductrice. L’hamiltonien s’écrit quant à lui :

H(φ, pφ) = E(φ, n) avec pφ = −ℏn , (I.87)

et les équations de Hamilton-Jacobi permettent également de retrouver
(I.80).

4-5 Les oscillations plasma d’une jonction atomique

Une des premières expériences réalisées sur une jonction atomique a
porté sur l’observation des oscillations plasmas. Ces oscillations sont ob-
tenues en absence de courant extérieur et elles consistent simplement à
observer les petites oscillations de la charge portée par la jonction, ici n,
en fonction du temps. Pour simplifier notre analyse, nous prendrons un
double puits symétrique, Na = N b = N/2 et ∆µ = µ̄1 − µ̄2 = 0, de sorte
que γ(n) et sa dérivée γ′(n) s’écrivent :

γ(n) =

…
1− 4

n2

N2
≈ 1− 2

n2

N2
γ′(n) = − 4n

N2
, (I.88)

où nous avons utilisé n≪ N .

Les oscillations plasma sont obtenues au voisinage du minimum
d’énergie en prenant φ ≪ 1. En nous limitant aux termes d’ordre 1 en φ
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FIGURE I.17. Oscillation plasma dans un double puits contenant ∼ 1150
atomes de 87Rb. Les atomes sont confinés dans un piège dipolaire de fréquences
(78,66,90) Hz. On sépare le nuage en deux parties selon la direction x par l’ajout
d’une barrière de potentiel créée par un faisceau lumineux additionnel (cf. figure
I.13). Le démarrage de l’oscillation est causé par un déplacement soudain de la
position de la barrière centrale. La fréquence plasma mesurée ≈ √EJEC/h est
de 25Hz, bien supérieure attendue à la fréquence tunnel attendue en absence
d’interaction EJ/Nh ≈ 2Hz. On est donc bien dans le "régime Josephson"
EC ≫ EJ/N

2. Figure adaptée de ALBIEZ, GATI et al. (2005).

EC

Rabi Josephson Fock

4EJ/N
2 4EJ

FIGURE I.18. Les différents régimes de l’oscillation plasma. Seuls les régimes de
Josephson et de Rabi peuvent être décrits par l’approche utilisée ici, consistant à
faire l’approximation cosφ ≈ 1−φ2/2 . Le régime de Fock sera étudié au chapitre
5 (voir aussi LEGGETT (2001)).

et n/N , les équations du mouvement (I.81) s’écrivent :





ℏ ṅ = EJ φ

ℏ φ̇ = −
Å
EC +

4EJ

N2

ã
n

(I.89)

Ces deux équations couplées correspondent à un mouvement sinusoïdal
dont la fréquence ωp vérifie

(ℏωp)
2 = EJ

Å
EC +

4EJ

N2

ã
. (I.90)

Nous retrouvons le résultat (I.55) des jonctions Josephson supraconduc-
trices dans la "limite Josephson" :

EC ≫
4EJ

N2
: ℏωp ≈

√
EJEC (I.91)

Cette limite consiste à prendre γ(n) = 1, γ′(n) = 0 dans (I.81) ou (I.83),
donc à négliger la variation du coefficient tunnel au cours de l’oscillation,
ou de manière équivalente, la modification de la longueur du pendule de
la figure I.11.

La limite opposée EC ≪ 4EJ/N
2 est appelée "régime de Rabi" (fi-

gure I.18). La physique est alors simplement celle d’un système à deux
niveaux couplés conduisant à une oscillation à la fréquence ℏω = 2EJ/N .
Ce régime sera surtout pertinent pour les jonctions atomiques internes, que
nous étudierons au chapitre 4.
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L’oscillation plasma a été la première manifestation de la physique Jo-
sephson observée directement sur des gaz d’atomes froids. Nous montons
en figure I.17 le résultat obtenu par ALBIEZ, GATI et al. (2005) sur le double
puits déjà montré en figure I.13. On y voit à la fois l’oscillation de la dif-
férence de population entre les côtés gauche et droit, mesurée par le para-
mètre z défini par

z ≡ Na −Nb

Na +Nb
= 2

n

N
(I.92)

et l’évolution de la phase relative φ, mesurée à partir de la figure d’in-
terférence entre ces deux nuages, elle-même obtenue après une expansion
balistique de 5 ms. On constate que les évolutions de n et de φ sont dépha-
sées de π/2 l’une par rapport à l’autre, comme attendu à partir de (I.89).
Cette expérience a été menée dans le régime Josephson.

Le régime de Fock. Signalons par ailleurs l’existence d’un troisième ré-
gime, EC ≳ 4EJ , où le traitement qui précède n’est plus approprié (figure
I.18). En effet, ce traitement repose sur l’approximation cosφ ≈ 1−φ2/2, ce
qui permet de mettre l’énergie de la jonction sous la forme EC

2 n2 + EJ

2 φ
2.

Quand on passe à un traitement quantique et qu’on utilise la relation d’in-
certitude déjà mentionnée ∆n∆φ > 1/2, on peut chercher l’état fonda-
mental en faisant les substitutions φ2 → ∆φ2 et n2 → ∆n2 = 1

4∆φ2 . Le
minimum de la quantité

E(∆φ) =
EC

8∆φ2
+
EJ

2
∆φ2 (I.93)

est atteint pour ∆φ ∼ (EC/4EJ)
1/4 et il vaut ℏωp/2, comme attendu pour

un oscillateur harmonique. Mais on constate alors immédiatement que si
EC ≳ 4EJ , l’extension en phase de cet état fondamental devient d’ordre 1
et on ne peut plus se limiter à l’approximation initiale cosφ ≈ 1 − φ2/2.
Nous reviendrons en détail sur ce régime dans les chapitres 5 et 6.

Appendice 1 : L’approche Gross–Pitaevskii

On considère une assemblée de N atomes confinés dans un piège dé-
crit par le potentiel extérieur V (r). Nous supposerons que ces atomes sont
des bosons de spin nul, ou des bosons polarisés dans un état de spin fixé.

À température très basse et si les interactions sont suffisamment faibles,
on peut décrire cette assemblée par une fonction d’onde macroscopique
Ψ(r), ce qui signifie que la fonction d’onde à N corps s’écrit sous la forme
factorisée :

Φ(r1, · · · , rN ) ∝ Ψ(r1) · · ·Ψ(rN ) avec
∫
|Ψ(r)|2 d3r = 1 . (I.94)

Nous supposerons que les interactions entre atomes sont de courte por-
tée et caractérisées par la longueur de diffusion as. La fonction ψ obéit
alors à l’équation de Gross–Pitaevskii (ou équation de Schrödinger non-
linéaire) :

iℏ
∂Ψ

∂t
=

Å
− ℏ2

2m
∇2 + V (r) + Ng |Ψ(r, t)|2

ã
Ψ(r, t) (I.95)

où ρ(r, t) ≡ N |Ψ(r, t)|2 représente la densité spatiale du condensat et où le
coefficient de couplage non-linéaire g est relié à as par

g =
4πℏ2as
m

. (I.96)

Cette description correspond à une approximation de champ moyen :
chaque particule évolue dans la somme du potentiel extérieur V (r) et du
potentiel gρ(r) créé par les autres atomes. Cette approximation est valable
si on a en tout point ρa3s ≪ 1. On pourra se reporter au cours 2021 pour
le calcul de la longueur de diffusion et au cours 2022 la discussion de l’ap-
proximation de champ moyen et ses termes correctifs.

Nous nous intéresserons essentiellement au cas où les interactions entre
particules sont répulsives, c’est-à-dire g > 0. Supposons que le poten-
tiel V (r) est celui d’une boîte de grande taille L (figure I.19). L’état fon-
damental du système correspond à une distribution de densité uniforme
ρ0 = N/Ld (où d est la dimensionnalité du système), excepté au voisinage
des parois de la boîte où la densité tombe à zéro sur une distance donnée
par la longueur de cicatrisation (healing length) :

ξ =
ℏ√

2mgρ0
. (I.97)
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−0.4 −0.2 0 0.2 0.4
0

x/L

ψ(x)

FIGURE I.19. Exemple d’un gaz 1D dans une boîte de longueur L avec des in-
teractions répulsives. Dans l’état fondamental du système, la densité est quasi-
uniforme excepté au voisinage immédiat des parois (situées en x = ±L/2) où elle
descend à zéro sur une distance ∼ ξ.

Cette équation de Gross–Pitaevskii peut être obtenue à partir d’une ap-
proche lagrangienne en théorie des champs classique. Elle se déduit de la
minimisation de l’action

S =

∫
L[Ψ, Ψ̇] dt (I.98)

avec le lagrangien 4 :

L[Ψ, Ψ̇] =

∫ î
iℏ Ψ̇Ψ∗ − EGP[Ψ]

ó
d3r (I.100)

et la densité d’énergie par particule EGP[Ψ] :

EGP[Ψ] =
ℏ2

2m
|∇Ψ|2 + V |Ψ|2 + Ng

2
|Ψ|4. (I.101)

On retrouve l’équation de Gross-Pitaevskii (I.95) en écrivant que la fonc-
tion Ψ(r, t) doit rendre la fonctionnelle d’action (I.98) extrémale.

4. La composante temporelle du lagrangien peut être remplacée par −
∫
d3r iℏΨΨ̇∗ ou

encore
∫
d3r iℏ

2

Ä
Ψ∗Ψ̇−ΨΨ̇∗

ä
puisque la norme de Ψ est conservée au cours du temps

0 =
d

dt

Å∫
d3r Ψ∗Ψ

ã
=

∫
d3r
Ä
ΨΨ̇∗ +Ψ∗Ψ̇

ä
. (I.99)

L’énergie totale associée à une fonction d’onde Ψ est donnée par la fonc-
tionnelle de Gross-Pitaevskii :

EGP[Ψ] = N

∫
EGP[Ψ]d3r (I.102)

ou encore

EGP[Ψ] =
Nℏ2

2m

∫
|∇Ψ(r)|2 d3r +N

∫
V (r) |Ψ(r)|2 d3r +

N2g

2

∫
|Ψ(r)|4 d3r

(I.103)
somme de l’énergie cinétique, de l’énergie potentielle et de l’énergie d’in-
teraction.

Gaz confiné dans une boîte. Pour un condensat de N atomes, confiné
dans une boîte de taille L comme celui représenté en figure I.19, la fonction
d’onde Ψ associée à l’état fondamental est uniforme (excepté au voisinage
des parois) et égale à L−d/2, la densité vaut ρ0 ≡ N/Ld, et l’énergie domi-
nante est le terme d’interaction :

EGP ≈
1

2
gρ20L

d =
N2g

2Ld
. (I.104)

Le potentiel chimique du système, c’est-à-dire le coût énergétique pour
ajouter une particule, vaut alors :

µ =
∂EGP

∂N
=
Ng

Ld
= gρ0 (I.105)

et il est relié à la longueur de cicatrisation par

µ =
ℏ2

2mξ2
. (I.106)

Par ailleurs, la vitesse du son c dans ce gaz est donnée par mc2 = µ (cf.
cours 2023-24, chap.III, § 1.4).

Appendice 2 : le double puits symétrique

Dans cet appendice, nous calculons explicitement l’énergie du gaz
confiné dans un double puits symétrique et nous montrons que le résul-
tat se met bien sous la forme annoncée dans ce chapitre.
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Commençons par déterminer les états stationnaires Φn (n = 0, 1) de
l’équation de Gross-Pitaevskii, comme expliqué en § 4-2. Les potentiels chi-
miques µn sont reliés aux énergies de Gross-Pitaevskii

EGP[Φn] = N

∫ ñ
ℏ2

2m

Å
dΦn

dx

ã2
+ V Φ2

n +
Ng

2
Φ4

n

ô
dx (I.107)

par :

µn =
1

N
EGP[Φn] +

Ng

2

∫
Φ4

n(x) dx

=

∫ ñ
ℏ2

2m

Å
dΦn

dx

ã2
+ V Φ2

n +NgΦ4
n

ô
dx

(I.108)

cette dernière équation s’obtenant en multipliant

µnΦn(x) =

Å
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x) +Ng|Φn(x)|2

ã
Φn(x) (I.109)

par Φ0 ou Φ1 et en intégrant sur l’espace.

Évaluons maintenant l’énergieE(ca, cb). Le calcul est relativement long,
mais sans difficulté de principe. On utilise notamment le fait que des inté-
grales du type ∫

Φα
0 (x)Φ

β
1 (x) dx α, β ∈ N (I.110)

sont nulles si la puissance β de Φ1 est impaire, car la fonction à intégrer est
antisymétrique. Le résultat, à une constante additive près, s’écrit

E(ca, cb) = −
EJ

N
(c∗acb + cac

∗
b) +

EC

4

(
|ca|4 + |cb|4

)
+∆E (I.111)

avec
EJ =

1

2
(EGP[Φ1]− EGP[Φ0]) (I.112)

qui est par construction une quantité positive et

EC = 4g

∫
Φ2

0(x) Φ
2
1(x) dx (I.113)

qui est également positif. Le terme ∆E a pour expression

∆E = J ′ (c∗acb + cac
∗
b)

2 avec J ′ =
∫ [

Φ2
0(x)− Φ2

1(x)
]2

dx (I.114)

et il joue un rôle très faible car le coefficient J ′, qui fait intervenir le carré
de la différence des densités entre les états stationnaires Φ0 et Φ1, est très
petit. Ce terme ∆E sera négligé dans la suite.

On obtient donc, à une constante additive près :

E(ca, cb) = −
EJ

N
(c∗acb + cac

∗
b) +

EC

4

(
|ca|4 + |cb|4

)
(I.115)

avec la condition de normalisation |ca|2 + |cb|2 = N . L’état d’énergie mini-
male est atteint pour ca = cb =

√
N/2, c’est-à-dire l’état Φ0.

Expressions de EJ et EC . Nous avons donné en (I.112) et (I.113) les ex-
pressions des coefficients EJ et EC en termes des premiers états station-
naires Φ0,1 de l’équation de Gross-Pitaevskii. On peut également exprimer
ces mêmes coefficients en fonction des états Φa,b localisés de part et d’autre
de la jonction (GIOVANAZZI, SMERZI et al. 2000). Pour obtenir ces expres-
sions, on remplace Φ0 et Φ1 par leur valeur

Φ0 =
1√
2
(Φa +Φb) Φ1 =

1√
2
(Φb − Φa) (I.116)

ce qui conduit à

EJ = −N
∫

Φb

Å
− ℏ2

2m

d2Φa

dx2
+ V Φa +NgΦ3

a

ã
dx (I.117)

que l’on peut mettre sous la forme

EJ = −N⟨Φb|Ĥ|Φa⟩ avec Ĥ = − d2

dx2
+ V (x) +NgΦ2

a(x) (I.118)

et

EC ≈ 2g

∫
Φ4

a dx. (I.119)

Dans ces équations, on peut échanger les indices a et b puisqu’on a consi-
déré un double puits symétrique. Par ailleurs, on a négligé dans l’expres-
sion de EC un terme faisant intervenir

∫
Φ2

aΦ
2
b dx, c’est-à-dire le recouvre-

ment entre les profils de densités entre les puits de gauche et de droite.
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Remarque. Nous avons vu apparaître en (I.65) la dérivée du potentiel
chimique par rapport au nombre de particules, quantité reliée au module
d’élasticité du fluide. Quand on calcule cette dérivée à partir de (I.108),
on retrouve le terme (I.119), mais on voit également apparaître un terme
correspondant au changement des fonctions d’onde Φj avec le nombre de
particules. Ces termes sont absents dans l’approche variationnelle condui-
sant à (I.119) puisque nous avons restreint l’espace des fonctions d’essai
aux seules combinaisons de Φ0 et Φ1, mais ils doivent en principe être pris
en compte pour un calcul précis.

Appendice 3 : Approche variationnelle à deux modes

Le modèle à deux modes développé dans ce chapitre peut être consi-
déré comme une méthode variationnelle dépendant du temps, en prenant
des fonctions d’essai du type

Ψ(r, t) = ca(t)Φa(r) + cb(t)Φb(r) . (I.120)

Cela revient à faire évoluer la fonction Ψ(r, t) dans un espace de dimension
2 seulement, décrit par la paire de nombres complexes ca,b(t), au lieu de
prendre l’espace de dimension infinie exploré par la fonctionnelle d’éner-
gie de Gross-Pitaevskii.

L’action devient donc simplement une fonction des deux variables
ca, cb, de leurs complexes conjugués et de leurs dérivées temporelles :

S =

∫
L[ca, cb, ċa, ċb] dt (I.121)

avec le lagrangien

L[ca, cb, ċa, ċb] = iℏ (ċac∗a + ċbc
∗
b)− E[ca, cb] (I.122)

où l’énergie E[ca, cb] se calcule en substituant l’expression choisie pour Ψ
dans la fonctionnelle d’énergie de Gross-Piatevskii (I.103). Cette énergie est
a priori une fonction quartique de ca, cb et leurs complexes conjugués. Elle
fait par ailleurs intervenir les intégrales sur l’espace de puissances de Φa et
Φb et de leurs gradients.

Les équations d’évolution des coefficients ca,b se déduisent finalement
du fait que S doit être extrémale, ce qui donne les équations d’Euler-
Lagrange :

d

dt

Å
∂L
∂ċ∗a

ã
=
∂L
∂c∗a

(I.123)

et idem pour la composante b (rappelons que les variables ca et cb étant
complexes, on doit traiter cj et c∗j comme deux variables indépendantes).
On obtient donc :

iℏ ċa =

Å
∂E

∂c∗a

ã
ca,cb,c∗b

iℏ ċb =
Å
∂E

∂c∗b

ã
ca,c∗a,cb

. (I.124)

Plutôt que (ca, cb), on peut utiliser le couple de variables (n, φ), pour
lesquelles la partie dynamique du lagrangien s’écrit 5 :

iℏ (ċac∗a + ċbc
∗
b) = −ℏnφ̇+ · · · (I.125)

de sorte que le lagrangien total vaut :

L(φ, n, φ̇, ṅ) = −ℏnφ̇− E(φ, n) (I.126)

où l’énergie E(φ, n) est donnée en (I.77). Les équations de Lagrange
s’écrivent donc

d

dt

Å
∂L
∂φ̇

ã
=
∂L
∂φ

⇒ ℏṅ =
∂E

∂φ
(I.127)

et
d

dt

Å
∂L
∂ṅ

ã
=
∂L
∂n

⇒ ℏφ̇ = −∂E
∂n

(I.128)

ce qui correspond aux équations d’évolution (I.81).

Formulation hamiltonienne. Le lagrangien est fonction des deux va-
riables (φ, n) et de leurs dérivées. Il y a donc deux moments conjugués :

pφ ≡
∂L
∂φ̇

= −ℏn pn ≡
∂L
∂ṅ

= 0 . (I.129)

5. Le symbole "· · · " représente une dérivée totale par rapport au temps, sans importance
ici.
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L’hamiltonien correspondant s’écrit

H(φ, n, pφ, pn) = pφφ̇− L = E(φ, n) avec ℏn = −pφ (I.130)

et les équations de Hamilton




φ̇ =
∂H

∂pφ

ṗφ = −∂H
∂φ

⇒





φ̇ = −1

ℏ
∂E

∂n

−ℏṅ = −∂E
∂φ

(I.131)

sont (heureusement) identiques aux équation de Lagrange (I.127-I.128).
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Chapitre II

Dynamique d’une jonction Josephson

Le chapitre précédent a été consacré à la présentation des jonctions Jo-
sephson supraconductrices et à leur transposition à des fluides d’atomes,
avec des faisceaux laser focalisés qui jouent le rôle de la barrière isolante
des jonctions solides.

Pour une jonction supraconductrice, nous avons donné les deux rela-
tions fondamentales proposées par Josephson :®

I = Ic sinφ

ℏφ̇ = 2eV
, (II.1)

où φ désigne la différence de phase entre les supraconducteurs placés de
part et d’autre de la jonction, I représente l’intensité électrique traversant
la jonction, V la tension électrique à ses bornes, et 2e > 0 la valeur absolue
de la charge d’une paire de Cooper. L’intensité critique Ic est un paramètre
qui caractérise la jonction.

Toujours à propos des jonctions supraconductrices, nous avons intro-
duit un modèle plus complet permettant de décrire les principaux phéno-
mènes accompagnant l’effet Josephson. Ce modèle RCSJ, pour resistively
capacitance shunted junction, est représenté sur la figure II.1. Nous allons
l’utiliser dans ce chapitre pour établir la caractéristique de la jonction, c’est-
à-dire la tension moyenne V̄ qui apparaît à ses bornes quand on l’alimente
par un générateur de courant délivrant une intensité I constante. Cette
étude sera basée sur un modèle célèbre dans la physique des jonctions,
celui de la "planche à laver inclinée".

Nous passerons ensuite à la transposition de ces notions à une jonc-
tion atomique. Nous présenterons un schéma ingénieux proposé par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) pour simuler la présence d’un généra-
teur de courant. Ce schéma consiste à placer une barrière mobile dans le
fluide, l’intensité traversant la barrière étant directement proportionnelle à
sa vitesse, au moins dans le régime I < Ic. On peut alors retrouver pour
ces fluides atomiques l’équivalent des paramètres du modèle RCSJ.

Une question importante concernant la transposition de l’idée de Jo-
sephson à des gaz d’atomes porte sur les mécanismes physiques de la dissi-
pation (le "R" du modèle "RCSJ"). Nous décrirons des analyses numériques
récentes ainsi que des expériences qui ont mis en évidence le rôle essentiel
des solitons et des vortex dans le régime dissipatif.

Pour terminer ce chapitre, nous reviendrons aux jonctions supracon-
ductrices pour décrire brièvement les recherches de Clarke, Devoret et
Martinis, fondées sur la version quantique du modèle de la planche à laver
inclinée, recherches qui ont été récompensées par le prix Nobel de Phy-
sique 2025.
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Ic sinϕ

R

C
a b

I I

FIGURE II.1. Le modèle RCSJ, avec une résistance R et une capacité C en pa-
rallèle avec la jonction idéale décrite par (II.1). L’ensemble est alimenté par un
générateur de courant délivrant l’intensité I .

1 Caractéristique d’une JJ supraconductrice

1-1 Rappel sur le modèle RCSJ

Nous avons introduit au chapitre précédent le modèle RCSJ (resisti-
vely capacitance shunted junction) qui permet de décrire de manière semi-
quantitative la dynamique d’une jonction Josephson, possiblement alimen-
tée par un générateur de courant ou un générateur de tension.

Rappelons brièvement les principaux ingrédients de ce modèle. Nous
notonsφ = φa−φb la différence de phase entre les deux côtés de la jonction,
V = Va − Vb la différence de potentiel électrique, et I l’intensité électrique
totale circulant de a vers b. La structure électrique envisagée dans le mo-
dèle RCSJ est représentée sur la figure II.1 et elle comporte trois éléments :

— un élément Josephson idéal traversé par le courant Ic sinφ ;
— une résistance traversée par le courant V/R ;
— un condensateur de capacité C, portant la charge Q = CV et traversé

par le courant Q̇ = CV̇ .

On a donc le lien suivant entre l’intensité totale I(t), la phase φ(t) et la
tension V (t) :

I = Ic sinφ+
V

R
+ C

dV

dt
, (II.2)

I

V

+Ic−Ic

FIGURE II.2. Solution possible pour l’équation du mouvement (II.3) : un courant
I compris entre −Ic et +Ic, et une différence de potentiel électrique V nulle.

ainsi que le lien ℏφ̇ = 2eV entre la phase φ(t) et la tension V (t) (seconde
relation de Josephson dans (II.1)).

Si l’on élimine V au profit de la phase φ, on aboutit à l’équation diffé-
rentielle non linéaire du deuxième ordre en φ :

I = Ic sinφ +
ℏ

2eR
φ̇ +

ℏC
2e
φ̈ . (II.3)

Nous envisagerons dans la suite de ce cours différentes configurations :
I peut être maintenue constante par un générateur de courant, et il s’agit
alors de déterminer φ(t) et donc V (t), en particulier sa moyenne tempo-
relle V̄ . Nous considérerons également au chapitre suivant la situation où
I peut comporter une composante continue et une composante modulée
[I(t) = I0 + I1 cos(ωt)] et nous montrerons que la tension moyenne V̄ peut
présenter un comportement résonnant (résonances de Shapiro). Nous ver-
rons que cette équation non linéaire donnant l’évolution de la phase φ pré-
sente une grande variété de solutions, selon l’importance de l’amortisse-
ment résistif, et qu’elle peut révéler différents phénomènes typiques de la
physique non linéaire, de l’hystérésis par exemple.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas où le dispositif repré-
senté en figure II.1 est alimenté par un générateur de courant d’intensité
constante I . Nous allons chercher à résoudre analytiquement ou numéri-
quement l’équation (II.3) pour en déduire φ(t) et V (t).

Notons tout de suite une solution particulière qui sera toujours pré-
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Ic sinφ

Ra b

I I

FIGURE II.3. La simplification du modèle RCSJ quand les effets capacitifs sont
négligeables.

sente :
|I| ≤ Ic V = 0 (II.4)

correspondant à la phase constante φ = arcsin(I/Ic). Il s’agit du segment
horizontal dans le plan (I, V ) déjà montré au chapitre 1 et reporté sur la
figure II.2.

1-2 Étude analytique pour C → 0

Nous allons nous concentrer d’abord sur le cas simple, sans hystéré-
sis, où les effets capacitifs peuvent être négligés devant les effets résistifs
(figure II.3). On peut alors simplifier l’équation (II.3) pour ne garder que

I = Ic sinφ+
ℏ

2eR
φ̇. (II.5)

On peut distinguer deux régimes :

— Si l’intensité I est inférieure à Ic, on trouve uniquement la solution
constante φ = arcsin(I/Ic) (modulo 2π) et donc

|I| ≤ Ic : V = 0 (II.6)

C’est le segment horizontal tracé en figure II.2 et apparaissant égale-
ment en figure II.4.

— Si I > Ic, on transforme cette équation en :

∫ φ(t)

0

dφ′

I − Ic sinφ′ =
2eR

ℏ
t (II.7)

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2

I/Ic

V̄ /RIc

FIGURE II.4. Caractéristique courant-tension dans le cas où le couplage capacitif
est négligeable. La ligne tireté représente le résultat purement résistif V̄ = RI .

où nous avons pris par convention une phase nulle à l’instant t = 0.
L’intégration de cette équation conduit à (GRADSHTEYN & RYZHIK

2014) :
2√

I2 − I2c
arctan

ñ
I tan(φ/2)− Ic√

I2 − I2c

ô
=

2eR

ℏ
t (II.8)

dont on déduit

I tan
φ

2
= Ic +

√
I2 − I2c tan

Å
πt

T

ã
avec T =

πℏ
eR
√
I2 − I2c

.

(II.9)
La fonction φ est une fonction croissante du temps et elle augmente de
2π quand t augmente de T . La fonction φ̇ est périodique dans le temps
de période T et il en va de même pour V (t). La moyenne V̄ de V (t)
sur une période T se calcule simplement :

V̄ =
1

T

∫ T

0

V (t) dt =
ℏ

2eT

∫ T

0

φ̇(t) dt =
ℏ

2eT
[φ(T )− φ(0)] = ℏ

2eT
2π

(II.10)
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ou encore, en utilisant l’expression (II.9) de T :

|I| > Ic : V̄ = R
√
I2 − I2c (II.11)

On obtient ainsi la caractéristique tracée en figure II.4. Pour un courant
I très grand devant Ic , on retrouve le résultat purement résistif V̄ = RI ,
tracé en tireté sur cette figure.

Cette caractéristique courant-tension correspond en pratique au cas de
jonctions Josephson réalisées à partir de contacts ponctuels (point contact),
pour lesquelles la capacité C est effectivement très petite (BARONE &
PATERNO 1982).

1-3 La "planche à laver" inclinée

Nous prenons maintenant en compte les effets capacitifs (C ̸= 0). Pour
obtenir une intuition des solutions dans ce cas général, commençons par
omettre cette fois-ci la contribution résistive dans (II.3) qui s’écrit donc :

ℏC
2e

φ̈ = −Ic sinφ+ I . (II.12)

Cette équation décrit le mouvement d’une particule de "masse" ℏC/2e sou-
mise à la force F (φ) = −Ic sinφ+ I . Cette force dérive du potentiel

U(φ) = −Ic cosφ− Iφ (II.13)

La superposition du potentiel sinusoïdal −Ic cosφ et du potentiel linéaire
−Iφ est tracée en figure II.5 pour différentes valeurs du rapport I/Ic. Elle
est souvent appelée de manière imagée "potentiel en planche à laver incli-
née" (tilted washboard potential), comme celle montrée sur la figure II.6.

Pour ce problème sans dissipation, on identifie deux possibilités,
conduisant à des régimes différents :

— |I| < Ic (première ligne de la figure II.5) : le potentiel U(φ) présente
des minima locaux, séparés de 2π. Pour une énergie donnée, on a donc
(i) un régime piégé, où la variable φ reste confinée autour d’un mini-
mum local et (ii) un régime accéléré où la particule dévale la pente
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FIGURE II.5. Forme du potentiel U(φ) pour différentes valeurs du rapport I/Ic.
Des minima locaux, espacés de 2π, existent seulement si I < Ic.

correspondant au potentiel linéaire −Iφ. Le terme dissipatif (non pris
en compte pour l’instant) sera alors essentiel pour assurer que la "vi-
tesse" φ̇ ne diverge pas.

— |I| ≥ Ic (deuxième ligne de la figure II.5) : le potentielU(φ) ne présente
pas de minimum local, seul le régime accéléré est possible.

Les phénomènes d’hystérésis mentionnés plus haut peuvent se manifester
dans le premier cas, pour lequel deux scénarios sont en compétition.
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FIGURE II.6. Une planche à laver en pierre. Photo Wikipedia.

1-4 Résultats numériques dans le cas général

Nous avons abordé dans ce qui précède deux régimes limite : celui où
les effets capacitifs décrits par C sont négligeables et qui conduit à une
solution analytique, et celui où les effets résistifs décrits par R sont négli-
geables, qui conduit au mouvement dans le potentiel de type "planche à
laver inclinée". Nous passons maintenant à l’étude de la jonction quand
tous les termes de l’équation du mouvement (II.3) sont significatifs. Dans
ce cas, il n’est pas possible d’obtenir une solution analytique simple et on
doit se tourner vers une résolution numérique.

Avant de présenter ces résultats, il est important d’identifier le ou les
paramètres sans dimension qui caractérisent le problème. Pour cela, on di-
vise l’équation (II.3) par Ic :

I

Ic
= sinφ +

ℏ
2eRIc

φ̇ +
ℏC
2eIc

φ̈ (II.14)

et on introduit l’échelle de temps

t0 =
ℏ

2eRIc
. (II.15)

En exprimant le temps en unité de t0, on arrive à l’équation

I

Ic
= sinφ + φ̇ + βcφ̈ (II.16)

où l’on a introduit le paramètre sans dimension (paramètre de Stewart-
McCumber).

βc =
2eIcR

2C

ℏ
(II.17)

La détermination de la caractéristique d’une jonction Josephson décrite par
le modèle RCSJ ne dépend donc que de ce seul paramètre 1. Le cas dominé
par la dissipation étudié en § 1-2 correspond au choix βc = 0. Le cas opposé
βc ≫ 1 correspond au contraire à une situation où les effets résistifs sont
faibles (i.e. R→∞).

On a tracé en figures II.7 et II.8 les caractéristiques courant-tension pour
différentes valeurs de βc. On voit apparaître un phénomène d’hystérésis
marqué pour βc > 1. En pratique, ces courbes sont calculées en recherchant
le régime forcé de (II.16). La fonction φ(t) est périodique en temps et on en
déduit V̄ par la relation (II.10).

Pour déterminer chaque caractéristique, on commence au point I = 0 et
V = 0 et on suit le régime forcé en augmentant I par incréments dI petits
devant Ic. Pour chaque incrément dI , on attend que le régime forcé soit
atteint pour déterminer la valeur de V̄ (I) correspondante. Les calculs sont
faits jusqu’à I = 2Ic pour cette figure. Ensuite, partant de la solution en ce
point (qui est proche du régime purement résistif), on revient vers le point
I = 0 en diminuant I par petits incréments.

On obtient ainsi la caractéristique dans le demi-plan I > 0, en particu-
lier les deux branches d’hystérésis pour un courant compris entre Ir et Ic
(figure II.7). La partie I < 0 s’en déduit par symétrie. Dans la limite βc ≫ 1,
BUCKEL & KLEINER (2008) donnent la valeur approchée Ir/Ic = 4/(π

√
βc).

Cette hystérésis correspond aux deux types de mouvement mentionnés
plus haut pour le cas |I| < Ic :

— un mouvement piégé en un minimum local du potentiel U(φ), donc à
tout instant φ̇ = 0 et V̄ = 0 ;

— un mouvement à vitesse moyenne φ̇ non nulle, donc V̄ ̸= 0, résultant
de la compétition entre l’accélération due au potentiel linéaire −Iφ et
la force de friction.

1. Je remercie Thierry Giamarchi pour une discussion sur la nature de certaines solutions
de cette équation.
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FIGURE II.7. Caractéristique courant-tension déduite de (II.3) pour βc = 10.
Cette équation est intégrée numériquement pour chaque valeur de I/Ic. On calcule
la moyenne temporelle V̄ de la tension V (t) une fois le régime stationnaire atteint.
La courbe en trait continu rouge est obtenue en balayant I dans le sens positif,
depuis −2Ic à +2Ic. La courbe en pointillé vert est obtenue en balayant I depuis
+2Ic à −2Ic. Un phénomène d’hystérésis apparaît sur cette caractéristique : dans
la plage [−Ic,−Ir] et [+Ir,+Ic], une même valeur du courant peut conduire à
deux valeurs de la tension V̄ selon les conditions initiales choisies.

Autre paramétrisation rencontrée fréquemment. Le choix de l’unité de
temps t0 dans (II.14) n’est pas le seul possible. Certains auteurs préfèrent
introduire le temps t1 tel que

t21 =
ℏC
2eIc

(II.18)

qui est égal à 2π/ωp, où ωp est la fréquence plasma introduite au chapitre
précédent. En prenant t1 comme unité de temps, on aboutit à l’équation du
mouvement

I

Ic
= sinφ +

φ̇

Qqual
+ φ̈ , (II.19)
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FIGURE II.8. Caractéristique courant-tension déduite de (II.3) pour différentes
valeurs de βc.
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où le facteur de qualité Qqual est directement relié au paramètre βc par

Qqual =
√
βc . (II.20)

2 Caractéristique d’une jonction atomique

L’étude des caractéristiques courant-tension pour des jonctions Joseph-
son supraconductrices a été faite dans les années qui ont suivi la proposi-
tion de Josephson. Il n’est pas question de faire une revue de ces études ici
et nous renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques
du domaine comme BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous
allons nous intéresser ici aux réalisations plus récentes faites à partir de
gaz d’atomes ou de molécules froides.

2-1 Rappel sur les jonctions atomiques

Rappelons les résultats obtenus au premier chapitre concernant une
jonction Josephson atomique formée par un double puits, avec les nombres
d’atomes à gauche et à droite :

Na = N̄a + n , Nb = N̄b − n , (II.21)

et la différence de phase φ ≡ φa − φb. Le fonctionnement non dissipatif
de la jonction est caractérisé par les deux énergies EJ et EC . Son énergie
s’écrit

E(φ, n) = ∆µ n +
EC

2
n2 − EJ γ(n) cosφ , (II.22)

où la quantité ∆µ = µ̄b − µ̄a représente la différence de potentiel chimique
pour les nombres moyens de particules N̄a et N̄b, et où on a posé :

γ(n) ≡
 Å

1 +
n

N̄a

ãÅ
1− n

N̄b

ã
. (II.23)

Dans ce chapitre, nous nous limiterons à des régimes où l’on peut prendre
en bonne approximation γ(n) ≈ 1. Cette hypothèse correspond à ce que

nous avons appelé le "régime Josephson" dans le chapitre 1. Dans ce cas,
les équations d’évolution des paramètres n et φ décrivant la jonction sont®

ℏ ṅ = EJ sinφ

ℏ φ̇ = −∆µ − nEC

(II.24)

La quantité ṅ représente un courant de particules, donc l’équivalent du
courant électrique I pour une jonction supraconductrice. La première
équation de (II.24) peut donc s’écrire

ṅ = Ic sinφ avec Ic = EJ/ℏ (II.25)

Rappelons par ailleurs que l’énergie de charge EC est définie par

EC ≡
∂µa

∂Na

∣∣∣∣
Na=N̄a

+
∂µb

∂Nb

∣∣∣∣
Nb=N̄b

(II.26)

de sorte que la quantité intervenant dans la seconde équation de (II.24)
peut se simplifier en

∆µ + nEC =

Å
µ̄a + n

∂µa

∂Na

ã
−
Å
µ̄b − n

∂µb

∂Nb

ã
= µa − µb = ∆µ .

(II.27)

La seconde équation de (II.24) peut donc également s’écrire

ℏ φ̇ = −∆µ (II.28)

où ∆µ ≡ µa−µb est calculé pour les nombres de particules instantanés Na

et Nb.

En pratique, nous considérerons fréquemment des jonctions à l’équi-
libre pour les nombres moyens d’atomes (N̄a, N̄b), de sorte que µ̄a = µ̄b.
Dans ces conditions, on a la relation simple entre n et la différence instan-
tanée de potentiel chimique : ∆µ = nEC , qui peut également se mettre
sous la forme

n = C∆µ avec C =
1

EC
. (II.29)

La capacité C relie donc la "charge" n de la jonction à ∆µ.
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2-2 La barrière mobile

Comment explorer directement la partie de la caractéristique composée
du segment I ∈ [−Ic,+Ic] pour une différence de potentiel nulle entre les
deux côtés de la jonction? Dans une jonction supraconductrice, on a af-
faire à un système ouvert puisque la jonction est branchée à un générateur
de courant. De nouvelles charges (paires de Cooper) peuvent être donc
injectées ou retirées d’un côté ou de l’autre de la barrière, ce qui permet
d’imposer un courant I ̸= 0 tout en conservant V = 0.

Dans une jonction atomique, composée d’un double puits de potentiel,
le rôle de V est joué par la différence de potentiel chimique ∆µ = µa − µb

entre les deux côtés de la barrière (cf. chapitre 1). Il est alors moins évident
de travailler à ∆µ = 0 car le système est isolé : avec une barrière fixe si-
tuée au centre du puits de potentiel, le passage de particules d’un côté à
l’autre de la barrière va modifier le potentiel chimique de chacune des deux
composantes : du fait des interactions entre atomes, l’un des potentiels chi-
miques va augmenter, l’autre diminuer, et on quitte le régime ∆µ = 0.

Pour contourner ce problème, GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) ont
proposé d’utiliser une barrière mobile. Idéalement, cette barrière est placée
dans un gaz de densité uniforme. Quand on met cette barrière en mouve-
ment pour atteindre une vitesse v, on peut observer deux types de com-
portement selon la valeur de v :

— Si la vitesse |v| reste inférieure à un certain seuil vc, les densités de
part et d’autre de la barrière restent égales. Cela signifie que le flux
de particules I qui traverse la barrière est égal à ρv, où ρ désigne la
densité linéique du milieu.

— Si la vitesse |v| dépasse la valeur critique vc, alors le flux de particules à
travers la barrière n’est pas suffisant pour maintenir l’égalité des den-
sités. Un bourrelet de densité se produit en amont de la barrière, et
une dépression se produit en aval. Les deux potentiels chimiques µa

et µb sont alors différents.

Ces deux scénarios sont montrés sur la figure II.9, obtenue par KWON,
DEL PACE et al. (2020) sur un gaz de molécules (bosoniques) de 6Li2. Nous
reviendrons un peu plus loin sur les détails de cette expérience.

Le premier type de comportement est une manifestation directe de la
superfluidité du milieu et il rappelle le critère de Landau pour tester cette

Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:

d2ϕ
dt2

þ

ffiffiffiffiffi
1
bc

s
dϕ
dt

þ sinϕ ¼ Iext
Ic

; ϕ$ ¼ !Dm
ℏ

ð1Þ

Here, t = wpt, wherewp ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Ic=ðℏCÞ

p
is the plas-

ma frequency. Such phase evolution is equiv-
alent to the motion of a particle with mass
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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FIGURE II.9. Haut : Jonction Josephson atomique pour un gaz de molécule 6Li2
en forme de cylindre. La barrière centrale est mobile et permet de contrôler le flux
d’atomes traversant la barrière. Bas : deux exemples de profils de densité pour
I < Ic (gauche) et I > Ic (droite). Hauteur de la barrière : 0.6 × énergie de
Fermi, paramètre d’interaction : 1/kFas = 4.2. Figure extraite de KWON, DEL

PACE et al. (2020).

42



CHAPITRE II. DYNAMIQUE D’UNE JONCTION JOSEPHSON § 2. Caractéristique d’une jonction atomique

superfluidité. Selon ce critère, on déplace une impureté microscopique
dans le milieu et on étudie si cette impureté crée ou non des excitations,
en l’occurrence des phonons, lors de son mouvement. Le résultat dépend
du rapport v/c, où v est la vitesse de l’impureté et v la vitesse du son. Pour
v < vc, aucune excitation n’est créée si le milieu est à température nulle,
donc totalement superfluide.

Dans le cas présent, l’impureté microscopique est remplacée par une
barrière macroscopique, de sorte que la vitesse critique vc est notablement
inférieure à la vitesse du son. Par ailleurs, en accord avec la première rela-
tion de Josephson, on s’attend à ce qu’une différence de phase φ = φa−φb

apparaisse entre les deux côtés de la barrière. La différence de phase φ est
reliée à l’intensité I = ρv par la relation de Josephson I = Ic sinφ, et l’in-
tensité critique Ic se déduit de la vitesse critique vc par

Ic = ρvc (II.30)

Le second type de comportement est un régime dissipatif. Le mouve-
ment de la barrière créée des excitations dans le fluide. Ces excitations dé-
pendent des détails du milieu, en particulier de sa dimensionalité : pour un
milieu strictement unidimensionnel, ces excitations sont de type phonons
et solitons noirs ou gris ; pour un milieu bi- ou tri-dimensionnel, ce peut
être (en plus des phonons) des vortex.

Nous allons modéliser le comportement de la barrière dans ce régime
par une approche de type RCSJ, en écrivant l’intensité Iext = −ρv imposée
de l’extérieur 2 comme la somme des trois termes :

Iext = −Ic sinφ+
∆µ

R
+ C

·
∆̂µ . (II.31)

En utilisant la seconde relation de Josephson (II.28), cette équation peut
s’écrire comme une équation différentielle d’ordre 2 en φ, analogue de
l’équation (II.3) pour les jonctions supraconductrices :

ρv = Ic sinφ+
ℏ
R
φ̇+ ℏCφ̈ . (II.32)

2. Le signe − rend simplement compte du fait que pour une barrière de vitesse positive
(allant vers la droite, donc de a vers b), le courant de particules qui la traverse va de b vers
a. Par ailleurs, pour v > 0, on s’attend dans le régime dissipatif à une augmentation de la
densité dans la partie droite et une diminution dans la partie gauche, donc µb > µa.

Dans ce modèle, R/ℏ est sans unité et ℏC a la dimension d’un temps.
L’intensité I et l’intensité critique Ic se mesurent en nombre de parti-
cules/seconde, leur dimension est donc l’inverse d’un temps.

2-3 Observation de la relation courant-phase

La suggestion de GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) d’utiliser une
barrière mobile pour explorer la relation courant-phase d’une jonction
atomique a été implémentée par plusieurs groupes expérimentaux, tout
d’abord LEVY, LAHOUD et al. (2007), puis RYU, BLACKBURN et al. (2013) et
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014). Nous reviendrons sur certaines de ces
expériences au chapitre 5 quand nous discuterons la physique des SQUIDs.

Nous allons nous concentrer dans ce qui suit sur l’expérience de KWON,
DEL PACE et al. (2020), dont nous avons montré les premiers résultats en
figure II.9. Cette expérience est réalisée avec un gaz de fermions (6Li) au
voisinage d’une résonance de Feshbach. On se place du côté des longueurs
de diffusion positives, de sorte que le gaz est essentiellement composé de
molécules bosoniques 6Li2.

Le gaz est confiné dans un potentiel harmonique de forte raideur selon
y et z, et de raideur beaucoup plus faible selon x. Grâce à deux nappes
de lumière additionnelles, on sélectionne la partie centrale du nuage, qui
a donc la forme d’un cylindre allongé de longueur 140 µm avec une den-
sité linéique quasi-homogène ρ = 300 molécules/µm (figure II.9). Au voi-
sinage du centre, on place une troisième nappe de lumière, de plus faible
intensité et d’épaisseur∼ 1µm, qui joue le rôle d’une barrière tunnel. Deux
types de mesure sont possibles :

— Une image directe comme celles montrées en figure II.9 fournit les
nombre d’atomes de part et d’autre de la barrière tunnel.

— Une expansion balistique durant laquelle les deux parties du nuage se
recouvrent et interfèrent, ce qui donne accès à la phase relative entre
les nuages (figure II.10).

Pour obtenir l’équivalent de la caractéristique courant-tension pour
cette jonction atomique, KWON, DEL PACE et al. (2020) sont partis de la
situation symétrique où les deux côtés de la jonction ont la même lon-
gueur La = Lb = L/2 et ils ont déplacé la jonction pendant une durée τ de
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Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:

d2ϕ
dt2

þ

ffiffiffiffiffi
1
bc

s
dϕ
dt

þ sinϕ ¼ Iext
Ic

; ϕ$ ¼ !Dm
ℏ

ð1Þ

Here, t = wpt, wherewp ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
Ic=ðℏCÞ

p
is the plas-

ma frequency. Such phase evolution is equiv-
alent to the motion of a particle with mass
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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Here, Ec = 2@mL/@NL (calculatedwithNL =N/2)
is the effective charging energy of the junc-
tion (i.e., the inverse compressibility of the gas),
and it reflects the density change between the
two reservoirs owing to the particle current
through the barrier (35, 48). For |Iext| smaller
than a critical value Ic, we observe pairs to
tunnel coherently through the barrier [Fig. 1B,
panel (i)], maintaining Dm = 0 (i.e., z ! !z ¼ 0).
Conversely, for |Iext| > Ic a finite Dm develops,
associated with the density increase arising
from compression of the smaller reservoir
[Fig. 1B, panel (ii)]. Exploiting matter-wave
interference between the expanding reser-
voirs, we can connect the observed pair tun-
neling to the behavior of the phase difference
ϕ = ϕR – ϕL. In Fig. 1, C and D, we display
typical complete measurements of both the
I-Dm and I-ϕ characteristics of our junction
for a molecular BEC (mBEC). Albeit with a
different current scale, we obtain the same
I-Dm relation at unitarity and throughout the
BEC-BCS interaction crossover (Fig. 2, A andB).
The measured current-potential curve closely
parallels the typical I-V characteristics of SJJs
in the deep BCS regime (11, 12). In particular, a

highly nonlinear I-Dm response is clearly visible,
with Dm exhibiting a zero-resistance plateau
for |Iext| < Ic (Fig. 1C). The value of Ic is marked
by the sharp onset of a chemical potential dif-
ference Dm ≠ 0, after which the junction dis-
plays a resistive behavior. Correspondingly, ϕ
displays a nonlinear monotonic increase, ad-
justing itself to sustain a supercurrent |Is| =
|Iext| ≤ Ic (Fig. 1D). For sufficiently large V0

like that used in Fig. 1, C and D, Is(ϕ) ≈ Ic sin
ϕ; this signature has so far been experimen-
tally challenging to observe in degenerate
atomic gases (24). These observations unam-
biguously demonstrate that we access the
Josephson dc regime and that the tunneling
current observed below Ic is a Josephson
supercurrent. We have directly checked the
departure from such a sinusoidal I-ϕ relation
upon decreasing V0 (10, 36, 49), observing the
crossover to a linear current-phase charac-
teristic peculiar to hydrodynamic weak links
(24, 44, 49, 50) (fig. S7). Moreover, we find that
reversing the direction of the supercurrent
across the junction causes the sign of ϕ to
change [i.e., Is(ϕ) ≈ –Is(–ϕ)], a feature direct-
ly associated with the order parameter time-

reversal symmetry expected in the present
case of s-wave nonchiral superfluids.
To quantitatively describe the observed I-Dm

response, we use the resistively and capacitively
shunted junction (RCSJ) model widely applied
for SJJs (5, 11, 51, 52), namely a lump element
circuit model incorporating a capacitive chan-
nel C and a resistive channel R (fig. S6). The
latter opens for |Iext| > Ic without affecting the
coherent dc Josephson branch, while it incor-
porates any incoherent currents across the
junction that induce a finiteDm. The capacitance
C = 1/Ec is provided by self-consistent numerical
calculations for crossover superfluids (44, 45).
Within the RCSJ model, the dynamics of the
junction are described by Kirchhoff’s law and
the Josephson-Anderson relation:
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Fig. 1. Characterization of a current-biased atomic Josephson junction.
(A) The Josephson junction is realized by weakly coupling two superfluid
reservoirs (L, left; R, right) of 6Li fermion pairs (paired red/blue circles) through
a thin DMD-controlled repulsive barrier. An external current Iext is imposed by
translating the tunneling barrier at constant velocity v (yellow arrow). (B) The
dynamics are monitored by recording the number imbalance z through in situ
absorption imaging after a total barrier displacement dx (upper panels). Radially
integrated density profiles are also shown (lower panels). (i) For currents below a
critical value, pairs coherently tunnel through the barrier, maintaining a zero
difference in chemical potential between the reservoirs. (ii) Conversely, above
the critical current, the superfluid is compressed into the smaller reservoir.
(C) Experimental I-Dm characteristic of the junction for (kFa)

–1 ≈ 4.2, w = 0.95 mm,
and V0 ≈ 0.6EF ≈ 1.8m, where m is the superfluid bulk chemical potential.

The solid line denotes the RCSJ-model solution fit; the shaded vertical lines
represent the value of the extracted Ic along with its standard confidence interval.
The weak oscillatory visible observed in the model just below Ic stems from
small-amplitude plasma oscillations excited by the nonadiabatic ramp-up of the
applied current (44). (D) Experimentally determined current-phase relation
I(ϕ) of the junction, recorded under the same conditions as in (C). For each
experimental realization, ϕ is obtained by fitting a matter-wave interference
pattern acquired by letting the two reservoirs expand into each other in time of
flight (44). Typical interferograms and corresponding integrated profiles are
shown in the insets. The solid line is a sinusoidal fit to all data points including
a small second-harmonic contribution proportional to sin 2ϕ; the dashed line
is a linear fit of the five central data points. Data in (C) and (D) are means ± SE
over ~10 experimental realizations.
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FIGURE II.10. Figure d’interférence entre les deux parties de la jonction de la
figure II.9, dont on déduit la phase relative φ = φa − φb. Gauche : φ ≈ 0, droite :
φ ≈ 0.4π. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).

sorte qu’à l’issue de ce déplacement, on a La = L/2 + ℓ (partie gauche) et
Lb = L/2− ℓ (partie droite) avec ℓ = vτ : une vitesse positive de la jonction
correspond à une augmentation de La et une diminution de Lb. On fixe
ℓ = ±10µm, ce qui est petit devant la longueur totale L = 150µm.

L’état de la jonction à l’issue du déplacement (figure II.9) est caractérisé
par les nombres Na et Nb, dont on déduit la différence de potentiel chi-
mique entre les deux côtés de la jonction. Le résultat de cette mesure est
montré en figure II.11. On retrouve la caractéristique typique d’une jonc-
tion :

— Pour |v| < 0.4mm/s, la jonction se comporte de manière idéale : ∆µ
reste nul à l’issue du déplacement de la jonction (figure II.9, en bas à
gauche).

— Pour v supérieure à cette valeur, le courant traversant la jonction est
plus faible que I et on observe une augmentation de la densité du côté
dont la longueur a été réduite (figure II.9, en bas à droite).

La méthode interférométrique mentionnée plus haut permet également
d’étudier le lien entre l’intensité et la phase dans le régime |v| < vc. Le
résultat est montré en figure II.12. L’ajustement de I(φ) par une fonction
périodique de φ montre qu’une harmonique supplémentaire vient légère-
ment modifier la relation I = Ic sinφ.

FIGURE II.11. Caractéristique courant-tension pour une jonction atomique avec
EF /h = 6 kHz. Le paramètre z est défini par z = (Nb − Na)/(Na + Nb). Le
paramètre z̄ désigne la valeur de z pour une jonction idéale. La convention de signe
pour le courant est Iext ≡ Ia→b. La ligne continue représente un ajustement par
le modèle RCSJ. La légère oscillation visible juste en dessous de Ic est due à des
oscillations plasma de faible amplitude, excitées par le caractère non-adiabatique
du branchement du courant. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).

FIGURE II.12. Relation entre phase et vitesse de la barrière pour une jonc-
tion atomique. On notera que la vitesse est de signe opposé à l’intensité, de
sorte qu’on retrouve bien (approximativement) la première relation de Josephson
Ia→b = Ic sin(φb −φa) avec Ic > 0. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al.
(2020).
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3 Les paramètres des jonctions atomiques

3-1 Le courant critique

La valeur de l’intensité critique d’une jonction supraconductrice a été
calculée à partir d’une approche microscopique basée sur la théorie BCS
par AMBEGAOKAR & BARATOFF (1963). Pour un gaz d’atomes bosoniques
dans un piège avec une barrière centrale, la détermination de Ic a été
faite par MEIER & ZWERGER (2001) par une approche basée sur l’ap-
proche de Bogoliubov, puis reprise par PIAZZA, COLLINS et al. (2010) qui
ont utilisé une résolution analytique approchée de l’équation de Gross–
Pitaevskii. Les résultats des deux approches sont similaires et nous don-
nons ci-dessous un ordre de grandeur du résultat, que nous utiliserons à
plusieurs reprises dans la suite de cours.

Considérons une barrière carrée de hauteur V0 et de largeur d avec un
condensat uniforme de densité asymptotique ρ0 de part et d’autre de la
barrière (figure II.13). L’interaction est caractérisée par le paramètre g et le
potentiel chimique des condensats s’écrit donc µ = gρ0. La vitesse du son
dans ces condensats est c0 =

√
gρ0/m. La hauteur de la barrière V0 est sup-

posée supérieure à µ de sorte que la densité décroit exponentiellement vite
à l’intérieur de la barrière. Il est utile de définir le facteur de transmission

T ≡ e−κd avec κ =

√
2m(V0 − µ)

ℏ
(II.33)

qui est supposé ici petit devant 1. Le courant critique Ic peut alors s’écrire

Ic ≈ α ρ0c0T (II.34)

où le nombre sans dimension α est d’ordre 1 si la hauteur V0 de la barrière
reste comparable au potentiel chimique, ce qui est le cas en pratique. Les
valeurs explicites de α proposées par MEIER & ZWERGER (2001) et PIAZZA,
COLLINS et al. (2010) ne coïncident pas exactement, mais sont toutes deux
compatibles 3 avec α ∼ 1 pour V0 ≳ µ.

On peut retrouver l’expression proposée pour Ic par l’argument heu-
ristique suivant. Le courant Ic est atteint pour une différence de phase

3. Par exemple, PIAZZA, COLLINS et al. (2010) donnent α = g(µ/V0) avec g(x) =√
2x(1− x), soit α = 1/

√
2 pour V0 = 2µ.
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FIGURE II.13. Coordonnées linéaires (haut) et semi-logarithmiques (bas) pour
l’état fondamental Φ0(x) d’énergie E0 de l’équation de Gross-Piatevskii dans une
boîte de longueur L = 400 ξ avec une barrière centrale carrée de largeur 8 ξ et
de hauteur 2µ (ξ et µ désignent respectivement la longueur de cicatrisation et le
potentiel chimique du gaz). La valeur de l’énergie tunnel déduite deEJ = 1

2 (E1−
E0), où E1 est l’énergie de l’état antisymétrique Φ1(x) d’énergie la plus basse,
est EJ = ℏIc = 2.9 10−4ℏρ0c0. Cette valeur correspond à α ≈ 0.9 dans (II.34).
Calcul fait avec N = 4096 points.
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de π/2 entre les deux côtés de la barrière. Cette différence de phase est
en fait concentrée dans la zone où la densité prend sa valeur minimale
ρmin ∼ ρ0T ; cette zone de densité minimale est centrée sur la barrière et
sa largeur est ℓ ∼ κ−1, soit un gradient de phase π/2

ℓ ∼ κ. La vitesse des
particules dans cette zone est donc v ∼ ℏκ

m et le flux correspondant s’écrit
ρminv ≈ ρ0

ℏκ
m T , ce qui est du même ordre que (II.34) pour V0 ≳ µ. En pra-

tique, pour des hauteurs de barrière entre 1.2µ et 2µ, et des largeurs entre
3 ξ et 7 ξ (où ξ est la longueur de cicatrisation), la valeur ainsi obtenue pour
Ic diffère de moins d’un facteur 2 du résultat Ic = EJ/ℏ calculé à partir de
EJ = 1

2 (E1 − E0) (cf. chapitre 1), alors que la valeur de Ic varie elle-même
par plus d’un facteur 100 sur cette plage de paramètres.

Plus récemment ZACCANTI & ZWERGER (2019) ont repris et généralisé
l’approche de MEIER & ZWERGER (2001) pour traiter de manière appro-
chée le cas d’un gaz de Fermi sur toute l’étendue de la transition entre le
régime BCS et le régime d’un condensat moléculaire, en passant par le cas
du gaz de Fermi unitaire 4. Ils prévoient notamment que le courant critique
passe par un maximum au voisinage du régime unitaire. L’accord entre les
prévisions de cette théorie approchée et les résultats expérimentaux est sa-
tisfaisant (KWON, DEL PACE et al. 2020).

3-2 Le modèle RCSJ pour une jonction atomique

Dans le cadre du modèle RCSJ, il faut déterminer les trois paramètres
Ic, R, C pour préciser complètement le fonctionnement de la jonction.
Nous avons décrit ci-dessus comment accéder à Ic. Pour mesurer la résis-
tance R et la capacité C, une méthode relativement simple consiste à reve-
nir à l’oscillation plasma déjà présentée au chapitre précédent. Rappelons
que cette oscillation correspond, pour une barrière fixe, au mouvement de
faible amplitude de la jonction autour d’une position d’équilibre.

Positionnons la barrière fixe au centre du gaz, de sorte que la position
d’équilibre corresponde à N̄a = N̄b = N/2 et µ̄a = µ̄b. Pour une petite
différence de phase φ = φa − φb, la dynamique de la jonction est donnée

4. Je remercie Willi Zwerger pour une discussion sur le sujet.

Figure S 3: Determination of the system parameters Ic and C. We measure the atom number
difference N and the relative phase φ of a Josephson plasma oscillation. Numerically differen-
tiating N and φ and subsequently fitting Ic and C to the equations dN

dt = Ic sin(φ(t)), dφ
dt = −N

C ,
gives to Ic = 192(7)× 10

3
1/s and C = 65.0(39) s× 1/h.

we run a dc Josephson protocol, by moving the barrier with constant velocity through the con-

densate. The result is shown in fig. S4. Below the critical velocity vc, we find ∆µ = 0,

indicating the absence of any ”voltage” drop. Above vc, a finite chemical potential difference

∆µ builds up, signaling the onset of the ac Josephson branch. Fitting ∆z = R

q
v2 − v2c , gives

vc = 0.420(1)mm/s. With I = v · Ic/vc and Eq. 7 we can rescale the measurement data and

use again the fit function ∆µ = R

q
I2 − I2c , and obtain R = 907(4)× 10

−6
× h.

Current phase relation

The Josephson junction in our experiments has a barrier height which is significantly lower than

the chemical potential. It is necessary to independently measure the current phase relation in

order to verify, whether higher order terms in the Josephson relation are relevant (50). We repeat

the experiment for the critical velocity and measure the phase between the two condensates at

the end of the motion. The phase is determined via interference of both condensates in time of

flight. We find the best contrast for 5ms time of flight, for which a substantial part of the cloud

has already interfered with each other. After subtracting a reference image without barrier we

23

FIGURE II.14. Gauche : utilisation de la première relation de (II.35) pour extraire
la valeur Ic = 192(7)ms−1. Droite : utilisation de la seconde relation de (II.35)
pour extraire la valeur hC = 65.0(4) s. Figure extraite de BERNHART, RÖHRLE

et al. (2025).

par les deux équations (cf. § 2-1) :



ṅ = Icφ

φ̇ = − 1

ℏC
n

(II.35)

où on a négligé dans un premier temps les effets résistifs.

Nous avons vu qu’il était possible de mesurer pour une jonction à la fois
la différence de population n, à partir d’une image in-situ, et la différence
de phase φ, à partir d’une image d’interférence obtenue après temps de
vol. On peut donc
— vérifier que n et φ évoluent bien en quadrature l’une par rapport à

l’autre, comme prévu par (II.35) ;
— utiliser la première relation de (II.35) pour vérifier la valeur de Ic ;
— utiliser la seconde relation de (II.35) pour obtenir la valeur de C.

On montre en figure II.14 le résultat obtenu par BERNHART, RÖHRLE

et al. (2025) mettant en place cette procédure pour un gaz de 87Rb confiné
dans un tube cylindrique. À l’équilibre, le potentiel chimique du gaz est
µ̄a = µ̄b = h × 1.9 kHz et la barrière centrale a une hauteur de 0.45 µ̄a,b

et une largeur de l’ordre du micromètre. Les valeurs déduites de la figure
II.14 sont Ic = 192 particules/ms et hC = 65 s.
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Figure S 4: Determination of the resistance R. Critical velocity measurement with fit to get
the resistance R = (907± 4)× 10

−6
× h.

Figure S 5: Current-phase relation of the Josephson junction. Measurement of the current-
phase relation of the Josephson junction using the dc Josephson effect. The phase difference
across the barrier is plotted against the dc current. The yellow curve represents the ideal current
phase-relation I = Ic sin(ϕ). The red curve is a fit including the second order term (see text).

fit a sinusoidal function to extract the phase. The resulting current phase relation is shown in

fig. S5. Following Ref. (19) one can describe the current phase relation of a Josephson junction

with I(ϕ) =
P

n>0 In sin(nϕ) if the system exhibits time reversal symmetry. In the limit of

small coupling the above expression reduces to the first Josephson equation, I(ϕ) = Ic sin(ϕ).

We fit our data up to the second order term and find I1 = 0.995 Ic and I2 = 0.054 Ic. The

Josephson junction is therefore close to the ideal Josephson junction limit.
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FIGURE II.15. Utilisation de la partie haute intensité de la caractéristique pour
extraire la valeur de la résistance R, avec ici R/h = 0.907(4) 10−3. Figure ex-
traite de BERNHART, RÖHRLE et al. (2025).

Pour déterminer le paramètre manquant R, on peut analyser l’amor-
tissement visible sur l’oscillation plasma ou alors étudier la caractéris-
tique courant-tension pour des valeurs de I nettement supérieures à Ic,
de sorte qu’on a alors |µ| ≈ RI , c’est-à-dire l’équivalent de la loi d’Ohm.
BERNHART, RÖHRLE et al. (2025) utilisent cette seconde technique pour dé-
terminer R/h = 0.9 10−3 (figure II.15). Notons que chaque point de cette
caractéristique est obtenu en moyennant les résultats de 25 réalisations in-
dépendantes de l’expérience, ce qui correspond de facto à la moyenne tem-
porelle conduisant à V̄ pour une jonction supraconductrice.

Une fois connu ces trois paramètres, on peut calculer le paramètre de
Stewart-McCumber pour une jonction atomique (équivalent du paramètre
βc défini en (II.17) pour une jonction supraconductrice)

βc =
IcR

2C

ℏ
(II.36)

qui donne βc ≈ 60 pour les paramètres de BERNHART, RÖHRLE et al.
(2025). En fait, pour cette valeur relativement élevée de βc, on s’attend à
une caractéristique présentant de l’hystérésis (cf. figure II.8). Cette hys-
térésis ne semble pas avoir été observée par les auteurs 5, probablement

5. La caractérisation de l’hystérésis pour une jonction atomique pose par ailleurs un pro-

parce que toutes leurs expériences ont été réalisées dans le sens des I crois-
sants, c’est-à-dire une barrière initialement immobile, puis accélérée pour
atteindre sa vitesse finale.

Une caractérisation similaire a récemment été menée pour un gaz de
Fermi de 6Li dans le régime unitaire par DEL PACE, HERNÁNDEZ-RAJKOV

et al. (2025) sur le même montage que celui de KWON, DEL PACE et al.
(2020) décrit plus haut. Ils obtiennent une intensité critique Ic = 180
paires de Cooper/ms (voisine de celle montrée en figure II.11), une ca-
pacité hC = 1.8(2) s et une résistance R/h = 2.9 10−3, ce qui conduit à
βc ≈ 13 (Giacomo Roati, communication privée). Le fait que C soit nota-
blement réduite lorsqu’on passe du gaz de Bose de 87Rb (interaction faible)
au gaz de Fermi de 6Li (interaction forte) est lié à la différence de compres-
sibilité entre les deux milieux : ∂µ

∂N est beaucoup plus grand dans le cas du
gaz de Fermi unitaire.

Nous montrons finalement en figure II.16 la variation des paramètres
du modèle RCSJ avec la hauteur de la barrière mobile V0 pour le gaz de
Fermi unitaire étudié par KWON, DEL PACE et al. (2020). On voit que lors-
qu’on augmente la hauteur de la barrière, la valeur de l’intensité critique Ic
diminue et la résistance R augmente. Pour Ic, l’accord avec les prédictions
de ZACCANTI & ZWERGER (2019) est très satisfaisant. Le paramètre βc est
lui aussi une fonction croissante de la hauteur de la barrière, et il atteint
une valeur proche de 1000 pour la plus haute valeur de barrière utilisée.

3-3 Origines physiques de la dissipation

Les processus dissipatifs dans une jonction Josephson atomique ont fait
l’objet de nombreuses études théoriques, et ils sont décrits en détail dans
l’article de revue de AMICO, BOSHIER et al. (2021). La nature de ces pro-
cessus dépend de la dimension d’espace de la jonction. Pour une jonction
couplant deux gaz unidimensionnels, POLO, AHUFINGER et al. (2018) ont
fait une analyse quantique complète du problème dans le cas d’interactions

blème de principe, dû au fait que ces jonctions sont des systèmes isolés. Si on augmente pro-
gressivement I de 0 à 2Ic (par exemple), que l’on reste à 2Ic pendant une durée τ , puis qu’on
ramène I à une valeur finale If < Ic, l’énergie déposée dans le fluide sera une fonction crois-
sante de τ , et l’état final du système sera donc une fonction à la fois de If et de τ . Ce problème
ne se pose pas pour les jonctions supraconductrices, qui sont des systèmes ouverts avec une
température maintenue constante grâce aux échanges d’énergie avec un réservoir.
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FIGURE II.16. Détermination de Ic (haut), puis de R et βc (bas) pour un gaz de
Fermi unitaire. Les unités EF et IF désignent les échelles obtenues pour le gaz de
Fermi idéal. Figures extraites de KWON, DEL PACE et al. (2020).
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FIGURE II.17. Etat d’un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) après le mouve-
ment d’une barrière mobile de L/4 à 3L/4, avec ici L = 1024. La vitesse finale
de la barrière est 0.045 cs, où cs est la vitesse du son. La vitesse critique pour la
barrière choisie est 0.0475 cs.

fortes (gaz de Tonks-Girardeau). Ils ont montré que l’amortissement était
causé par les fluctuations thermiques ou quantiques présentes dans le gaz
sous forme de phonons de basse énergie, ainsi que par la génération de
trains de solitons.

Le rôle important des solitons apparaît clairement sur les figures II.17 et
II.18, obtenues en résolvant numériquement l’équation de Gross-Pitaevskii
pour un gaz 1D. Les calculs sont fait sur une grille de N = 1024 pixels et la
longueur de cicatrisation est égale à 2 pixels. Une barrière mobile parcourt
le gaz de N/4 à 3N/4. Sa vitesse initiale est nulle. La barrière subit d’abord
un mouvement uniformément accéléré, puis se déplace à vitesse uniforme.
Les durées des deux parties du mouvement sont choisies ici égales (ce pa-
ramètre n’a que peu d’influence sur le résultat final). La barrière a une
hauteur égale au potentiel chimique du gaz, elle a un profil gaussien et sa
demi-largeur à 1/e2 (waist) est 8 fois plus grande que la longueur de cica-
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FIGURE II.18. Etat d’un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) après le mouve-
ment d’une barrière mobile de L/4 à 3L/4, avec ici L = 1024. La vitesse finale
de la barrière est 0.050 cs, où cs est la vitesse du son. La vitesse critique pour la
barrière choisie est 0.0475 cs.

trisation ξ. La vitesse critique dans ces conditions est vc ≈ 0.0475 cs, où cs
est la vitesse du son.

Pour une vitesse v = 0.045 cs, donc légèrement inférieure à vc (figure
II.17), les densités de part et d’autre de la barrière sont égales, la varia-
tion de phase au niveau de la barrière est légèrement inférieure à π/2, et
la phase θ(x) de la fonction d’onde est uniforme sur chacun des domaines.
Cette uniformité est assurée par le fait que comme v ≪ cs, les phonons
générés par le mouvement de la barrière ont eu le temps de faire de nom-
breux allers-et-retour dans le gaz et donc d’équilibrer la distribution de
phase.

Pour une vitesse v = 0.050 cs, donc légèrement supérieure à vc (figure
II.18), la situation est radicalement différente. On note que la phase varie
très vite dans la partie aval de la jonction, qui présente également des trous

as a time-averaged atom imbalance; see Fig. 1(b). We
demonstrate how the observed dynamics is controlled by
specific features of phonon excitations and vortex nucle-
ation. The results are obtained by classical-field methods
that include fluctuating bosonic fields beyond mean-field
description [49–52]. We benchmark our results with the
dynamics of a driven RCSJ circuit model.
System and method—We simulate the dynamics of a

generic condensate of bosons using classical-field dynam-
ics within the truncatedWigner approximation [49–52]. We
consider a homogeneous cloud of bosons confined in a box
of dimensions Lx × Ly. The system is described by the
Hamiltonian

Ĥ0 ¼
Z

dr
!
ℏ2

2m
∇ψ̂†ðrÞ ·∇ψ̂ðrÞþ g

2
ψ̂†ðrÞψ̂†ðrÞψ̂ðrÞψ̂ðrÞ

"
:

ð1Þ

ψ̂ (ψ̂†) is the bosonic annihilation (creation) operator. The
interaction g ¼ g̃ℏ2=m is given in terms of the dimension-
less parameter g̃ ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
as=lz, where m is the mass, as is

the s-wave scattering length, and lz ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏ=ðmωzÞ

p
is the

harmonic oscillator length in the transverse direction.
Within the classical-field representation we replace the
operators ψ̂ in Eq. (1) and the equations of motion by
complex numbers ψ . The initial states ψðr; t ¼ 0Þ are
sampled in a grand canonical ensemble with chemical
potential μ and temperature T via a classical Metropolis
algorithm [53]. The resulting distribution provides the
fluctuations of ψðr; t ¼ 0Þ around its mean-field value.
Finally, each initial state is propagated using the equations
of motion

iℏψ̇ðr; tÞ ¼
$
−
ℏ2

2m
∇2 þ Vðr; tÞ þ gjψ j2

%
ψðr; tÞ; ð2Þ

which include the barrier potential given by Vðr; tÞ ¼
V0ðtÞ exp½−2ðx − xðtÞÞ2=w2&. V0ðtÞ, w and xðtÞ are the
barrier’s strength, width, and location. For numerical
calculations, we discretize space on a lattice of size
Nx × Ny and a discretization length l ¼ 0.5 μm. While
we present our results for the concrete realization provided
by 6Li2 molecules, we emphasize that our protocol can be
applied to any cold-atom degenerate gas. We choose
the density n ≈ 5.6 μm−2, g̃ ¼ 0.1, T=T0 ¼ 0.06, and
Lx × Ly ¼ 512 × 27 μm2. The critical temperature T0 is
estimated by T0 ¼ 2πnℏ2=ðmkBDcÞ, where Dc ¼
lnð380=g̃Þ is the critical phase-space density [56,57]. We
use w=ξ ¼ 1.1 and V0 in the range V0=μ≡ Ṽ0 ¼ 1–4,
where ξ ¼ ℏ=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mgn

p
is the healing length and μ ¼ gn is

the mean-field energy. To create the weak link at the
location xðtÞ ¼ x0 ¼ Lx=2, we ramp up V0 linearly over
200 ms and wait for 50 ms. Following [31,32], the
Josephson current can be obtained by moving the barrier
at a constant velocity v until it reaches the final position xf,
as depicted in Fig. 1(a). Here, we will discuss the dynamics
of the system obtained when the barrier features a periodic
driving in addition to its motion with constant velocity,

xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ; ð3Þ

where x1 is the amplitude and f is the frequency of
driving. We calculate the atom number NLðtÞ [NRðtÞ] in
the left (right) reservoir to determine the imbalance
zðtÞ ¼ ½NLðtÞ − NRðtÞ&=N, where N ¼ ðNL þ NRÞ is the
total atom number. The barrier motion induces an external
current given by IextðtÞ ¼ ðz̄N=2Þ × jvj=Δx, whereΔx is the
displacement and z̄ is the equilibrium imbalance at the final
location xf ¼ x0 þ Δx. Throughout the Letter we fix the
driving time tf to four cycles. We calculate zðtÞ for various
values of v; see inset of Fig. 1(b). By fitting zðtÞwith a linear
function we obtain the value of the time-averaged imbalance

FIG. 1. Atomic Josephson junction and emergence of Shapiro
steps. (a) Simulation of a Josephson junction consisting of two
clouds separated by a tunneling barrier of height V0 and width w.
The barrier is moved at constant velocity v (arrow) from the
position x0 until the final position xf, which induces an external
current Iext. In addition, we modulate the barrier location using
the protocol xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ, where f is the frequency
and x1 is the amplitude of driving. NL (NR) represents the atom
number of the left (right) reservoir. (b) Imbalance Δz ¼ z − z̄ as a
function of v for the undriven case (dashed line). z̄ is the
equilibrium imbalance determined at xf that varies with v.
Time-averaged imbalance hΔzi shown for f ¼ 45 Hz and
x1 ¼ 1, 2, 3, 4, and 5 μm. Inset shows the time evolution of
zðtÞ at different v for the driving with x1 ¼ 3 μm, where Tp ¼
1=f is the driving period. We use the barrier height V0=μ ¼ 1.5,
where μ is the mean-field energy.

PHYSICAL REVIEW LETTERS 133, 093401 (2024)

093401-2

FIGURE II.19. Géométrie rectangulaire avec barrière mobile étudiée par SINGH,
POLO et al. (2024).

de densité importants correspondant à des solitons sombres.

Quand on passe à des systèmes à deux ou trois dimensions, les méca-
nismes microscopiques à l’origine de la dissipation mis en évidence par
les simulations numériques sont liés aux vortex, des points où la densité
s’annule et autour desquels la phase a un enroulement de ±2π. Nous al-
lons décrire ici quelques résultats obtenus par SINGH, POLO et al. (2024)
dans leur étude d’un gaz de Bose à deux dimensions, piégé dans une
boîte rectangulaire avec une barrière tunnel mobile (figure II.19). Des ré-
sultats comparables ont été obtenus par XHANI, NERI et al. (2020) et
XHANI, GALANTUCCI et al. (2020) pour un gaz 3D cylindrique. Des signa-
tures expérimentales liées à ces vortex ont été observées par DEL PACE,
HERNÁNDEZ-RAJKOV et al. (2025) dans le contexte des résonance de Sha-
piro, que nous étudierons au chapitre 3.

La figure II.20, tiré du supplément de l’article de SINGH, POLO et al.
(2024), présente deux résultats pour une barrière mobile : la ligne du haut
correspond à une vitesse inférieure à vc, donc la branche horizontale µ =
0 de la caractéristique ; la ligne inférieure est obtenue pour v > vc, donc
dans le régime dissipatif. Dans chaque cas, les auteurs ont tracé la densité
linéique ρ(x) =

∫
ρ(2D)(x, y) dy (colonne de gauche) et la phase le long de

la ligne y = 0 (colonne de droite).

Pour une vitesse inférieure à vc, on voit que la densité reste la même
de part et d’autre de la barrière mobile, alors qu’une différence de phase φ
approximativement constante émerge après un temps de 50 ms. Pour une
vitesse supérieure à vc, une différence de densité notable apparaît, avec un
surplus de densité en amont de la barrière mobile, et un déficit en aval.
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FIG. 1. Time evolution of the density n(x) and the phase
✓(x, Ly/2) in the x direction for the barrier velocities v/vc =
0.73 (top panels) and 1.06 (bottom panels). n(x) is aver-
aged over the initial ensemble and the y direction, whereas
✓(x, Ly/2) corresponds to a single sample. The dotted line
denotes the barrier location. The blue triangle and red dot
represent a vortex and an antivortex, respectively.

The dynamics described by Eqs. 5 and 6 is distinct
from that of Josephson junctions in the RCSJ circuit
model. This is namely twofold. First, there is a non-
linear cosine term in Eq. 6, resulting in an additional
coupling of the phase and current as compared to the
RCSJ model. Second, the two-mode GPE model does
not account for a dissipative current, which is important
for stable junction dynamics. Here, phenomenological-
type of a damping term can be added to address the
existence of a dissipative current [3]. Though, the two-
mode GPE model is instructive, it is dominant by ca-
pacitive e↵ects. As a consequence of this, the two-mode
GPE model approaches the RCSJ circuit model only in
the ideal underdamped limit (i.e. without conductance),
see Eq. 11.

DC-AC TRANSITION IN UNDRIVEN
JUNCTION

Estimate of the critical current

Ref. [4] derives an analytic estimate of the critical cur-
rent by solving Eq. 1 and by considering single-particle
tunneling across a rectangular barrier of height V > µ
and width d, where µ is the mean-field energy. The crit-
ical current is given by Ic,p = Ibt0(Ṽ , d), where Ib is

the bulk current and t0(Ṽ , d) is the tunneling amplitude,
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FIG. 2. Time evolution snapshots of the phase distribution
✓(x, y) of a single sample for v/vc = 1.06. The barrier loca-
tion at di↵erent times is marked by the two dashed vertical
lines. The blue triangle and red dot represent a vortex and
an antivortex, respectively.

with Ṽ = V/µ. The variational solution gives [4]

t0(Ṽ , d) = 2
p

2

q
6Ṽ � 4�

p
4Ṽ 2 � 2

2Ṽ +
p

4Ṽ 2 � 2

⇥ exp
⇣
� d

2⇠

q
6Ṽ � 4�

p
4Ṽ 2 � 2

⌘
. (13)

We choose Ṽ = Ṽ0 and d ⇡ 1.1w based on the values of
Ṽ0 and w of the Gaussian barrier used in our simulations.
The estimates of Ic,p are compared with the simulation
results in the main text.

ac resistive dynamics

In Fig. 1 we show the time evolution of the density
n(x) and the phase ✓(x, Ly/2) along the x direction for

FIGURE II.20. Résolution numérique de l’équation de Gross-Pitaevskii pour le
gaz 2D de la figure II.19. Ligne du haut, v < vc, densité linéique ρ(x) dans le
régime non dissipatif. Ligne du bas, idem pour le régime dissipatif v > vc. Figure
extraite de SINGH, POLO et al. (2024) (supplément).
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FIG. 1. Time evolution of the density n(x) and the phase
ω(x, Ly/2) in the x direction for the barrier velocities v/vc =
0.73 (top panels) and 1.06 (bottom panels). n(x) is aver-
aged over the initial ensemble and the y direction, whereas
ω(x, Ly/2) corresponds to a single sample. The dotted line
denotes the barrier location. The blue triangle and red dot
represent a vortex and an antivortex, respectively.

The dynamics described by Eqs. 5 and 6 is distinct
from that of Josephson junctions in the RCSJ circuit
model. This is namely twofold. First, there is a non-
linear cosine term in Eq. 6, resulting in an additional
coupling of the phase and current as compared to the
RCSJ model. Second, the two-mode GPE model does
not account for a dissipative current, which is important
for stable junction dynamics. Here, phenomenological-
type of a damping term can be added to address the
existence of a dissipative current [3]. Though, the two-
mode GPE model is instructive, it is dominant by ca-
pacitive e!ects. As a consequence of this, the two-mode
GPE model approaches the RCSJ circuit model only in
the ideal underdamped limit (i.e. without conductance),
see Eq. 11.

DC-AC TRANSITION IN UNDRIVEN
JUNCTION

Estimate of the critical current

Ref. [4] derives an analytic estimate of the critical cur-
rent by solving Eq. 1 and by considering single-particle
tunneling across a rectangular barrier of height V > µ
and width d, where µ is the mean-field energy. The crit-
ical current is given by Ic,p = Ibt0(Ṽ , d), where Ib is

the bulk current and t0(Ṽ , d) is the tunneling amplitude,
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FIG. 2. Time evolution snapshots of the phase distribution
ω(x, y) of a single sample for v/vc = 1.06. The barrier loca-
tion at di!erent times is marked by the two dashed vertical
lines. The blue triangle and red dot represent a vortex and
an antivortex, respectively.

with Ṽ = V/µ. The variational solution gives [4]

t0(Ṽ , d) = 2
→

2

√
6Ṽ ↑ 4↑

√
4Ṽ 2 ↑ 2

2Ṽ +
√

4Ṽ 2 ↑ 2

↓ exp
(
↑ d

2ω

√
6Ṽ ↑ 4↑

√
4Ṽ 2 ↑ 2

)
. (13)

We choose Ṽ = Ṽ0 and d ↔ 1.1w based on the values of
Ṽ0 and w of the Gaussian barrier used in our simulations.
The estimates of Ic,p are compared with the simulation
results in the main text.

ac resistive dynamics

In Fig. 1 we show the time evolution of the density
n(x) and the phase ε(x, Ly/2) along the x direction for

FIGURE II.21. Résultats numériques dans la même configuration que les figures
II.19 et II.20, avec v/vc = 1.06. On a tracé ici le profil de phase dans le plan xy à
différents instants. Les triangles bleus et les points rouges marquent la position de
vortex d’enroulement +2π et−2π. Figure extraite de SINGH, POLO et al. (2024).
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La figure II.21 montre l’identification de l’ensemble des vortex présents
à différents instants dans le gaz dans le régime dissipatif v/vc = 1.06. Les
vortex sont créés par paires avec des circulations opposées dans la région
de la barrière, zone de faible densité, et ces paires se séparent ensuite. On
notera que dans ce régime dissipatif, il devient délicat de définir la phase
φ = φa − φb car les distributions de phase de part et d’autre de la jonction
présentent des singularités aux emplacements de ces vortex. La définition
de ∆µ = µa − µb reste en revanche possible, à partir de la densité linéique
ρ(x) =

∫
ρ(2D)(x, y) dy.

Notons que dans un système tri-dimensionnel, la nucléation de paires
de vortex mentionnées ci-dessus et à l’origine de la dissipation est rem-
placée par la nucléation d’anneaux de vorticité [voir par exemple XHANI,
NERI et al. (2020)]. Remarquons par ailleurs que nous nous sommes limités
ici aux mécanismes de dissipation à température nulle. Le rôle de la frac-
tion thermique dans l’apparition d’un écoulement résistif est discuté par
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

4 L’effet tunnel macroscopique

4-1 États quantiques macroscopiques

Depuis le célèbre exemple paradoxal de Schrödinger considérant un
chat dans une superposition de "l’état vivant" et de "l’état mort", une re-
cherche très active a été menée sur l’étude de systèmes macroscopiques –
ou au moins mésoscopiques – préparés dans une telle superposition co-
hérente d’états antinomiques. Les jonctions Josephson sont vite apparues
comme des candidats remarquables pour explorer cette frontière entre le
monde classique et le monde quantique. A.J. Leggett a en particulier ex-
ploré plusieurs voies possibles de tests pouvant être menés avec ces jonc-
tions, voir par exemple LEGGETT (1978) et LEGGETT (1980).

Une version simple d’un état quantique macroscopique concerne un
système composé de N particules, pouvant chacune se trouver dans deux
états microscopiques possibles a et b, décrits par les fonctions d’onde à un

corps ψa(x) et ψb(x). Un état du système à N corps est par exemple :

Ψ(x1, · · · , xN ) = ψa(x1) · · ·ψa(xN ) , (II.37)

c’est-à-dire un condensat de Bose-Einstein avec chaque particule dans
l’état a. On peut bien sûr considérer l’état obtenu avec chaque particule
dans l’état b :

Ψ(x1, · · · , xN ) = ψb(x1) · · ·ψb(xN ) , (II.38)

ou encore l’état où chaque particule est dans un état superposé αψa(x) +
βψb(x), avec |α|2 + |β|2 = 1 :

Ψ(x1, · · · , xN ) = [αψa(x1) + βψb(x1)] · · · [αψa(xN ) + βψb(xN )] . (II.39)

Aucun des trois états à N corps que nous venons d’écrire ne correspond à
un état "chat de Schrödinger". Ils peuvent décrire des phénomènes quan-
tiques macroscopiques (siN ≫ 1), comme des condensats de Bose-Einstein
spineurs, mais ils restent des états factorisés. Par exemple, pour l’état
(II.39), la détection de la particule 1 dans l’état a ou dans l’état b n’apporte
aucune renseignement sur ce que pourrait donner une mesure ultérieure
de l’état d’une autre particule.

Pour notre exemple d’un espace de Hilbert de dimension 2 pour chaque
particule, un état "chat de Schrödinger" correspond par exemple à :

Ψ(x1, · · · , xN ) = αψa(x1) · · ·ψa(xN ) + β ψb(x1) · · ·ψb(xN ) (II.40)

avec |α|2 + |β|2 = 1. Cet état présente des corrélations fortes : la mesure
de la particule 1 dans l’état a assure que l’on trouvera toutes les autres
particules dans le même état si on effectue une mesure ultérieure sur elles.
Par ailleurs, il s’agit d’une superposition cohérente, dans le sens où on doit
être capable de distinguer expérimentalement cet état avec les coefficients
(α, β) de l’état qu’on obtiendrait en prenant par exemple (α,−β) ou (α, iβ).
Ce deuxième point est essentiel pour caractériser la cohérence de cet état
et le distinguer du simple mélange statistique de (II.37) et (II.38).

LEGGETT (1980) discute la possibilité d’atteindre un tel état à partir d’un
effet tunnel faisant basculer les particules individuelles entre a et b, en s’in-
téressant plus particulièrement à un anneau supraconducteur comportant
une jonction Josephson. Le point remarquable dans ce cas est que l’état du
système peut être décrit avec une seule variable, par exemple le flux tra-
versant le circuit. Toutefois, Leggett conclut à la difficulté pratique de cette
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expérience 6, et s’intéresse alors à l’effet tunnel lui-même :
"If quantum coherence is problematic from an experimental point of view, what of
quantum tunnelling by itself ? Here the prospects seem a great deal more favou-
rable."

L’obstacle à l’observation de l’effet tunnel pour une variable macrosco-
pique est la dissipation, qui trouve son origine dans le couplage du système
avec son environnement, mais CALDEIRA & LEGGETT (1981) ont montré
que les circuits à base de jonctions Josephson possédaient les qualités re-
quises pour que ce phénomène reste observable. La balle passait donc dans
le camp des expérimentateurs.

4-2 Jonction au voisinage du courant critique

La recherche d’un effet tunnel macroscopique avec une jonction Joseph-
son se fait à partir du potentiel en "planche à laver inclinée" que nous avons
étudié en § 1. Le principe consiste à choisir I < Ic et à prendre l’état initial
de la jonction dans l’état de tension moyenne nulle (V̄ = 0) correspondant
à un minimum local de

U(φ) = −Ic cosφ− Iφ , (II.41)

puis à mesurer le temps caractéristique pour que la particule fictive
s’échappe de ce puits de potentiel, la jonction passant alors dans un état
V̄ ̸= 0.

En pratique, on choisit I proche de Ic pour que les puits de potentiel de
U(φ) soient peu profonds (figure II.22). Les extrema (minima et maxima)
de U(φ) sont alors tous deux proches de π/2 (modulo 2π) .

Posons φ = π
2 + x pour faire un développement du potentiel en puis-

sances de x ; on trouve, à l’ordre 3 inclus en x :

U(x) = Ic sinx− I
(π
2
+ x
)

≈ −Iπ
2

+ (Ic − I)x−
Ic
6
x3 +O(x5).

(II.42)

6. Ces états sont désormais réalisés et exploités dans les dispositifs utilisants des qubits
de flux. L’information quantique est alors encodée dans le sens du courant circulant dans une
boucle supraconductrice contenant des jonctions Josephson (chapitre 6).
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I/Ic = 0.95

FIGURE II.22. Le potentiel U(φ) en trait plein et son approximation cubique
(II.42) en pointillés pour I = 0.95 Ic.

La force agissant sur la "particule" est

F (x) = −dU

dx
= −(Ic − I) +

Ic
2
x2 (II.43)

d’où la position des points stationnaires

x± ≈ ±
»
2(1− s) pour s ≡ I

Ic
≈ 1 . (II.44)

Les signes + et − correspondent respectivement au maximum et au mini-
mum local de U . La hauteur de la barrière à franchir pour s’échapper du
minimum local est

∆U(I) = U(x+)− U(x−) ≈
4
√
2

3
Ic(1− s)3/2 pour s ≈ 1 (II.45)

et la fréquence d’oscillation ωp(I) autour du minimum local, calculée à par-
tir de la courbure du potentiel d2U/dx2 en ce point, est reliée à la fréquence
plasma calculée précédemment, ωp(0), par

ωp(I)

ωp(0)
≈ [2(1− s)]1/4 pour s ≈ 1 . (II.46)
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FIGURE II.23. Distribution exponentielle des événements de bascule de la jonc-
tion de l’état de tension nulle ("particule" piégée dans le minimum local de U(φ))
vers l’état de tension non nulle. Figure extraite de DEVORET, MARTINIS et al.
(1984).

4-3 Activation thermique de la barrière

Avant d’aborder le régime quantique avec l’observation de l’effet tunnel
macroscopique, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) se sont intéressés à la
possibilité pour la particule fictive de coordonnée φ de sortir du puits de
potentiel centré en π/2 + x− du fait des fluctuations thermiques. Le taux
avec lequel la particule s’échappe est donné par une formule de type "loi
d’Arrhenius" :

Γ(I, T ) =
ωp(I)

2π
e−∆U(I)/kBT (II.47)

à des corrections près pour le préfacteur devant l’exponentielle, sans im-
portance ici.

Le nombre de particules "survivantes" après une durée t est montrée en
figure II.23. Comme attendu, c’est une loi exponentielle dont on déduit le
taux Γ(I, T ). En pratique, chaque mesure de Γ requiert 105 événements.

Cette expérience peut être répétée pour différentes intensités I , le taux
Γ devenant de plus en plus grand quand I s’approche de Ic puisque la

R2/3
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strip geometry on Si chips. The junctions were of
high quality, with a sharp rise in the quasiparticle
tunneling current at the sum of the energy gaps
(2.6 mV), a low subgap leakage current, and a criti-
cal current with a diffraction-pattern-like modula-
tion in an external magnetic field. The junction
capacitance was estimated to be 5+2 pF. Each
junction was attached to one end of a custom-made
attenuating coaxial line (mount) that was connected
to the room-temperature electronics via two coaxial
lines equipped with radio-frequency and microwave
filters. The measured attenuation of the filters was
greater than 150 dB over the frequency range 0.1 to
12 6Hz. A microwave current could be injected via
a separate coaxial line, equipped with cold attenua-
tors, capacitively coupled to the center conductor of
the mount.
We first measured the lifetime of the zero-volt-

age state in the absence of microwaves to test the
filtering and measurement schemes and to verify
that our junction behaved according to the predic-
tions of Eqs. (1) and (2). We ramped the bias
current repeatedly and obtained a histogram of the
current at which the junction switched to the free-
running state. From the histogram we computed
r (I), which we plot as [[nr, 'r(I) ] i' vs I in Fig. 2.
As is evident from Eqs. (1) and (2), such a plot
should yield a straight line with slope (4J2Uo/
3kaT) '/Io that intersects the current axis at Io.
Thus, this procedure gives a direct measure of Io
and T. [In practice, we correct for the approxima-
tion made in Eq. (1).] For the example shown in
Fig. 2, we find Io = 8.77 + 0.05 p, A and T = 4.2
+0.1 K. The very good agreement between the

temperature obtained from this plot and the bath
temperature (4.2 K) provides compelling evidence
that the junction is subjected only to Nyquist noise
at the bath temperature.
Figure 2 (a) also shows the modification of
'(I) due to the application of a low-level mi-

crowave signal at two different frequencies. We see
clearly defined resonances that we expect to peak
when the microwave frequency, co, is close to co~.
To display these peaks more clearly, in Fig. 2(b) we
show the smoothed curves obtained by subtracting
the data in the absence of microwaves from those in
the presence of microwaves. The arrow indicates
the change in position of the maxima predicted
from the scaling of the plasma frequency with
(1—s ) 'I . We also studied the dependence of the
plasma frequency on Io (by changing the magnetic
field applied to the junction) and found that ro~o
scaled with Io as expected.
To determine changes in ~ due to the microwaves

with greater accuracy and over a greater range of
microwave frequency, we measured 7 directly at a
fixed value of the bias current while the microwave
frequency was swept through the plasma resonance.
In this method, we applied a 10-kHz square-
wave-modulated bias current, and measured the
time that elapsed between the leading edge of the
pulse and the junction switching event. The accura-
cy obtainable with this technique was typically 1%
for an acquisition time of 1 sec. The inset in Fig. 3
shows an example of the expected exponential
behavior of the switching events in the absence of
microwaves. To study the effect of microwaves, we
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FIG. 2. (a) Dependence of [inr, 'r(I)]'' on I in the
absence of microwaves and at two microwave frequencies
for a junction at 4.2 K with Ip= 8.77 p,A. (h) Smoothed
curves obtained by subtracting the data in the absence of
microwaves from the other two sets of data.
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FIG. 3. Resonance in escape time vs microwave fre-
quency. Dots represent measured values of ln[r(P)/
T(0) ] for a junction at 4.2 K with Io= 4.64 p, A, I = 3.07
p,A, and (0)r=8.4 p, s. Solid line represents results of
numerical simulation. Inset shows exponential distribu-
tion of switching events for the same junction in the ab-
sence of microwaves.
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strip geometry on Si chips. The junctions were of
high quality, with a sharp rise in the quasiparticle
tunneling current at the sum of the energy gaps
(2.6 mV), a low subgap leakage current, and a criti-
cal current with a diffraction-pattern-like modula-
tion in an external magnetic field. The junction
capacitance was estimated to be 5+2 pF. Each
junction was attached to one end of a custom-made
attenuating coaxial line (mount) that was connected
to the room-temperature electronics via two coaxial
lines equipped with radio-frequency and microwave
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tions of Eqs. (1) and (2). We ramped the bias
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As is evident from Eqs. (1) and (2), such a plot
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Fig. 2, we find Io = 8.77 + 0.05 p, A and T = 4.2
+0.1 K. The very good agreement between the

temperature obtained from this plot and the bath
temperature (4.2 K) provides compelling evidence
that the junction is subjected only to Nyquist noise
at the bath temperature.
Figure 2 (a) also shows the modification of
'(I) due to the application of a low-level mi-

crowave signal at two different frequencies. We see
clearly defined resonances that we expect to peak
when the microwave frequency, co, is close to co~.
To display these peaks more clearly, in Fig. 2(b) we
show the smoothed curves obtained by subtracting
the data in the absence of microwaves from those in
the presence of microwaves. The arrow indicates
the change in position of the maxima predicted
from the scaling of the plasma frequency with
(1—s ) 'I . We also studied the dependence of the
plasma frequency on Io (by changing the magnetic
field applied to the junction) and found that ro~o
scaled with Io as expected.
To determine changes in ~ due to the microwaves

with greater accuracy and over a greater range of
microwave frequency, we measured 7 directly at a
fixed value of the bias current while the microwave
frequency was swept through the plasma resonance.
In this method, we applied a 10-kHz square-
wave-modulated bias current, and measured the
time that elapsed between the leading edge of the
pulse and the junction switching event. The accura-
cy obtainable with this technique was typically 1%
for an acquisition time of 1 sec. The inset in Fig. 3
shows an example of the expected exponential
behavior of the switching events in the absence of
microwaves. To study the effect of microwaves, we
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FIGURE II.24. Variation deR2/3 (oùR est défini en (II.48)) en fonction de I . La
loi linéaire trouvée en absence de microonde permet de déduire la température du
système. Noter l’inversion de l’axe des ordonnées. Figure extraite de DEVORET,
MARTINIS et al. (1984).

barrière ∆U devient plus faible. On attend la loi

R ≡ ln

Å
Γ(I, T )

ωp(I)/2π

ã
≈ −∆U(I)

kBT
∝ (Ic − I)3/2

T
. (II.48)

Pour vérifier cette loi, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont tracé la quan-
tité R2/3 en fonction de I et ils ont effectivement observé une variation
linéaire, dont on peut déduire la température du système (figure II.24). Le
résultat trouvé, 4.2(1)K, est en parfait accord avec la température mesu-
rée par ailleurs, ce qui constitue une validation importante du modèle. On
déduit également de cette mesure la valeur de Ic avec une très bonne pré-
cision, en l’occurrence Ic = 8.77(5)µA.

DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont ensuite refait ces mesures du taux
Γ en présence d’une microonde de fréquence voisine des ωp(I) attendues.
Ils ont observé une activation résonante (figure II.24) : quand l’intensité I
est telle que ωp(I) = ωmicroonde, la particule fictive est éjectée beaucoup
plus rapidement du puits de potentiel.
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Energy-Level Quantization in the Zero-Voltage State
of a Current-Biased Josephson Junction

John M. Martinis, Michel H. Devoret, ' and John Clarke
Department ofPhysics, University of California, Berkeley, California 94720, and Materials and Molecular

Research Division, Lawrence Berkeley Laboratory, Berkeley, California 94720
(Received 14 June 1985)

We report the first observation of quantized energy levels for a macroscopic variable, namely the
phase difference across a current-biased Josephson junction in its zero-voltage state. The position
of these energy levels is in quantitative agreement with a quantum mechanical calculation based on
parameters of the junction that are measured in the classical regime.

PACS numbers: 03.65.—w, 05.30.—d, 74.50.+ r

Do macroscopic variables obey quantum mechanics?
This question, although central to the theory of mea-
surement, ' has only recently been addressed experi-
mentally. An attractive candidate for such experimen-
tal investigation is the Josephson tunnel junction, a
system in which thermal fluctuations and perturbations
due to the environment can be made negligible. In the
case of the current-biased junction, the macroscopic
variable is the phase difference, 5, between the super-
conducting order parameters on either side of the bar-
rier. The junction can be represented as a particle
moving in a one-dimensional tilted cosine potential. 2

The zero-voltage state of the junction corresponds to
the confinement of the particle to one we11 of this po-
tential. After the particle escapes from this metastable
state, it runs freely down the tilted cosine potential,
and a voltage appears across the junction. For parame-
ters of experimental interest, the potential well from
which the particle escapes is represented, to a very
good approximation, by a cubic potential'3 [Fig. 1(a)].
Previously, to demonstrate the quantum mechanical
nature of 5, experiments 5 have been performed to
investigate the escape rate from the metastable we11 via
quantum macroscopic tunneling at low temperatures.
Related experiments have been concerned with a
superconducting ring interrupted by a Josephson tun-

U' (b)

9/Nr i
hm

P
~V iii I„sir~I+ I R

FIG. 1. (a) Cubic potential U vs phase difference 8 show-
ing three energy levels. Transition from the ground state to
the first excited state induced by a photon of frequency
co/2m is shown. (b) Model of current-biased Josephson
junction loaded with a resistor and irradiated with an exter-
nal microwave current source.

nel junction.
In this Letter, we describe a novel experiment that

demonstrates the quantum mechanical nature of the
macroscopic variable through energy level quantiza-
tion. We irradiate the junction with microwaves that,
at appropriate frequencies, cause the particie to make
transitions into excited states. Since the escape rate
out of the well increases with increasing energy, by
measuring changes in the escape rate we are able to
demonstrate the existence of quantized energy levels
spectroscopically in a way that does not require a pre-
cise knowledge of all the parameters of the junction.
We have designed the experiment so that the admit-

tance across the Josephson junction due to its self-
capacitance and current-voltage leads can be represent-
ed to a good approximation by a capacitance C and
resistance R in parallel [see Fig. 1(b)]. For a junction
with a critical current Io and for a bias current I close
to Io, the potential-barrier height 4U and plasma fre-
quency co~/27r (the oscillation frequency of the particle
at the bottom of the well) are b, U =—', J2 Uo (1
—I/Io)' 2 and' to~ =co~a[1—(I/Io)']I 4. Here, ' Uo
=ID@a/27r, ro~o= (2mIo/C@II)'t, and C&o= h/2e The.
dissipation is described through the damping factor
Q =co RC. According to quantum theory, the energy
levels in the well should be quantized as indicated in
Fig. 1(a); because of the cubic term in the potential,
the spacing between adjacent levels decreases with in-
creasing energy in the well. We note that an increase
in the bias current I decreases the spacings of energy
levels.
For our experiments, the Nb-NbO„-PbIn tunnel

junctions were patterned photolithographically on Si
chips in either a 10&&10-p,m or a 80x10-p,m2 cross-
strip geometry. Our experimental configuration for
experiments in the He temperature range has been
described previously. 9 In the experiment, the junction
and the last of a chain of low-pass filters for the bias
circuitry were thermally anchored to the mixing
chamber of a dilution refrigerator. The temperature of
the mixing chamber was determined with a combina-
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FIGURE II.25. Structure de niveaux typique pour les jonctions utilisées par
le groupe de Berkeley en 1985. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

4-4 Niveaux quantifiés dans le potentiel U(φ)

Comment nous l’avons mentionné au chapitre précédent pour le circuit
LC, le mouvement de la particule fictive de coordonnée φ dans le puits
de potentiel U(φ) peut être traité quantiquement. Si la fréquence d’oscil-
lation au fond du puits ωp(I) est telle que ℏωp ≪ ∆U et si la température
est assez grande (ℏωp ≪ kBT ), cette quantification est peu utile car les ef-
fets quantiques sont difficilement détectables. En revanche, si on se place
dans une situation où ∆U/ℏωp est proche de 1 et kBT ≪ ℏωp, la quantifi-
cation devient alors essentielle pour décrire le système. C’est précisément
cette situation que le groupe de Berkeley a abordé dans ses publications
suivantes : DEVORET, MARTINIS et al. (1985) et MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

Ces expériences sont faites à beaucoup plus basse température que
celles décrites en § 4-3, autour de 20 mK (au lieu de 4K). Par ailleurs, on
utilise des courants I très proches de Ic, typiquement |I−Ic| ∼ 0.01 Ic. Cela
permet d’atteindre un régime où seuls deux ou trois états liés sont atten-
dus dans la barrière (figure II.25). En fait, ces états ne sont que quasi-liés en
raison de la décroissance par effet tunnel que nous discuterons dans le pa-
ragraphe suivant. La transition de l’état fondamental vers un des états ex-
cités peut alors se détecter par une augmentation du taux de décroissance.
Il faut pour cela que la largeur des niveaux associée à cette décroissance
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tion of a calibrated germanium thermometer and a
Co orientation thermometer. The accuracy of the

temperature scale and the absence of a significant level
of external noise were checked by use of the junction
itself to measure temperature: By reducing the critical
current with a magnetic field, we studied the junction
in the classical limit (kaT/tee~ & I/2n. )' in which the
zero-voltage state decays via thermal activation. Ex-
tensive measurements in this limit down to the lowest
temperature attainable yielded escape rates that were
in good agreement with those predicted theoretically"
with use of the temperature determined by our ther-
mometry.
Microwave power of frequency c0/2vr was injected

via a separate, filtered coaxial line that was capacitively
coupled to the leads of the junction. We used the
technique of Fulton and Dunkleberger to measure the
escape rate of the junction out of the zero-voltage state
as a function of the bias current, with and without mi-
crowave power. The microwave power P was adjusted
to give a change in the escape rate I such that
[I (P )—I (0) ]/I (0) ( 2; values of I (0) were in the
range 10 to 10 s '. We collected typically 10
switching events. After the junction had switched to
the nonzero-voltage state, the bias current was turned
off within 30 iu, s. We ensured that the elapsed time
before the next switching event was sufficient for any
rise in temperature that occurred in the dissipative
state to have become negligible.
One expects the escape rate in the presence of mi-

crowaves to be resonantly enhanced over that in the
absence of microwaves when the microwave frequency
coincides with the spacing between two energy levels.
In practice, we detect this resonance by varying the
energy-level spacing with the bias current while keep-
ing the microwave frequency fixed. Figures 2 to 4 il-
lustrate typical results. In Fig. 2 (a) we show the
change in the escape rate due to 2.0-GHz microwave
irradiation for a junction with parameters chosen so
that the well contained several energy levels
(b, U/h're~ —6), there was significant population of the
lower excited states (k&T/tee~ —0.3), and the damp-
ing was low enough (Q —80) to produce narrow reso-
nances. We observe three peaks in [I (P )—I' (0) ]/I (0), indicating that the escape rate is
resonantly enhanced at certain values of the bias
current. The two peaks at the higher bias currents are
approximately Lorentzian. No further peaks were ob-
served at values of bias current higher than those plot-
ted in Fig. 2. These discrete resonances are charac-
teristic of transitions between quantized energy 1evels.
To investigate the position of these peaks, we have

computed the energy levels by solving the Schrodinger
equation numerically, ' using as input parameters the
measured bias current, the value of Io——30.572
+ 0.017 p,A determined from the current dependence
of I (0) at 28 mK, and the value of C = 47.0 + 3.0 pF
measured at higher temperatures in the classical re-
gime (see Ref. 9 for details of the last two determina-
tions). The solid lines in Fig. 2(b) show the energy-
level spacings E„„+,vs (n =0, I, 2). The dotted
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FIG. 2. (a) [I'(P)—I (0)]/I (0) vs I for a 80x 10-p,m'
junction at 28 mK in the presence of 2.0-0Hz microwaves
(kaT/tao=0. 29). Arrows indicate positions of resonances.
Inset represents the corresponding transitions between ener-
gy levels. (b) Calculated energy-level spacings E„„+tvs I
for Io——30.572+0.017 p,A and C =47.0+ 3.0 pF. Dotted
lines indicate uncertainties in the Eo ] curve due to errors
in Io and C. Arrows indicate values of bias current at which
resonances are predicted.

9.37

FIG. 3. (a) [I (P ) —I (0) ]/I' (0) vs I for a 10 x 10-p,mz
junction at 18 mK for four microwave frequencies. (b) Cal-
culated energy-level spacing Eo ~ vs I for Io ——9.489 + 0.007
p, A and C = 6.35+ 0.4 pF. Dotted lines indicate uncertain-
ties due to errors in Io and C. Arrows indicate values of bias
current at which resonances are predicted. Dashed line indi-
cates plasma frequency.

FIGURE II.26. Augmentation du taux de décroissance dans le puits de la figure
II.25, induite par une microonde, quand on varie l’intensité électrique I traversant
la jonction Josephson. Les résonances observées correspondent à la transition n =
0→ n = 1. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al. (1985).

reste faible devant leur écart, on vérifiera sur l’équation (II.50) introduite
un peu plus loin que cette inégalité est bien vérifiée.

L’expérience commence par une calibration précise des paramètres de
la jonction dans le cadre du modèle RCSJ. Pour une des deux jonctions
utilisées, MARTINIS, DEVORET et al. (1985) trouvent Ic = 9.489(7)µA et
C = 6.35(40)pF, avec un facteur de qualité Q = 30(15). La microonde est
ajustée pour favoriser la transition du niveau fondamental n = 0 vers le
premier niveau excité n = 1. La figure II.26 montre les résultats obtenus,
avec la variation attendue de la fréquence de cette transition avec l’inten-
sité I . Notons que cette fréquence de transition mesurée est très signifi-
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FIGURE II.27. Les deux états macroscopiquement différents de la jonction pour I
légèrement inférieure à Ic. L’effet tunnel permet de passer de l’état du haut, pour
lequel φ̇ ≈ 0 et donc V̄ = 0, vers l’état représenté en bas, pour lequel la particule
fictive roule le long de la planche à laver sans s’arrêter (V̄ ̸= 0).

cativement différente de la fréquence plasma ωp(I), ce qui constitue une
signature claire de la quantification des niveaux dans ce puits non harmo-
nique.

MARTINIS, DEVORET et al. (1985) ont également étudié une autre jonc-
tion, de surface 8 fois plus grande, pour laquelle ils ont mis en évidence les
transitions 0→ 1, 1→ 2 et 2→ 3.

4-5 Observation de l’effet tunnel macroscopique

Dans l’article de DEVORET, MARTINIS et al. (1985) publié quasi-
simultanément avec celui décrit au paragraphe précédent, le groupe de
Berkeley a étudié de façon précise le taux Γ avec lequel la particule fictive
s’échappe du puits de potentiel U(φ), ce qui correspond la bascule entre les
deux états de la jonction représentés en figure II.27. Pour un mécanisme ac-
tivé thermiquement, nous avons déjà donné le taux attendu

Γtherm. ≈
ωp

2π
e−∆U/kBT . (II.49)

Si ce mécanisme était le seul présent, on s’attendrait à ce que Γ s’annule
quand T tend vers 0. Mais la possibilité pour la particule de s’échapper du
puits par effet tunnel entraîne que ce taux tend vers une valeur finie non
nulle dans la limite T → 0.

Le calcul précis de cette limite a été fait par CALDEIRA & LEGGETT

(1981) et nous contenterons de donner ici la structure du résultat :

Γquant. ≈ aq
ωp

2π
e−bq∆U/ℏωp . (II.50)

avec aq ∼ 75 et bq ∼ 7 pour le système considéré ici.

DEVORET, MARTINIS et al. (1985) ont effectué une mesure du coeffi-
cient Γ(I, T ) pour une gamme de températures comprise entre 20 et 1000
mK. Pour chaque température, ils ont représenté leurs données pour les
différentes intensités I par une loi d’Arrhenius en exp(−∆U/kBTesc), où
la température Tesc est un paramètre ajustable. Ceci nécessite bien sûr une
bonne connaissance des paramètres de la jonction pour relier ∆U et I .

À haute température, on s’attend à ce que Tesc coïncide avec la tempé-
rature réelle. À basse température en revanche, les effets quantiques de-
viennent dominants et le passage par effet tunnel devient plus probable
que l’activation thermique. On s’attend alors à ce que Tesc tende vers une
valeur directement reliée à ωp. Comme on le voit sur la figure II.28, c’est
précisément ce qui est trouvé expérimentalement à très basse température.
On trouve Tesc = 37(4)mK, à comparer à la prédiction Tesc = 36 ± 1.4mK
obtenue à partir du modèle de CALDEIRA & LEGGETT (1981).

Notons pour terminer que la modélisation que nous venons de pré-
senter n’a pas nécessité d’un traitement quantique élaboré de la jonction.
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FIG. 2. T„, vs T for two values of critical current for
In(ra~/2mi ) =11. The solid and open arrows indicate the
predicted crossover temperatures for the higher and lower
critical currents, respectively. The prediction of Eq. (5) for
the higher critical current is indicated at the left.

perature-independent value observed in our experi-
ment. The contribution of the damping to the predict-
ed value of T„, is —1.5 mK, which is less than the
combined uncertainty of the theoretical prediction and
experiment. Thus we cannot presently make any
statement about the effect of dissipation on quantum
tunneling. We note that the error in the measured
values of T„, in the quantum limit is dominated by
the uncertainty in 4 U, which arises, in turn, from the
uncertainty in Ip. On the other hand, the error in the
predicted value of T„, arises predominantly from un-
certainties in su~ and 0.
Although the low-temperature values of T„,plotted

in Fig. 2 are in good agreement with the T = 0 predic-
tion, nevertheless one should demonstrate that the
flattening of T„, is not due to an unknown, spurious
noise source. To establish that the effective tempera-
ture of the dissipative element was close to T down to
the lowest temperatures of the experiment, we applied
a magnetic field to the junction to reduce the critical
current. After we had corrected the data for the tem-
perature dependence of a„we found that this reduced
critical current still varied very slightly with tempera-
ture, from 1.376 + 0.005 p,A at 800 mK to 1.388
+0.002 p,A at 20 mK. The temperature dependence
of Ip may have arisen because of the sensitivity of Ip
to magnetic field and the fact that the applied field
possibly changed with temperature. In Fig. 2, we have
also plotted T„,for the junction with the lower critical
current for In(t0~/27ri ) =11. At each temperature,
we calculated T„, using the value of Ip measured at
that temperature. The predicted crossover tempera-
ture, 14 mK, is indicated with an open arrow. We ob-
serve that T„,is equal to T to within the experimental
error, although there is a suggestion that T„, is begin-

9.34 9.42
I (+w)

FIG. 3. T„, vs I for a junction with Io——9.489 + 0.007@,A
(a) in the classical regime and (b) in the quantum regime.
Points are the experimental data and solid lines are the
theoretical prediction. The dashed line in (b) is the predic-
tion for zero damping. The error bar on the left and the
right of each figure represents the possible shift in the
theoretical and experimental curves, respectively, due to un-
certainties in the experimental parameters. The solid line
represents T„,= T.

ning to flatten off at the lowest temperature, where
quantum effects are likely to become significant. Thus
we conclude that the flattening of T„,for the junction
with the higher critical current did not arise from
spurious noise sources.
An important difference between the thermal and

quantum regimes may be observed through the weak
dependence of T„, on the bias current, which arises
from the different forms of a, and a~ and from the
current dependence of so~. This behavior is illustrated
in Fig. 3 for Io——9.489@,A. In Fig. 3 (a) we plot T„,vs
I in the thermal regime (T= 151 mK), together with
the prediction of Eq. (4). The decrease of T„,with in-
creasing bias current arises because a, & 1. Within the
uncertainties, the data are in good agreement with
theory. Figure 3(b) shows T„,vs I in the quantum re-
gime (T= 19 mK), together with the prediction of Eq.
(5). In this limit, T„, increases with increasing bias
current through the current dependence of 4U be-
cause a~ && 1; the current dependence of co~ is rela-
tively unimportant. Again, within the experimental
uncertainties, the data are in good agreement with
theory. The very different current dependence of T„,
at low and high temperatures lends further support to
the claim that the escape mechanisms are different in
the two temperature regimes.
In summary, we have measured the escape rate of a

current-biased, underdamped (0 = 30) Josephson
tunnel junction from the zero-voltage state for two
values of critical current, the lower value being

1910

FIGURE II.28. Variation du paramètre ajustable Tesc en fonction de la tempé-
rature T du système. Le fait que Tesc ne tende pas vers 0 quand T → 0 est une
signature directe de l’effet tunnel macroscopique pour la variable φ. Figure extraite
de DEVORET, MARTINIS et al. (1985)

Le seul ingrédient que nous avons utilisé est le suivant : partant d’un os-
cillateur classique unidimensionnel de pulsation ωp, on aboutit pour son
homologue quantique à des niveaux d’énergie (n+ 1

2 )ℏωp. Nous propose-
rons aux chapitres 5 et 6 une approche quantique plus complète, en nous
basant sur la relation de commutation entrevue au chapitre 1 entre l’opé-
rateur phase et l’opérateur nombre de particules. Nous retrouverons bien
sûr ce spectre en (n+ 1

2 )ℏωp et nous pourrons de plus caractériser la forme
des états propres associés.
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Chapitre III

L’effet Josephson alternatif et les résonances de Shapiro

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes concentrés sur le ré-
gime stationnaire des jonctions Josephson et sur leurs petites oscillations
autour de la position d’équilibre, appelées oscillations plasmas. Nous al-
lons maintenant passer à des situations où l’évolution temporelle est plus
riche, soit en raison d’un déséquilibre initial de la jonction, soit grâce à une
excitation modulée dans le temps.

Ces phénomènes dépendant explicitement du temps avaient été pré-
dits 1 dans l’article initial de JOSEPHSON (1962). En particulier, si on ap-
plique un courant modulé à la fréquence ω sur la jonction, Josephson avait
mentionné la possibilité d’observer des plateaux dans la caractéristique
courant tension (I, V̄ ) pour des valeurs quantifiées 2eV̄ = nℏω, où n est
un nombre entier. Ce phénomène a été observé expérimentalement par
SHAPIRO (1963), et ces résonances portent désormais son nom.

Cette possibilité de relier un voltage à une fréquence est essentielle, car
elle a ouvert la voie à des mesures des grandeurs électriques beaucoup plus
précises que ceux qui existaient à l’époque. L’effet Josephson a ainsi joué un
rôle central dans le nouveau système international d’unités, quand il s’est
agi de fixer la valeur de la charge élémentaire et de la constante de Planck.
ANDERSON (1970) fait un parallèle très pertinent entre le rôle de l’effet
Josephson pour les mesures électriques et et les mesures d’interférométrie
laser pour mesurer des distances.

1. ANDERSON (1970) écrit qu’il avait consulté l’avocat en charge des brevets aux Bell Labs
et sa réponse avait été que "Josephson’s paper was so complete that no one else was ever going to be
very successful in patenting any substantial aspect of the Josephson effect".

Avant d’aborder les résonances de Shapiro, nous allons commencer par
un effet plus simple, l’effet Josephson alternatif : il s’agit du courant os-
cillant qui apparaît quand on impose une différence de potentiel entre les
bornes de la jonction (il s’agit du potentiel électrique pour les jonctions su-
praconductrices, et de la pression ou du potentiel chimique pour les jonc-
tions atomiques).

Nous passerons ensuite aux résonances de Shapiro, dont nous rendrons
compte dans le cadre du modèle RCSJ (resistively capacitance shunted junc-
tion) que nous avons déjà abondamment utilisé dans les chapitres précé-
dents. Nous décrirons succinctement comment ces résonances sont utili-
sées pour mesurer avec une grande précision des différences de potentiel
électrique.

Nous aborderons enfin des réalisations expérimentales qui ont mis en
évidence ces résonances dans des jonctions atomiques, tout d’abord avec
de l’hélium 3 liquide superfluide puis, beaucoup plus récemment, avec des
jonctions atomiques utilisant l’idée de barrière mobile présentée au cha-
pitre 2.
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1 L’effet Josephson alternatif

1-1 Le principe de l’effet

L’effet Josephson alternatif est une conséquence directe des deux rela-
tions de Josephson pour une jonction idéale :®

I = Ic sinφ

ℏφ̇ = 2eV
. (III.1)

Si on applique aux bornes de la jonction une tension continue V0, la phase
va défiler uniformément :

φ(t) = φ0 +
2eV0
ℏ

t , (III.2)

ce qui va conduire à un courant alternatif dans la jonction :

I(t) = Ic sin(ωt+ φ0) (III.3)

avec
ℏω = 2eV0 (III.4)

Dans la mesure où l’on impose la tension aux bornes de la jonction (et
pas le courant comme au chapitre précédent), il n’est pas utile de revenir
au modèle RCSJ représenté sur la figure III.1 pour traiter ce problème. Plus
précisément, chacune des trois composantes de ce modèle se comporte de
manière indépendante :

— la jonction idéale donne naissance au courant alternatif donné ci-
dessus ;

— la résistance est traversée par le courant continu V0/R ;
— la capacité acquiert la charge q = CV0.

Nous pouvons donc nous concentrer sur la jonction "idéale" dans ce qui
suit.

Il est important de bien distinguer cet effet Josephson alternatif des os-
cillations plasma que nous avons décrites dans les chapitres précédents.
Les oscillations plasma se produisent par exemple pour une jonction en

Ic sinϕ

R

C

V0

FIGURE III.1. Jonction Josephson dans le modèle RCSJ, connectée ici à un géné-
rateur de tension constante V0.

circuit ouvert (I = 0) et peuvent être rapprochées des oscillations d’un cir-
cuit LC, où l’inductance L est reliée à Ic par L = ℏ/2eIc (cf. chapitre 1).
Rappelons que dans la représentation "mécanique" de la jonction par un
pendule pesant, la phase φ est associée à l’angle du pendule par rapport
à la verticale. Les oscillations plasma sont un mouvement libre de faible
amplitude autour de la position d’équilibre. L’effet Josephson alternatif est
quant à lui un mouvement de rotation uniforme à la fréquence angulaire
ω, imposé de l’extérieur par le générateur de tension V0 (figure III.2).

1-2 Expériences sur l’hélium

Nous n’allons pas passer ici en revue la littérature sur l’observation
de l’effet Josephson alternatif sur des jonctions supraconductrices, et nous
renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques comme
BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous allons plutôt nous
concentrer sur des réalisations plus récentes sur des atomes, en commen-
çant par l’hélium 3He superfluide.

Les premières expériences dans cette ligne de recherche ont été menées
par AVENEL & VAROQUAUX (1988). Nous allons nous décrire ici sur une
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φ φ

FIGURE III.2. Analogie mécanique de la jonction Josephson. Les oscillations
plasma correspondent au mouvement de faible amplitude autour de la position
d’équilibre pour une jonction en circuit ouvert (I = 0). L’effet Josephson alternatif
correspond au mouvement de rotation à la fréquence angulaire ω = 2eV0/ℏ pour
une jonction connectée à un générateur de tension V0.

expérience plus récente faite à Berkeley par PEREVERZEV, LOSHAK et al.
(1997). Dans ce système, la jonction Josephson est constituée par une mem-
brane rigide de nitrure de silicium percée par une série de 65 × 65 = 4225
trous, chacun de diamètre 100 nm (figure III.3). De part et d’autre de cette
membrane rigide se trouvent deux bains de 3He dans leur état superfluide.
L’équivalent des paires de Cooper de l’état supraconducteur sont ici des
paires d’atomes d’hélium, de masse mpaire = 2m.

Dans cette expérience, le rôle du générateur de tension V0 est joué par
une électrode qui déforme une paroi souple, ce qui a pour effet de créer
une différence de pression ∆P entre les deux côtés de la membrane rigide
percée. On enregistre ensuite le mouvement oscillant de la paroi souple, ce
qui permet de remonter au courant de particules qui traverse la membrane
rigide percée.
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Arguments first proposed over thirty years ago, based on funda-
mental quantum-mechanical principles, led to the prediction1–3

that if macroscopic quantum systems are weakly coupled together,
particle currents should oscillate between the two systems. The
conditions for these quantum oscillations to occur are that the
two systemsmust both have a well defined quantum phase, f, and
a different average energy per particle, m: the term ‘weakly
coupled’ means that the wavefunctions describing the systems
must overlap slightly. The frequency of the resulting oscillations is
then given by f = (m2 − m1)/h, where h is Planck’s constant. To date,
the only observed example of this phenomenon is the oscillation
of electric current between two superconductors coupled by a
Josephson tunnelling weak link4. Here we report the observation
of oscillating mass currents between two reservoirs of superfluid
3He, the weak link being provided by an array of submicrometre
apertures in a membrane separating the reservoirs. An applied
pressure difference creates mass-current oscillations, which are
detected as sound in a nearby microphone. The sound frequency
(typically 6,000–200Hz) is precisely proportional to the applied
pressure difference, in accordance with the above equation.
These superfluid quantum oscillations were first detected while
monitoring an amplified microphone signal with the human ear.
The theory underlying the above equation was developed in the

context of generalizing the ideas of Josephson4. He predicted that in
a superconducting tunnel junction, the quantum phase difference,
Df, across the function is related to the electrical current, I, through
it, by the equation

I ¼ Ic sin ðDfÞ ð1Þ

where Ic is the critical current of the junction. The phase difference
evolves in time t according to

!ðDfÞ
!t

¼ !
Dm

ð2Þ

where is Planck’s constant divided by 2p, and Dm is the chemical-
potential5 difference across the junction. For a fixed Dm, Df evolves
in time as Df ¼ !Dmt= , and the corresponding current oscillates
as I ¼ Ic sin ð !Dmt= Þ. The chemical-potential difference (per
Cooper pair) between two superconductors biased at voltage
difference DV is given by Dm ¼ 2eDV where e is the charge on the
electron, and the corresponding Josephson frequency
f j ¼ 2eDV =h ¼ 4:82 " 1014 HzV! 1.
Equations (1) and (2), often called the d.c. and a.c. Josephson

relations respectively, were re-derived in a more general context by
Josephson, Anderson and Feynman1–3 who realized that the equa-
tions were applicable for any two, weakly coupled, phase-coherent
systems. The dramatic aspect of the superconducting case is that the
two coupled systems are macroscopic rather than microscopic.
For several decades physicists have recognized a close analogy

between superconductors and superfluid helium6 in that they are
both systems where a large number of particles occupy a single
coherent quantum state. It has therefore been natural to search for
quantum current oscillations in superfluids. The required condi-

tions for the oscillations to exist in superfluids are that two samples
of superfluid be separated by a region small enough so that the
wavefunctions of each part can weakly penetrate and overlap that of
the other. An example of this would be two reservoirs of superfluid
helium in contact through a small aperture. Both the diameter and
the length of the aperture must be comparable to the superfluid
healing length7. This is the minimum length scale over which the
magnitude of the superfluid wave function is allowed to vary for

* Permanent address: Institute for High Pressure Physics, Russian Academy of Sciences, Russia.

Figure 1 a, Scanningelectronmicrograph of a small area of the array of apertures

in a silicon nitride (SiN) membrane whose thickness is 50nm. It shows the 3-#m

separation between each aperture, and that the aperturediameter is near 100nm.

Larger-area scans showing the whole array confirm that there are 4,225 holes.

Scale bar at bottom,1#m. b, Schematic diagram of the experimental cell. The pill-

box-shaped inner cell consists of an 140-#m-thick aluminium washer, to which

are attached (by epoxy resin) a stiff diaphragm on the lower side, and a very soft

(1140 $ 170Nm! 1) diaphragm on the top. The Si chip, containing the SiN

membrane through which the array of apertures has been etched, is glued in

position (by epoxy resin) over a small hole in the lower membrane. The upper

membrane is metallized on the outside by evaporating a 100-nm layer of Pb, and

then a 20-nm layer of In, onto its surface. It is at the same potential as the Al

washer. About 100#m above the upper membrane is a thin metallized electrode.

Changes in the potential of this electrode relative to the membrane are used to

apply forces to the soft membrane. Approximately 10#m behind this electrode

are the superconducting wires which form the input coil of the d.c. SQUID. This

system is used as the sensitive position sensor. This whole assembly is immersed

in a container of superfluid 3He in contact with a nuclear demagnetization

refrigerator.

Electrode

d.c. SQUID input coil

Soft membrane

Stiff membrane Aluminium
washer

Microaperture array

Si chip attached
to stiff membrane
by epoxy resin

b

FIGURE III.3. Dispositif d’étude de l’effet Josephson alternatif dans le liquide 3He
superfluide. Figure extraite de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).
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reasons of energy minimization. We refer to such an aperture as a
weak link.
The equations which are the superfluid equivalent of the super-

conducting Josephson equations, have the same form as equations
(1) and (2). The chemical-potential difference per particle on the
right side of equation (2) becomes DPm=r. Here DP is the pressure
difference across the weak link, r is the liquid density, and m is the
mass of either the 4He atom or twice the 3He atomic mass,
depending on whether one is describing 4He or 3He. (We are
neglecting a small temperature term in the chemical potential
because it is almost negligible in the experiments reported here.)
In equation (1) the current, I, now refers to a mass current rather
than an electric current. The pressure difference should therefore be
accompanied by a mass supercurrent oscillating at the frequency

f ¼
DPm
rh

ð3Þ

which is 69 kHzPa−1 for 4He, and 183.7 kHz Pa−1 for 3He. We
emphasize that this effect does not appear in ordinary fluids, or
even for superfluids flowing through tubes which are not weak links.
In the weak link, the fluid’s response to an applied pressure
difference is not simply to accelerate in proportion to that pressure
gradient, but rather to oscillate in place at a frequency which is
proportional to the pressure difference.
Demonstration of superfluid effects relying on these equations

has been very elusive8. The fundamental problem is that a superfluid
weak link requires an aperture whose dimensions are on the scale of
the superfluid healing length, which is only !0.1 nm for 4He and
!50 nm for 3He. To observe quantum oscillation phenomena one

must first solve two technical problems; the fabrication of such
small structures, and the measurement of the extremely small mass
currents that would flow through such an aperture. Although these
problems are not yet completely solved for 4He (ref. 9), recent
advances have succeeded in both goals for 3He. Micro-fabrication
techniques have led to the development of apertures which are
submicrometre in all three dimensions10. At the same time, dis-
placement transducer development11 (for gravity-wave detection)
has led to technology that enables one to monitor the motion of a
fluid-driving piston12, with sensitivity sufficient to detect the small
currents predicted13–18 in a superfluid weak link. These technical
advances have set the stage for observation of Josephson effects in
3He, and for study of the rich physical phenomena analogous to
those observed in superconductors.
There is already one positive experimental indication19,20 of a 3He

superfluid current–phase relation similar to equation (1). In that
work, the superfluid 3He mass flow was through a single submicro-
metre aperture connected in parallel with a larger tube. The authors
of references 19 and 20 report that, over a limited temperature
range, they can numerically simulate the observed response of their
nonlinear superfluid 3He oscillator, by using equations of motion
that incorporate equations (1) and (2) into the dynamics of the
system.
Encouraged by these reports, we have pursued the development

of a 3He weak link21,22. Our device uses a square array (Fig. 1a) of
4,225 apertures spaced by 3,000 nm. Each aperture is 100 nm in
diameter, in the same 50-nm-thick, silicon nitride membrane10. We
use this 3He weak link in a temperature range where the superfluid
healing length is greater than, or at least comparable to, the aperture
diameter. We designed the array with the hope that the apertures
would act coherently and have no interference between adjacent
apertures, so that the array should behave like a single aperture but
with 4,225 times greater current. One of the significant discoveries
implied by the results reported below is the fact that the array does
indeed behave in this desired manner.
The silicon chip containing the aperture array is placed in the wall

of a pill-box-shaped cell, whose top and bottom surfaces are plastic
membranes (Fig. 1b). The array is located in a lower, stiff membrane
and the position of the upper, soft membrane is monitored with a
sensitive displacement detector which can resolve motion as small
as 10−14mHz−1/2. The upper membrane can be manipulated by the
application of bias voltages between its conducting surface and a
fixed electrode. The cell has an internal volume of !10mm3, and
takes several hours to fill by flow of normal liquid 3He through the
array at temperature near 1 K. This cell is placed in a 3He-filled
enclosure, which is in contact with a nuclear demagnetization
refrigerator capable of cooling the 3He to temperatures well below
its superfluid transition temperature (Tc ¼ 0:929mK).
We apply a step increase in bias potential to the soft membrane,

which pulls it abruptly toward the fixed electrode. This creates a
stepwise change in the pressure difference DP across the array, from
zero initial pressure to a value determined by the applied voltage.
We record the subsequent motion of the membrane’s position, x(t),
as mass flow through the array allows it to relax towards its new
equilibrium position xf, where DP is again zero. The value of
Dx ! xf ! xðtÞ is a measure of the instantaneous pressure across
the aperture. If the aperture array behaves like a quantumweak link,
the relaxing pressure difference DP(t) should be accompanied by
mass-current oscillations within the aperture whose frequency is
determined by equation (3).
A typical flow transient shows a relaxation of x(t) towards

equilibrium. Owing to vibration noise in the displacement trans-
ducer, an oscilloscope trace (of the instantaneous voltage which is
proportional to x) exhibits no remarkable structure suggestive of the
predicted quantum oscillations. But if the electrical output of the
displacement transducer is amplified and connected to audio head-
phones, the listener makes a most remarkable observation. As the
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Figure 2 A graph of the frequency of the quantum oscillation detected at the top

membrane as a function of DP, the pressure difference across the weak-link array.

Data for five different temperature T (0.468, 0.505, 0.543, 0.627, 0.685mK) are

plotted. A line is fitted to all the data points, as shown. The slope of the line is

194 kHzPa−1 with a statistical error of "1 kHzPa−1, and a systematic uncertainty of

"15 kHzPa− 1. The larger systematic error comes from uncertainties in the capa-

citance between the soft membrane and the electrode above it. The excellent

linear relationship between f and DP, and the measured value of the slope (which

is predicted to be 183.7 kHzPa−1), provide a very clear confirmation of equation (3)

over more than two orders of magnitude of pressure. For the data at each

individual temperature, the f versus DP slope has been measured, and the

differences between these measured slopes are #0.5%

FIGURE III.4. Lien entre fréquence d’oscillation et différence de pression appli-
quée dans l’expérience d’effet Josephson alternatif sur 3He superfluide. Figure ex-
traite de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).

La transposition du résultat ℏω = 2eV0 s’écrit ici

ℏω =
mpaire

ρ
∆P (III.5)

où ρ = 82 kg/m3 désigne la masse volumique du liquide. L’expérience
confirme parfaitement ce résultat (figure III.4). On trouve bien une relation
linéaire entre ω et ∆P avec une pente de 194(15) kHz/Pa, en accord avec
la valeur attendue théoriquement 183.7 kHz/Pa.

Notons que la même année, le groupe de Berkeley a publié un autre ar-
ticle dans lequel il teste, avec le même dispositif, la relation courant-phase
à la base de l’effet Josephson (BACKHAUS, PEREVERZEV et al. 1997). Par
ailleurs, après ces expériences sur 3He, l’effet Josephson a ensuite été ob-
servé sur l’hélium 4 (SUKHATME, MUKHARSKY et al. 2001).

FIGURE III.5. Procédure utilisée pour induire l’effet Josephson alternatif pour un
gaz d’atomes de rubidium confinés dans un double puits. Figure extraite de LEVY,
LAHOUD et al. (2007).

1-3 Gaz dilué et auto-piégeage

La première mise en évidence de l’effet Josephson alternatif avec un
gaz d’atomes froids a été faite par LEVY, LAHOUD et al. (2007). Les auteurs
sont partis d’un gaz de 105 atomes de rubidium, confiné dans un piège
harmonique allongé (fréquence longitudinale 26 Hz, fréquence transverse
224 Hz). Ce gaz est coupé en deux par une fine nappe de lumière de largeur
totale à 1/e2 de 1.4µm.

Le double puits est initialement assez fortement dissymétrique et le gaz
est préparé dans son état fondamental (figure III.5). Pour initier l’effet Jo-
sephson alternatif, on ramène la barrière au centre du piège en un temps
court (5 à 10 ms), ce qui crée une différence de potentiel chimique initiale
∆µ = µ̄a − µ̄b importante entre les deux côtés de la barrière. Comme nous
allons le voir, il est essentiel que |∆µ|/ℏ soit grand devant la fréquence
plasma ωp pour que l’oscillation des nombres d’atomes Na,b qui résulte du
déplacement de la barrière puisse s’interpréter en terme d’effet Josephson
alternatif.

Pour analyser l’évolution du gaz après le déplacement de la barrière,
revenons aux équations de Josephson pour une jonction atomique que
nous avons établies au chapitre 1. Nous introduisons la phase relative
φ(t) = φa(t) − φb(t) et nous prenons ici γ(n) ≈ 1 car la variation de ce
coefficient joue un rôle négligeable dans ce qui suit. Les équations établies
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au chapitre 1 s’écrivent donc :®
ℏ ṅ = EJ sinφ

ℏ φ̇ = −∆µ − nEC

(III.6)

Les nombres d’atomes de part et d’autre de la barrière à l’instant t sont
notés

Na(t) = N̄a + n(t) Nb(t) = N̄b − n(t) , (III.7)

où N̄a,b désignent les nombres d’atomes juste après le déplacement de la
barrière (instant t = 0). Les énergies EJ et EC désignent comme précé-
demment le couplage Josephson et l’énergie de charge de la barrière, et on
rappelle la valeur de la fréquence plasma (petites oscillations autour de la
position d’équilibre Na = Nb = N/2) : ℏωp =

√
ECEJ .

Supposons que l’amplitude de l’oscillation de n(t) soit suffisamment
faible pour que le terme nEC dans la seconde relation de Josephson reste
petit devant ∆µ, hypothèse que nous vérifierons à la fin du calcul. Le terme
∆µ peut alors jouer le rôle de la tension constante de l’effet Josephson al-
ternatif d’une jonction supraconductrice. On intégre cette seconde relation :
φ(t) = −∆µ t/ℏ, et on reporte le résultat dans la première relation de Jo-
sephson pour en déduire l’évolution de n :

n(t) = −EJ

∆µ

[
1− cos(∆µ t/ℏ)

]
. (III.8)

La valeur maximale de |n| est donc 2EJ/|∆µ| et il reste à vérifier que l’hy-
pothèse de départ, |nEC | ≪ |∆µ|, est valable à tout temps t. Cela impose
2EJEC ≪ ∆µ

2
ou encore ℏωp ≪ |∆µ|, comme annoncé. La fréquence

plasma est généralement petite 2 devant le potentiel chimique µ, de sorte
qu’il est tout à fait réaliste de satisfaire cette inégalité.

On déduit de l’analyse que nous venons de mener qu’en absence de
processus de dissipation, le déséquilibre initial de population n’évolue que
très peu. En particulier, bien que la barrière soit positionnée de manière
symétrique à la fin de la phase de préparation, le gaz n’atteint pas le point

2. Dans le régime Josephson EJ
N2 ≪ EC , on trouve pour la fréquence plasma l’inégalité

ℏωp =
√
ECEJ ≪ NEC . Or nous avons trouvé pour l’énergie de charge l’estimation EC ∼

µ
N

, d’où l’inégalité annoncé ℏωp ≪ µ.

FIGURE III.6. Fréquence ω/2π de l’oscillation de Na − Nb en fonction de la
différence de potentiel chimique ∆µ. le potentiel chimique de chacun des gaz est
déterminé à partir de leur taille. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007).

Na = Nb au cours de l’oscillation. Cet effet, appelé auto-piégeage (self-
trapping), peut également se comprendre à partir des courbes iso-énergie
d’une jonction atomique, nous y reviendrons au chapitre 4 (§ 4.4).

En se plaçant dans de telles conditions, LEVY, LAHOUD et al. (2007)
ont effectivement trouvé que la différence de population Na −Nb oscillait
périodiquement à la fréquence ω = ∆µ/ℏ, avec une amplitude beaucoup
plus faible que le déséquilibre initial N̄a− N̄b. Les résultats expérimentaux
pour ω en fonction de ∆µ sont montrés en figure III.6. Cette expérience
d’effet Josephson alternatif a ensuite été reprise par plusieurs groupes [voir
par exemple (SPAGNOLLI, SEMEGHINI et al. 2017)] et elle a également été
étendue à un gaz de polaritons de cavité (ABBARCHI, AMO et al. 2013).

L’auto-piégeage lui-même avait été vu dès la première expérience me-
née sur un double puits par ALBIEZ, GATI et al. (2005). On montre en figure
III.7 leur résultat, obtenu sur le même montage que celui qui a permis d’ob-
server l’oscillation plasma (cf. Chapitre 1). Ces auteurs n’ont pas détecté le
régime Josephson alternatif (il se produirait ici avec une période de l’ordre
de la milliseconde), mais ils ont clairement observé que la population du
puits de gauche restait supérieure à celle du puits de droite sur une longue
échelle de temps.

LEVY, LAHOUD et al. (2007) ont étudié la dépendance du phénomène

61



CHAPITRE III. L’EFFET JOSEPHSON ALTERNATIF ET LES RÉSONANCES DE SHAPIRO § 2. Les résonances de Shapiro

Direct Observation of Tunneling and Nonlinear Self-Trapping
in a Single Bosonic Josephson Junction
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We report on the first realization of a single bosonic Josephson junction, implemented by two weakly
linked Bose-Einstein condensates in a double-well potential. In order to fully investigate the nonlinear
tunneling dynamics we measure the density distribution in situ and deduce the evolution of the relative
phase between the two condensates from interference fringes. Our results verify the predicted nonlinear
generalization of tunneling oscillations in superconducting and superfluid Josephson junctions.
Additionally, we confirm a novel nonlinear effect known as macroscopic quantum self-trapping, which
leads to the inhibition of large amplitude tunneling oscillations.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.95.010402 PACS numbers: 74.50.+r, 03.75.Lm, 05.45.2a

Tunneling through a barrier is a paradigm of quantum
mechanics and usually takes place on a nanoscopic scale.
A well known phenomenon based on tunneling is the
Josephson effect [1] between two macroscopic phase co-
herent wave functions. This effect has been observed in
different systems such as two superconductors separated
by a thin insulator [2] and two reservoirs of superfluid
helium connected by nanoscopic apertures [3,4]. In this
Letter we report on the first successful implementation of a
bosonic Josephson junction consisting of two weakly
coupled Bose-Einstein condensates in a macroscopic
double-well potential.

In contrast to all hitherto realized Josephson junctions in
superconductors and superfluids, in this new system the
interaction between the tunneling particles plays a crucial
role. This nonlinearity gives rise to new dynamical re-
gimes. Anharmonic Josephson oscillations are predicted
[5–7] if the initial population imbalance of the two wells is
below a critical value. The dynamics changes drastically
for initial population differences above the threshold of
macroscopic quantum self-trapping [8–10] where large
amplitude Josephson oscillations are inhibited. The two
different dynamical regimes have been experimentally in-
vestigated in the context of Josephson junction arrays [11–
13]. However, the small periodicity of the optical lattice
does not allow to resolve individual wells and thus the
dynamics between neighboring sites. Our experimental
implementation of a single weak link makes it possible
for the first time to directly observe the density distribution
of the tunneling particles in situ. Furthermore we measure
the evolution of the relative quantum mechanical phase
between both condensates by means of interference [14].

The experimentally observed time evolution of the
atomic density distribution in a symmetric bosonic
Josephson junction is shown in Fig. 1 for two different
initial population imbalances (depicted in the top graphs).
In Fig. 1(a) the initial population difference between the
two wells is chosen to be well below the self-trapping

threshold. Clearly nonlinear Josephson oscillations are
observed; i.e., the atoms tunnel right and left over time.
The period of the observed oscillation is 40(2) ms which is
much shorter than the tunneling period of approximately

FIG. 1 (color). Observation of the tunneling dynamics of two
weakly linked Bose-Einstein condensates in a symmetric
double-well potential as indicated in the schematics. The time
evolution of the population of the left and right potential well is
directly visible in the absorption images (19:4 !m! 10:2 !m).
The distance between the two wave packets is increased to
6:7 !m for imaging (see text). (a) Josephson oscillations are
observed when the initial population difference is chosen to be
below the critical value zC. (b) In the case of an initial population
difference greater than the critical value the population in the
potential minima is nearly stationary. This phenomenon is
known as macroscopic quantum self-trapping.
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FIGURE III.7. Auto-piégeage de la population dans un double puits initialement
fortement déséquilibré. Figure extraite de ALBIEZ, GATI et al. (2005).

observed resolution for creating potentials as well as imaging is
1.2 mm. In the current experiment, the apparatus is used to create a
double-well Josephson junction, as shown in Fig. 3b. The tunnelling
barrier of the double well is a highly elongated laser beam, with a
1/e2 diameter of 1.4 mm along the tunnelling axis and 400 mm along
the long axis. The laser’s wavelength of 774 nm is blue-detuned from
resonance (780 nm). The barrier divides the axially symmetric, har-
monic magnetic trap (measured trap frequencies of vr/2p5 224Hz
andvz/2p5 26Hz) parallel to its long axis. The position of the centre
of the harmonic trap relative to the barrier is controlled by an addi-
tional magnetic coil. After transporting the 87Rb atoms in the (F5 2,
mF5 2) state to the high-resolution region via a moving quadrupole
trap26, evaporation is performed in the double well, resulting in
N5 105 atoms in the two condensates.

To observe the a.c. Josephson effect, we create a chemical potential
difference Dm between the two clouds, and measure the frequency of
the oscillations which accompany the almost constantDm. First, BEC
is reached by evaporating into an asymmetric double well potential,
as shown in the inset of Fig. 2a. The harmonic trap is then shifted over
5 to 10ms to form a symmetric double well, but with a chemical
potential difference, as shown in the inset. After the shift, twelve
non-destructive phase contrast images are taken of the BEC
Josephson junction, giving Dm and g(t), as shown in Fig. 4a–c. The
oscillation frequencies of the two curves of Fig. 4c are seen to be
proportional to Dm. To find the frequency of oscillation v, the

Fourier transform of g(t) is computed, and the peak of the Fourier
transform is taken as v (ref. 23). Figure 2a shows the resulting
measurement of the a.c. Josephson effect in a BEC. The measured
frequency _ww of the atomic current gives the chemical potential dif-
ference via equation (3).

Although the a.c. Josephson effect has not been observed pre-
viously in a BEC Josephson junction, a related effect has been seen,
which we now describe. In the absence of dissipation (G5 0), the
speed of the freely rotating rigid pendulum averaged over a complete
rotation never decreases, which implies that the population imbal-
ance in the a.c. Josephson effect, averaged over a complete period,
never decreases19, as indicated by the upper, blue solid curve of
Fig. 2b. In other words, in the absence of dissipation, no net current
flows in the a.c. Josephson effect, only an alternating current. This
non-equilibration associated with the underlying a.c. Josephson
effect is referred to as ‘‘macroscopic quantum self-trapping’’
(MQST)7,19, which was observed in a BEC10. In Fig. 1b, the freely
rotating rigid pendulum is equivalent to _ggequil~0, with a charged
capacitor. MQST reflects the fact that owing to the a.c. Josephson
effect, the capacitor will never discharge.
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Figure 2 | Observation of the a.c. and d.c. Josephson effects. a, The a.c.
Josephson effect. The solid line showsv/2p5Dm/h, with no free parameters.
The dashed curve is a full simulation of the GPE. Error bars show the
standard error of the mean, for between two and twelve repetitions of the
experiment. The inset shows the creation of Dm. b, The decay of the MQST.
The measured blue squares show a long damping time, with a thermal
fraction of roughly 5% (T< 0.3Tc) (ref. 16). The increased damping seen for
the red circles is with a thermal fraction of roughly 20% (T< 0.5Tc),
obtained by increasing the final evaporation frequency by 2.5 kHz. The solid
curves are numerical solutions of equations (1)–(3). In the decaying red
curve, (BGvc)

{1 is adjusted to 0.1 s. c, The Dm–I relation and the d.c.
Josephson effect. Filled circles are the measured values, which show the d.c.
Josephson effect for _ggequil , 30 s21. Three of the points are averages of two
measurements. For these points the error bars indicate the standard error of
the mean. The average of these error bars, multiplied by

ffiffiffi
2

p
, gives the error

bars shown for the other points. The solid line is a numerical solution of
equations (1)–(3). The dashed curve is a GPE simulation, in which the
barrier height is adjusted to a value of (2.5 kHz)3h. The inset shows the
application of _ggequil. d, Before imaging each point in c, _ggequil is increased
slowly, to prevent plasma oscillations in the potential of Fig. 1c. Any plasma
oscillations around wo would allow the system to leave the supercurrent
state, and enter the finite Dm state, even for _ggequilvvJ. With _ggequil at its final
value, which occurs at the moment that the potential well is symmetric, we
image the atoms and determine Dm by the same technique shown in Fig. 4.
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Figure 1 | Nonlinear systems analogous to the BEC Josephson junction.
Each of these systems represents equations (1)–(3). The damping time of
each of these systems is of the order of (BGvc)

{1. The conductance G is
varied by adjusting the fraction of thermal atoms. a, The rigid pendulum.
The case of zero current bias ( _ggequil 5 0) is shown. The relative phase w is
represented by the angle of the rigid pendulum, and the population
imbalance g is proportional to the speed _ww. b, Superconducting circuit,
analogous to the resistively shunted Josephson junction model. The
3-shape represents the Josephson junction. The current through each of the
branches is indicated on the figure. The constant applied current bias is given
by _ggequil. c, A particle moving in a washboard potential. By computing the
energy

Ð
Dm dN for each of the currents in b, we find that the system is

equivalent to a particle of mass NB=2vC moving in a washboard potential

given by U~(BN=2) vJ(1{ cos w){ _ggequilw
h i

. The tilt of the washboard

potential is due to the current bias _ggequil.
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FIGURE III.8. Influence de la température sur le phénomène d’auto-piégeage,
avec η = (Na −Nb)/N . Carrés bleus : T ≈ 0.3Tc, disques rouges : T ≈ 0.5Tc.
La fréquence de l’effet Josephson alternatif (de l’ordre du kHz) est trop élevée pour
être détectée expérimentalement compte tenu du faible échantillonnage des points.
La courbe théorique rouge a été calculée dans le cadre du modèle RCJS avec une
valeur ajustée pour R. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007).

d’auto-piégeage avec la température (figure III.8). Pour T ≈ 0.3Tc, où Tc
est la température de condensation, ils n’ont observé aucune décroissance
de Na − Nb sur une échelle de temps de 150 ms, soit plus d’une centaine
d’oscillations dues à l’effet Josephson alternatif. En revanche, pour T ≈
0.5Tc, ils ont mesuré une relaxation de Na −Nb vers 0 sur cette échelle de
temps.

2 Les résonances de Shapiro

2-1 L’expérience de Shapiro

Dès les premières études expérimentales sur l’effet Josephson avec
des supraconducteurs, l’influence d’une modulation à haute fréquence
(ω/2π ∼ 10 à 100 GHz) a été abordée, en particulier par SHAPIRO (1963).
Pour une jonction alimentée par un générateur de courant délivrant l’in-
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tensité
I(t) = I0 + I1 sin(ωt) , (III.9)

l’observation principale est l’existence de plateaux dans la caractéristique
(I0, V̄ ) de la jonction (figure III.9), où V̄ est la tension moyenne aux bornes
de la jonction ; plus précisément, certaines valeurs particulières de V̄ satis-
faisant la condition de quantification

2eV̄ = nℏω avec n ∈ Z (III.10)

sont observables pour toute une plage de valeurs de l’intensité moyenne
I0. Dans cette expérience pionnière, Shapiro a utilisé une jonction Al–
Al2O3–Sn qu’il a placé dans une cavité microonde résonante. Les fré-
quences utilisées sont de 9.3 GHz et 24.85 GHz. Pour une fréquence de
10 GHz, le "quantum de tension" apparaissant sur (III.10) est

ω

2π
= 10GHz : V1 =

ℏω
2e

= 20.7µV (III.11)

Les marches de Shapiro sont donc très proches les unes des autres pour ce
domaine de fréquence.

Le résultat obtenu par Shapiro généralise celui obtenu en l’absence de
modulation haute fréquence, où la tension V̄ = 0 pouvait être obtenue
pour la plage d’intensité [−Ic, Ic]. Comme nous l’avons écrit en introduc-
tion, son importance pratique est considérable puisque qu’il permet de re-
lier une tension V à la fréquence ω d’une micro-onde. La réalisation de
fréquences extrêmement stables dans le domaine micro-onde étant bien
maîtrisée, ce phénomène a ouvert de façon naturelle la voie vers des stan-
dards électriques de grande précision, nous y reviendrons en § 3.

Les caractéristiques obtenues par SHAPIRO (1963) révèlent d’emblée un
certain nombre de propriétés importantes.

— Les plateaux correspondant à différentes valeurs de l’entier n peuvent
se recouvrir. Cela signifie que pour une intensité I donnée dans la
zone de recouvrement entre ces plateaux, plusieurs tensions Vn sont
observables. Cette possibilité apparaît clairement sur la figure III.10,
extraite de KAUTZ (1996).

— Pour une jonction alimentée en courant continu, nous avons men-
tionné un régime bistable : pour une plage de valeurs de I , la tension
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More detailed studies on the anisotropy of the
self-activated luminescence center, including the
polarization of the thermoluminescence associated
with the center, are now in progress.
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JOSEPHSON CURRENTS IN SUPERCONDUCTING TUNNELING: THE EFFECT OF MICRO&AVES
AND OTHER OBSERVATIONS*

Sidney Shapiro
Arthur D. Little, Inc. , Cambridge, Massachusetts

{Received 13 June 1963)

In the course of experiments on the effect of
micromave fields on superconducting tunneling,
we have had occasion over the past few months
to fabricate many tunneling crossings of low re-
sistance (5-20 0 with a crossing area of 1.5
x10 4 cm~). Every one of these samples has
exhibited the zero-voltage currents predicted by
Josephson' and attributed, in effect, to the tun-
neling of Cooper pairs. The observation of these
currents has already been reported by Anderson
and Rowell. ' Our experiments have brought to
light several new effects which we summarize
below.
The samples were Al/Al, O~/Sn. Two five-mil-

wide Al lines, evaporated onto cleaned glass sub-
strates, were oxidized in a glom discharge gen-
erated in an atmosphere of about 0. 1 Torr of dry
oxygen for 15 seconds. A five-mil-wide cross-
strip of Sn was then evaporated forming two sam-
ples on each substrate.
The tunneling current versus voltage charac-

teristics were displayed on an X-Y oscilloscope.
A low-impedance source was used to drive the
loop containing the sample and the current-meas-
uring resistor. The latter, and thus the circuit
load line, could be varied, either in calibrated
steps or continuously, from 10 Q to 10000 Q.
The source was either dc, ac, or both in com-
bination. Generally 60-cps ac was used though
other frequencies were employed as desired.

No attempt was made to shield the earth's mag-
netic field. Most data mere taken at about 0.O'K.
The following observations were noted in the

course of experiments with a large number of
tunneling crossings:
1. Using an ac display, Fig. 1 shows for a

typical sample the zero-voltage current pre-
dicted by Josephson and previously observed
with a dc technique by Anderson and Romell.
During each haU-cycle of the sweep, current

FIG. 1. I-V characteristic near origin showing zero-
voltage Josephson current and negative resistance switch-
ing trace. Vertical scale 58. 8 p, V/cm, horizontal scale
13O nA/cm.
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flows through the sample without developing any
voltage across it until, at a current which de-
pends upon temperature, crossing resistance,
and circuit load line, switching to the familiar
single-particle tunneling characteristic occurs
along the circuit load line. The switching char-
acteristic is stable and reproducible, and is
followed both when the current is increasing and
when it is decreasing. It is indicative of a nega-
tive resistance.
2. Other investigators' in this laboratory have

observed rf oscillations associated with this re-
gion. The samples, placed in appropriately de-
signed oscillator circuits, produced rf at the
circuit resonant frequency of about 100 Mc /sec.
In view of their frequency, these oscillations
occur at too high dc voltages to be the ac super-
currents also predicted by Josephson. '
The rf oscillations appear to confirm that the

Josephson current region decays toward the
single-particle tunneling characteristic by means
of a negative resistance, despite the fact that we
have not been able to trace out any appreciable
portion of the negative resistance.
3. The characteristic as shown in Fig. 1 can

be traced out with dc and follows exactly the
course of the ac display. On occasion, however,
much more ac can be carried at zero voltage
than dc; fifteen times as much or more is not
uncommon. The same ac trace is obtained for
all sweep frequencies employed (8 to 800 cps).
Electrical transients can cause the excess ac
to disappear and to reappear, but they have no
effect on the rest of the characteristic. Frequent-
ly, the excess current is noisy in character, i. e. ,
the amplitude of ac carried before switching takes
place varies randomly from cycle to cycle. The
excess ac appears only at temperatures well be-
low that at which the zero-voltage current is
first observed, and is quenched by lower dc mag-
netic fields and microwave fields than affect no-
ticeably the stable zero-voltage current. We
have no explanation for the excess ac and can
only conjecture that it may be related to the ac
effect predicted by Josephson.
The effect of microwave power in modifying

the I- V curve, especially the zero-voltage cur-
rents, was also studied. The samples were
mounted in a microwave cavity resonant, at low
temperatures, at about 9300 Mc/sec and 24850
Mc/sec. All the following observations were in-
dependent of sweep frequency and were also seen
when dc was passed through the sample.
1. Figure 2 shows for a typical sample the in-

FIG. 2. Initial effect of microwave power. Pointers
mark origin, which becomes noisy and vanishes as zero-
slope regions at +fgv/2e appear. Note negative resistance
at origin. Vertical scale 58. 8 p, V/cm, horizontal scale
13 nA/cm.

itial effect of 9300-Mc/sec microwave power on
the I- V characteristic. Without applied power,
the trace (top) is similar to that of Fig. 1. With
a. few tens of microwatts applied, however, the
zero-voltage currents become noisy and gradually
vanish resulting in regions of zero slope (or al-
most zero slope) in which the current rises at
(or almost at) fixed voltage across the sample.
The voltage at which the zero-slope regions oc-
cur is equal to ~hv/2e, where v is the microwa. ve
frequency. Note that the origin, i.e. , the point
of zero voltage and zero current, is not a stable
point. As more power is applied (not shown),
further zero-slope regions appear at still higher
voltage, and the origin alternates between being
stable and unstable. The current amplitude in
a given zero-slope region varies periodically
with increasing power. The interval in voltage
from one zero-slope region to the next is not
always hv/2e; sometimes a step is missing so
that the voltage interval is hv/e.
2. Figure 2 demonstrates still another startling

feature of the effect of microwaves on the Joseph-
son currents. In the bottom trace the origin has
vanished as a possible state, and the system is
able to remain biased at, e.g. , +hv/2e, not only
when positive current is flowing but even when
the current is zero and, more astonishingly,
even when the current is reversed and made neg-
ative. Finally, at some value of negative cur-
rent, the voltage switches to -hv/2e. Thus, the
zero-slope regions which occur with voltage +hv/
2e across the sample are connected by what ap-
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FIG. 3. Micro~ave power at 9300 Mc /sec (A) and 24850
Mc/sec {8)produces many zero-slope regions spaced at
hv/2e or hv je. For A, hv/e =38.5 pV, and for 8, 103
pV. For A, vertical scale is 58.8 pV/cm, horizontal
scale is 67 nA/cm; for I3, vertical scale is 50 pV/cm,
horizontal scale is 50 pA/cm.

pears to be a negative resistance at the origin.
Negative-resistance-like regions occur between
virtually every pair of zero-slope regions. At
power levels of about ten milliwatts, these nega-
tive-resistance-like regions gradually vanish
(the sa.mple can be biased to any voltage), and
the "zero-slope" regions exhibit a finite slope.
Both these high-power effects are probably due
to the superimposed conventional detection proc-
esses associated with the background single-
particle tunneling curve.
3. Similar effects occur at 24000 Mc/sec.

Figure 3 shows the numerous steps at 9300 Mc/
sec (A) and at 24850 Mc/sec (8) which are pres-
ent at intermediate microwave power levels.
Josephson' has already discussed briefly the

effect rf should have on the pair-tunneling super-
current. He predicted the occurrence of zero-
slope regions separated by hv/2e in the I Vch-ar-
acteristic in the presence of the rf field. This
prediction was based on the frequency modulation
by the rf of the ac supercurrents previously re-
ferred to. Our experiments have confirmed this
prediction and represent indirect proof of the
reality of Josephson's ac supercurrent. In ad-
dition, they have brought to light several startling
accompaniments of the Josephson effect, namely,
the instability of the origin; the dc negative re-
sistance at the origin; the noise associated with
the onset of instability; and the periodic change
at a given voltage level, e.g. , at zero voltage,
between stable and unstable as the microwave
power changes.
We gratefully acknowledge the assistance of

Mr. Andre R. Janus and helpful discussions with
Mr. Sandor Holly.
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ANOMALOUS SHIFTS IN THE FLUORESCENCE OF MnF, AND KMnF,

W. W. Holloway, Jr. , M. Kestigian, R. Newman, and E. W. Prohofsky
Sperry Rand Research Center, Sudbury, Massachusetts

(Received 31 May 1963)

In this Letter measurements are reported of
large temperature-dependent changes in the fluo-
rescence of MnF, and KMnF, . These changes
take the form of relatively abrupt alterations in
the wavelength and intensity of the fluorescence.
The effects appear to be related to exchange in-
teractions. To our knowledge, they have not been
observed or reported previously. ' We have ob-
served similar effects in KMnCl„' but these ef-
fects were absent in the luminescence of K(Mno o,-
Zno. »)F~~ and MnCl, .'
The fluoride crystals used in these experiments

were grown by the horizontal Bridgman technique
and the temperature gradient method in an HF at-
mosphere. The observations were performed us-
ing a Perkin-Elmer Model 12-C spectrometer.
The crystals were mounted on a copper post in a
metal Dewar provided with windows for optical
access. Separate thermocouples monitored the
temperature of both the post and the sample at-
tached to the post.
The procedure for taking measurements began

with the cooling of the sample by placing liquid
helium in the coolant reservoir of the Dewar. Af-

FIGURE III.9. Caractéristique (I, V ) mesurées par SHAPIRO (1963). Haut :
jonction non modulée. Milieu : apparition de deux paliers à V = ±ℏω/(2e).
Bas : paliers multiples observés pour deux fréquences de modulations, 9.3 GHz
et 24.850 GHz.
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FIGURE III.10. Caractéristique d’une jonction Josephson utilisée en métrologie
en absence (gauche) et en présence (droite) d’un courant modulé. Figure extraite
de KAUTZ (1996).

peut prendre la valeur V = 0 ou une valeur non nulle. On atteint l’une
ou l’autre valeur selon qu’on varie I dans le sens des intensités crois-
santes ou décroissantes. Dans le cas modulé, si trois valeurs de Vn sont
possibles pour une valeur donnée de I (comme c’est le cas sur la figure
III.10), la situation est plus complexe et l’obtention de l’une ou l’autre
de ces valeurs dépendra finement des conditions initiales. Un compor-
tement chaotique peut même être observé pour certains domaines de
paramètres.

— La possibilité d’obtenir une tension Vn quantifiée selon (III.10) existe
même si la composante continue I0 du courant traversant la jonction
s’annule. La seule application de la microonde suffit à générer cette
tension. Ce point est particulièrement important pour la réalisation de
standard de tension dans le domaine du volt ou de la dizaine de volts.

— Une conséquence du point précédent est qu’il est possible, pour un
courant continu (légèrement) négatif, d’observer une tension positive,
par exemple +ℏω/2e, et réciproquement. Ce point avait été particu-
lièrement souligné par SHAPIRO (1963), qui mentionnait le terme de
"résistance négative".

2-2 Utilisation du modèle RCSJ

Dans ce modèle représenté sur la figure III.1, le courant total I(t) est
donné par la loi de Kirchoff

I(t) = Ic sin [φ(t)] +
V (t)

R
+ C

dV

dt
(III.12)

à laquelle on adjoint la seconde relation de Josephson :

ℏ
dφ

dt
= 2eV . (III.13)

Dans le cas qui nous intéresse dans ce chapitre, le courant I(t) est la somme
d’un courant continu I0 (éventuellement nul) et du courant modulé induit
par la microonde I1 sin(ωt). En éliminant la tension V (t) au profit de la
phase φ(t), on obtient donc l’équation d’évolution

I0 + I1 sin(ωt) = Ic sinφ+
ℏ

2eR

dφ

dt
+

ℏC
2e

d2φ

dt2
. (III.14)

Comme nous allons le voir, la résolution numérique de cette équation per-
met de reproduire les phénomènes que nous avons mentionnés dans le
paragraphe précédent. Il faut noter malgré tout que ce modèle n’est pas
véritablement quantitatif pour décrire les phénomènes à haute fréquence
ou à grand voltage (KAUTZ 1996). Par exemple, il ne prend pas en compte
la possibilité que la microonde casse des paires de Cooper, créant ainsi des
processus tunnel assistés par les photons de cette micro-onde. Pour des
jonctions étendues, la dépendance spatiale de la phase φ peut également
jouer un rôle significatif non pris en compte dans le modèle RCSJ.

L’équation (III.14) dépend de six paramètres physiques :
I0, I1, ω, Ic, R, C. Comme toujours, il est utile de reformuler cette équation
en terme de paramètres sans dimension pour limiter le domaine d’étude.
L’intensité critique Ic fournit une unité naturelle pour exprimer I0 et I1 et
nous posons :

i0 ≡
I0
Ic

i1 ≡
I1
Ic
. (III.15)

Par ailleurs, nous choisissons la même unité de temps qu’au chapitre pré-
cédent

t0 ≡
ℏ

2eRIc
(III.16)

64



CHAPITRE III. L’EFFET JOSEPHSON ALTERNATIF ET LES RÉSONANCES DE SHAPIRO § 2. Les résonances de Shapiro

et nous posons

τ ≡ t

t0
ω̃ ≡ ωt0 φ̇ ≡ dφ

dτ
= t0

dφ

dt
(III.17)

de sorte que (III.14) s’écrit :

i0 + i1 sin(ω̃τ) = sinφ+ φ̇+ βc φ̈ (III.18)

où l’on a introduit comme aux chapitres précédents le nombre sans dimen-
sion βc (paramètre de Stewart-McCumber) :

βc =
2eIcR

2C

ℏ
. (III.19)

Rappelons que le régime βc ≪ 1 correspond au régime très amorti, et
βc ≫ 1 au régime opposé. On est donc ramené à un problème à quatre
paramètres sans dimension i0, i1, ω̃ et βc.

La détermination d’une caractéristique courant-tension dans ce cadre
passe donc par les étapes suivantes :

— Fixer les trois paramètres i1, ω̃, βc.
— Chercher pour chaque valeur de i0 un ou plusieurs régimes forcés

pour l’équation (III.18).
— Obtenir ainsi un point de la caractéristique (I0, V̄ ), où V̄ représente la

tension moyenne aux bornes de la jonction. La moyenne est prise sur
une période T = 2π/ω de la microonde :

V̄ ≡ 1

T

∫ T

0

V (t) dt (III.20)

ce qui donne en utilisant la seconde relation de Josephson ℏdφ
dt = 2eV :

V̄ =
ℏ

2eT

∫ T

0

dφ

dt
dt =

ℏω
2e

∆φ

2π
(III.21)

où ∆φ = φ(T )−φ(0) représente l’accroissement de phase sur une pé-
riode de la microonde. Dans ce qui suit, nous présenterons les carac-
téristiques pour les quantités réduites I0/Ic = i0 et V̄ /RIc, qui s’écrit
aussi :

V̄

RIc
= ω̃

∆φ

2π
. (III.22)

où nous avons injecté les définitions (III.16,III.17) dans (III.21).

La forme (III.21) permet de donner une interprétation simple à la condi-
tion de quantification 2eV̄ = nℏω, ou de son équivalent en variables adi-
mensionnées V̄

RIc
= nω̃. Elle entraîne en effet que

∆φ = n 2π , (III.23)

ce qui correspond à un régime où la phase φ augmente d’un nombre entier
de 2π en une période de la microonde. Dans le modèle de la "planche à
laver" inclinée, la microonde induit un mouvement oscillant de la planche
et la particule fictive progresse de n périodes du potentiel cosφ en une
période T (voir la figure III.11 pour le cas n = 1).

Les caractéristiques des figures III.9 et III.10 montrent que ce ver-
rouillage de la phase sur l’oscillation microonde peut se faire de manière
stable, au moins sur le temps de mesure utilisé.

2-3 Quelques résultats du modèle RCSJ

Nous présentons sur les figures III.12 et III.13 quelques résultats obte-
nus par résolution numérique de l’équation d’évolution (III.18). La figure
III.12 correspond à βc = 1, c’est-à-dire une jonction avec un amortissement
résistif relativement fort, dont la caractéristique en absence de modulation
ne présente pas d’hystérésis. La figure III.13 est calculée pour βc = 10 pour
lequel il existe un hystérésis significatif. Les caractéristiques en absence de
modulation sont rappelées en haut de ces figures.

Ces calculs sont faits en balayant le courant I0 dans le sens positif, puis
dans le sens négatif, par pas de δi0 = 10−3. Pour chaque nouveau pas,
on prend pour condition initiale le régime forcé utilisé au pas précédent,
de manière à favoriser un suivi adiabatique. Pour chaque valeur de βc, on
a pris deux valeurs de l’intensité de modulation i1 et deux valeurs de la
fréquence de modulation ω̃.

On voit apparaître les plateaux quantifiés Vn avec Vn/RIc = nω̃. Quand
on augmente i1, le nombre de plateaux clairement identifiables croît et la
largeur du plateau central (n = 0), initialement égale à 2, décroît. Pour
βc = 1, on constate que l’absence d’hystérésis subsiste pour i1 ̸= 0, au
moins dans la gamme de valeurs étudiées. Pour βc = 10, l’hystérésis de-
meure : une même intensité I0 peut conduire à deux valeurs n différentes
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FIGURE III.11. Régime forcé dans le modèle de la planche à laver : la microonde
de fréquence ω/2π induit un mouvement oscillant de la planche autour de la pente
moyenne i0. Le régime quantifié (III.10) est obtenu quand la particule fictive de
position φ se déplace de n fois 2π en une période d’oscillation 2π/ω̃, avec ici n = 1.
Figure tracée pour βc = 1, i0 = 0.82, i1 = 1, ω̃ = 0.5 (cf. paramètres de la figure
III.12, ligne du bas, colonne de droite).
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FIGURE III.12. βc=1. Ligne du milieu : i1 = 1/2, ligne du bas i1 = 1. Colonne
de gauche : ω̃ = 0.2, colonne de droite ω̃ = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de βc.
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FIGURE III.13. βc=10. Ligne du milieu : i1 = 1, ligne du bas i1 = 3. Colonne
de gauche : ω̃ = 0.2, colonne de droite ω̃ = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de βc.

selon le sens de balayage. On remarque également pour ce cas βc = 10
que certaines caractéristiques semblent très bruitées. Ce bruit peut être vu
comme la signature d’un régime chaotique pour ce domaine de paramètres
(KAUTZ 1996) et il ne dépend quasiment pas de la durée sur laquelle on
moyenne la valeur de V (ici 1000 périodes T ).

2-4 Modulation en tension sinusoïdale

En pratique, la jonction Josephson est branchée sur un générateur de
courant fournissant l’intensité sinusoïdale I0 + I1 sin(ωt), comme étudié
précédemment. Dans ce cas, il est nécessaire de se tourner vers une résolu-
tion numérique du problème RCSJ pour trouver la caractéristique courant-
tension (§ 2-3).

Il existe une autre situation qui permet quant à elle d’obtenir des ré-
sultats analytiques ; elle concerne le cas d’une modulation sinusoïdale en
tension :

V (t) = V0 + V1 sin(ωt) . (III.24)

Même si cette situation est rarement implémenté en pratique, ses résultats
peuvent constituer une bonne approximation du cas d’une modulation si-
nusoïdale en intensité quand une des deux conditions est vérifiée

ω ≫ ωc ou ω ≫ ωc√
βc

. (III.25)

où on a posé

ωc ≡
1

t0
=

2eIcR

ℏ
. (III.26)

Ces conditions expriment le fait que l’impédance Lω de la jonction (avec
L = ℏ/2eIC) est grande devant la résistance R ou devant l’impédance ca-
pacitive 1/Cω (KAUTZ 1996).

Une fois donné le voltage V (t) de l’équation (III.24), la seconde relation
de Josephson permet de déduire par intégration la phase φ(t) :

φ(t) = φ0 +
2eV0t

ℏ
− 2eV1

ℏω
cos(ωt) . (III.27)

Reprenons maintenant l’équation d’évolution

I(t) = Ic sinφ+
ℏ

2eR

dφ

dt
+

ℏC
2e

d2φ

dt2
(III.28)
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et prenons sa moyenne sur une période T de l’oscillation microonde en
utilisant l’expression (III.27). La contribution de la dérivée seconde est tou-
jours nulle et il reste :

Ī = Ic⟨sinφ⟩+
V0
R
. (III.29)

Si la moyenne sur le temps de sinφ s’annule, on retrouve la partie résis-
tive de la caractéristique V0 = RĪ . Mais il se peut que cette moyenne soit
non nulle, comme on le voit en utilisant le développement en fonctions de
Bessel :

e−ia cos(ωt) =

+∞∑

n=−∞
(−i)nJn(a) e−inωt (III.30)

qui entraîne

sin (φ(t)) = Im
î
eiφ(t)

ó
= Im

[
eiφ0 ei

2eV0
ℏ t

+∞∑

n=−∞
(−i)nJn

Å
2eV1
ℏω

ã
e−inωt

]
.

(III.31)
On remarque en effet qu’un terme de la somme sur n peut donner une
contribution non nulle à la moyenne sur le temps si on a

2eV0
ℏ

= nω (III.32)

ce qui n’est autre que la condition de quantification (III.10). La moyenne
temporelle de sinφ vaut alors

⟨sinφ⟩ = Jn

Å
2eV1
ℏω

ã
sin(φ0 − nπ/2) . (III.33)

Le terme sin(φ0 − nπ/2) peut prendre n’importe quelle valeur entre −1 et
1, et on obtient donc un plateau de valeurs de Ī compris entre les deux
bornes :

nℏω
2eR

− IcJn
Å
2eV1
ℏω

ã
et

nℏω
2eR

+ IcJn

Å
2eV1
ℏω

ã
(III.34)

ou encore ∣∣∣∣
Ī

Ic
− n ω

ωc

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣Jn
Å
2eV1
ℏω

ã∣∣∣∣ . (III.35)

Chaque plateau est centré sur la droite résistive Ī = V0/R et sa largeur,
donnée par la fonction de Bessel Jn(2eV1/ℏω), va décroître rapidement aux
grands n, à V1/ω fixé.

3 Un standard électrique

3-1 Mise en série de jonctions

Comme nous l’avons vu ci-dessus, le domaine de fréquences ω/2π uti-
lisable en pratique se situe dans le domaine s’étendant entre 10 et 100 GHz.
Pour le choix ω/2π = 100GHz, le quantum ℏω/2e vaut 0.2 mV, ce qui est
très faible. Même si on verrouille la jonction sur un indice n supérieur à 1,
on reste dans le domaine du millivolt alors que les besoins pratiques sont
plutôt dans le domaine du volt, voire la dizaine de volts.

La solution à ce problème est simple sur le papier : il suffit de mettre un
grand nombre de jonctions en série, de sorte que les tensions s’ajoutent et
on peut atteindre ainsi des valeurs supérieures au volt. C’est effectivement
ce qui est fait en pratique, mais cela passe par un certain nombre d’étapes
délicates.

On voit sur la figure III.14 extraite de l’article de HAMILTON (2000)
le principe de la mise en série de jonctions Nb/Al2O3/Nb, avec une mi-
croonde de fréquence 75 GHz. On dispose 16 lignes comportant 1263 jonc-
tions chacune, soit 20 208 jonctions au total mises en série. Du point de vue
de la propagation de la microonde, les 16 lignes sont en parallèle, ce qui
permet d’assure une bonne homogénéité de l’intensité I1.

3-2 Plateaux de tension à courant nul

Les premiers dispositifs de séries de jonctions Josephson à fin métrolo-
gique comportaient une vingtaine de jonctions, chacune avec une capacité
C relativement faible, conduisant à une caractéristique du type de celles
montrées en figures III.12-III.13. Pour ce type de jonction, il faut imposer
un courant I0 non nul à chaque jonction pour se placer sur le plateau dé-
siré.

Le courant I0 à appliquer diffère d’une jonction à l’autre du fait d’im-
perfections lors de la fabrication. Pour un dispositif utilisant une vingtaine
de jonctions, il est possible (mais délicat) de contrôler chacun des 20 cou-
rants individuels I0. Quand on passe à une assemblée de 20 000 jonctions,
cela devient irréaliste.

68



CHAPITRE III. L’EFFET JOSEPHSON ALTERNATIF ET LES RÉSONANCES DE SHAPIRO § 3. Un standard électrique

shaded volume in Fig. 4, increases with f and is ultimately
set by a trade-off between stability and the economics of
providing a very-high-frequency microwave source. While
stable arrays have been demonstrated at frequencies as low
as 24 GHz,68,69 most practical standards operate in the range
70–96 GHz. Table I lists a typical set of junction parameters
for a commonly used design.

B. Array design

The I–V curve shown in Fig. 1!b" shows steps covering
the range from about !1 to "1 mV and is for a junction
driven by a nearly optimum level of microwave current. At
lower microwave current the steps cover a smaller range of
voltage, and at higher microwave current the steps become
smaller and begin to move off the zero-current axis. In a
large array, every junction must generate a large zero-
crossing step, and thus the microwave power must be ad-
justed to a value low enough to accommodate the one junc-
tion receiving the largest microwave drive. Thus, in order to

obtain the largest voltage from the smallest number of junc-
tions, an array standard requires a circuit design that can
deliver nearly uniform microwave power to many thousands
of junctions, all of which are connected in series. The solu-
tion to this problem is a simple extension of Fig. 3 to a series
of junctions in a line over a ground plane, as shown in Fig.
5!a". This results in a microwave stripline that can propagate
microwave power with relatively low loss.44 The capacitive
impedance of the junctions is so small !approximately 1 m#"
relative to the stripline impedance !approximately 3 #" that
each junction has a very minor effect on the propagation of
microwave power in the stripline. Typically, each junction
will absorb about 0.02%–0.04% of the power propagating
through it. It is thus possible to connect several thousand
junctions in series and still achieve a power uniformity of
about #1.5 dB. With careful design, striplines with as many
as 4800 junctions have been used.57

Because 10 V Josephson standards require about 20 000
junctions, it is necessary to adopt a series/parallel circuit
similar to that shown in Fig. 5!b".46 Here, a network of low-
and high-pass filters allow the microwave power to be split
into four parallel paths while maintaining a dc path in which
all junctions are connected in series.

A typical integrated-circuit layout for an array of 20 208
junctions is shown in Fig. 6. The microwave-drive power is
collected from a waveguide by a finline antenna, split 16
ways, and injected into 16 junction striplines of 1263 junc-
tions each. The junction striplines are separated from a su-
perconductive ground plane by about 2 $m of SiO2 dielec-
tric. Symmetry in the splitting network ensures that the same
power is delivered to each subarray. Several precautions are
required to avoid reflections that would lead to standing
waves and the consequent nonuniform power distribution
within the subarrays: !1" Each stripline is terminated by a
matched load that consists of several wavelengths of resis-
tive stripline. The use of a resistive stripline rather than a
discrete resistor guarantees a near-perfect match over a wide
range of fabrication parameters.44 !2" The dimensions of ca-
pacitors in the low- and high-pass filters are chosen to avoid
resonances near the drive frequency. !3" The microwave
bend radius has a minimum value of three times the stripline
width.48 Sharper bends result in unacceptable reflections. In
order to meet the bend requirement while still packing the
array strips close together, ‘‘curly’’ bends that turn 215° and

FIG. 5. !a" Series of Josephson junctions arranged to form a stripline and !b"
the circuit of a typical Josephson voltage standard.

FIG. 6. Layout of a 20 208 junction, 10 V Josephson
array voltage standard chip.
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FIGURE III.14. Dispositif comportant un grand nombre (> 20 000) jonctions
Josephson en série permettant de réaliser un étalon de tension dans la gamme de la
dizaine de volts. Figure adaptée à partir de HAMILTON (2000).
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FIGURE III.15. Exemples de caractéristiques calculées par le modèle RCSJ, pré-
sentant plusieurs plateaux Vn pour I0 = 0. Calcul effectué pour β = 100, i1 = 10,
ω̃ = 0.2 (haut) et β ≈ 105, i1 = 80, ω̃ ≈ 10−2 (bas). La caractéristique du bas
est plus précisément obtenue pour les paramètres physiques fournis par KAUTZ

(1996) pour sa figure 1(b) : Ic = 0.2mA, R = 100Ω, C = 20 pF, I1 = 16mA et
ω/2π = 100GHz.

69



CHAPITRE III. L’EFFET JOSEPHSON ALTERNATIF ET LES RÉSONANCES DE SHAPIRO § 4. Effet Shapiro pour des jonctions atomiques

Pour contourner ce problème, on se tourne vers des jonctions de plus
grande capacité, donc de plus grand paramètre βc, typiquement βc ≥ 100.
Dans ce cas, la caractéristique comporte des segments de voltage quanti-
fiés Vn pour un courant I0 nul. La figure III.15 présente des caractéristiques
calculées dans le modèle RCSJ et la figure III.16 une caractéristique mesu-
rée expérimentalement. Il n’est alors plus nécessaire de contrôler le cou-
rant biais de chaque jonction. Il faut simplement trouver un moyen de ver-
rouiller la jonction – ou l’ensemble de jonctions – sur le segment n désiré.
Pour les standards de 10volts comme celui représenté en figure III.14, l’en-
tier n peut prendre toutes les valeurs entre -75 000 et +75 000 (HAMILTON

2000).

La caractéristique de la figure III.16 résulte d’une optimisation du cou-
rant I1 induit par la microonde. Pour un courant plus faible, la plage en
tension sur laquelle on observe des marches se réduit. Pour des courants
plus forts, on observe plus de marches, mais leur longueur diminue et elles
ne croisent plus l’axe I0 = 0. On peut utiliser le résultat (III.35) pour esti-
mer si la marche n croise l’axe de courant nul I = 0. Il faut pour cela que

n
ω

ωc
<

∣∣∣∣Jn
Å
2eV1
ℏω

ã∣∣∣∣ (III.36)

Comme la valeur de la fonction de Bessel Jn(x) est toujours comprise entre
−1 et +1, on voit sur cette équation que les plateaux croisant l’axe I = 0 ne
peuvent être obtenus que si ω < ωc (au moins dans le régime où l’approche
en terme de tension modulée sinusoïdalement est correcte).

3-3 Le verrouillage sur un plateau Vn donné

Une fois réalisée la caractéristique courant-tension du système Joseph-
son avec plusieurs dizaines de milliers de plateaux Vn quantifiés, traver-
sant tous l’axe I0 = 0, il reste à verrouiller ce dispositif sur le plateau désiré
pour disposer d’un standard délivrant des valeurs discrètes de voltage. Le
processus réel est complexe et son principe est résumé sur la figure III.17.

On impose aux bornes du système une tension Vs avec une résistance
de biais Vs. La tension Vs est proche de la tension recherchée et Rs est choi-
sie de sorte que l’intersection de la caractéristique du système Josephson
et de la droite Vs − RsI ne comporte qu’un seul (ou quelques) points. Un

FIGURE III.16. Exemple d’une observation expérimentale des marches de Shapiro
pour une jonction de grande capacité. Figure adaptée de HAMILTON (2000).

contrôle judicieux de Rs et Vs permet alors d’amener le système Joseph-
son au point choisi : I0 = 0, V̄ = Vn. Une fois ce plateau atteint, le sys-
tème peut y rester verrouillé pendant plusieurs heures avec une stabilité
relative meilleure que 10−9. On trouvera dans HAMILTON (2000) ou sur la
page wikipedia "Josephson Voltage Standard" des exemples d’algorithmes
permettant d’utiliser la tension ainsi réalisée pour déterminer une tension
inconnue.

4 Effet Shapiro pour des jonctions atomiques

4-1 Effet Shapiro dans 3He superfluide

Nous avons décrit en § 1-2 le dispositif expérimental du groupe de Ber-
keley qui a permis l’observation de l’effet Josephson ac avec un bain de 3He
superfluide (PEREVERZEV, LOSHAK et al. 1997). Ce même montage a per-
mis quelques années plus tard la caractérisation de résonances de Shapiro
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FIGURE III.17. Principe du montage électrique permettant de verrouiller l’étalon
de tension sur un plateau Vn déterminé. Figure adaptée de HAMILTON (2000) .

pour l’hélium 3 par SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

Le principe de l’expérience est de moduler de façon contrôlée la pres-
sion d’un côté de la membrane rigide percée de trous (figure III.18). Cette
modulation est obtenue en agissant au moyen d’électrodes disposées sur la
paroi souple. C’est l’équivalent mécanique de la modulation de la tension
électrique pour une jonction supraconductrice. On est donc directement
dans le cas de figure envisagé en § 2-4, qui conduit à des plateaux en cou-
rant dont la largeur est donnée par des fonctions de Bessel [eq. (III.35)].

La différence de pression entre les deux côtés de la membrane percée
s’écrit donc

P (t) = P0 + P1 sin(ωt) (III.37)

et un courant de particules de moyenne temporelle non nulle va pouvoir
se produire à travers cette membrane si la condition de résonance

2mP0

ρ
= n ℏω (III.38)

est remplie (équivalent du résultat (III.32) avec la masse 2m d’une paire de
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FIG. 1. A schematic diagram of the experimental apparatus.

allows the application of electrostatic pressures to it. The
upper membrane is magnetically coupled to a supercon-
ducting dc-SQUID displacement transducer that registers
its position [17]. The Si chip containing the microaperture
array is glued to the center of the lower membrane. The
cell can be cooled well below the superfluid transition
temperature using a nuclear demagnetization cryostat. All
experiments reported here were at zero ambient pressure
and at a temperature where we have determined that the
current phase relation is sine-like [13].

We control the value of Pdc using a feedback system
with which we vary the electrostatic forces applied to the
lower membrane so that the deflection of the upper mem-
brane (our pressure gauge), and thus Pdc, is held fixed [18].
We create the pressure Pac by applying an oscillating volt-
age to the upper electrode. These oscillations are at suf-
ficiently high frequency that the feedback system ignores
them. By knowing the amplitude of the applied voltage
we can calculate the magnitude of ac pressure oscillations
PV applied across the fluid in the cell. Because the system
in Fig. 1 is a hydrodynamic resonant circuit [19], PV is
not identical to Pac, the amplitude of pressure oscillations
across the weak link. In fact, Pac ! anPV , where an rep-
resents the transfer function of the hydrodynamic system
in Fig. 1. The value of the transfer function an depends on
the temperature T and on frequency. As long as v is far
from any natural resonances [19] in the system the transfer
function will be close to unity (an ! 1).

To test Eqs. (3) and (5) we measure both the zero-
pressure current I0 and the current-pressure (I-P) rela-
tion, as a function of ac excitation. To measure I0 we
use the fact that, in this type of cell, f exhibits periodic
motion identical to a rigid pendulum [20,21]. For small
amplitude pendulum oscillations, the angular frequency
vp becomes a direct measure of the critical current be-
cause v2

p ~ Ic [21]. Thus by recording the frequency of

the small amplitude oscillations we determine the effec-
tive zero-pressure critical current I0. We determine the
frequency vp by taking the Fourier transform of the low
amplitude segment of the pendulum-mode motion of the
membrane [21]. A typical Fourier transform is shown in
the inset panel of Fig. 2(a). In this figure we plot the
ratio I0"Ic # $v2

p%Pac&'"$v2
p %Pac ! 0&' as a function of

$%2m3Pac"r&"%h̄v&'. The solid line in this panel is the
prediction for the zero-pressure mass current I0"Ic. We
can clearly see in Fig. 2(a) that I0"Ic does indeed follow
the prediction given by Eq. (5) for n ! 0.

The I-P characteristic at the dc pressures corresponding
to Josephson frequencies satisfying Eq. (3) (with n . 0)

FIG. 2. (a) The n ! 0 case: A plot of the ratio I0"Ic #
$v2

p%Pac&'"$v2
p%Pac ! 0&' as a function of $%2m3Pac"r&"%h̄v&'.

For n ! 0, the value of the transfer function Pac"PV # a0 !
1.25 is determined by requiring the zeros of our data to fit the
zeros of the Bessel function J0. The solid line in this panel
is the prediction for the zero-pressure mass current I0"Ic . We
determine the frequency vp by taking the Fourier transform of
the low amplitude segment of the pendulum-mode motion of the
membrane [21]. A typical Fourier transform of the pendulum
mode is shown in the inset panel. (b) The n ! 1 case: A plot
of the current feature I1"Ic as a function of $%2m3Pac"r&"%h̄v&'.
The inset shows that the current feature occurs at vJ ! v and
indicates our definition of I1. Fitting of the data to the J1 Bessel
function zeros gives the value a1 ! 1.16. (c) The n ! 2 case:
Similar to (b) except now vj ! 2v. Here a2 ! 1.04. The
double circles indicate the points derived from the raw data in
each inset.

035301-2 035301-2

FIGURE III.18. Montage expérimental de SIMMONDS, MARCHENKOV et al.
(2001) similaire à celui montré en figure III.3, avec cette fois-ci une modulation
sinusoïdale de la position de la paroi souple (position répérée par x(t)), ce qui
conduit à une modulation de la pression, analogue mécanique du cas envisagé en
§ 2-4.

Cooper pour 3He).

Intéressons-nous au cas n = 1 pour lequel la résonance se produit pour
ω/2π = 105Hz pour la pression P0 choisie. Pour un choix donné de l’am-
plitude de modulation P1, on s’attend alors à observer un plateau de cou-
rant de largeur 2|J1(2mP1/ℏωρ)|. Ces plateaux sont bien visibles sur la fi-
gure III.19 et leur largeur est en bon accord avec la variation en fonction de
Bessel attendue (figure III.20). SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001) ont
également observé la résonance correspondant à n = 2.

4-2 Barrière mobile dans un gaz quantique

Nous avons vu au chapitre précédent comment une barrière se dépla-
çant à vitesse constante dans un gaz quantique uniforme permettait de
simuler l’équivalent d’un courant constant imposé à une jonction supra-
conductrice. La généralisation de ce dispositif pour observer l’équivalent
de résonances de Shapiro est alors naturel : au lieu de bouger la barrière à
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FIGURE III.19. Caractéristique courant-pression (avec Pdc ≡ P0) permettant
d’observer une résonance de Shapiro dans un bain de 3He superfluide. Les courbes,
obtenues pour différentes valeurs de P1, sont décalées les unes par rapport aux
autres pour améliorer la lisibilité. Figure adaptée de SIMMONDS, MARCHENKOV

et al. (2001).

vitesse constante, on lui donne un mouvement du type

x(t) = vt+ x1 sin(ωt) (III.39)

comme représenté sur la figure III.21, extraite de la proposition théorique
de SINGH, POLO et al. (2024).

Dans cette étude théorique, les auteurs ont considéré un gaz 2D de mo-
lécules de 6Li décrit par l’équation de Gross-Pitaevskii, avec une densité de
5.6 atomes par micron carré. Ils ont pris en compte les effets de température
finie en ajoutant un bruit adéquat sur la fonction d’onde initiale. La taille
du gaz est 512 × 27 microns et le paramètre d’interaction (sans dimension
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FIG. 1. A schematic diagram of the experimental apparatus.

allows the application of electrostatic pressures to it. The
upper membrane is magnetically coupled to a supercon-
ducting dc-SQUID displacement transducer that registers
its position [17]. The Si chip containing the microaperture
array is glued to the center of the lower membrane. The
cell can be cooled well below the superfluid transition
temperature using a nuclear demagnetization cryostat. All
experiments reported here were at zero ambient pressure
and at a temperature where we have determined that the
current phase relation is sine-like [13].

We control the value of Pdc using a feedback system
with which we vary the electrostatic forces applied to the
lower membrane so that the deflection of the upper mem-
brane (our pressure gauge), and thus Pdc, is held fixed [18].
We create the pressure Pac by applying an oscillating volt-
age to the upper electrode. These oscillations are at suf-
ficiently high frequency that the feedback system ignores
them. By knowing the amplitude of the applied voltage
we can calculate the magnitude of ac pressure oscillations
PV applied across the fluid in the cell. Because the system
in Fig. 1 is a hydrodynamic resonant circuit [19], PV is
not identical to Pac, the amplitude of pressure oscillations
across the weak link. In fact, Pac ! anPV , where an rep-
resents the transfer function of the hydrodynamic system
in Fig. 1. The value of the transfer function an depends on
the temperature T and on frequency. As long as v is far
from any natural resonances [19] in the system the transfer
function will be close to unity (an ! 1).

To test Eqs. (3) and (5) we measure both the zero-
pressure current I0 and the current-pressure (I-P) rela-
tion, as a function of ac excitation. To measure I0 we
use the fact that, in this type of cell, f exhibits periodic
motion identical to a rigid pendulum [20,21]. For small
amplitude pendulum oscillations, the angular frequency
vp becomes a direct measure of the critical current be-
cause v2

p ~ Ic [21]. Thus by recording the frequency of

the small amplitude oscillations we determine the effec-
tive zero-pressure critical current I0. We determine the
frequency vp by taking the Fourier transform of the low
amplitude segment of the pendulum-mode motion of the
membrane [21]. A typical Fourier transform is shown in
the inset panel of Fig. 2(a). In this figure we plot the
ratio I0"Ic # $v2

p%Pac&'"$v2
p %Pac ! 0&' as a function of

$%2m3Pac"r&"%h̄v&'. The solid line in this panel is the
prediction for the zero-pressure mass current I0"Ic. We
can clearly see in Fig. 2(a) that I0"Ic does indeed follow
the prediction given by Eq. (5) for n ! 0.

The I-P characteristic at the dc pressures corresponding
to Josephson frequencies satisfying Eq. (3) (with n . 0)

FIG. 2. (a) The n ! 0 case: A plot of the ratio I0"Ic #
$v2

p%Pac&'"$v2
p%Pac ! 0&' as a function of $%2m3Pac"r&"%h̄v&'.

For n ! 0, the value of the transfer function Pac"PV # a0 !
1.25 is determined by requiring the zeros of our data to fit the
zeros of the Bessel function J0. The solid line in this panel
is the prediction for the zero-pressure mass current I0"Ic . We
determine the frequency vp by taking the Fourier transform of
the low amplitude segment of the pendulum-mode motion of the
membrane [21]. A typical Fourier transform of the pendulum
mode is shown in the inset panel. (b) The n ! 1 case: A plot
of the current feature I1"Ic as a function of $%2m3Pac"r&"%h̄v&'.
The inset shows that the current feature occurs at vJ ! v and
indicates our definition of I1. Fitting of the data to the J1 Bessel
function zeros gives the value a1 ! 1.16. (c) The n ! 2 case:
Similar to (b) except now vj ! 2v. Here a2 ! 1.04. The
double circles indicate the points derived from the raw data in
each inset.

035301-2 035301-2

VOLUME 87, NUMBER 3 P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S 16 JULY 2001

FIG. 1. A schematic diagram of the experimental apparatus.

allows the application of electrostatic pressures to it. The
upper membrane is magnetically coupled to a supercon-
ducting dc-SQUID displacement transducer that registers
its position [17]. The Si chip containing the microaperture
array is glued to the center of the lower membrane. The
cell can be cooled well below the superfluid transition
temperature using a nuclear demagnetization cryostat. All
experiments reported here were at zero ambient pressure
and at a temperature where we have determined that the
current phase relation is sine-like [13].

We control the value of Pdc using a feedback system
with which we vary the electrostatic forces applied to the
lower membrane so that the deflection of the upper mem-
brane (our pressure gauge), and thus Pdc, is held fixed [18].
We create the pressure Pac by applying an oscillating volt-
age to the upper electrode. These oscillations are at suf-
ficiently high frequency that the feedback system ignores
them. By knowing the amplitude of the applied voltage
we can calculate the magnitude of ac pressure oscillations
PV applied across the fluid in the cell. Because the system
in Fig. 1 is a hydrodynamic resonant circuit [19], PV is
not identical to Pac, the amplitude of pressure oscillations
across the weak link. In fact, Pac ! anPV , where an rep-
resents the transfer function of the hydrodynamic system
in Fig. 1. The value of the transfer function an depends on
the temperature T and on frequency. As long as v is far
from any natural resonances [19] in the system the transfer
function will be close to unity (an ! 1).

To test Eqs. (3) and (5) we measure both the zero-
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vp becomes a direct measure of the critical current be-
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For n ! 0, the value of the transfer function Pac"PV # a0 !
1.25 is determined by requiring the zeros of our data to fit the
zeros of the Bessel function J0. The solid line in this panel
is the prediction for the zero-pressure mass current I0"Ic . We
determine the frequency vp by taking the Fourier transform of
the low amplitude segment of the pendulum-mode motion of the
membrane [21]. A typical Fourier transform of the pendulum
mode is shown in the inset panel. (b) The n ! 1 case: A plot
of the current feature I1"Ic as a function of $%2m3Pac"r&"%h̄v&'.
The inset shows that the current feature occurs at vJ ! v and
indicates our definition of I1. Fitting of the data to the J1 Bessel
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FIGURE III.20. Largeur du plateau de courant de la figure III.19 en fonction de
l’amplitude de modulation en pression Pac ≡ P1. Figure extraite de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001).

à 2D) est g̃ = 0.1.

Après le déplacement de la barrière, ils déterminent les nombres
d’atomes Na et Nb de part et d’autre de la barrière et calculent z =
(Na−Nb)/(Na +Nb). Cette valeur de z est comparée à z̄, qui serait obtenu
si les densités et donc les potentiels chimiques étaient restés parfaitement
égaux de part et d’autre de la barrière.

La quantité ∆z = z − z̄ (équivalent de la tension pour une jonc-
tion supraconductrice), est tracée en figure III.21 en fonction de la vitesse
moyenne v (équivalent du courant) pour différentes valeurs de l’ampli-
tude de modulation x1, à fréquence ω/2π = 45Hz fixée. Les résultats
sont conformes à ce qu’on attend intuitivement : on trouve des plateaux
pour ∆z, correspondant à une différence de potentiel chimique ∆µ entre
les deux côtés de la jonction :

∆µ = n ℏω (III.40)

SINGH, POLO et al. (2024) ont procédé à une calibration soigneuse de
la barrière à partir de la caractéristique calculée. Ils ont montré que l’on
pouvait effectivement la décrire par les mêmes paramètres que ceux du
modèle RCSJ des jonctions supraconductrices. Nous montrons en figure
III.22 leurs résultats pour les paramètres G ≡ 1/R et βc en fonction de
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as a time-averaged atom imbalance; see Fig. 1(b). We
demonstrate how the observed dynamics is controlled by
specific features of phonon excitations and vortex nucle-
ation. The results are obtained by classical-field methods
that include fluctuating bosonic fields beyond mean-field
description [49–52]. We benchmark our results with the
dynamics of a driven RCSJ circuit model.
System and method—We simulate the dynamics of a

generic condensate of bosons using classical-field dynam-
ics within the truncatedWigner approximation [49–52]. We
consider a homogeneous cloud of bosons confined in a box
of dimensions Lx × Ly. The system is described by the
Hamiltonian

Ĥ0 ¼
Z

dr
!
ℏ2

2m
∇ψ̂†ðrÞ ·∇ψ̂ðrÞþ g

2
ψ̂†ðrÞψ̂†ðrÞψ̂ðrÞψ̂ðrÞ

"
:

ð1Þ

ψ̂ (ψ̂†) is the bosonic annihilation (creation) operator. The
interaction g ¼ g̃ℏ2=m is given in terms of the dimension-
less parameter g̃ ¼

ffiffiffiffiffiffi
8π

p
as=lz, where m is the mass, as is

the s-wave scattering length, and lz ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ℏ=ðmωzÞ

p
is the

harmonic oscillator length in the transverse direction.
Within the classical-field representation we replace the
operators ψ̂ in Eq. (1) and the equations of motion by
complex numbers ψ . The initial states ψðr; t ¼ 0Þ are
sampled in a grand canonical ensemble with chemical
potential μ and temperature T via a classical Metropolis
algorithm [53]. The resulting distribution provides the
fluctuations of ψðr; t ¼ 0Þ around its mean-field value.
Finally, each initial state is propagated using the equations
of motion

iℏψ̇ðr; tÞ ¼
$
−
ℏ2

2m
∇2 þ Vðr; tÞ þ gjψ j2

%
ψðr; tÞ; ð2Þ

which include the barrier potential given by Vðr; tÞ ¼
V0ðtÞ exp½−2ðx − xðtÞÞ2=w2&. V0ðtÞ, w and xðtÞ are the
barrier’s strength, width, and location. For numerical
calculations, we discretize space on a lattice of size
Nx × Ny and a discretization length l ¼ 0.5 μm. While
we present our results for the concrete realization provided
by 6Li2 molecules, we emphasize that our protocol can be
applied to any cold-atom degenerate gas. We choose
the density n ≈ 5.6 μm−2, g̃ ¼ 0.1, T=T0 ¼ 0.06, and
Lx × Ly ¼ 512 × 27 μm2. The critical temperature T0 is
estimated by T0 ¼ 2πnℏ2=ðmkBDcÞ, where Dc ¼
lnð380=g̃Þ is the critical phase-space density [56,57]. We
use w=ξ ¼ 1.1 and V0 in the range V0=μ≡ Ṽ0 ¼ 1–4,
where ξ ¼ ℏ=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2mgn

p
is the healing length and μ ¼ gn is

the mean-field energy. To create the weak link at the
location xðtÞ ¼ x0 ¼ Lx=2, we ramp up V0 linearly over
200 ms and wait for 50 ms. Following [31,32], the
Josephson current can be obtained by moving the barrier
at a constant velocity v until it reaches the final position xf,
as depicted in Fig. 1(a). Here, we will discuss the dynamics
of the system obtained when the barrier features a periodic
driving in addition to its motion with constant velocity,

xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ; ð3Þ

where x1 is the amplitude and f is the frequency of
driving. We calculate the atom number NLðtÞ [NRðtÞ] in
the left (right) reservoir to determine the imbalance
zðtÞ ¼ ½NLðtÞ − NRðtÞ&=N, where N ¼ ðNL þ NRÞ is the
total atom number. The barrier motion induces an external
current given by IextðtÞ ¼ ðz̄N=2Þ × jvj=Δx, whereΔx is the
displacement and z̄ is the equilibrium imbalance at the final
location xf ¼ x0 þ Δx. Throughout the Letter we fix the
driving time tf to four cycles. We calculate zðtÞ for various
values of v; see inset of Fig. 1(b). By fitting zðtÞwith a linear
function we obtain the value of the time-averaged imbalance

FIG. 1. Atomic Josephson junction and emergence of Shapiro
steps. (a) Simulation of a Josephson junction consisting of two
clouds separated by a tunneling barrier of height V0 and width w.
The barrier is moved at constant velocity v (arrow) from the
position x0 until the final position xf, which induces an external
current Iext. In addition, we modulate the barrier location using
the protocol xðtÞ ¼ vtþ x1 sinð2πftÞ, where f is the frequency
and x1 is the amplitude of driving. NL (NR) represents the atom
number of the left (right) reservoir. (b) Imbalance Δz ¼ z − z̄ as a
function of v for the undriven case (dashed line). z̄ is the
equilibrium imbalance determined at xf that varies with v.
Time-averaged imbalance hΔzi shown for f ¼ 45 Hz and
x1 ¼ 1, 2, 3, 4, and 5 μm. Inset shows the time evolution of
zðtÞ at different v for the driving with x1 ¼ 3 μm, where Tp ¼
1=f is the driving period. We use the barrier height V0=μ ¼ 1.5,
where μ is the mean-field energy.
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FIGURE III.21. Barrière mobile dans un gaz 2D. La position de la barrière s’écrit
x(t) = vt+ x1 sin(ωt). Le mouvement donne naissance à des marches de Shapiro
pour x1 ̸= 0. Ces résultats sont obtenus en intégrant numériquement l’équation
de Gross-Pitaevskii dépendant du temps, avec une condition initiale qui simule
une température non nulle (truncated Wigner approximation). Figure extraite
de SINGH, POLO et al. (2024).

la hauteur Ṽ0 = V0/µ de la barrière. Le potentiel créé par la barrière est
supposé ici gaussien avec une demi-largeur à 1/e2 (waist) fixée à 1.1 ξ, où ξ
est la longueur de cicatrisation.

4-3 Observation expérimentale des plateaux

Fin 2025, deux équipes ont publié leur observation de résonances de
Shapiro sur un gaz d’atomes froids grâce à une barrière tunnel modulée.
BERNHART, RÖHRLE et al. (2025) ont utilisé un gaz 3D de 87Rb en géo-
métrie cylindrique et DEL PACE, HERNÁNDEZ-RAJKOV et al. (2025) ont

hΔzi at tf, where hΔzi ¼ hzi − z̄ðxfÞwith xf ¼ jvj × tf. h::i
refers to the time-averaged response throughout the
Letter. In Fig. 1(b), the driven response shows the formation
of Shapiro steps in comparison to the undriven system,which
we explain below. For the undriven case, we show Δz ¼
z − z̄ðxfÞ determined at the same tf as the driven case.
We quantify the change in the chemical potential
Δμ ¼ NEcΔz=2, where Ec ¼ 4ð∂μ=∂NÞ is the effective
charging energy.
Characterization of the dc-ac regimes—We first intro-

duce the driven RCSJ model and then analyze the dc-ac
regimes of the undriven junction. We note that this is
intrinsically different from the two-mode Gross-Pitaevskii
equations, which converge to the RCSJ model in the ideal
underdamped limit only. The RCSJ model is a lumped
elements circuit to model the dynamics of JJs [35]. The
Kirchhoff law of the driven RCSJ circuit reads

Iext þ I1ω̃ cosðωtÞ ¼ Ic sinϕ − GΔμ − CΔμ̇; ð4Þ

where Ic is the critical current, ϕ ¼ ϕL − ϕR the phase
difference across the junction, G the conductance, and
C ¼ 1=Ec the capacitance. The Josephson relation for the
phase dynamics is ℏϕ̇ ¼ −Δμ, meaning that Δμ plays the
role of the voltage across the junction. I1ω̃ is the amplitude
and ω is the frequency of ac drive, with ω̃ ¼ ω=ωJ, where
ωJ ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
IcEc=ℏ

p
is the Josephson frequency. By using the

expression of Δμ we provided above, the circuit is
described as an effective driven resistively shunted junction
model

żN=2þ I1ω̃ cosðωtÞ ¼ Ic sinϕþ ℏGϕ̇: ð5Þ

The undriven case (i.e., I1 ¼ 0) is solved analytically,
yielding the time-averaged chemical potential hΔμi ¼
G−1

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
I2ext − I2c

p
, which we use to fit our results for the

ΔμðIext; tfÞ curve. Based on this fit, we determine Ic andG.
Here, for the undriven case, we use the constant

displacement of Δx ¼ 150 μm, which results in the same
equilibrium imbalance z̄ ¼ 0.59 at xf for all v. As shown in
Fig. 2(a), there is a nonzero Δμ only when Iext exceeds Ic,
which marks the transition from the dc to ac Josephson
effect. The junction becomes resistive with a finite Δμ
above Ic. We map out the ac resistive regime for a wide
range of Ṽ0 in Fig. 2(b). The onset of the resistive regime
occurs at a low value of Ic for high Ṽ0. We compare
the results of Ic with the predictions of the critical current
Ic;p ¼ Ibt0ðṼ0; wÞ derived for an ideal Josephson junction
[37]. The bulk current Ib ¼ cn0Ly is determined using the
sound velocity c ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gn=m

p
and the condensate density n0.

We use the variational solution of the tunneling amplitude
t0ðṼ; dÞ obtained across a rectangular barrier of width d
and height Ṽ [37], with d ≈ 1.1w and Ṽ ¼ Ṽ0 [53]. In
Fig. 2(b) the results of Ic;p show good agreement with the
simulation results.
To characterize the resistive regime, we study the

dynamics of the condensate’s local density and phase.
While we observe no distinctive change in the dynamics
for Iext below Ic, characteristic density patterns due to
phonon and vortex excitations, resulting in an increase of
the imbalance, occur for Iext above Ic [53]. We identify
vortex excitations by calculating the phase winding around
the lattice plaquette of size l × l using

P
□

δθðx; yÞ ¼
δxθðx; yÞ þ δyθðxþ l; yÞþ δxθðxþ l; yþ lÞþ δyθðx; yþ lÞ,
where θðx; yÞ is the phase field of ψðx; yÞ and the phase
differences between sites are taken to be δx=yθðx; yÞ∈
ð−π; π%. We associate a vortex (an antivortex) by a phase
winding of 2π (−2π). By counting all vortices and anti-
vortices we determine the total vortex number Nv and
average it over the initial ensemble. Figure 2(c) shows a
rapid growth of Nv above Ic and no vortex excitation below
Ic. This confirms that the energy in the resistive regime is
dissipated by the creation of vortex-antivortex pairs, which
is analogous to phase slips in 4He [11,12] and atomic weak
links [36].

FIG. 2. Characterizing an atomic Josephson junction. (a) Imbalance z − z̄ as a function of v for Ṽ0 ¼ 1.5 (dots) and its correspondence
to the current-chemical potential results (second axes). We fit the response with hΔμi ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
I2ext − I2c

p
=G (continuous line) to determine the

critical current Ic and the conductance G. (b) z − z̄ as a function of Ṽ0 and Iext=Ib, where Ib is the bulk current. The results of Ic (dots)
are compared with the theoretical prediction Ic;p (continuous line); see text. (c) Total vortex number Nv determined from the same
simulations as in (b), which shows a sharp onset of vortex growth above Ic (dots). (d) Conductance G (dots) and Stewart-McCumber
parameter βc (squares) determined for Ṽ0 in the range 1–4.
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FIGURE III.22. Paramètres de la barrière utilisée par SINGH, POLO et al. (2024).

travaillé sur un gaz de 6Li (fermions) dans le régime unitaire et placé dans
une géométrie quasi2D.

Nous montrons en figure III.23 le résultat obtenu par BERNHART,
RÖHRLE et al. (2025). On voit clairement apparaître des plateaux à ∆µ
constant quand on varie la vitesse moyenne de la jonction (donc le cou-
rant moyen la traversant). La valeur des plateaux est proche de la valeur
quantifiée attendue [eq. (III.40)] pour la fréquence de modulation choisie,
ω/2π = 90Hz. Quand on varie cette fréquence de modulation entre 50 et
200 Hz, on vérifie que la position des plateaux se déplace en suivant la loi
∆µ ∝ ω (figure III.24).

4-4 Les processus dissipatifs en jeu

Pour terminer cette description des expériences récentes sur les réso-
nances Shapiro, il est intéressant de regarder les processus dissipatifs qui
permettent à la jonction d’atteindre le régime stationnaire conduisant à la
formation de plateaux. Les simulations numériques fondées sur l’équation
de Gross-Pitaevskii sont très utiles pour cela, pourvu qu’elles aient été vali-
dées précédemment par comparaison avec l’expérience, en ce qui concerne
le fonctionnement de la jonction elle-même.

Comme nous l’avons déjà indiqué pour une jonction statique, la nature
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and e the elementary charge (5, 35). For our neutral atom implementa-
tion, this results in the quantization condition

To confirm this fundamental relation, we vary fm and determine the 
height Δμ of the first step (Fig. 2A). In Fig. 2B, we show the results for 
the simulation and for the experiment by averaging over several realiza-
tions with different modulation amplitudes. The simulation reproduces 
the relation trend accurately, but the experiment measures a 10% larger 
slope. The reason for this small deviation lies in the uncertainties of the 
experimental parameters (atom number and trapping potential), which 
enter the calculation of μ [see also (32)]. Taking this into account, we 
conclude that we indeed confirm the behavior Δμ = hfm (Fig. 2B). Our 
results show that the driving protocol is capable of producing a prede-
termined chemical potential difference, which may enable the transfer 
of the voltage standard to the realm of ultracold quantum gases (23, 36). 
In addition, our results are useful in situations where the relation be-
tween the atomic density and the chemical potential, μ(n), is not known. 
Measuring the density difference at both sides of the junction directly 
reveals dμ(n)/dn, which is referred to as the inverse thermodynamic 
density of states. Performing stepwise measurements by decreasing the 
density allows for the determination of the equation of state μ(n).

Next, we analyze the width of the Shapiro steps by varying the modu-
lation amplitude Im/Ic at a fixed modulation frequency of fm = 90 Hz 
(32). In Fig. 2, C and D, the widths of the zeroth and first steps display 
a Bessel- function behavior as a function of Im/Ic, which is in agreement 
with the results of numerical simulations (32). To support this observa-
tion, we use the analytical prediction of an ac voltage–driven Josephson 
junction, which yields the step width In = Ic

|||Jn
(
Vm∕Vn

)|||, where Jn is 
the Bessel function of the n- th order and Vm the modulation voltage 
(5, 37). For an ac current–driven junction, this can be mathematically 
transformed into

Δμ = nhfm  (2)

In = Ic

|||||
Jn

(
α
Im

Ic

)|||||  (3)
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Fig. 1. Shapiro steps in an ultracold atomic Josephson junction. (A) The system consists of a cylindrically shaped superfluid, which is split by a movable optical barrier 
creating a weak link. The barrier as well as the two confining endcaps are realized with tightly focused laser beams. In the measurement protocol, the barrier is moved linearly (dc 
particle current) through the superfluid with an additional harmonic modulation (ac particle current), which is sketched in the figure. (B) At the end of the protocol, a real- space 
absorption image of the atomic cloud is taken, using matter wave imaging (32, 33). From the atom number imbalance between the two superfluids, their chemical potential 
difference is derived. The pictures are taken with a modulation current Im = 0.8Ic. The position of the barrier is marked as a dashed orange line. The atomic density is given in arbitrary 
units (a.u.). (C) Measured Shapiro steps for fm = 90 Hz and different modulation amplitudes Im. The horizontal lines indicate the ideal Shapiro step height, given by Eq. 2. Every data 
point is the average of about 25 measurement runs, and the vertical bars indicate the errors of the mean. (D) Comparison between experiment and classical- field simulation  
at T = 35 nK (32). (E) Simulations of the system at different Im (32).
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C D

Fig. 2. Characteristics of the Shapiro steps. (A) Dependence of the step height on 
the modulation frequency fm, where the step height is determined using sigmoid  
fits (continuous lines). (B) Measurements of the step height (dots) are compared with 
the numerical simulations (triangles) and the prediction Δμ/h = fm (continuous  
line). (C and D) Measurements (dots) and simulation (triangles) of zeroth (C) and first 
(D) step widths (I0 and I1) for varying Im/Ic. The solid blue lines are a fit to the 
experimental data, following Eq. 3, where both curves are fitted simultaneously with 
the same fit parameter αfit, yielding αfit = 2.15 ± 0.08. The dashed orange lines 
indicate the theoretical prediction, following Eq. 3 (see text).
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and e the elementary charge (5, 35). For our neutral atom implementa-
tion, this results in the quantization condition

To confirm this fundamental relation, we vary fm and determine the 
height Δμ of the first step (Fig. 2A). In Fig. 2B, we show the results for 
the simulation and for the experiment by averaging over several realiza-
tions with different modulation amplitudes. The simulation reproduces 
the relation trend accurately, but the experiment measures a 10% larger 
slope. The reason for this small deviation lies in the uncertainties of the 
experimental parameters (atom number and trapping potential), which 
enter the calculation of μ [see also (32)]. Taking this into account, we 
conclude that we indeed confirm the behavior Δμ = hfm (Fig. 2B). Our 
results show that the driving protocol is capable of producing a prede-
termined chemical potential difference, which may enable the transfer 
of the voltage standard to the realm of ultracold quantum gases (23, 36). 
In addition, our results are useful in situations where the relation be-
tween the atomic density and the chemical potential, μ(n), is not known. 
Measuring the density difference at both sides of the junction directly 
reveals dμ(n)/dn, which is referred to as the inverse thermodynamic 
density of states. Performing stepwise measurements by decreasing the 
density allows for the determination of the equation of state μ(n).

Next, we analyze the width of the Shapiro steps by varying the modu-
lation amplitude Im/Ic at a fixed modulation frequency of fm = 90 Hz 
(32). In Fig. 2, C and D, the widths of the zeroth and first steps display 
a Bessel- function behavior as a function of Im/Ic, which is in agreement 
with the results of numerical simulations (32). To support this observa-
tion, we use the analytical prediction of an ac voltage–driven Josephson 
junction, which yields the step width In = Ic

|||Jn
(
Vm∕Vn

)|||, where Jn is 
the Bessel function of the n- th order and Vm the modulation voltage 
(5, 37). For an ac current–driven junction, this can be mathematically 
transformed into

Δμ = nhfm  (2)

In = Ic
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Fig. 1. Shapiro steps in an ultracold atomic Josephson junction. (A) The system consists of a cylindrically shaped superfluid, which is split by a movable optical barrier 
creating a weak link. The barrier as well as the two confining endcaps are realized with tightly focused laser beams. In the measurement protocol, the barrier is moved linearly (dc 
particle current) through the superfluid with an additional harmonic modulation (ac particle current), which is sketched in the figure. (B) At the end of the protocol, a real- space 
absorption image of the atomic cloud is taken, using matter wave imaging (32, 33). From the atom number imbalance between the two superfluids, their chemical potential 
difference is derived. The pictures are taken with a modulation current Im = 0.8Ic. The position of the barrier is marked as a dashed orange line. The atomic density is given in arbitrary 
units (a.u.). (C) Measured Shapiro steps for fm = 90 Hz and different modulation amplitudes Im. The horizontal lines indicate the ideal Shapiro step height, given by Eq. 2. Every data 
point is the average of about 25 measurement runs, and the vertical bars indicate the errors of the mean. (D) Comparison between experiment and classical- field simulation  
at T = 35 nK (32). (E) Simulations of the system at different Im (32).
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Fig. 2. Characteristics of the Shapiro steps. (A) Dependence of the step height on 
the modulation frequency fm, where the step height is determined using sigmoid  
fits (continuous lines). (B) Measurements of the step height (dots) are compared with 
the numerical simulations (triangles) and the prediction Δμ/h = fm (continuous  
line). (C and D) Measurements (dots) and simulation (triangles) of zeroth (C) and first 
(D) step widths (I0 and I1) for varying Im/Ic. The solid blue lines are a fit to the 
experimental data, following Eq. 3, where both curves are fitted simultaneously with 
the same fit parameter αfit, yielding αfit = 2.15 ± 0.08. The dashed orange lines 
indicate the theoretical prediction, following Eq. 3 (see text).
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FIGURE III.23. Gauche : schéma expérimental de BERNHART, RÖHRLE et al.
(2025). Droite : caractéristiques courant - potentiel chimique mettant en évidence
les deux premières résonances de Shapiro. Pour la plus grande amplitude de mo-
dulation (notée ici Im), on notera un écart par rapport à la relation attendue
∆µ = ℏω ; cet écart peut être dû à une incertitude sur la mesure du nombre
d’atomes et la forme du potentiel de confinement, qui interviennent dans la cali-
bration du potentiel chimique. Figures extraites de BERNHART, RÖHRLE et al.
(2025).

de ces processus dissipatifs dépend de la dimensionalité du système. Dans
l’expérience "tubulaire" de BERNHART, RÖHRLE et al. (2025), on constate
que la dissipation est liée à l’émission de solitons sombres ou d’anneaux
de vorticité en aval de la jonction, en phase avec le mouvement de la bar-
rière. Plus précisément, la stabilisation du plateau n est obtenue grâce à
l’émission de n solitons en une période d’oscillation (figure III.25). La na-
ture solitonique de ces excitations est révélée par la simulation numérique,
qui donne le profil de phase en plus de la distribution en densité. La forma-
tion de ces solitons est à l’origine de la différence de densité qui apparaît
entre les deux côtés de la jonction.

Nous montrons également en figure III.26 le résultat obtenu par DEL

PACE, HERNÁNDEZ-RAJKOV et al. (2025) sur un gaz de Fermi unitaire dans
une géométrie quasi2D. Dans ce cas, le processus dissipatif dominant est
la formation de paires de vortex de circulations opposées, à raison d’une
paire par période de modulation pour le plateau n = 1.

Une question ouverte à ce stade porte sur l’utilisation pratique de ces
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and e the elementary charge (5, 35). For our neutral atom implementa-
tion, this results in the quantization condition

To confirm this fundamental relation, we vary fm and determine the 
height Δμ of the first step (Fig. 2A). In Fig. 2B, we show the results for 
the simulation and for the experiment by averaging over several realiza-
tions with different modulation amplitudes. The simulation reproduces 
the relation trend accurately, but the experiment measures a 10% larger 
slope. The reason for this small deviation lies in the uncertainties of the 
experimental parameters (atom number and trapping potential), which 
enter the calculation of μ [see also (32)]. Taking this into account, we 
conclude that we indeed confirm the behavior Δμ = hfm (Fig. 2B). Our 
results show that the driving protocol is capable of producing a prede-
termined chemical potential difference, which may enable the transfer 
of the voltage standard to the realm of ultracold quantum gases (23, 36). 
In addition, our results are useful in situations where the relation be-
tween the atomic density and the chemical potential, μ(n), is not known. 
Measuring the density difference at both sides of the junction directly 
reveals dμ(n)/dn, which is referred to as the inverse thermodynamic 
density of states. Performing stepwise measurements by decreasing the 
density allows for the determination of the equation of state μ(n).

Next, we analyze the width of the Shapiro steps by varying the modu-
lation amplitude Im/Ic at a fixed modulation frequency of fm = 90 Hz 
(32). In Fig. 2, C and D, the widths of the zeroth and first steps display 
a Bessel- function behavior as a function of Im/Ic, which is in agreement 
with the results of numerical simulations (32). To support this observa-
tion, we use the analytical prediction of an ac voltage–driven Josephson 
junction, which yields the step width In = Ic

|||Jn
(
Vm∕Vn

)|||, where Jn is 
the Bessel function of the n- th order and Vm the modulation voltage 
(5, 37). For an ac current–driven junction, this can be mathematically 
transformed into

Δμ = nhfm  (2)

In = Ic
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Fig. 1. Shapiro steps in an ultracold atomic Josephson junction. (A) The system consists of a cylindrically shaped superfluid, which is split by a movable optical barrier 
creating a weak link. The barrier as well as the two confining endcaps are realized with tightly focused laser beams. In the measurement protocol, the barrier is moved linearly (dc 
particle current) through the superfluid with an additional harmonic modulation (ac particle current), which is sketched in the figure. (B) At the end of the protocol, a real- space 
absorption image of the atomic cloud is taken, using matter wave imaging (32, 33). From the atom number imbalance between the two superfluids, their chemical potential 
difference is derived. The pictures are taken with a modulation current Im = 0.8Ic. The position of the barrier is marked as a dashed orange line. The atomic density is given in arbitrary 
units (a.u.). (C) Measured Shapiro steps for fm = 90 Hz and different modulation amplitudes Im. The horizontal lines indicate the ideal Shapiro step height, given by Eq. 2. Every data 
point is the average of about 25 measurement runs, and the vertical bars indicate the errors of the mean. (D) Comparison between experiment and classical- field simulation  
at T = 35 nK (32). (E) Simulations of the system at different Im (32).
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Fig. 2. Characteristics of the Shapiro steps. (A) Dependence of the step height on 
the modulation frequency fm, where the step height is determined using sigmoid  
fits (continuous lines). (B) Measurements of the step height (dots) are compared with 
the numerical simulations (triangles) and the prediction Δμ/h = fm (continuous  
line). (C and D) Measurements (dots) and simulation (triangles) of zeroth (C) and first 
(D) step widths (I0 and I1) for varying Im/Ic. The solid blue lines are a fit to the 
experimental data, following Eq. 3, where both curves are fitted simultaneously with 
the same fit parameter αfit, yielding αfit = 2.15 ± 0.08. The dashed orange lines 
indicate the theoretical prediction, following Eq. 3 (see text).
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FIGURE III.24. Évolution de la position des plateaux ∆µ avec la fréquence de
modulation de la barrière. Figures extraites de BERNHART, RÖHRLE et al. (2025).

résonances de Shapiro : peuvent-elles, à l’instar du cas supraconducteur,
avoir un intérêt métrologique pour mesurer très précisément des potentiels
chimiques?
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with α = RIc/fm. We use the independently de-
termined system parameters R and Ic (32) to 
calculate this parameter, obtaining αth = 1.93 ± 
0.07. Using αth, we plot the result of Eq. 3 as the 
orange dashed line in Fig. 2, C and D. Notably, 
this fit parameter free model supports the over-
all trend of our measurements and simulations.

Microscopic dynamics
Compared with solid- state physics, the time and 
length scales in quantum gas experiments are 
orders of magnitude larger, which enables the 
in situ study of collective excitations, quasipar-
ticles, and related microscopic phenomena. To 
that end, we follow the time evolution of the 
real- space atomic density. Using only a constant 
barrier velocity—i.e., no ac particle current—we 
measure the dc and ac Josephson regime 
(Fig. 3A). Below the critical current, no imbal-
ance is created, and only a single phononic 
density wave is emitted from the initial accel-
eration of the barrier (Fig. 3A, I and II). The 
group velocity of the emitted phonons coincides 
with a reference measurement, where a single 
perturbation creates a phonon wave packet 
(32). In the ac Josephson regime above the criti-
cal current, atoms are pushed away by the bar-
rier, and a density depletion remains in its wake 
(Fig. 3A, III).

In the Shapiro regime, we see that the phase 
dynamics is instead characterized by two dis-
tinct collective excitations: phonons and local-
ized density depletions (Fig. 3, B and C). Phonons 
are emitted at distinct times in both directions 
thanks to the oscillatory motion of the barrier. 
This is particularly visible on the zeroth plateau 
(Fig. 3, B and C, I). Increasing the constant cur-
rent I beyond the zeroth plateau yields a chemical 
potential difference and atom number imbal-
ance; this phenomenon is characterized by the 
formation of “depletion waves” that move back-
ward compared with the barrier motion (blue 
lines propagating to the left in Fig. 3, B and C, 
II and III). These excitations are observed to have 
a smaller group velocity—i.e., a steeper slope (32). 
By additionally using the phase information of 
the simulation in Fig. 4A, we observe that such 
density depletions are accompanied by phase 
jumps across the density minimum and identify 
them as solitonic excitations (38). Analyzing the 
transverse phase profile right after the emission 
(32), we find that the solitonic excitations mani-
fest themselves as vortex rings. These solitonic 
excitations are responsible for most of the reduc-
tion in density, ultimately causing the particle 
imbalance across the junction (Fig. 4, B and 
C). Specifically, the simulation shows that for 
the n- th plateau, n solitonic excitations are, on 
av erage, emitted backward during one driving 
cycle (Fig. 3C, II and III) (32). This creates the 
reduced density in the wake of the moving barrier and therefore gives 
rise to the resistive regime. This statement is supported by the fact 
that the rate of emitted solitonic excitations displays a steplike behavior 
in close parallel with the staircase displayed by the chemical potential 
(fig. S13). Depending on the system geometry, the emerging solitonic 

excitations can be different. For instance, in the theoretical proposal 
(31), a larger two- dimensional system was used, and vortex- antivortex 
pairs were generated at the barrier. The appearance of vortex rings 
has been observed in previous studies (39, 40) as well as the emis-
sion of solitons from a barrier (41, 42).

A

B

C

Fig. 3. Microscopic system dynamics. Time evolution of the atomic density in the experiment [(A) and (B)] and 
in the simulation (C). (A) Constant barrier velocity. We show the time evolution for three different currents, 
indicated in the I − Δμ plot on the left. (B) Constant plus periodically modulated barrier velocity (Shapiro 
protocol), where Im = 0.8Ic and fm = 90 Hz. (C) Classical- field simulations of the driven junction, with Im = 0.8Ic 
and fm = 90 Hz. Each horizontal line in the images corresponds to a transversely integrated absorption image, 
which are stacked together. The color code indicates the relative change of the line density with respect to a 
reference image without barrier.

A B C

Fig. 4. Dynamics of solitonic excitations. (A) Time evolution of the phase δϕ(x, t) = ϕ(x, t) − ϕm(t) along the 
central x line of a single trajectory of the system for I/Ic = 0.9, Im/Ic = 0.8, and fm = 90 Hz, where ϕm(t) is 
obtained after averaging the wave function over x. The periodic barrier motion (white dashed line) modifies the 
local phase near the barrier, which results in the creation of solitonic excitations moving to the left. The red arrows 
in (A) and (B) are a guide to the eye for the position of the solitonic excitations. (B and C) Snapshots of the phase 
profile δϕ(x, y) of a single trajectory (B) and the averaged density profile Δn(x, y) for the central z plane (C) at 
times t = 0, 14.3, 19.5, 26.8, and 31 ms. During each driving cycle, the barrier motion (white vertical dashed line) 
emits one solitonic excitation, whose subsequent time evolution manifests itself as density dips in (C). The 
positions of the phase jumps in (A) are marked with red arrows. At time 14.3 ms, the phase profile of a vortex ring 
is visible (32). There are also phononic excitations that propagate in both forward and backward directions. In (C), 
we show the relative change of the density with respect to a reference cloud without barrier. In (B) and (C), the 
thermal wings outside the Thomas- Fermi region of the condensate are shaded in gray.
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FIGURE III.25. Origine de la dissipation conduisant aux résonances de Shapiro.
Haut : expérience, bas : résultats numériques. On voit que n solitons sont émis
par période pour le plateau n. Il y a également émission de phonons se propageant
à la vitesse c. Figure extraite de BERNHART, RÖHRLE et al. (2025)

RESEARCH ARTICLES

Science 11 DECEMBER 2025 1128

dynamics of the junction, which undergoes n phase- slippage processes 
in the nth step of each modulation cycle, as illustrated in the wash-
board potential analogy of Fig. 1C (ii) for n = 1.

As a direct measurement of the phase in the unitary regime is chal-
lenging (because of strong interactions limiting the fringe contrast), 
we probe the synchronization dynamics in the strongly interacting 
regime by detecting the number of emitted vortex pairs Nd as a function 
of the injected current (Fig. 4), revealing the occurrence of phase- 
slippage processes. In the nonmodulated case, vortices are observed 
to proliferate for IDC > Ic, signaling a contribution to the junction con-
ductance stemming from collective excitations, in agreement with 
previous observations in three- dimensional atomic JJs (42, 49). For the 
AC drive, the number of detected vortex pairs instead shows a step like 
trend that closely resembles the Shapiro steps observed in the I − Δμ curve 
measured under the same driving conditions. In particular, in the 2nd 
Shapiro step, Nd doubles with respect to the 1st step, highlighting that, 
as a result of the underlying synchronized phase dynamics, the number 
of phase slips is proportional to the step number. The dissipative and 
resistive dynamics giving rise to the Shapiro steps in our atomic JJ are 
dominated by the collective excitations of the system, playing a role simi-
lar to that of quasiparticles produced by Cooper pair breaking in SJJ. 
Indeed, in all explored configurations, the junction always works in the 
regime of Δμ ≪ Δ, with Δ being the superfluid gap, where broken pairs 
are energetically suppressed and the only accessible excitations are col-
lective ones—namely, phonons, solitons and vortices (42).

Discussion and outlook
We have observed Shapiro steps in a current- driven atomic JJ composed 
of two weakly coupled strongly interacting Fermi gases. Shapiro steps 
appear as quantized plateaus in the relative chemical potential—the 

A

B

C

D

F

E

Fig. 3. Phase dynamics and dynamical locking in a driven atomic JJ in the BEC regime. (A) Current- voltage characteristic for a BEC junction under DC (light green 
symbols), and DC+AC drive at ω = 2π × 175 Hz and IAC ∕ IC = 1.4

(
1
)
 (dark green symbols). Solid lines represent the numerical simulation results (see main text), with IAC = 0 

(orange) and IAC ∕ Ic = 1.4 (dark purple). Dashed lines represent the fit (light green) with the analytical and numerical solutions (dark green) of the overdamped RCSJ model 
(40). The shaded area accounts for the Ic fitting error. Inset: Shapiro step height characterization for a BEC junction. Symbols report the experimental step height obtained 
from the average over at least two repetitions plotted following the same color code as for Fig. 1C; dotted lines mark Δμ = nℏω; and the solid lines represent the step height 
obtained from numerical simulations. (B) Current- phase relation under same experimental conditions as in (A), vertically shifted by 0.3π for the DC+AC case. Solid and 
dashed lines represent the results of the numerical simulation and RCSJ model (40), respectively, as in (A). (C) Time evolution of the interference pattern between the 
reservoirs for IAC ∕ Ic = 1.4

(
1
)
 and IDC ∕ Ic = 0.14 (i), IDC ∕ Ic = 0.83 (ii), marked by the black and red symbols in (A) and (B). Each row reports the integrated fringe profile, 

averaged over five repetitions. Red arrows signal the occurrence of phase slips; the yellow dotted line marks the barrier position. (D) Measured phase- time evolution from a 
sinusoidal fit of the fringe patterns. Solid and dashed lines represent the results of the numerical simulation and RCSJ model, respectively. (E) Drive current under the same 
experimental conditions as in (C) and (D). (F) Single- shot density profiles in time- of- flight at t∕T = 1.03 (i), 1.38 (ii), 1.73 (iii), 2.08 (iv), and 2.43 (v), showcasing the vortex 
emission process. Vortices are marked in yellow dashed circles. The yellow dotted line marks the barrier position.

Fig. 4. Vortex- antivortex pairs as phase- slip proxies in a unitary JJ. Number of 
emitted vortex- antivortex pairs as a function of the bias current IDC ∕ Ic for IAC ∕ Ic = 0 
(light blue), and IAC ∕ Ic = 2.8

(
2
)
 (dark blue). We measure the number of vortices after 

three periods of driving with a frequency ω = 2π × 175 Hz. The background color 
highlights the regions of the 0th, 1st, and 2nd Shapiro steps, with a color gradient 
reflecting the measured Δμ under the same driving conditions. Error bars represent 
the standard deviation of the mean over three to five realizations.
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FIGURE III.26. Évolution d’un gaz de Fermi unitaire dans une géométrie
quasi2D en présence d’une barrière modulée (position marquée par la ligne poin-
tillée jaune). On s’est placé ici sur le plateau n = 1 et les instants de me-
sure sont ωt/2π = 1.03, 1.38, 1.7, 2.08, 2.43. Figure extraite de DEL PACE,
HERNÁNDEZ-RAJKOV et al. (2025)
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Chapitre IV

Les jonctions atomiques internes

Dans sa proposition initiale, JOSEPHSON (1962) a considéré deux su-
praconducteurs couplés par l’intermédiaire d’une barrière physique, for-
mée par une fine couche d’isolant ou de métal normal. Quelques années
plus tard, LEGGETT (1966) a proposé d’étendre cette idée à un couplage
entre degrés de liberté interne. Dans cette première publication, Leggett
considérait un modèle de supraconducteur à deux bandes et décrivait ce
qu’il qualifiait "d’effet Josephson interne". Même si le modèle initial n’a pas
été validé expérimentalement, cette idée s’est révélée extrêmement féconde
par la suite, lorsque la superfluidité de l’hélium 3 liquide a été découverte
(1972). Elle a notamment permis d’expliquer les anomalies de la résonance
magnétique nucléaire dans ce superfluide (LEGGETT 2004).

Cette idée de coupler deux états internes par une excitation cohérente
pour former une jonction Josephson interne se généralise naturellement
aux gaz d’atomes froids. Le formalisme que nous avons mis en place aux
chapitres précédents va rester valable, avec notamment la description de la
dynamique de la jonction à l’aide des deux énergies EJ et EC . Rappelons
que la première décrit le couplage entre les deux états de la jonction, et elle
sera associée à la fréquence de Rabi du couplage ; la seconde décrit l’éner-
gie de charge de la jonction, c’est-à-dire le coût énergétique pour passer de
la situation équilibrée Na = Nb = N/2 à la situation voisine Na = N/2− 1,
Nb = N/2 + 1.

Il va néanmoins y avoir des différences quantitatives entre les jonctions
internes et les jonctions externes :

— Le couplage tunnel EJ peut être notablement plus grand : au lieu de
reposer sur un effet tunnel à travers une paroi, donc un évènement
localisé et de faible probabilité, le couplage entre deux états internes a
et b se produit sur tout le volume de l’échantillon. Par ailleurs, son in-
tensité peut être rendue arbitrairement grande en augmentant la puis-
sance de l’onde électromagnétique qui couple a et b.

— Le terme de chargeEC est lui aussi modifié. Pour une jonction externe,
seules comptent les interactions a − a ou b − b, puisque deux atomes
situés de part et d’autre de la barrière ne se "voient" quasiment pas.
En revanche, pour une jonction interne, les atomes dans les états a et b
occupent la même région de l’espace et les interactions a− b jouent un
rôle dans l’énergie de charge, au même titre que les interactions a− a
et b − b. Cela vient enrichir le problème en fournissant un paramètre
de contrôle supplémentaire.

Dans les chapitres précédents consacrés aux jonctions externes, nous
avons montré que différents régimes de fonctionnement de la jonction sont
possibles, selon les valeurs relatives de EC et de EJ/N

2. Pour les jonctions
externes, on a généralement EC ≫ EJ/N

2, de sorte qu’il est difficile d’ex-
plorer ces différents régimes. Les jonctions internes, qui offrent en pratique
une plus grande plage de valeurs de EJ et EC , vont permettre cette explo-
ration, en particulier l’étude des bifurcations et des transitions de phase
qui peuvent se produire quand EC ∼ EJ/N

2.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par modéliser le couplage
d’un atome unique avec une onde électromagnétique résonnante ou quasi-
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b

a

ω ω0

∆

b

a

e

ω0

∆

FIGURE IV.1. Couplage quasi-résonnant entre les deux états |a⟩ et |b⟩ issus du
niveau électronique fondamental. L’excitation peut être directe par une micro-onde
(gauche), ou indirecte par un processus Raman stimulé, impliquant le passage
virtuel par le niveau électronique excité |e⟩ (droite).

résonnante. Nous adopterons un modèle d’atome à deux niveaux, décrit
par un pseudo-spin 1/2. Nous passerons ensuite au cas de N atomes oc-
cupant tous la même fonction d’onde spatiale, de sorte que seul le degré
de liberté interne joue un rôle. Dans cette approximation du mode spatial
unique, les N atomes peuvent être décrits comme un moment cinétique
J = N/2, suivant la représentation de Schwinger que nous détaillerons.
Nous vérifierons que la limite classique de cette représentation permet de
retrouver les équations de Josephson. Nous étudierons pour finir les états
stationnaires des jonctions internes et nous montrerons pourquoi la non-
linéarité des équations du mouvement peut faire apparaître une transition
de phase pour une valeur critique du rapport EC/(EJ/N

2).

1 Préliminaire : l’atome habillé

1-1 Système à deux niveaux et couplage cohérent

Considérons un atome modélisé par un système "à deux niveaux", notés
|a⟩ et |b⟩ et séparés par l’énergie ℏω0 > 0 (figure IV.1). Cet atome est décrit
par l’hamiltonien 1

Ĥ0 =
ℏω0

2
(|a⟩ ⟨a| − |b⟩ ⟨b|) = ℏω0

2
σ̂z . (IV.2)

On couple ces deux niveaux par un potentiel monochromatique de fré-
quence ω :

V̂ (t) = −ℏΩcos(ωt+ γ) (|a⟩ ⟨b|+ |b⟩ ⟨a|) ,
= −ℏΩcos(ωt+ γ)σ̂x ,

(IV.3)

où Ω est appelée fréquence de Rabi du couplage, prise ici positive par
convention. En pratique, la paire d’états {|a⟩ , |b⟩} que nous rencontrerons
dans ce cours sera choisie à l’intérieur du niveau électronique fondamen-
tal. Le couplage cohérent V̂ sera induit par une onde radio-fréquence ou
micro-onde, ou encore par une transition Raman, c’est-à-dire l’absorption
d’un photon à une longueur d’onde optique suivie de l’émission stimulée
d’un autre photon de fréquence voisine.

L’évolution d’un état quelconque du système à deux niveaux, noté

|ψ(t)⟩ = αa(t) |a⟩+ αb(t) |b⟩ , (IV.4)

est donné par l’équation de Schrödinger iℏ ˙|ψ⟩ =
Ä
Ĥ0 + V̂

ä
|ψ⟩, ce qui

donne : 



iα̇a = +
ω0

2
αa − Ωcos(ωt+ γ)αb

iα̇b = −
ω0

2
αb − Ωcos(ωt+ γ)αa

(IV.5)

1. Toutes les matrices de cette section sont écrites dans la base {|a⟩ , |b⟩} et on rappelle
l’expression des matrices de Pauli :

σ̂x =

Å
0 1
1 0

ã
σ̂y =

Å
0 −i
i 0

ã
σ̂z =

Å
1 0
0 −1

ã
. (IV.1)
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Ce système différentiel dépendant du temps n’admet pas de solution ana-
lytique exacte, mais nous allons pouvoir le simplifier et le résoudre grâce
l’approximation du champ tournant (Rotative wave approximation, RWA).

1-2 Approximation du champ tournant

Pour Ω nulle, l’évolution "naturelle" des coefficients αa et αb est

αa(t) = αa(0) e
−iω0t/2 αb(t) = αb(0) e

+iω0t/2 . (IV.6)

Nous allons supposer dans tout ce qui suit que la fréquence de Rabi Ω et le
désaccord à résonance ∆ sont tous les deux petits devant la fréquence ω0 :

∆ ≡ ω − ω0 : Ω, |∆| ≪ ω0 ≈ ω . (IV.7)

Dans ces conditions, on peut simplifier le système différentiel (IV.5) pour
ne garder que la partie résonante du couplage. Plus précisément, on écrit :

cos(ωt+ γ) =
1

2

Ä
ei(ωt+γ) + e−i(ωt+γ)

ä
(IV.8)

et on ne garde dans l’équation d’évolution de αa que le terme e−i(ωt+γ) qui,
quand on le multiplie par αb(t), donne un terme en ∼ e−iωt/2. Pour l’équa-
tion d’évolution de αb, on ne garde au contraire que le terme e+i(ωt+γ), ce
qui conduit au système





iα̇a = +
ω0

2
αa −

Ω

2
e−i(ωt+γ)αb

iα̇b = −
ω0

2
αb −

Ω

2
ei(ωt+γ)αa

. (IV.9)

Pour trouver la solution exacte de ce système, on utilise le changement de
fonctions :

βa(t) = αa(t) e
+iωt/2 βb(t) = αb(t) e

−iωt/2 (IV.10)

qui obéissent au système différentiel indépendant du temps :




iβ̇a = −∆

2
βa −

Ωe−iγ

2
βb

iβ̇b = +
∆

2
βb −

Ωe+iγ

2
βa

. (IV.11)

Ce système peut être vu comme l’équation de Schrödinger pour un sys-
tème à deux niveaux évoluant sous l’effet d’un hamiltonien indépendant
du temps qui s’écrit dans la base {|a⟩ , |b⟩} :

Ĥ = −ℏ
2

Å
∆ Ωe−iγ

Ωe+iγ −∆

ã
(IV.12)

ou encore
Ĥ = −ℏΩ

Ä
Ŝx cos γ + Ŝy sin γ

ä
− ℏ∆ Ŝz (IV.13)

où les trois opérateurs de spin Ŝj , j = x, y, z sont reliés aux trois matrices
de Pauli par

Ŝj =
1

2
σ̂j . (IV.14)

Convention sur les opérateur de spins. Dans l’équation (IV.14), nous
avons supposé que l’opérateur de spin Ŝ était sans dimension, de sorte
que ses relations de commutation sont du type

|Ŝx, Ŝy] = iŜz , (IV.15)

avec les deux relations qui s’en déduisent par permutation circulaire. On
peut revenir aux opérateurs dimensionnés conventionnels, en les multi-
pliant par ℏ, ce qui conduit à remplacer le membre de droite de (IV.15) par
iℏŜz .

1-3 États habillés et sphère de Bloch

Puisque nous nous sommes ramenés à l’étude de l’évolution d’un sys-
tème à deux niveaux sous l’effet de l’hamiltonien indépendant du temps
(IV.12), il est naturel de rechercher les états propres de cet hamiltonien. In-
troduisons l’angle θ défini par

cos θ =
∆

Ω̃
sin θ =

Ω

Ω̃
avec Ω̃ =

√
Ω2 +∆2. (IV.16)

Comme la fréquence de Rabi Ω est prise ici positive, l’angle θ peut être
choisi entre 0 et π. L’hamiltonien (IV.12) se réécrit :

Ĥ = −ℏΩ̃
2

Å
cos θ e−iγ sin θ

eiγ sin θ − cos θ

ã
(IV.17)
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ses énergies propres sont

E1 = −ℏΩ̃
2

E2 = +
ℏΩ̃
2

(IV.18)

et les états propres associés sont dans la base {|a⟩ , |b⟩} :

|1⟩ =
Å
C

eiγS

ã
|2⟩ =

Å
S

−C eiγ

ã
(IV.19)

où on a posé

C = cos
θ

2
S = sin

θ

2
. (IV.20)

L’état |1⟩ est toujours l’état propre de plus basse énergie.

Une visualisation géométrique commode d’un état |ψ⟩ d’un système
à deux niveaux (i.e. un qubit) consiste à le représenter par un point à la
surface d’une sphère, appelée sphère de Bloch. Plus précisément, on calcule
les trois valeurs moyennes ⟨ψ| σ̂j |ψ⟩, ce qui donne un vecteur de norme
1 que l’on reporte sur la sphère. Pour l’état habillé |1⟩ donné en (IV.19),
on trouve ainsi les trois composantes (sin θ cos γ, sin θ sin γ, cos θ), de sorte
que le point correspondant a pour colatitude θ et pour azimuth γ. Le point
représentant l’état |2⟩ est diamétralement opposé à celui représentant |1⟩.

Il est utile pour la suite d’avoir en tête quelques cas particuliers (cf.
figure IV.2) :

Cas résonnant : ∆ = 0. Les états propres sont alors localisés sur l’équa-
teur de la sphère de Bloch (θ = π/2) :

∆ = 0 : |1⟩ = 1√
2

Å
1
eiγ

ã
|2⟩ = 1√

2

Å
1
−eiγ
ã

(IV.21)

et ils ont pour énergies ∓ℏΩ/2.

Désaccord grand et positif : ∆ ≫ Ω. L’angle θ est proche de 0, de sorte
que l’état |1⟩ est alors proche de |a⟩ et l’état |2⟩ est proche de |b⟩ :

∆ > 0 et ∆≫ Ω :

®
|1⟩ ≈ |a⟩ E1 ≈ −ℏ∆/2
|2⟩ ≈ |b⟩ E2 ≈ +ℏ∆/2

(IV.22)

γ

|1⟩

|2⟩

|a⟩

γ

θ

|1⟩

|a⟩

FIGURE IV.2. Sphère de Bloch et états habillés dans le cas résonnant (∆ = 0)
à gauche et de cas d’un désaccord positif à droite. Les états "nus" |a⟩ et |b⟩ sont
situés respectivement au pôle nord et au pôle sud de la sphère. Les états habillés |1⟩
et |2⟩ sont toujours diamétralement opposés, l’état |1⟩ est de coordonnées (θ, γ) et
l’état |2⟩ de coordonnées (π − θ, γ + π).

Désaccord grand et négatif : |∆| ≫ Ω. L’angle θ est proche de π, de sorte
que l’état |1⟩ est alors proche de |b⟩ et l’état |2⟩ est proche de |a⟩ :

∆ < 0 et |∆| ≫ Ω :

®
|1⟩ ≈ |b⟩ E1 ≈ −ℏ|∆|/2
|2⟩ ≈ |a⟩ E2 ≈ +ℏ|∆|2 (IV.23)

Hiérarchie des états. On pourrait s’étonner de voir que pour ∆≫ Ω > 0,
l’état habillé |1⟩ peut être à la fois proche de |a⟩ et constituer l’état de plus
basse énergie, alors que l’état |a⟩ a manifestement une énergie supérieure
à |b⟩ sur la figure IV.1. Ce paradoxe apparent est dû au passage dans le
référentiel tournant. Il se résout simplement si on traite quantiquement le
champ micro-onde. On doit alors comparer les énergies de |1⟩ ≈ |a, n⟩ et
|2⟩ = |b, n+ 1⟩, où n désigne le nombre de photons dans le champ, et on
en déduit immédiatement la hiérarchie des énergies donnée ci-dessus.
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|1〉
|2〉

|a〉

|b〉

|1〉

|2〉

|a〉

|b〉

FIGURE IV.3. Trajectoire suivie sur la sphère de Bloch dans le cas résonnant
(∆ = 0) à gauche et dans le cas ∆ > 0 à droite. La trajectoire est toujours située
sur un cercle orthogonal à l’axe passant par les états habillés |1⟩ et |2⟩. On a pris
ici γ = 0 et |ψ(0)⟩ = |a⟩.

1-4 Évolution cohérente et préparation d’un état habillé

Considérons pour commencer le cas particulier d’une excitation réson-
nante (∆ = 0), avec le choix de phase γ = 0. Les états habillés sont situés
sur l’équateur aux longitudes 0 et π et le système (IV.11) s’écrit

iβ̇a = −Ω

2
βb iβ̇b = −

Ω

2
βa . (IV.24)

Supposons que le système dans l’état |a⟩ à l’instant initial ; l’état à l’instant
t est :

βa(t) = cos
Ωt

2
βb(t) = i sin

Ωt

2
(IV.25)

ce qui correspond sur la sphère de Bloch à un mouvement circulaire le
long du méridien de longitude π/2. Ce mouvement correspond donc à une
rotation autour de l’axe passant par les deux états habillés (figure IV.3).

Plus généralement, pour toute valeur du triplet (∆,Ω, γ), un état initial

|ψ(0)⟩ peut se décomposer sur la base des états habillés

|ψ(0)⟩ = c1 |1⟩ + c2 |2⟩ (IV.26)

et son évolution est ensuite donnée par :

|ψ(t)⟩ = c1 e
+iΩ̃t/2 |1⟩ + c2 e

−iΩ̃t/2 |2⟩ . (IV.27)

Cela correspond à un mouvement circulaire uniforme sur la surface de la
sphère de Bloch, autour de l’axe joignant les deux états habillés. Les proba-
bilités d’occupation des états habillés, p1 et p2, restent constantes au cours
de l’évolution et la fréquence angulaire de ce mouvement est égale à Ω̃.

Dans la suite de ce cours, nous décrirons des expériences où il faut pré-
parer le système dans un état habillé donné, |1⟩ ou |2⟩, pour un triplet
(∆,Ω, γ). Pour cela, on peut envisager deux classes de méthodes :

— La première consiste à effectuer un suivi adiabatique : on prépare le
système dans l’état nu |a⟩ ou |b⟩, avec le couplage cohérent fortement
désaccordé : |∆ini| ≫ Ω. Les états habillés coïncident alors quasiment
avec les états nus. On diminue ensuite lentement le désaccord pour
l’amener à la valeur voulue ∆.

— La seconde méthode consiste à partir d’un autre triplet bien choisi
(∆′,Ω′, γ′), effectuer une fraction de tour sur le cercle correspondant
(cf. figure IV.3) en s’arrangeant pour que ce cercle passe par l’état ha-
billé désiré. À l’instant où l’état |ψ(t)⟩ coïncide avec l’état habillé, on
change soudainement le triplet à la valeur souhaitée (∆,Ω, γ) et le sys-
tème reste ensuite dans cet état stationnaire. Par exemple, si on veut
préparer l’état habillé |1⟩ à résonance pour la phase γ = 0, on peut par-
tir de |a⟩, appliquer le couplage (∆′ = 0,Ω′ = Ω, γ′ = π/2), puis faire
passer soudainement la phase à γ = 0 après un quart d’oscillation de
Rabi (pulse π/2), c’est-à-dire quand l’état est arrivé sur l’équateur de
la sphère de Bloch.

2 L’approximation du mode spatial unique

Nous nous intéressons maintenant au cas de N atomes identiques (bo-
sons) avec deux états internes |a⟩ et |b⟩, couplés de manière cohérente
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comme au paragraphe précédent. Nous allons considérer la situation la
plus simple où tous les degrés de liberté spatiaux des atomes sont gelés
grâce à un fort confinement. La seule dynamique possible est donc celle
portant sur l’état interne.

Nous reprenons le couplage atome – champ cohérent décrit en § 1 en
prenant pour simplifier la phase γ égale à 0 (cela revient à faire le choix
approprié pour l’orientation de l’axe x de la sphère de Bloch), ce qui donne
pour un atome unique :

Ĥcoh = −ℏ
2

Å
∆ Ω
Ω −∆

ã
= −ℏΩ Ŝx − ℏ∆ Ŝz (IV.28)

2-1 Hamiltonien en seconde quantification

On considère un système de particules identiques bosoniques, pouvant
chacune occuper les deux états |a⟩ et |b⟩. Une base de l’espace de Hilbert du
problème est donc formée par les états |Na, Nb⟩, avec Na particules dans
l’état |a⟩ et Nb particules dans l’état |b⟩ (Na,b ∈ N). Si on dispose de N
particules au total avec la possibilité de transférer les particules de l’état
|a⟩ vers l’état |b⟩, la dimension de l’espace de Hilbert est donc N + 1 avec
la base :

{ |N, 0⟩ , |N − 1, 1⟩ , · · · , |1, N − 1⟩ , |0, N⟩ } . (IV.29)

Dans le formalisme de la seconde quantification, on introduit les opéra-
teurs création â† et b̂†, et les opérateurs destruction associés â et b̂, caracté-
risés par leur action sur la base {|Na, Nb⟩} :

{
â† |Na, Nb⟩ =

√
Na + 1 |Na + 1, Nb⟩

b̂† |Na, Nb⟩ =
√
Nb + 1 |Na, Nb + 1⟩

(IV.30)

et
{
â |Na, Nb⟩ =

√
Na |Na − 1, Nb⟩ si Na ̸= 0, â |0, Nb⟩ = 0

b̂ |Na, Nb⟩ =
√
Nb |Na, Nb − 1⟩ si Nb ̸= 0, b̂ |Na, 0⟩ = 0

(IV.31)

Les opérateurs nombre de particules dans les états a et b sont donnés par :

N̂a = â†â N̂b = b̂†b̂ (IV.32)

E

−N ℏ|∆|
2

|0, N⟩

−(N − 2)ℏ|∆|
2

|1, N − 1⟩

(N − 2)ℏ|∆|
2

|N − 1, 1⟩

N ℏ|∆|
2

|N, 0⟩

|Na, Nb⟩

|J,−J⟩

|J,−J + 1⟩

|J, J − 1⟩

|J, J⟩

|J,Mz⟩

FIGURE IV.4. Niveaux d’énergie de (IV.34) pour Ω = 0. Les états propres in-
diqués correspondent au cas ∆ < 0, pour lequel l’énergie de l’état |a⟩ (dans le
référentiel tournant associé à la RWA) est supérieure à l’énergie de l’état |b⟩.

et l’opérateur N̂ = N̂a + N̂b est une constante du mouvement : il com-
mute avec tous les hamiltoniens que nous serons amenés à considérer car
le nombre total de particules est conservé.

Les états |Na, Nb⟩ se construisent par action des opérateurs â† et b̂† sur
l’état vide |0, 0⟩ :

|Na, Nb⟩ =
(â†)Na

√
Na!

(b̂†)Nb

√
Nb!
|0, 0⟩ (IV.33)

Dans ce formalisme de second quantification, l’hamiltonien (IV.28) dé-
crivant le couplage atome-champ s’écrit

Ĥcoh = −ℏΩ
2

Ä
â†b̂+ âb̂†

ä
− ℏ∆

2
(N̂a − N̂b) . (IV.34)

82



CHAPITRE IV. LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES § 2. L’approximation du mode spatial unique

Les niveaux d’énergie correspondants sont indiqués sur la figure IV.4 dans
le cas particulier Ω = 0, ∆ < 0.

2-2 Représentation de Schwinger

Il est utile de disposer d’une représentation de ce problème en termes
d’opérateurs de moment cinétique (Schwinger, 1952). Introduisons les trois
opérateurs 




Ĵx =
1

2

Ä
â†b̂+ âb̂†

ä
Ĵy =

i

2

Ä
âb̂† − â†b̂

ä
Ĵz =

1

2

Ä
â†â− b̂†b̂

ä (IV.35)

qui vérifient les règles de commutation d’un opérateur moment cinétique :

[Ĵx, Ĵy] = i Ĵz (IV.36)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire (rappelons
que nous choisissons ici des opérateurs de spin sans dimension, cf. § 1-2).
On a par ailleurs :

Ĵ2 = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z =

N̂

2

Ç
N̂

2
+ 1

å
. (IV.37)

Puisque chaque atome est assimilé à un spin 1/2, la valeur trouvée pour
Ĵ2 indique que nous travaillons ici dans l’espace de spin J = N/2, c’est-à-
dire la valeur maximale que l’on peut obtenir en additionnant les N spins.
Une base de l’espace de Hilbert, qui est de dimension N + 1 = 2J + 1, est
donnée par les états |J,Mz⟩, c’est-à-dire les états propres de Ĵ2 et Ĵz avec
les valeurs propres J(J + 1) et Mz ∈ {−J, · · · ,+J}. Le lien avec la base
|Na, Nb⟩ est immédiat (figure IV.4) :

|J,Mz⟩ = |Na, Nb⟩ avec J =
1

2
(Na+Nb), Mz =

1

2
(Na−Nb) (IV.38)

ce qui permet de construire explicitement les états |J,Mz⟩ à partir de
(IV.33) :

|J,Mz⟩ =
(â†)J+Mz

√
(J +Mz)!

(b̂†)J−Mz

√
(J −Mz)!

|0, 0⟩ (IV.39)

︸ ︷︷ ︸
J=2

︸ ︷︷ ︸
J=1

︸ ︷︷ ︸
J=0

FIGURE IV.5. Représentation de l’espace de Hilbert de N = 4 spins 1/2, de di-
mension 2N = 16. On travaille ici dans le sous-espace des états complètement
symétriques (colonne de gauche), de dimension 2J + 1 = N + 1, associé au mo-
ment cinétique J = N/2. L’espace total se décompose en ce sous-espace de moment
cinétique J = 2, et des sous-espaces associés à des moments cinétiques J = 1 et
J = 0. Ces derniers ne joueront pas de rôle dans ce qui suit.

On vérifie par exemple que l’opérateur échelle,

Ĵ+ ≡ Ĵx + iĴy = â†b̂ (IV.40)

agit sur un état |J,Mz⟩ = |Na, Nb⟩ selon

Ĵ+ |J,Mz⟩ = α |J,Mz + 1⟩ (IV.41)

avec

α = [J(J + 1)−Mz(Mz + 1)]
1/2

=
1

2
[(Na +Nb)(Na +Nb + 2)− (Na −Nb)(Na −Nb + 2)]

1/2

=
»

(Na + 1)Nb .

(IV.42)

Cette construction, proposée par Schwinger en 1952, est très commode
pour aborder l’algèbre d’un moment cinétique quelconque (les opérateurs
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de rotation par exemple) à partir de celle d’un spin 1/2. L’espace de Hilbert
dans lequel on travaille, de dimension N + 1, est bien sûr beaucoup plus
petit que l’espace total associé à N spins 1/2, de dimension 2N (figure 2

IV.5), car on se restreint ici aux états complètement symétriques des spins.
Partant par exemple de |Na = N,Nb = 0⟩ = |J = N/2, Jz = N/2⟩, ces états
complètement symétriques sont les seuls que l’on peut atteindre par action
d’opérateurs symétriques comme Ĵx ou Ĵz .

Si on pouvait agir de manière différentiée sur les spins individuels, ce
sous-espace constitué par les états complètement symétriques ne serait pas
suffisant et il faudrait travailler dans l’espace total, de dimension 2N . En
l’occurence, puisque nous nous intéressons à N particules bosoniques in-
discernables occupant toutes le même mode spatial, l’état de spin de ces
particules doit être complètement symétrique.

L’hamiltonien (IV.34) décrivant le couplage desN atomes avec le champ
s’écrit avec ces opérateurs

Ĥcoh = −ℏΩĴx − ℏ∆Ĵz (IV.43)

ce qui est une généralisation immédiate de (IV.28), en remplaçant l’opéra-
teur Ŝ pour un spin 1/2 par Ĵ pour une assemblée de spins.

2-3 Le terme d’interaction

Nous allons maintenant prendre en compte les interactions binaires
entre atomes qui vont venir modifier considérablement la dynamique par
rapport à celle étudiée en § 1 pour un atome unique.

Nous rappelons que pour un condensat placé dans un état interne
donné et dans l’état externe décrit par la fonction d’onde Φ(r), l’énergie

2. La décomposition représentée sur cette figure est obtenue à partir de la procédure sui-
vante. On commence par utiliser la décomposition de l’espace produit tensoriel de deux spins
1/2 en une somme directe d’un espace associé à un spin 1 (triplet) et un espace associé à un
spin 0 (singulet). En notant a, b, c, d les quatre spins 1/2 de départ, cette décomposition peut
se noter symboliquement comme 2a⊗2b = 3ab⊕1ab et 2c⊗2d = 3cd⊕1cd. On couple ensuite
les moments cinétiques des espaces (ab) et (cd) entre eux ; le couplage des deux états triplets
donne ainsi naissance à un espace de spin 2, un espace de spin 1 et un espace de spin 0, ce qui
s’écrit formellement 3ab⊗3cd = 5abcd⊕3abcd⊕1abcd . On procède même avec les couplages
triplet-singulet et singulet-singulet, ce qui donne 3ab ⊗ 1cd = 3′abcd , 1ab ⊗ 3cd = 3′′abcd et
1ab ⊗ 1cd = 1′abcd, d’où le résultat final.

d’interaction s’écrit dans une description champ moyen

Eint =
1

2
gN2

∫
|Φ(r)|4 d3r avec

∫
|Φ(r)|2 d3r = 1 , (IV.44)

où la constante g est reliée à la longueur de diffusion as par g = 4πℏ2as/m.

Si les atomes peuvent être préparés dans deux états internes a et b, il
faut trois coefficients pour décrire les interactions binaires possibles
— Les deux coefficients intra-espèce gaa et gbb
— Le coefficient inter-espèce gab.

Nous nous plaçons toujours dans l’approximation du mode externe
unique : nous supposons que l’état externe des atomes est décrit par la
même fonction d’onde spatiale Φ(r), qu’ils occupent l’état interne a, l’état
interne b ou une superposition des deux. Dans ces conditions, l’énergie
d’interaction du gaz préparé dans l’état |Na, Nb⟩ s’écrit

Eint =
I
2

(
gaaN

2
a + 2gabNaNb + gbbN

2
b

)
avec I =

∫
|Φ(r)|4 d3r

(IV.45)
ce qui correspond en seconde quantification à l’opérateur

Ĥint =
I
2

Ä
gaaN̂

2
a + 2gabN̂aN̂b + gbbN̂

2
b

ä
. (IV.46)

Pour un gaz de densité uniforme dans un volume V , la fonction d’onde
normalisée Φ(r) est égale à 1/

√
V et l’intégrale I est donnée par I = 1/V .

Considérons par exemple un gaz préparé dans l’état habillé |1⟩ (celui de
plus basse énergie défini en (IV.19)), qui a pour amplitudes C = cos(θ/2)
et S = sin(θ/2) sur a et sur b. Ces amplitudes correspondent à Na = NC2

et Nb = NS2, d’où l’énergie de champ moyen

Echp.moy. =
I
2
g11N

2 avec g11 = C4gaa + 2S2C2gab + S4gbb . (IV.47)

Nous montrons dans l’appendice de ce chapitre que l’on peut retrouver ce
résultat, obtenu ici par une approche de champ moyen, en étudiant une
collision entre deux atomes habillés préparés dans l’état |1⟩.

Pour la suite, il est utile de réécrire l’hamiltonien Ĥint en fonction des
opérateurs moment cinétique Ĵ introduit plus haut. Utilisons

N̂a =
N

2
+ Ĵz N̂b =

N

2
− Ĵz (IV.48)
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où le spectre de Ĵz s’étend de−N/2 à N/2. On peut mettre cet hamiltonien
sous la forme

Ĥint =
1

2
ḡN2I + ℏ∆intĴz +

EC

2
Ĵ2
z . (IV.49)

Pour le premier terme, nous avons défini le paramètre d’interaction moyen

ḡ ≡ 1

4
(gaa + 2gab + gbb) . (IV.50)

Pour les petits écarts à la jonction équilibrée (|⟨Jz⟩| ≪ N ), ce premier terme
est dominant, mais il est constant. Nous l’omettrons donc dans la suite.
Dans le deuxième terme, nous avons introduit le désaccord lié aux interac-
tions

ℏ∆int ≡
1

2
NI (gaa − gbb) . (IV.51)

Enfin, nous avons posé pour le troisième terme

EC ≡ I (gaa + gbb − 2gab) . (IV.52)

Le choix de la notation EC n’est bien sûr pas anodin, et nous verrons que
ce paramètre joue le même rôle que l’énergie de charge pour une jonction
externe.

Nous pouvons maintenant écrire (à une constante additive près) l’ha-
miltonien total, somme du couplage cohérent Ĥcoh et de l’interaction Ĥint :

Ĥ = −ℏΩ Ĵx − ℏ∆̃ Ĵz +
EC

2
Ĵ2
z (IV.53)

où nous avons réintégré le désaccord lié aux interactions ∆int dans la défi-
nition du désaccord :

∆̃ ≡ ∆−∆int . (IV.54)

L’hamiltonien (IV.53) est connu sous le nom de modèle de Lipkin-
Meshkov-Glick (LIPKIN, MESHKOV et al. 1965) et il admet dans certains
cas des solutions exactes. Ces auteurs l’ont initialement proposé comme
un banc d’essai pour tester différentes méthodes d’approximation, notam-
ment en physique nucléaire. Il a récemment été étudié dans le régime quan-
tique et avec des systèmes atomiques par LANYON, HEMPEL et al. (2011),
ISLAM, EDWARDS et al. (2011) et MAKHALOV, SATOOR et al. (2019).

3 La jonction Josephson retrouvée

3-1 L’approximation classique

Une fois connu l’hamiltonien Ĥ , on peut en déduire les équations du
mouvement en point de vue de Heisenberg. Rappelons que dans ce point
de vue, l’état du système est indépendant du temps et ce sont les opéra-
teurs qui évoluent dans le temps.

En utilisant la forme générale pour l’évolution d’un opérateur Ô :

iℏ
dÔ

dt
= [Ô, Ĥ] (IV.55)

on trouve pour les trois composantes du moment cinétique Ĵ :




dĴx
dt

= ∆̄Ĵy −
EC

2ℏ
Ä
ĴyĴz + ĴzĴy

ä
dĴy
dt

= ΩĴz − ∆̄Ĵx +
EC

2ℏ
Ä
ĴxĴz + ĴzĴx

ä
dĴz
dt

= −ΩĴy

(IV.56)

Nous allons maintenant prendre la moyenne de ces équation de Hei-
senberg sur l’état du système, en supposant que cet état est tel qu’on peut
négliger les corrélations entre les différentes composantes de Ĵ :

⟨ĴyĴz⟩ ≈ ⟨Ĵy⟩ ⟨Ĵz⟩ (IV.57)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire. Cela re-
vient à remplacer les opérateurs Ĵi par leur valeur moyenne Ji = ⟨Ĵi⟩ dans
les équations d’évolution ci-dessus





dJx
dt

= ∆̄Jy −
EC

ℏ
JyJz

dJy
dt

= ΩJz − ∆̄Jx +
EC

ℏ
JxJz

dJz
dt

= −ΩJy

(IV.58)
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Nous allons montrer au paragraphe suivant que ces trois équations cou-
plées sont équivalentes à celles décrivant une jonction Josephson.

Auparavant, revenons brièvement sur cette approximation classique.
Comme nous l’avons écrit, elle revient à négliger les corrélations entre les
trois composantes de J . Elle est raisonnable pour certains états de spin et
dans la limite de grand nombres d’atomes, donc J ≫ 1. Nous explorerons
ses limites en détail dans le prochain chapitre. Pour l’instant, nous pouvons
noter que cette approximation de non-corrélation entre les composantes
cartésiennes de Ĵ entraîne

⟨Ĵ2⟩ ≈ ⟨Ĵ⟩ · ⟨Ĵ⟩ . (IV.59)

Nous savons que le membre de gauche est toujours égal à J(J + 1) ≈ J2 ;
nous en déduisons que dans l’approximation faite ici, le vecteur ⟨Ĵ⟩ est de
norme J . Cette condition est effectivement réalisée pour les états |Mi = J⟩
pour i = x, y, z et plus généralement pour tous les états de type |Mu = J⟩,
où le vecteur u défini un axe de quantification arbitraire. Dans la suite de
ce paragraphe, nous allons nous intéresser exclusivement à ce type d’états.

De façon générale, cette approximation classique ne peut donner que
les termes dominants pour une puissance de Ĵ donnée. Par exemple, si
on voit apparaître le produit d’opérateurs ĴxĴy dans un calcul, le résul-
tat classique ⟨ĴxĴy⟩ ≈ ⟨Ĵx⟩⟨Ĵy⟩ donnera correctement le terme d’ordre J2 ;
mais si dans ce calcul, ce produit d’opérateurs n’apparaît que sous la forme
ĴxĴy − ĴyĴx, l’utilisation "brutale" de l’approximation classique donnera
zéro alors que l’on sait que ce commutateur est égal à iĴz , donc une contri-
bution d’ordre 1 en J .

3-2 Équations du mouvement

Puisque nous considérons des états tels que le moment cinétique moyen
J = ⟨Ĵ⟩ a une longueur J , nous allons choisir une paramétrisation appro-
priée de ce vecteur, qui va nous permettre de retrouver les équations de la
jonction externe. Pour cela, nous revenons à la définition des trois compo-
santes de Ĵ définies en (IV.35) et nous faisons la même substitution qu’au

chapitre 1 :

â −→ ca =
√
Na e

iφa

b̂ −→ cb =
√
Nb e

iφb

(IV.60)

Introduisons les deux variables n et φ :

n =
1

2
(Na −Nb) φ = φa − φb (IV.61)

de sorte que J s’écrit :

J =

Ñ
1
2Nγ(n) cosφ
− 1

2Nγ(n) sinφ
n

é
avec γ(n) =

…
1− 4n2

N2
, (IV.62)

ce qui correspond bien à un vecteur de norme J = N/2.

On peut alors visualiser l’état de la jonction sur une sphère de Bloch
généralisée, tracée dans l’espace (Jx, Jy, Jz) ; cette sphère a pour rayon J ,
l’angle azimutal de J correspond (au signe près) à la différence de phase
φ = φa − φb entre les deux parties de la jonction, et l’écart à l’équateur
repère le déséquilibre n = (Na −Nb)/2 de la jonction (figure IV.6).

Reportons maintenant cette paramétrisation dans l’équation d’évolu-
tion (IV.58). Nous obtenons le résultat suivant pour ṅ et φ̇ :





ℏṅ =
NℏΩ
2

γ(n) sinφ

ℏφ̇ = ℏ∆̃− nEC +
NℏΩ
2

γ′(n) cosφ
. (IV.63)

Nous trouvons également l’énergie déduite de (IV.53) :

E(φ, n) = −NℏΩ
2

γ(n) cosφ− ℏ∆̃ n+
EC

2
n2 (IV.64)

On reconnaît exactement les équations du mouvement et l’énergie de la
jonction Josephson atomique étudiée dans les chapitres précédents avec la
correspondance suivante :

EJ ←→ NℏΩ
2

∆µ ←→ −ℏ∆̄
(IV.65)

l’énergie de charge EC jouant le même rôle dans les deux cas.
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Jonction supraconductrice (RCSJ) Double puits atomique Jonction interne (Schwinger)

Paramètres Ic EJ = ℏIc/(2e) EJ = 1
2 (E[Φ1]− E[Φ0]) EJ = 1

2NℏΩ

C EC = (2e)2/C EC = g
(∫
|Φa|4 + |Φb|4

)
EC = 2gs

∫
|Φ|4 avec gs =

1
2 (gaa + gbb)− gab

R – –

Contrôle Iext (ou V ) déplacement de la jonction (ou ∆µ) Ω (ou ∆̃)

Variables φ et Q = CV φ et n = 1
2 (Na −Nb) Ĵ = (Ĵx, Ĵy, Ĵz) avec J = N

2 et Ĵz = 1
2 (N̂a − N̂b)

Énergie EC

2

Ä
Q
2e

ä2 − EJ cosφ− ℏIext
2e φ EC

2 n2 − EJγ(n) cosφ+∆µn EC

2 Ĵ2
z − ℏΩĴx − ℏ∆̃Ĵz

Dynamique Iext = Ic sinφ+ V
R + Q̇ ℏṅ = EJγ(n) sinφ

˙̂
Jz = −ΩĴy

ℏφ̇ = 2eV ℏφ̇ = −∆µ− nEC + EJγ
′(n) cosφ i

˙̂
J+ = ∆̃Ĵ+ − EC

2ℏ (Ĵ+Ĵz + ĴzĴ+)− ΩĴz

Régime Josephson toujours EJ/N
2 ≪ EC ℏΩ≪ µs avec µs = NEC

γ(n) = 1 γ′(n) = 0

TABLE IV.1. Description des principales jonctions rencontrées dans ce cours. Les jonctions supraconductrices sont principalement contrôlées par le courant extérieur Iext.

Pour le double puits atomique symétrique, traité ici classiquement, on a posé γ(n) =
Ä
1− 4n2

N2

ä1/2
et γ′(n) désigne la dérivée de γ(n). Le cas de la jonction interne est traitée ici

quantiquement et présentée dans l’approximation du mode spatial unique. La ligne "Énergie" correspond au cas sans dissipation (R = ∞ pour la jonction supraconductrice).
Le passage à la limite classique pour la jonction interne, avec J+ = Jγ(n)e−iφ et Jz = n, est possible si EC ≪ EJ et permet de retrouver les résultats du double puits.
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|Na = N,Nb = 0⟩

|Na = 0, Nb = N⟩

−φ

n

FIGURE IV.6. Sphère de rayon J permettant de visualiser l’état de la jonction se-
lon la paramétrisation (IV.62). L’angle azimutal repère (au signe près) la différence
de phase φ = φa − φb entre les états a et b et l’écart à l’équateur la différence de
population n = (Na −Nb)/2. Les pôles correspondent aux états |N, 0⟩ et |0, N⟩.

3-3 Comparaison entre jonctions internes et externes

Nous venons de montrer que dans l’approximation d’un gaz mono-
mode spatialement, nos modélisations des jonctions internes et des jonc-
tions externes sont formellement équivalentes. Cette équivalence est ré-
sumée sur le tableau IV.1. Les différences entre les deux systèmes résident
dans les valeurs pratiques des paramètres. Nous allons les passer en revue,
d’abord EC , puis EJ .

La structure du terme capacitif d’une jonction interne

EC = I(gaa + gbb − 2gab) (IV.66)

ouvre des perspectives intéressantes. Bien sûr, ce terme capacitif EC est lié
aux interactions aussi bien pour une jonction externe qu’interne. Toutefois,
pour une jonction externe, il ne fait intervenir qu’un seul facteur de cou-
plage g ; les interactions entre particules à gauche et à droite de la jonction

Λ =
N2EC

4EJ

=
µs

ℏΩ

Rabi Josephson

1

FIGURE IV.7. Séparation entre régime de Rabi et régime de Josephson.

sont négligeables, puisque ces deux zones sont séparées spatialement. Le
terme EC est généralement positif car on travaille usuellement avec des
interactions répulsives 3, nécessaires pour assurer la stabilité du gaz pour
des jonctions étendues. Pour une jonction interne, toutes les particules sont
localisées dans la même région d’espace et les interactions contribuent par
l’intermédiaire de gaa + gbb − 2gab, un paramètre qui peut être aussi bien
positif que négatif 4, même si chacun des gij est choisi positif pour assu-
rer la stabilité du fluide. Dans la littérature, on définit souvent le potentiel
chimique µs associé aux "excitations de spin", c’est-à-dire à la dynamique
interne qui nous intéresse ici :

µs =
1

2
NEC . (IV.67)

Pour un fluide uniforme de volume V , nous avons signalé que l’intégrale
I était égale à 1/V . Le potentiel chimique µs est donc proportionnel à la
densité ρ = N/V du fluide :

Fluide uniforme : µs =

ï
1

2
(gaa + gbb)− gab

ò
ρ. (IV.68)

Nous avons vu que le couplage EJ pour une jonction externe est relati-
vement faible, puisqu’il repose sur l’effet tunnel. Pour une jonction interne,
la fréquence de Rabi Ω peut être rendue arbitrairement grande (en prin-
cipe) en augmentant l’intensité de la radiofréquence ou de la micro-onde

3. L’expérience de TRENKWALDER, SPAGNOLLI et al. (2016) explore néanmoins le régime
attractif dans la limite de faibles interactions.

4. Notons que si gab >
√
gaagbb, le mélange a− b est non miscible si on le place dans un

volume arbitrairement grand.
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à l’origine du couplage entre |a⟩ et |b⟩. Plus précisément, nous avons men-
tionné à plusieurs reprises que la plupart des jonctions atomiques externes
opèrent dans le "régime Josephson" (figure IV.7) :

4EJ

N2
≪ EC . (IV.69)

En utilisant le tableau de correspondance (IV.65), le rapport entre ces deux
énergies s’écrit :

Λ ≡ N2EC

4EJ
←→ Λ ≡ NEC

2ℏΩ
=
µs

ℏΩ
. (IV.70)

Pour une jonction interne, le paramètre Λ peut être positif ou négatif selon
le signe de EC , et il peut être rendu (en valeur absolue) grand ou petit de-
vant 1 selon l’effet recherché. Nous verrons un peu plus loin que le régime
|Λ| ∼ 1 est particulièrement intéressant car il se produit une bifurcation
autour de ce point. Les jonctions internes permettent donc d’étudier cette
transition plus facilement que les jonctions externes.

Notons finalement que l’expression de l’énergie obtenue pour une jonc-
tion externe résultait d’un développement de Taylor de l’énergie en fonc-
tion du nombre de particules. Ce développement n’était a priori valable
que pour de faibles excursions |n| ≪ N/2. Pour la jonction interne, pourvu
que l’approximation à un mode spatial soit valide, il est possible d’explorer
toute la gamme de valeurs de n entre −N/2 et N/2.

4 États stationnaires et bifurcation

L’hamiltonien quantique (IV.53) est la somme de deux termes qui ne
commutent pas, −ℏΩĴx d’une part, −ℏ∆̃Ĵz + (EC/2)Ĵ

2
z d’autre part. Pour

simplifier son étude, plaçons-nous à désaccord effectif 5 ∆̄ nul, et considé-
rons l’hamiltonien

Ĥ = −ℏΩĴx +
EC

2
Ĵ2
z . (IV.71)

5. Rappelons que ∆̄ défini en (IV.51) contient la contribution ∆int du terme d’inter-
action. Par conséquent, le choix ∆̄ = 0 assure que les deux états |Na = N,Nb = 0⟩ et
|Na = 0, Nb = N⟩ sont états propres de Ĥ avec la même énergie dans la limite ℏΩ ≪ N2EC ,
même si gaa ̸= gbb.

Nous allons dans ce qui suit nous intéresser à son état fondamental, puis
revenir aux équations classiques pour déterminer les différents états sta-
tionnaires possibles.

4-1 L’état quantique fondamental : discussion qualitative

La nature de l’état fondamental de l’hamiltonien (IV.71) dépend de
la valeur relative des éléments de matrices de ses deux composantes,
∼ NℏΩ/2 = EJ d’une part, ∼ ECN

2/8 d’autre part.

Si la condition ℏΩ ≫ NEC , équivalente à EJ/N
2 ≫ EC , est remplie,

on retrouve le régime appelé "régime de Rabi" dans les chapitres précé-
dents. Dans ce cas, le terme en −ℏΩĴx est dominant et l’état fondamental
du système est :

ℏΩ≫ N |EC | : état fondamental |Mx = J⟩, E = −1

2
NℏΩ = −EJ .

(IV.72)
Les interactions jouent un rôle négligeable et tous les atomes sont dans
l’état habillé |1⟩.

Dans le régime opposé ℏΩ ≪ N |EC |, le terme en Ĵ2
z est dominant et

l’état fondamental dépend du signe de EC . On trouve :

EC > 0 et ℏΩ≪ NEC : état fondamental |Mz = 0⟩, E = 0 (IV.73)

ou

EC < 0 et ℏΩ≪ N |EC | : état fondamental |Mz = ±J⟩, E = −1

8
N2|EC | .

(IV.74)

Le cas EC > 0 correspond à la situation où la moyenne des interactions
intra-espèces (gaa + gbb)/2 est plus grande que l’interaction inter-espèce
gab. Il n’y a pas dans ce cas de comportement singulier : quand on varie
le rapport NEC/ℏΩ de 0 à +∞, on peut s’attendre (et c’est confirmé par
le calcul) à ce que l’état fondamental évolue continûment dans l’espace de
Hilbert associé au moment cinétique pour passer de |Mx = −J⟩ à |Mz = 0⟩
(pour J entier, doncN pair 6). Dans les deux cas, les populations moyennes
Na et Nb restent égales à N/2.

6. Si N est impair, donc J demi-entier, les états de plus basse énergie sont |Mz = ±1/2⟩,
c’est-à-dire n = ±1.
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Nous reviendrons dans le chapitre suivant, consacré aux condensats
fragmentés, sur cette évolution continue entre les deux types d’états
|Mx = J⟩ et |Mz = 0⟩. Pour l’instant, nous notons simplement que l’état
|Mz = 0⟩, qui s’écrit aussi

∣∣Na = N
2 , Nb =

N
2

〉
, conduit aux valeurs

moyennes ⟨Ĵi⟩ = 0 pour les trois coordonnées i = x, y, z. Ce n’est donc pas
un état pour lequel on peut négliger les corrélations entre composantes de

Ĵ puisque ⟨Ĵ2⟩ = J(J +1) est très différent de ⟨Ĵ⟩ · ⟨Ĵ⟩ = 0 ; en particulier,
il n’est pas possible de le représenter comme un point à la surface de la
sphère de rayon J montrée en figure IV.6.

Le cas EC < 0 correspond à la situation où l’énergie d’interaction inter-
espèce gab est plus grande que (gaa + gbb)/2. Il peut alors être énergétique-
ment favorable de placer les atomes majoritairement dans l’état a ou dans
l’état b, plutôt que garder un mélange équilibré. Plus précisément, l’exis-
tence des deux états propres dégénérés |Mz = ±J⟩ (tous les atomes en a
ou tous les atomes en b) quand Ω devient négligeable indique la possibilité
d’une bifurcation quand on varie ℏΩ/|EC |. Cette bifurcation peut s’ana-
lyser dans la limite classique puisque les états en jeu sont bien du type
|Mi = J⟩ et elle correspond à une transition de phase avec brisure de la
symétrie Z2.

L’état de plus haute énergie. L’espace de Hilbert associé au spin J est
de dimension finie, ce qui permet de s’intéresser également à l’état de plus
haute énergie. En fait, il y a une dualité entre les résultats pour cet état et
ce que nous venons de voir pour l’état fondamental. Plus précisément, on
a les résultats suivants :

— Pour ℏΩ≫ N |EC |, l’état de plus haute énergie est |Mx = −J⟩, d’éner-
gie +NℏΩ/2.

— Pour ℏΩ ≪ N |EC |, cet état dépend lui aussi du signe de EC . Pour
EC > 0, cet état est |Mz = ±J⟩, d’énergie E = + 1

8N
2|EC |. Pour EC <

0, cet état est |Mz = 0⟩ d’énergie E = 0.

La possibilité d’observer une bifurcation est donc inversée par rapport à ce
qu’on a trouvé pour l’état fondamental : elle va se produire pour cet état
de haute énergie dans le cas EC > 0. Nous en verrons un exemple un peu
plus loin.

4-2 Stationnarité des équations classiques

Nous nous plaçons à partir de maintenant dans le cas où le système a
été préparé dans un état tel que les équations du mouvement classiques
(IV.63) et l’énergie associée (IV.64) sont une bonne approximation de la dy-
namique du système. Pour simplifier les calculs, nous allons nous placer
dans le cas d’un désaccord ∆̃ nul et nous réécrivons l’énergie sous la forme

E(φ, n) =
EC

2
n2 − EJ γ(n) cosφ avec γ(n) =

…
1− 4n2

N2
(IV.75)

où on a utilisé la correspondance EJ = NℏΩ/2. Rappelons que l’énergie
EJ choisie positive par convention, alors que EC peut être positive ou né-
gative, selon le signe de g11 + g22 − 2g12.

Recherchons les points où l’énergie E(φ, n) est extrémale :




∂E

∂φ
= 0 ⇒ EJ γ(n) sinφ = 0

∂E

∂n
= 0 ⇒ EC n− EJ γ

′(n) cosφ = 0

(IV.76)

La première équation impose 7

sinφ = 0 ⇒ φ = 0 ou φ = π , (IV.77)

et nous posons dans ce qui suit ε = cosφ avec :

ε = +1 si φ = 0 ε = −1 si φ = π . (IV.78)

En utilisant

γ′(n) = −4n/N2

γ(n)
, (IV.79)

la seconde équation de (IV.76) s’écrit alors

n

Å
EC +

ϵ

γ(n)

4EJ

N2

ã
= 0 (IV.80)

7. Nous écartons ici la possibilité γ(n) = 0, où tous les atomes occupent l’état a ou l’état
b, qui ne serait pertinente qu’en l’absence de couplage.
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On trouve alors deux types de solutions possibles :

type 1 : n = 0 (IV.81)

ce qui correspond à une jonction équilibrée avec N̄a = N̄b, d’énergie−ϵEJ ,
et

type 2 : γ(n) = −ϵ 4EJ

N2EC
= − ϵ

Λ
, (IV.82)

où nous voyons apparaître une nouvelle fois le rapport

Λ ≡ N2EC

4EJ
. (IV.83)

La quantité γ(n) étant par construction comprise entre 0 et 1, ce deuxième
type de solution n’existe que si

|Λ| > 1 ⇔ 0 <
4EJ

N2
< EC ou EC < −4EJ

N2
< 0 , (IV.84)

ce qui correspond au régime appelé "régime Josephson" (par opposition au
"régime de Rabi"). Quand |Λ| > 1, l’énergie de cette solution de type 2 est :

E =
EJ

2

Å
Λ +

1

Λ

ã
(IV.85)

et le déséquilibre n de la jonction est donné par :

|Λ| > 1 : n = ±N
2

…
1− 1

Λ2
. (IV.86)

En résumé, on peut donc distinguer deux cas :

— Si |Λ| < 1, c’est-à-dire pour une grande fréquence de Rabi Ω ou, de
manière équivalente, un fort couplage tunnel EJ , alors seul le pre-
mier type de solution est acceptable et les deux valeurs possibles de φ
conduisent aux états d’énergie extrémale :

énergie minimale pour φ = 0 : E = −EJ =
1

2
NℏΩ

énergie maximale pour φ = π : E = +EJ =
1

2
NℏΩ

(IV.87)

— Si |Λ| > 1, donc une faible fréquence de Rabi, les états stationnaires
de type 1 (n = 0) restent possibles avec l’énergie E = ±EJ , mais on
trouve également ceux de type 2 avec l’énergie donnée en (IV.85). La
nature de ces points stationnaires (état d’énergie minimale ou maxi-
male, point selle?) dépend du signe de Λ, donc de EC , et nous la dis-
cutons dans les deux paragraphes suivants.

4-3 La transition para-ferromagnétique (EC < 0)

Pour étudier la nature des points stationnaires que nous avons trouvés
au paragraphe précédent, nous allons discuter séparément les cas EC < 0
et EC > 0. Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas EC négatif
ou, de façon équivalente, Λ négatif. Rappelons que ce cas est peu fréquent
pour des jonctions atomiques externes car il faut disposer d’interactions
attractives entre atomes et choisir le potentiel de piégeage de façon judi-
cieuse pour éviter l’effondrement du gaz sur lui-même (TRENKWALDER,
SPAGNOLLI et al. 2016).

Pour une jonction interne, ce cas est obtenu pour :

EC < 0 : gab >
1

2
(gaa + gbb) . (IV.88)

L’énergie des points stationnaires de type 2 donnée en (IV.85) est alors
strictement inférieure à celle trouvée pour les points de type 1, c’est-à-dire
E = −EJ . Ces points de type 2, quand ils existent, constituent donc l’état
fondamental du système. Cet état est dégénéré puisque les deux possibili-
tés n = ±N

2 (1− 1
Λ2 )

1/2 sont possibles [cf (IV.86)].

On est ici en présence de l’équivalent d’une transition de phase du se-
cond ordre quand on varie Λ autour de la valeur

Λc = −1 (IV.89)

Cette transition correspond précisément à la bifurcation que nous avions
pressentie en § 4-1. Pour la caractériser, commençons par remarquer que
pour EC < 0, les solutions de type 2 données en (IV.82) sont obtenues
pour ϵ = 1, donc φ = 0. Considérons des valeurs de Λ proches de Λc pour
lesquelles les valeurs n des minima de type 2 restent proches de 0. On peut
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FIGURE IV.8. Cas Λ < 0 : bifurcation pour l’énergie minimale quand on varie le
paramètre Λ autour de la valeur critique Λc = −1.

alors utiliser l’énergie (IV.75) et en faire un développement limité pour les
petites valeurs de n :

E(n, φ = 0) ≈ EJ

ï
−1 + 2n2

N2
(1 + Λ) +

2n4

N4

ò
. (IV.90)

La recherche du ou des minima de cette énergie permet de retrouver les
résultats de § 4-2 :

— Pour 1 + Λ > 0, donc −1 < Λ < 0 (grande fréquence de Rabi), cette
fonction est minimale en n = 0 et son minimum vaut −EJ . On re-
trouve le minimum de type 1.

— Pour Λ < −1 (petite fréquence de Rabi), les minima sont situés en

n ≈ N√
2

»
|1 + Λ| (IV.91)

en accord avec (IV.86) pour Λ ≈ −1.

FIGURE IV.9. Cas d’une jonction avec une énergie de charge EC négative. On
a tracé les courbes iso-énergies sur la sphère de rayon J = N/2. La colonne de
gauche montre la région du (ou des) minimum(s), toujours situé(s) sur le méri-
dien φ = 0. La colonne de droite montre la région du maximum, situé sur le
méridien φ = π. La première ligne est en deçà du point critique (Λ = −1/2) avec
le minimum sur l’équateur, la deuxième au point critique (Λ = −1), et la troisième
au delà (Λ = −3/2). La jonction est supposée ici être à résonance (∆̄ = 0).
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On retrouve ici la phénoménologie habituelle d’une transition de phase du
deuxième ordre (figure IV.8).

Il est instructif de visualiser cette transition en représentant les isocon-
tours en énergie sur la sphère de rayon J de la figure IV.6. Rappelons
que les points sont paramétrés par (N2 cosφγ(n) , N

2 sinφγ(n) , n). Pour
EC < 0, le minimum ou les minima d’énergie sont toujours situés sur le
méridien φ = 0. Pour −1 < Λ < 0, il n’y a qu’un minimum et il est localisé
sur l’équateur (figure IV.9, en haut à gauche). Pour Λ < −1, les deux mi-
nima sont localisés de manière symétrique de part et d’autre de l’équateur
et le point n = 0, φ = 0 devient alors un point col (en bas à gauche). Son
symétrique n = 0, φ = π reste quant à lui le maximum absolu (colonne de
droite de la figure IV.9).

Lien avec la transition magnétique para-ferro. La transition entre un
état paramagnétique et un état ferromagnétique peut se modéliser par
un système tri-dimensionnel de N moments magnétiques interagissant les
uns avec les autres par un couplage modélisé 8 par V = −J∑i,j µi · µj ,
avec J > 0. L’état fondamental du système est donc obtenu quand tous les
moments magnétiques sont alignés les uns avec les autres, la direction de
cet alignement pouvant être quelconque.

Si l’assemblée de moments magnétique est à température non nulle,
cet alignement est en compétition avec le désordre associé aux flucuations
thermiques. On a donc une compétition entre deux phases possibles, une
phase ferromagnétique avec une aimantation moyenne ⟨µ⟩ non nulle à
basse température et une phase paramagnétique d’aimantation nulle au
dessus d’une certaine température critique.

Dans ce que nous avons étudié ici, le rôle de la température est joué par
l’excitation cohérente, qui tend à faire osciller les atomes entre les états a
et b, et celui des interactions est décrit par le terme EC Ĵ

2
z avec EC < 0, qui

tend à mettre tous les atomes dans le même état interne a ou b.

Remarque sur la dégénérescence des états d’énergie minimale. Dans
un traitement quantique du problème pour Ω = 0 (c’est-à-dire EJ = 0 ou

8. Ce couplage peut être seulement entre proches voisins ou à plus longue portée, cela n’a
pas d’impact sur notre discussion qualitative.

encore Λ = 0), les deux états d’énergie minimale de l’hamiltonien (IV.71),
Ĥ = EC

2 Ĵ2
z , sont |Mz = ±J⟩, ce qui conduit à un niveau fondamental dé-

généré d’énergie−|EC |J2/2. Ces deux états correspondent aux deux pôles
de la sphère de la figure IV.9.

Dès que Ω est non nul, il se produit une levée de dégénérescence de
ce niveau fondamental. Plus précisément, les deux états |Mz = ±J⟩ sont
couplés par le terme en ℏΩĴx de l’hamiltonien (IV.71), qui possède des élé-
ments de matrice non nuls entre |Mz⟩ et |Mz ± 1⟩.

Les véritables états propres sont alors en bonne approximation les
combinaisons 9 symétriques et antisymétriques de |Mz = ±J⟩. Toutefois,
ce couplage fait intervenir N actions de ℏΩĴx avec des écart en énergie
∝ EC entre niveaux intermédiaires, et son effet sera donc proportionnel
à (ℏΩ/EC)

N . Ce couplage devient donc exponentiellement petit quand N
augmente : pour N ≫ 1, l’écart en énergie entre les états symétrique et
antisymétrique est très faible et on retombe sur les deux états dégénérés
trouvés classiquement.

4-4 Le cas EC > 0

Considérons maintenant le cas opposé du précédent, c’est-à-dire EC >
0 (i.e. Λ > 0). Ce cas est celui ordinairement rencontré pour une jonction
externe (interactions répulsives, donc g > 0). Pour une jonction interne, il
est obtenu pour

gab <
1

2
(gaa + gbb) . (IV.92)

La situation se déduit du cas Λ < 0 en inversant les rôles des maxima et
des minima, et nous énonçons donc les différents résultats sans reprendre
l’analyse détaillée :

— L’état n = 0, φ = 0 reste l’état fondamental quel que soit Λ > 0.
— Pour 0 < Λ < 1 (grande fréquence de Rabi), le seul autre état station-

naire est l’état n = 0, φ = π, qui est l’état de plus haute énergie (cf.
(IV.87)).

9. Chaque combinaison constitue, pour J ≫ 1, un état de type "chat de Schrödinger",
c’est-à-dire la superposition cohérente de deux états classiquement très différents. Une réali-
sation expérimentale d’un tel chat (ou plutôt un "chaton") pour un moment cinétique J = 8,
donc N = 16, est décrite par CHALOPIN, BOUAZZA et al. (2018).
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FIGURE IV.10. Cas Λ > 0 : bifurcation pour l’énergie maximale quand on varie
le paramètre Λ autour de la valeur critique Λc = +1.

— Pour 1 < Λ (petite fréquence de Rabi), l’état n = 0, φ = π est un
point selle et les deux états d’énergie maximale sont obtenus pour n =

±N
2

(
1− 1

Λ2

)1/2 et φ = π.

Nous avons représenté sur la figure IV.11 les iso-contours en énergie
dans le cas EC > 0. Le fonctionnement habituel d’une jonction correspond
à la ligne du bas, Λ ≫ 1, c’est-à-dire EC ≫ EJ

N2 . On y retrouve les deux
régimes importants identifiés aux chapitres précédents, correspondant à
un mouvement sur un contour iso-énergie (figure IV.12) :

— les oscillations plasmas autour du minimum, qui est situé sur l’équa-
teur en φ = 0, que nous avons décrites au chapitre 1.

— le régime d’auto-piégeage pour l’effet Josephson alternatif, décrit au
chapitre 3, obtenu pour des conditions initiales s’écartant significati-
vement de l’équateur. Ce mouvement correspond à un mouvement à
latitude presque constante autour de la sphère. L’oscillation résiduelle
de la latitude donne l’amplitude de l’oscillation du courant dans la
jonction.

FIGURE IV.11. Cas d’une jonction "usuelle" : EC > 0. Le tracé suit le même
principe que celui de la figure IV.9 avec les trois lignes Λ = 1/2, Λ = 3/2 et
Λ = 20. La position du minimum, visible sur la colonne de gauche, reste alors
inchangée. La position du maximum, visible sur la colonne de droite, subit une
bifurcation pour Λ = 1.
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FIGURE IV.12. Visualisation de deux types de dynamique d’une jonction ato-
mique pour Λ = 20 : en rouge, les oscillations plasma au voisinage du minimum
d’énergie (cf. chapitre 1) ; en vert, le régime d’autopiégeage (cf. chapitre 3), pour
lequel la jonction reste en permanence déséquilibrée (ici n > 0 à chaque instant).

La figure IV.11 révèle un autre point sur lequel nous reviendrons en
détail au prochain chapitre : quand EC augmente, les courbes iso-énergie
autour du minimum deviennent de plus en plus étendues le long de l’équa-
teur, et de plus en plus comprimées quand on s’en écarte. Cette remarque
est centrale quand on s’intéresse à l’état fondamental quantique de la jonc-
tion. Dans une représentation graphique que nous préciserons (représenta-
tion d’Husimi), un état quantique doit recouvrir une certaine aire à la sur-
face de la sphère. Cette déformation des courbes iso-énergie correspond
alors au fait que l’état fondamental est comprimé, avec des fluctuations
de Jz en dessous de la limite quantique standard

√
J , et des fluctuations

de la phase (la longitude sur la sphère) au dessus de cette limite quan-
tique standard (1/

√
N ). Nous verrons que la limite ultime est atteinte pour

EC ≫ EJ : dans ce cas, l’état quantique fondamental est complètement
délocalisé le long de l’équateur.

4-5 Première mise en évidence expérimentale

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la réalisation de la condition
EC < 0 est tout à fait faisable avec des jonctions internes ; il suffit pour cela

de travailler avec une paire d’états a, b telle que gab > (gaa + gbb)/2. C’est
par exemple le cas de l’expérience de ZENESINI, BERTI et al. (2024).

Toutefois, la première expérience réalisée avec une jonction interne et
qui étudié la bifurcation que nous venons de décrire a été réalisée dans
le cas EC > 0, et c’est donc une bifurcation de l’état de plus haute éner-
gie qui a été mise en évidence. Cette expérience, due à ZIBOLD, NICKLAS

et al. (2010), a été menée sur un condensat de N = 500 atomes de rubi-
dium 87Rb, en utilisant les deux états hyperfins |a⟩ = |F = 2,m = −1⟩ et
|b⟩ = |F = 1,m = 1⟩. Ces deux états sont couplés par une transition à deux
photons, comprenant un photon micro-onde (6.8 GHz) et un photon radio-
fréquence (6 MHz). L’énergieEC décrivant les interactions entre atomes est
ajustée grâce à une résonance de Feshbach et sa valeur est fixée à h×0.13Hz
(rappelons que son ordre de grandeur est µ/N ). Le paramètre Λ est varié
en modifiant l’intensité de la radio-fréquence.

L’état interne des atomes est préparé en utilisant la méthode décrite en
§ 1. Rappelons que cet état correspond à un point donné de la sphère de
Bloch généralisée de la figure IV.6. On suit ensuite l’évolution de cet état
en mesurant après un instant t la différence de population Na − Nb ou la
différence de phase φa − φb. On obtient ainsi un "portrait de phase" per-
mettant de suivre l’évolution d’une condition initiale donnée sur la sphère
de Bloch généralisée.

Deux exemples d’évolution sont montrés en figure IV.13. Le premier
correspond au cas d’une grand fréquence de Rabi Ω, plus précisément Λ =
0.78. On voit que le gaz préparé au voisinage du point Jz = 0, φ = π reste
au voisinage de ce point. Le second exemple correspond à Λ = 1.55, donc
au dessus du point critique Λc = 1. L’oscillation du système autour des
deux points stationnaires (ici des maxima d’énergie) est clairement visible.
En variant la valeur du paramètre Λ, ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010) ont
mis en évidence la bifurcation du point stationnaire de plus haute énergie
(figure IV.14).

5 Appendice : interaction entre états habillés

Dans les chapitres qui précèdent, nous nous sommes intéressés à un
fluide d’atomes composé d’une seule espèce et nous avons caractérisé les
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radio-frequency radiation phase of !ðt ¼ 0Þ ¼ !0 and
simultaneous attenuation of the radiation. After an evolu-
tion time t, either the population difference zðtÞ of the final
state is directly measured or the phase!ðtÞ is mapped onto
an observable population imbalance by applying a short
"=2 pulse before imaging. This last pulse is applied with
two phases differing by 90$ to get a well-defined phase
measurement over the full interval 0 to 2". By repeated
experiments we are able to measure both observables,
allowing the mapping out of the phase portrait.

Figure 3(a) shows the result in the Rabi regime, where
the linear coupling is dominating. The dynamics is char-
acterized by two fixed points; however, the corresponding
trajectories around these are differently distorted. In the
literature, the motion around F0 is known as plasma oscil-
lations already experimentally observed [17,18], while the
trajectories around F", known as " oscillations [22], have
not been demonstrated so far. By reducing the linear cou-
pling the Josephson regime is entered. The transition is
marked by the bifurcation of F" as seen in Fig. 3(b), and
the dynamics corresponding to the new fixed points is
known as macroscopic quantum self-trapping [22]. This
describes the physical fact that the temporal mean popula-
tion imbalance is nonzero. These modes [green shaded
areas in Figs. 3(b) and 3(c)] are separated in phase space
by the separatrix from the plasma and " oscillations which
are characterized by vanishing temporal mean hzi ¼ 0. By
further increasing !, the topology does not change any-
more but the trajectories start to encircle the north and
south poles of the sphere. This implies that the phase
evolution runs without bound and connects the observed
dynamics with the phenomenon of the ac Josephson effect
found in superconductors [27]. It is important to note
that the full analogy is not given due to the spherical
topology arising from particle number conservation. In
superconductors charge neutrality implies that the chemi-
cal potential difference is kept constant, and thus the
dynamics is rather constrained to a cylinder. However,
the analogy is given best for large ! and small absolute
imbalance jzj [28].

The full time dynamics, i.e., particle number difference
and phase difference, is depicted in Fig. 4. The shaded
areas represent the theoretical expectations without free
parameters but including experimental uncertainties of 5%
in !. In the limit of a vanishing interaction (! ¼ 0),
plasma and" oscillations are not distinguishable. For finite
! but still in the Rabi regime [Fig. 4(a)] the difference
between plasma and " oscillations manifests itself most
pronouncedly in the modified oscillation frequency which
is reduced in the case of " oscillations and enhanced for
plasma oscillations [22]. Crossing the critical value of !,
i.e., in the bifurcated regime, the new dynamical mode,
known as macroscopic quantum self-trapping, is observed
[Figs. 4(b) and 4(c)]. In the Josephson regime, but close to
the critical value (1<!< 2), all self-trapping modes have

an oscillating phase difference [Fig. 4(b)], while for !> 2
also running-phase self-trapping modes exist [Fig. 4(c)].
In this work, we demonstrate the experimental realiza-

tion of a quantum mechanical many-particle system exhib-
iting a classical bifurcation. This opens up a new
experimental route for generating nontrivial collective
quantum states. It has been theoretically discussed that a
general feature of the realized system is the potential
for fast generation of macroscopic entanglement at the

FIG. 3 (color online). Experimentally observed phase portraits
of the dynamics showing all possible types of trajectories. The
experimental data for three different values of ! in different
panels are compared to the theoretical model with no free
parameter (solid lines). The theoretical curves are shown addi-
tionally on the Bloch spheres. (a) Phase portrait in the Rabi
regime for ! ¼ 0:78. Plasma (blue) and " oscillations (red) can
be clearly identified. The deformation relative to noninteracting
Rabi oscillations due to the interaction is clearly visible on the
Bloch sphere. (b) The Josephson regime is entered by reducing
the coupling strength " (! ¼ 1:55). Here the bifurcation leads
to new stable solutions showing macroscopic quantum self-
trapping with mean phase ". This is verified by the experimental
data (green squares and green crosses). The black solid line on
the Bloch sphere corresponds to the separatrix defining the
green shaded area of macroscopic quantum self-trapping.
(c) For !> 2 the separatrix encloses the two poles, and self-
trapped trajectories with running phase behavior are found
experimentally for ! ¼ 3:1 (orange squares and circles).
These trajectories resemble the ac Josephson effect found in
superconducting Josephson junctions.
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FIGURE IV.13. Trajectoires sur la sphère de Bloch généralisée pour un condensat
de 87Rb, avec χ > 0. Ces figures sont obtenues pour Λ = 0.78 (haut) et Λ = 1.55
(bas). Figures extraites de ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010).

interactions entre atomes par le paramètre g, relié à la longueur de diffu-
sion en onde s :

g =
4πℏ2a
m

. (IV.93)

Nous considérons ici des atomes avec deux états internes possibles, et il
nous faut donc introduire trois longueurs de diffusion, aaa, aab et agg , pour
décrire les trois types de collisions binaires possibles. Une fois le couplage
cohérent mis en place entre les niveaux |a⟩ et |b⟩, les états pertinents pour
décrire le système sont les états habillés |1⟩ et |2⟩ et il se pose alors la ques-
tion de caractériser les interactions entre ces états habillés.lines in Fig. 1(c). For vanishing interaction between

the particles, ! ¼ 0, this corresponds to resonant Rabi
oscillations of N independent particles. The situation
changes drastically for !> 1 since the F! fixed point
undergoes a supercritical pitchfork bifurcation implying
that F! becomes unstable while two new stable fixed

points F" ¼ ½"
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1$ ð1=!2Þ

p
;!' are formed [Fig. 1(c)].

For our system this implies that a single trajectory around
F! splits up in two distinct trajectories around the new
fixed points F", which are delimited by a separatrix.

For a quantitative experimental study of the bifurcation
phenomenon, we study the temporal mean imbalance for
two fixed initial preparations. In the Rabi regime (!< 1)
initial preparations with " ¼ ! and z ¼ "z0 correspond-
ing to points north or south of the equator (see the inset in
Fig. 2) lead to dynamics with a vanishing temporal mean
population imbalance. This results from the fact that both

preparations share the same trajectory; i.e., no separatrix
exists. This is distinct to the Josephson regime where initial
preparations that are enclosed by the separatrix lead to
different trajectories resulting in nonvanishing mean im-
balances. This is demonstrated quantitatively in Fig. 2,
where the resulting temporal mean imbalances for the
initial preparation points ð"0:454;!Þ are shown. The ex-
perimental data clearly reveal the topological change in the
system’s phase space. It is in quantitative agreement with
the analytical predictions (solid lines) [22] calculated by
using independently measured parameters (see [24]).
To put this bifurcation measurement in a more general

context, we examine the whole phase portrait of the system
for characteristic values of ! across the Rabi to Josephson
transition. The nonlinear interaction # is set by a Feshbach
resonance at 9.1 G [25] and is kept constant for all experi-
ments. Different regimes of ! are explored by changing
the linear coupling strength " adjusted by the intensity of
the radio-frequency radiation. We check the resonant cou-
pling condition by regular reference measurements [24].
The measurement of the dynamics with shot noise limited
precision is feasible in our experiment since we prepare the
initial condition on the quantum mechanical uncertainty
level, i.e., coherent spin states [26]. The initial state prepa-
ration is done in a two-step process. The population im-
balance zðt ¼ 0Þ is controlled by the duration of a short
two-photon pulse applied to the particles in state jai. The
dynamics is initiated by a nonadiabatic change of the

FIG. 2 (color online). Direct observation of the symmetry
breaking in the dynamics due to the bifurcation. Two initial
states symmetric in the upper and lower hemisphere (see the
inset) lead to qualitatively different dynamics in the Rabi and
Josephson regime, respectively. In the Rabi regime both initial
states share the same trajectory around the stable fixed point F!,
and the temporal mean imbalance vanishes in both cases. By
increasing ! exceeding the critical value, a separatrix is formed
and the chosen initial preparations lead to two distinct trajecto-
ries separated by this separatrix. The dynamical modes are
characterized by a nonvanishing mean population imbalance.
The solid line represents the theoretical prediction.

FIG. 1 (color online). Interacting many-particle system as a
model system for bifurcation physics. (a) 87Rb offers two hy-
perfine states jai (blue) and jbi (red) which are linearly coupled
via a two-photon transition with Rabi frequency " and which
allow for adjusting the interparticle interaction # via a Feshbach
resonance. (b) The many-particle state is represented on a
generalized Bloch sphere, and its uncertainty area for our ex-
perimental parameters is shown, revealing that a mean field
description is adequate. Points on the sphere represent popula-
tion difference z (z direction) and relative phase " between the
two internal states in the same spatial mode. (c) Trajectories on
the Bloch sphere below and above the bifurcation value of the
ratio ! ¼ #N=". The typical supercritical pitchfork bifurcation
scenario occurs; i.e., a stable fixed point bifurcates in two new
stable fixed points while the original becomes unstable. The
arrows indicate the direction of flow close to these points.
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FIGURE IV.14. Variation avec Λ des points stationnaires de haute énergie. Deux
conditions initiales différentes sont utilisées pour mettre en évidence les deux
points stationnaires pour Λ > 1. Figure extraite de ZIBOLD, NICKLAS et al.
(2010).

Le pseudo-potentiel

Commençons par indiquer la façon la plus simple pour décrire l’inter-
action à basse énergie entre deux atomes neutres (cf. cours 2020-21). On se
place dans le référentiel du centre de masse et on considère un potentiel
d’interaction à courte portée V (r), où r désigne la variable relative de la
paire d’atomes (figure IV.15). On néglige donc ici l’interaction dipolaire
anisotrope (cf. cours 2023-24). On sait qu’à suffisamment basse énergie,
cette interaction se produit essentiellement en onde s ; pour une collision
de vecteur d’onde incident k, l’état stationnaire de diffusion associé peut
donc s’écrire comme la somme de l’onde plane incidente eik·r et de l’onde
sphérique divergente eikr/r. En pratique, cette description est valable tant
qu’on s’intéresse à des distances r supérieures au rayon de van der Waals,
RvdW, qui caractérise la portée des potentiels inter-atomiques (de l’ordre
de quelques nanomètres).

Cette interaction peut être modélisée par le pseudo-potentiel (figure
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r

V (r)

FIGURE IV.15. Un potentiel interatomique "typique", avec une partie attractive
à longue distance et une partie répulsive à courte distance.

IV.16) dont l’action sur des fonctions d’onde s’écrit :

ψ(r) =
A

r
+ ψreg(r) : V̂pp[ψ(r)] = g δ(r)ψreg(0) (IV.94)

où ψreg est régulière en r = 0 et où g caractérise la force des interactions.
On a donc

V̂pp

ñ
eikr

r

ô
= igkδ(r) V̂pp

ñ
e−r/ℓ

r

ô
= −g

ℓ
δ(r). (IV.95)

Dans ce qui suit, on aura également besoin de l’opérateur laplacien ∇2

sur ces fonctions d’onde :

∇2

ñ
eikr

r

ô
= −4πδ(r)− k2 e

ikr

r
∇2

ñ
e−r/ℓ

r

ô
= −4πδ(r) + 1

ℓ2
e−r/ℓ

r
.

(IV.96)

Pour établir la relation entre la force du potentiel g et la longueur de

0 r

V (r)

FIGURE IV.16. Puits carré dont on peut ajuster la largeur r0 et la profondeur
V0 pour déduire le pseudo-potentiel par un passage à la limite bien choisi, en se
plaçant au voisinage du seuil d’apparition du premier état lié.

diffusion a, considérons un état stationnaire de diffusion 10

ψk(r) = eik·r − a

1 + ika

eikr

r
(IV.97)

et écrivons que cet état doit être état propre de l’hamiltonienÅ
− ℏ2

2mr
∇2 + V̂pp

ã
ψ(r) = ϵkψ(r) avec ϵk =

ℏ2k2

2mr
(IV.98)

où mr = m/2 représente la masse relative. On constate par un calcul re-
lativement simple que cette équation aux valeurs propres est satisfaite si
seulement si :

a =
gmr

2πℏ2
⇔ g =

4πℏ2a
m

. (IV.99)

On trouve en particulier pour l’état d’énergie nulle

ψ0(r) = 1− a

r
, (IV.100)

10. La forme proposée en (IV.97) est a priori une forme asymptotique pour r grand, mais
elle est fait exacte en tout point dans le cas du pseudo-potentiel.
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pour lequel on vérifie immédiatement :Å
− ℏ2

2mr
∇2 + Vpp

ã
ψ0(r) = −

ℏ2

2mr
4πaδ(r) + gδ(r) = 0. (IV.101)

On sait donc bien relier la force g du pseudo-potentiel et la longueur de
diffusion a.

Collision entre deux atomes habillés

Le problème à deux états a et b que nous considérons dans ce chapitre
est caractérisé par trois longueurs de diffusion aαβ avec α, β = a, b, ou en-
core par les trois constantes de couplage gαβ = 4πℏ2aαβ/m. Pour une colli-
sion entre atomes nus, on a trois voies d’entrée possibles, |aa⟩, |bb⟩ et |ab⟩s,
cette dernière correspondant à la combinaison symétrique (|ab⟩+ |ba⟩)/

√
2

(nous supposons qu’on traite ici le cas de bosons). La modélisation la plus
simple consiste à prendre pour chacun de ces canaux une interaction en
pseudo-potentiel

V̂αβ [ψ(r)] = gαβδ(r)
∂

∂r
[rψ(r)]

∣∣∣∣
r=0

(IV.102)

ce qui donne pour l’opérateur global :

V̂pp[ψ(r)] = δ(r)
∑

(αβ)

gαβP̂αβψreg(0) (IV.103)

où P̂αβ = |αβ⟩⟨αβ| désigne le projecteur sur l’état |αβ⟩.
En présence du couplage radio-fréquence, on doit envisager les trois ca-

naux d’entrée possibles, |11⟩, |22⟩ et |12⟩s, ce dernier correspondant à l’état
symétrisé (|12⟩ + |21⟩)/

√
2. On va s’intéresser d’abord à la voie d’entrée

|11⟩, qui correspond à l’énergie la plus basse (figure IV.17). Les collisions
correspondant aux deux autres voies d’entrée peuvent donner lieu à des
processus inélastiques.

La fonction d’énergie nulle, repérée par rapport au canal d’entrée,
s’écrit donc :

ψ0(r) =
(
1− a11

r

)
|11⟩+B

e−r/ℓ

r
|12⟩s +B′ e

−r/ℓ′

r
|22⟩ (IV.104)

|22⟩
|12⟩s

|11⟩
Ω
Ω

0 R r

V (r)

FIGURE IV.17. Les trois canaux couplés dans une collision entre états habillés
(avec ici une interaction en puits carré). Dans le texte, on se concentre sur une
collision avec le canal d’entrée |11⟩, pour lequel il n’y a pas de collisions inélas-
tiques (à suffisamment basse énergie).

avec
ℏ2

2mrℓ2
≡ ℏΩ

ℏ2

2mrℓ′2
≡ 2ℏΩ (ℓ′ = ℓ/

√
2). (IV.105)

À ce stade, la longueur de diffusion a11 et les deux coefficient B et B′ sont
inconnus. Pour les déterminer, nous allons imposer à cette fonction d’onde
d’être état propre de l’hamiltonien total.

L’opérateur énergie cinétique −(ℏ2/2mr)∇2 agissant sur cet état
donne :

2πℏ2

mr
δ(r) [−a11|11⟩+B|12⟩s +B′|22⟩]

− ℏ2

2mrℓ2
B
e−r/ℓ

r
|12⟩s −

ℏ2

2mrℓ′2
B′ e

−r/ℓ′

r
|22⟩.

(IV.106)

Le couplage atome-lumière vient compenser les deux derniers termes de
(IV.106). Le terme en δ(r) est quant à lui compensé par le pseudo-potentiel
écrit en (IV.103), dont l’action fait intervenir la partie régulière de ψ0(r) en
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r = 0 :
ψreg(0) = |11⟩ −

B

ℓ
|12⟩s −

B′

ℓ′
|22⟩. (IV.107)

On obtient alors un système linéaire de trois équations permettant de dé-
terminer les trois inconnues a11, B,B′.

Dans ce qui suit, nous donnons les résultats de la résolution de ce sys-
tème pour une petite fréquence de Rabi, plus précisément :

a11, a12, a22 ≪ ℓ, ℓ′ ⇔ ℏΩ≪ EvdW (IV.108)

où nous avons supposé que les longueurs de diffusion aαβ sont telles que
ℏ2/ma2αβ ∼ EvdW. En pratique EvdW/h est de l’ordre de quelques MHz
à quelques dizaines de MHz selon les espèces atomiques. On obtient à
l’ordre le plus bas :

a11 = C4aaa + 2S2C2aab + S4abb (IV.109)

ce qui constitue le résultat recherché : on a réussi à caractériser l’interaction
entre deux états habillés (ici l’état |1⟩) en fonction du couplage entre les
états nus |a⟩ et |b⟩.

On peut traiter de la même façon une collision entre deux atomes prépa-
rés tous deux dans l’état habillé |2⟩, ou encore une collision entre un atome
dans l’état |1⟩ et l’autre dans l’état |2⟩. Dans ces deux cas, on trouve une
longueur de diffusion avec une partie imaginaire non nulle, qui permet
d’évaluer le taux de collision inélastique sous l’effet des processus exother-
miques 2 + 2→ 1 + 1, 2 + 2→ 1 + 2 et 1 + 2→ 1 + 1.

Pour une collision 2 − 2, on trouve pour la partie réelle de la longueur
de diffusion

a22 = S4aaa + 2S2C2aab + C4abb (IV.110)

et de même pour une collision 1− 2 :

a12 = 2C2S2 (aaa + abb) + (C2 − S2)2aab (IV.111)

Ces résultats pour les parties réelles des aij ont été obtenus par SEARCH &
BERMAN (2001) par une approche consistant à évaluer l’énergie de champ
moyen d’un condensat de Bose-Einstein en présence du couplage a − b
(voir aussi § 2-3). L’avantage de la méthode que nous venons de présenter

est de fournir également les taux de collisions inélastiques à partir de la
partie imaginaire des aij .

Les prédictions qui précèdent ont été partiellement vérifiées dans la
période 2010-2020 par plusieurs groupes (voir par exemple NICKLAS,
MUESSEL et al. (2015)). Plus récemment, le test complet portant à la fois
sur les effets élastiques et les effets inélastiques a été effectué par SANZ,
FRÖLIAN et al. (2022) sur un gaz de 39K sur les deux sous-niveaux Zeeman
|F = 1,mF = −1⟩ et |F = 1,mF = 0⟩ de l’état fondamental. Par ailleurs,
LAVOINE, HAMMOND et al. (2021) ont mis en évidence des corrections à
l’énergie provenant de contributions au delà du champ moyen pour un gaz
d’atomes à deux niveaux en présence d’un couplage cohérent. HAMMOND,
LAVOINE et al. (2022) ont également montré l’émergence d’un terme effec-
tif à trois corps induit par ce couplage cohérent.
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Chapitre V

Les condensats fragmentés

Dans les chapitres précédents, notre description d’une jonction Joseph-
son, qu’elle soit interne ou externe, a été essentiellement basée sur une
approximation de champ moyen. Celle-ci revient à supposer que les N
atomes sont placés dans le même état à une particule, noté

|ψ(t)⟩ = αa(t) |a⟩+ αb(t) |b⟩ . (V.1)

Les atomes forment donc un condensat de Bose-Einstein pur, décrit par
l’état à N corps factorisé :

|Ψ(t)⟩ = (αa(t) |a⟩+ αb(t) |b⟩)⊗N (V.2)

et les relations de Josephson donnent l’évolution temporelle des coeffi-
cients complexes αa et αb.

Nous allons maintenant explorer les limites de cette description et mon-
trer que dans certaines conditions, il est nécessaire d’aller au-delà de cette
approximation de champ moyen en utilisant une modélisation quantique
de la jonction. Plus précisément, nous allons montrer que l’état fondamen-
tal peut former un condensat fragmenté, pour lequel deux états à une par-
ticule ont une population significative, sans qu’il y ait de cohérence entre
eux (MUELLER, HO et al. 2006).

Nous débuterons ce chapitre par une définition précise de la fraction
condensée et de la notion de fragmentation, en nous appuyant sur la ma-
trice densité à un corps et son spectre de valeurs propres. Nous applique-
rons ensuite cette notion à une jonction Josephson et nous reviendrons sur

la séparation entre régime de Rabi et régime Josephson qui est déjà appa-
rue à plusieurs reprises dans ce cours. Nous montrerons qu’il faut complé-
ter cette description par un troisième régime, le régime de Fock, correspon-
dant précisément à un état fondamental fragmenté pour la jonction.

Dans une description quantique de la jonction, des opérateurs nou-
veaux particulièrement pertinents apparaissent : il s’agit de l’opérateur n̂
qui décrit le déséquilibre en nombres d’occupation de part et d’autre de
la jonction, et de l’opérateur phase φ̂, associé à la différence de phase entre
ces deux côtés. Nous construirons ces opérateurs en partant de la représen-
tation de Schwinger, déjà introduite au chapitre précédent, et nous montre-
rons en particulier la relation de commutation :

[eiφ̂, n̂] = eiφ̂ , (V.3)

tout en signalant les dangers de la notation eiφ̂. Cette relation joue un rôle
central dans l’étude des qubits formés à partir de jonctions Josephson. Par
ailleurs, elle limite la connaissance simultanée que l’on peut avoir pour les
variables n et φ en imposant la relation de Heisenberg ∆n ∆φ ≳ 1/2.

Nous terminerons ce chapitre par la présentation d’un nouveau type
de jonction Josephson interne, utilisant une assemblée d’atomes de spin 1.
Cette jonction ne nécessite pas de couplage cohérent externe, ce rôle étant
joué par les interactions entre particules. Cette jonction a permis l’observa-
tion directe d’un condensat fragmenté dans l’expérience de EVRARD, QU

et al. (2021) que nous décrirons.
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1 Fraction condensée d’un fluide quantique

1-1 Le gaz parfait homogène

Dans ses articles fondateurs (EINSTEIN 1924 ; EINSTEIN 1925a ;
EINSTEIN 1925b), Einstein a considéré un gaz parfait de N particules
confiné dans une boîte de volume L3 et obéissant à la statistique de Bose.
Il a montré que ce gaz subit une transition de phase quand on le refroi-
dit tout en maintenant sa densité constante. Cette transition se manifeste
par l’apparition d’une population macroscopique, donc d’ordreN , de l’état
microscopique fondamental de la boîte :

ψ0(r) =
1√
L3

. (V.4)

Nous prenons ici des conditions aux limites périodiques de sorte que cet
état décrit une particule d’impulsion nulle.

L’existence de cette transition de phase est une conséquence directe de
la statistique quantique proposée par Bose. Elle ne se produit pas pour
un gaz obéissant à la statistique classique de Maxwell-Boltzmann. Néan-
moins, à température strictement nulle, l’état du système est le même dans
les deux cas : toutes les particules occupent l’état fondamental et la fonction
d’onde à N corps s’écrit

Ψ(r1, · · · , rN ) = ψ0(r1) · · ·ψ0(rN ) . (V.5)

Le système est alors complètement condensé : le nombre de particules N0

occupant l’état ψ0 est égal à N et la fraction condensée, définie ici comme

f ≡ N0

N
(V.6)

est égale à 1.

Conservons pour l’instant les deux hypothèses du modèle d’Einstein,
gaz sans interaction et confinement dans une boîte à fond plat. Quand on
augmente la température, les particules ont une probabilité non nulle d’oc-
cuper des niveaux excités de la boîte et la fraction condensée, définie en
(V.6), décroît. Pour un système de taille finie, elle tend vers 0 de façon ré-
gulière dans la limite des grands températures. Quand on prend la limite

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0

0.2

0.4
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0.8

1

T/Tc

f

FIGURE V.1. Fraction condensée pour un gaz de Bose idéal dans une boîte (condi-
tions aux limites périodiques).

thermodynamique, N,V → ∞ avec N/V =Cte, on voit apparaître la tran-
sition de phase prédite par Einstein et mentionnée plus haut, avec fc qui
est rigoureusement nulle au dessus d’une température critique Tc(ρ) (fi-
gure V.1). Plus précisément, fc(T ) est continue en Tc et sa dérivée première
est discontinue.

1-2 Gaz homogène avec interactions

La situation se complique quand on prend en compte les interactions
entre particules. Plaçons-nous dans le cas d’interactions à deux corps, dé-
crites par une longueur de diffusion a positive, ce qui correspond à des
interactions répulsives. Dans ce cas, même à température nulle, la popula-
tion moyenne de l’état ψ0 n’est pas égale à 1. En effet, les interactions sont
à l’origine des processus virtuels conservant l’impulsion (figure V.2) :

(p0 = 0) + (p0 = 0) ⇄ (p) + (−p) avec p ̸= 0 . (V.7)
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−p +p

p0 = 0 p0 = 0

p0 = 0 p0 = 0

+p -p

FIGURE V.2. Interactions binaires entre particules dépeuplant et repeuplant un
condensat.

Pour caractériser plus précisément l’état du gaz dans ces conditions,
PENROSE & ONSAGER (1956) introduisent la matrice densité à un corps

ρ̂1 = N Tr2,...,N (ρ̂) (V.8)

obtenu en prenant la trace partielle sur N − 1 particules. L’opérateur ρ̂1 est
hermitien, positif et sa trace vaut :

Tr (ρ̂1) = N . (V.9)

Cette opération de trace partielle s’écrit en point de vue position

⟨r′|ρ̂1|r⟩ = N

∫
d3r2 . . . d

3rN ⟨r1 = r′, r2, . . . , rN | ρ̂ |r1 = r, r2, . . . , rN ⟩
(V.10)

et, avec le formalisme de la seconde quantification :

⟨r′|ρ̂1|r⟩ = Tr
Ä
Ψ̂†(r) Ψ̂(r′) ρ̂

ä
, (V.11)

où l’opérateur champ Ψ̂(r) détruit une particule au point r. La définition
de la fraction condensée fc, pour un système de densité spatiale ρ à la limite
thermodynamique, est alors (figure V.3) :

fc ≡
1

ρ
lim
∞
⟨r′| ρ̂1 |r⟩ (V.12)

ρfc

ρ

0
|r − r′|

|〈r′|ρ̂1|r〉|

FIGURE V.3. Variation de la fonction |⟨r′|ρ̂1|r⟩| avec la distance |r−r′| pour un
gaz de Bose. La fraction condensée est définie à partir de la valeur asymptotique de
cette fonction.

où la limite est prise pour |r − r′| → ∞. Dans ce point de vue, la fraction
condensée caractérise donc l’ordre en phase à longue portée du fluide.

Pour relier cette définition à celle du gaz parfait basée sur la population
de l’état à une particule ψ0, commençons par utiliser le fait que l’opérateur
ρ̂1 est hermitien et positif. On peut donc le diagonaliser et on sait que ses
valeurs propres seront toutes positives ou nulles, de somme égale à N .
Pour un gaz dans une boîte avec des conditions aux limites périodiques,
donc un système invariant par translation, les états propres sont les états
d’impulsion bien déterminée, c’est-à-dire les ondes planes

ψk(r) = ⟨r|ψk⟩ = eik·r/
√
L3 . (V.13)

En notant Nk la valeur propre associée à ψk, nous pouvons mettre ρ̂1
sous la forme

ρ̂1 =
∑

k

Nk |ψk⟩⟨ψk| avec
∑

k

Nk = N , (V.14)
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ou encore, en point de vue position :

⟨r′| ρ̂1 |r⟩ =
1

L3

∑

k

Nk eik·(r
′−r) . (V.15)

Isolons dans cette somme la contribution de k = 0 :

⟨r′| ρ̂1 |r⟩ =
N0

L3
+

1

L3

∑

k ̸=0

Nk eik·(r
′−r) . (V.16)

Dans la limite |r − r′| → ∞, la somme sur k ̸= 0, composée d’un grand
nombre de termes oscillants avec des fréquences spatiales différentes, a
une contribution négligeable. On trouve donc en utilisant la définition
(V.12) de fc :

fc =
1

ρ

N0

L3
⇒ fc =

N0

N
. (V.17)

On retrouve donc la définition de la fraction condensée proposée pour le
gaz parfait. L’intérêt de ce passage par les valeurs propres de la matrice
densité à un corps est la possibilité de généraliser cette définition au cas de
systèmes non homogènes, comme nous le verrons en § 1-3.

À température nulle, la fraction condensée du gaz de Bose en interac-
tion a été calculée par BOGOLIUBOV (1947)

fc ≈ 1− 8

3
√
π

√
ρa3 (V.18)

et l’énergie correspondante a été obtenue par LEE, HUANG et al. (1957). Ces
résultats sont valables si la quantité

√
ρa3 est petite devant 1, donc pour

une faible déplétion de l’état |ψ0⟩. Nous renvoyons les lecteurs intéressés
vers le cours 2021-22 où nous avons étudié en détail ce problème.

1-3 Définition générale de la fraction condensée

Nous nous intéressons maintenant à un fluide quelconque de N parti-
cules ; le confinement n’est pas nécessairement une boîte à fond plat et la
structure interne des particules peut jouer un rôle dans le cas d’un gaz spi-
neur. Nous supposerons seulement que lesN particules sont identiques de
sorte que l’on peut toujours définir la matrice densité à un corps :

⟨r′, α′|ρ̂1|r, α⟩ = Tr
Ä
Ψ̂†

α(r) Ψ̂α′(r′) ρ̂
ä
, (V.19)

Πn

n

Πn

n

FIGURE V.4. Valeurs propres de la matrice densité à un corps rangées par ordre
décroissant dans le cas d’un condensat "usuel" (gauche) et d’un condensat frac-
tionné (droite).

où l’opérateur champ Ψ̂†
α(r) crée une particule au point r dans l’état in-

terne α (généralement un état de spin).

Certaines propriétés mentionnées plus haut pour ρ̂1 restent vérifiées :
c’est un opérateur à une particule, hermitien, positif, et sa trace est égale
à N . On peut donc le diagonaliser et ranger ses valeurs propres par ordre
décroissant :

Π0 ≥ Π1 ≥ Π2 ≥ · · · avec
∑

j

Πj = N . (V.20)

Les fonction propres associées

ρ̂1 |ψj⟩ = Πj |ψj⟩ (V.21)

sont des états à une particule et forment une base orthonormée. Toutefois,
contrairement au cas homogène où ces états sont facilement identifiables
(ondes planes), leur calcul peut être compliqué et ils dépendent générale-
ment du nombre de particules N .

Plusieurs situations sont alors possibles :

— La valeur propre la plus grande, Π0, est d’ordre N et toutes les autres
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sont petites devant Π0 (figure V.4, gauche). C’est le cas d’un condensat
"usuel" et |ψ0⟩ représente la fonction d’onde du condensat.

— Toutes les valeurs propres sont petites devant N , voire nulles à la li-
mite thermodynamique quand celle-ci est bien définie. Il n’y alors pas
de condensat, ce qui peut se produire pour plusieurs raisons : la tem-
pérature peut être trop grande, au dessus du seuil de condensation ;
ou alors les interactions sont suffisamment fortes pour empêcher l’ac-
cumulation de particules dans un même état, c’est par exemple le cas
pour un isolant de Mott, même à température nulle.

— Quelques valeurs propres sont comparables et d’ordre N (figure V.4,
droite) : on a alors affaire à un condensat fragmenté. Par exemple, si Π0

et Π1 sont comparables entre elles et toutes les autres valeurs propres
négligeables, ρ̂1 s’écrit

ρ̂1 ≈
∑

j=0,1

Πj |ψj⟩ ⟨ψj | =
Å
Π0 0
0 Π1

ã
(V.22)

où la matrice est écrite dans la base {|ψ0⟩ , |ψ1⟩}.
Dans le dernier cas, la matrice densité à un corps est donc un mélange

statistique des deux états |ψ0⟩ et |ψ1⟩, ce qui correspond à une entropie
statistique non nulle. Il ne faudrait pas en déduire que le système àN corps
est également un mélange statistique. Pour Π0 = Π1 = 1/2, cette matrice
densité à un corps peut par exemple être obtenue avec un état pur de type
"chat de Schrödinger" :

|Ψ⟩ = 1√
2
(|0, 0, · · · , 0⟩+ |1, 1, · · · , 1⟩) . (V.23)

Plus généralement, la matrice densité à un corps est parfaitement adaptée
pour décrire les quantités physiques elles-mêmes à un corps (densité spa-
tiale, distribution en impulsion), mais ne donne pas accès aux corrélations
entre particules.

1-4 Fragmentation vs. énergie d’échange

Dans un condensat usuel, composé d’un grand nombre de particules
sans spin ou polarisées, et en présence d’interactions répulsives, la frag-
mentation est généralement empêchée par l’énergie d’échange (NOZIERES

ψa ψa

ψa ψa

ψb ψb

ψb ψb

ψa ψb

ψa ψb

FIGURE V.5. Processus d’interaction directs contribuant à la première partie de
l’énergie donnée en (V.26).

1995). Pour montrer ce résultat, considérons un système tel que deux
états à une particule, notés |ψa⟩ et |ψb⟩ ont quasiment la même énergie
ϵa ≈ ϵb. En absence d’interaction, tous les états à N particules |Na, Nb⟩
(avec Na +Nb = N ) sont donc quasi-dégénérés.

Prenons maintenant en compte le potentiel d’interaction binaire V (r −
r′) entre particules, décrit en seconde quantification par l’opérateur

V̂ =
1

2

∫
Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)V (r − r′)Ψ̂(r′)Ψ̂(r) d3r d3r′ (V.24)

où l’opérateur champ Ψ̂(r) détruit une particule au point r et s’écrit :

Ψ̂(r) = ψa(r)â+ ψb(r)b̂+ · · · (V.25)

où â et b̂ détruisent une particule dans les états ψa et ψb, et où la somme
s’étend sur tous les états à une particule. Évaluons maintenant la moyenne
de V̂ dans un état |Na, Nb, · · · ⟩. En nous limitant aux contributions des états
ψa et ψb, nous trouvons 1

⟨V ⟩ = V0
2

[Na(Na − 1) +Nb(Nb − 1) + 2NaNb] + VechNaNb (V.26)

1. Pour simplifier, nous ne prenons pas compte les processus où les nombres na, nb ne
sont pas conservés, comme par exemple a + a → a + b, en supposant par exemple qu’une
règle de conservation (impulsion, moment cinétique) les interdit.
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ψa ψb

ψb ψa

FIGURE V.6. Processus d’interaction d’échange contribuant à la seconde partie
de l’énergie donnée en (V.26).

où nous avons supposé que les éléments de matrice "directs" correspon-
dant aux diagrammes de la figure V.5

⟨ψaψa|V |ψaψa⟩ ⟨ψbψb|V |ψbψb⟩ ⟨ψaψb|V |ψaψb⟩ (V.27)

étaient tous égaux entre eux pour conserver la symétrie entre les états a et b.
Cette hypothèse est vérifiée si on prend par exemple ψa,b(x) = e±ikx/

√
L3

pour des particules confinées sur un cube de côté L. Nous avons par
ailleurs introduit le terme d’échange correspondant au diagramme de la
figure V.6

Vech = ⟨ψaψb|V |ψbψa⟩ = ⟨ψbψa|V |ψaψb⟩ . (V.28)

Pour des interactions de contact, ce terme d’échange est égal au terme di-
rect V0.

Si ce terme d’échange était absent, l’interaction moyenne ⟨V ⟩ ne lève-
rait pas la dégénérescence entre tous les états |Na, Nb⟩ puisqu’elle s’écrirait
V0

2 N(N−1) : on aurait toujours une fragmentation maximale du condensat.
En revanche, quand on le prend en compte en notant que V0 doit être posi-
tif pour que le gaz n’implose pas, on constate que ce terme vient favoriser
les deux états extrêmes |N, 0⟩ et |0, N⟩.

2 L’état fondamental d’une jonction atomique

Dans les trois premiers chapitres de ce cours, nous avons utilisé essen-
tiellement une description de la jonction Josephson en terme de champ
classique. Cela suppose que le fluide est entièrement condensé dans un état
à une particule, noté |ψ(t)⟩. Par exemple, dans le cas d’une jonction formée
par un double puits de potentiel, nous avons écrit la fonction d’onde à un
corps sous la forme

ψ(r, t) = αa(t)Φa(r) + αb(t)Φb(r) , (V.29)

et nous avons étudié la dynamique de la jonction à l’aide des amplitudes
αj(t). Cette approche est tout à fait pertinente pour une grande partie des
jonctions réalisées avec des gaz d’atomes froids, mais il importe de bien
connaître ses limites.

2-1 États cohérents de spin et distribution de Husimi

Pour explorer ce problème, nous allons partir de la description quan-
tique de la jonction présentée au chapitre 4. Rappelons que dans ce modèle
à deux états |a⟩ et |b⟩ pour chaque particule, l’espace de Hilbert pour les N
particules identiques composant la jonction est de dimensionN +1 et il est
engendré par les états nombre |Na, Nb⟩, également appelés états de Fock :

|N, 0⟩ , |N − 1, 1⟩ , · · · , |1, N − 1⟩ , |0, N⟩ . (V.30)

Dans la mesure où le nombre total N = Na + Nb est fixé une fois pour
toutes, nous écrirons ces états plus simplement :

|n⟩ ≡
∣∣∣∣Na =

N

2
+ n,Nb =

N

2
− n
∑

n = −N
2
,−N

2
+1, · · · , N

2
. (V.31)

Avec cette écriture, nous supposons que N est pair, donc N/2 entier, ce qui
simplifie les notations. Dans la limite N ≫ 1, cette hypothèse de parité
n’a pas de conséquences physiques significatives, sauf dans des cas bien
spécifiques que nous signalerons.

Dans cette partie, nous écrirons l’hamiltonien du problème sous la
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forme 2

Ĥ = −EJ

N
(â†b̂+ b̂†â) +

EC

4

Ä
N̂2

a + N̂2
b

ä
(V.32)

où â (resp. â†) détruit (resp. crée) une particule sur le site a, et idem pour
b. Les opérateur nombres de particules N̂a,b sont définis par N̂a = â†â et
N̂b = b̂†b̂.

Rappelons que le terme proportionnel à EJ décrit le couplage tunnel
entre les composantes a et b pour une jonction externe, ou le couplage co-
hérent induit par une onde électromagnétique pour une jonction interne.
Le terme proportionnel à EC décrit les interactions entre particules. Dans
ce chapitre, nous ferons l’hypothèse EC > 0, que la jonction soit externe
ou interne : l’état fondamental ne subit donc pas de bifurcation quand on
varie le rapport EC/EJ (cf. chapitre 4).

États cohérents de spin. Pour étudier les aspects quantiques d’une jonc-
tion, nous allons utiliser la famille d’états à N corps appelée états cohérents
de spin, déjà introduite au chapitre 4. Cette famille est obtenue en mettant
toutes les particules dans un même état combinaison linéaire de |a⟩ et |b⟩.
Nous pouvons écrire cet état à une particule comme

|ψ⟩ = cos(θ/2) eiφ/2 |a⟩ + sin(θ/2) e−iφ/2 |b⟩ (V.33)

où l’angle θ repère les poids relatifs des états a et b et où φ représente la
phase relative entre les deux puits. Nous avons omis la phase globale de
|ψ⟩, sans importance ici.

En seconde quantification, l’état cohérent de spin s’écrit alors (LEGGETT

& SOLS 1991) :

|θ, φ⟩ = 1√
N !

î
cos(θ/2)eiφ/2â† + sin(θ/2)e−iφ/2b̂†

óN |0⟩ . (V.34)

En toute rigueur, il faudrait également spécifier la valeur de N dans cette
définition et noter cet état |N, θ, φ⟩, mais N sera fixé dans tout ce qui suit et

2. Au chapitre 4, nous avons écrit le terme correspondant à l’énergie de charge sous la
forme EC

2
Ĵ2
z avec Ĵz = 1

2

Ä
N̂a − N̂b

ä
. Cette forme diffère de celle écrite en (V.32) par un

terme additif constant, donc sans importance pour ce qui suit, puisque Ĵ2
z = 1

2

Ä
N̂2

a + N̂2
b

ä
−

N2

4
.

nous omettrons donc de le mentionner explicitement 3. Pour l’état cohérent
|θ, φ⟩, les nombres moyens de particules dans les états |a⟩ et |b⟩ sont

⟨N̂a⟩ = N cos2(θ/2) ⟨N̂b⟩ = N sin2(θ/2) . (V.36)

Les états cohérents de spin sont en nombre infini, ce qui entraîne im-
médiatement qu’ils ne sont pas indépendants les uns des autres puisqu’ils
sont tous éléments de l’espace de dimension finie N + 1. En revanche, ils
forment un système générateur et fournissent notamment une résolution de
l’identité :∫

|θ, φ⟩ ⟨θ, φ| d2Ω =
4π

N + 1
1̂ avec d2Ω = sin θ dθ dφ . (V.37)

Le recouvrement entre deux états cohérents est donné par

|⟨θ, φ|θ′, φ′⟩|2 = cos2N (γ/2) ≈ e−Nγ2/4 (V.38)

où γ désigne l’angle entre les deux directions (θ, φ) et (θ′, φ′). La dernière
expression (approchée) est valable si γ ≪ 1 et elle montre que pourN ≫ 1,
un état cohérent |θ, φ⟩ n’a un recouvrement significatif qu’avec ses voisins
immédiats, situés dans le secteur angulaire centré sur (θ, φ) et de largeur
∼ 1/

√
N .

États cohérents équatoriaux ou "états de phase". Parmi l’ensemble des
états cohérents, un sous-ensemble très utile est formé par les états de phase
(CASTIN & DALIBARD 1997). Ces états sont centrés sur l’équateur de la
sphère de Bloch (θ = π/2) et ont donc le même nombre moyen de parti-
cules en a et b. En développant la définition (V.34) pour θ = π/2, on obtient :

∣∣∣π
2
, φ
〉
=
∑

n

c(n) einφ |n⟩ avec c(n) =
1

2N/2

 
N !

Na!Nb!
, (V.39)

ce qui se simplifie dans la limite N ≫ 1 en utilisant la formule de Stirling :

c(n) ≈ e−n2/N

(πN/2)1/4
. (V.40)

3. Notons néanmoins les relations

â |N, θ, φ⟩ =
√
N cos(θ/2) eiφ/2 |N − 1, θ, φ⟩ b̂ |N, θ, φ⟩ =

√
N sin(θ/2) e−iφ/2 |N − 1, θ, φ⟩

(V.35)
qui seront des intermédiaires de calcul utiles dans la suite.
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Les états de phase sont donc essentiellement concentrés sur les états de
Fock |n⟩ autour de n = 0 (c’est-à-dire Na = Nb = N/2) avec une largeur
∆n ≈ 1

2

√
N . On vérifiera que cette approximation de c(n) conserve la nor-

malisation de |Ψ⟩ quand on passe à la limite continue :

∑

n

|c(n)|2 ≈
∫ ∞

−∞
|c(x)|2 dx = 1 . (V.41)

L’extension des bornes±N/2 jusqu’à±∞ est légitime dans la mesure où la
largeur ∼

√
N de la distribution est très petite devant N/2.

Notons qu’il est possible d’inverser la relation (V.39) et d’exprimer les
états nombres en terme des états de phase ; en multipliant (V.39) par e−inφ

et en intégrant sur φ entre −π et +π, on obtient :

|n⟩ = 1

2πc(n)

∫ +π

−π

e−inφ
∣∣∣π
2
, φ
〉

dφ . (V.42)

Énergie d’un état cohérent de spin. Pour l’hamiltonien écrit en (V.32),
l’énergie moyenne E(θ, φ) = ⟨Ψ|Ĥ|Ψ⟩ d’un état cohérent de spin s’écrit

E(θ, φ) = −EJ sin θ cosφ+
N(N − 1)EC

8

(
1 + cos2 θ

)
+
NEC

4
. (V.43)

Pour les états de phase (θ = π/2), cette énergie vaut

E(θ, φ) = −EJ cosφ+
N(N + 1)EC

8
. (V.44)

Elle est minimale pour l’état de phase
∣∣π
2 , 0
〉

et vaut −EJ + 1
8N(N +1)EC .

Distribution de Husimi. Une manière commode pour visualiser un état
à N corps quelconque, noté ici |Ψ⟩, consiste à s’intéresser à la fonction

Q(θ, φ) ≡ N + 1

4π
|⟨θ, φ|Ψ⟩|2 (V.45)

correspondant au recouvrement entre cet état et les états cohérents de spin.
La résolution de l’identité (V.37) donne :

∫
Q(θ, φ) d2Ω = 1 , (V.46)

N

S

N

S

FIGURE V.7. Distribution de Husimi pour |θ = π/2, φ = 0⟩ (gauche) et
|n = 0⟩ ≡ |Na = N/2, Nb = N/2⟩ (droite). On a pris N = 100. Le code couleur
est ajusté pour que le maximum soit complètement sombre sur chaque exemple.

ce qui indique que Q(θ, φ) peut s’interpréter comme une distribution de
probabilité.

Deux exemples de distributions de Husimi sont tracés en figure V.7
pour des états qui joueront un rôle important dans la suite, l’état de phase∣∣π
2 , φ = 0

〉
et l’état de Fock |n = 0⟩ ≡ |Na = N/2, Nb = N/2⟩.

2-2 État fondamental de la jonction

Nous revenons à l’hamiltonien (V.32) de la jonction symétrique et nous
allons chercher à déterminer son état fondamental de manière approchée 4

en utilisant la méthode variationnelle. Pour cela, nous allons prendre une
famille de fonctions d’essai qui permet d’interpoler entre les deux situa-
tions limites aisément identifiables :

— En l’absence d’interaction entre particules, i.e. EC = 0, l’état fonda-
mental de cet hamiltonien est l’état de phase |π2 , φ = 0 ⟩ avec l’énergie
propre −EJ .

4. On peut également déterminer cet état fondamental de façon exacte au moyen de l’an-
satz de Bethe (LINKS, FOERSTER et al. 2006 ; BARDIN, MINGUZZI et al. 2026).
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— En l’absence d’énergie tunnel, i.e. EJ = 0, l’état fondamental est l’état
|n = 0⟩ =

∣∣N
2 ,

N
2

〉
, puisqu’on minimise la somme N2

a +N2
b en mettant

le même nombre Na = Nb = N/2 de part et d’autre de la barrière
tunnel.

Partant de l’état |π2 , φ = 0 ⟩ qui s’écrit sur la base de Fock [cf. (V.39-V.40)]

|π
2
, 0 ⟩ ≈ 1

(πN/2)1/4

∑

n

e−n2/N |n⟩ , (V.47)

nous allons nous intéresser à la famille d’états paramétrés par le nombre
sans dimension ζ :

|Ψ(ζ)⟩ = ζ1/4

(πN/2)1/4

∑

n

e−ζn2/N |n⟩ (V.48)

On retrouve l’état
∣∣π
2 , 0
〉

pour ζ = 1. Le choix ζ > 1 permet d’avoir une
distribution en n plus concentrée autour de n = 0. Quelques distributions
de Husimi pour la famille {|ψ(ζ⟩} sont tracées en figure V.8. En particu-
lier, quand ζ devient comparable à N , seuls quelques états de Fock autour
de |n = 0⟩ sont significativement peuplés (au lieu de ∼

√
N pour l’état

|Ψ(ζ = 1)⟩.
Avant d’évaluer la valeur de ζ qui minimise l’énergie moyenne pour

un couple (EJ , EC) donné, il est intéressant de regarder la distribution en
phase des états |Ψ(ζ)⟩. On trouve, en remplaçant la somme discrète sur n
par une intégrale :

⟨π
2
, φ|ψ(ζ)⟩ ≈ ζ1/4

 
2

1 + ζ
e−Nφ2/4(1+ζ) (V.49)

de sorte que la distribution de phase de |Ψ(ζ)⟩ reste piquée autour de φ =
0 tant que ζ ≪ N . En revanche pour ζ ≈ N , |Ψ(ζ)⟩ a un recouvrement
similaire avec tous les états de phase.

Le calcul de l’énergie moyenne de la jonction pour l’état |Ψ(ζ)⟩ se mène
de façon similaire et on arrive à :

E(ζ) ≈ −EJ

Å
1 +

1

N
− 1

2ζN

ã
e−ζ/2N +

1

8
N2EC

Å
1 +

1

Nζ

ã
. (V.50)

N

S

N

S

N
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N

S

N

S

N

S

FIGURE V.8. Exemples de distributions de Husimi pour les états variationnels
|Ψ(ζ)⟩ pourN = 100. De gauche à droite et de haut en bas : ζ = 1 (état de phase),
ζ = 2, ζ = 5, ζ = 10, ζ = 50, ζ = 100. Le code couleur est ajusté pour chaque
exemple pour que le maximum soit complètement sombre.

Faisons l’hypothèse que la valeur de ζ qui minimise cette énergie est pe-
tite devantN , hypothèse que nous discuterons à la fin de l’analyse. On peut
alors développer l’exponentielle e−ζ/2N et mettre l’énergie sous la forme

E(ζ) ≈ 1

2N

ï
EJζ +

Å
EJ +

1

4
N2EC

ã
1

ζ

ò
+ E0 (V.51)

avec
E0 = −EJ

Å
1 +

1

N

ã
+

1

8
N2EC . (V.52)

Le minimum de cette quantité est atteint pour

ζmin =

Å
1 +

N2EC

4EJ

ã1/2
(V.53)
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EC

Rabi Josephson Fock

4EJ/N
2 4EJ

FIGURE V.9. Les trois régimes identifiés pour le fonctionnement d’une jonction
Josephson, selon la valeur du rapport EC/EJ .

ce qui permet de distinguer les trois régimes reportés sur la figure V.9
(LEGGETT 2001) :

— le régime de Rabi :

EC ≪ 4EJ/N
2 ⇒ ζmin ≈ 1, E(ζmin) ≈ −EJ . (V.54)

Les interactions jouent un rôle négligeable et l’état fondamental de
la jonction est égal à l’état de phase

∣∣π
2 , φ = 0

〉
, avec une distribution

gaussienne des probabilité d’occupation des différents états |n⟩, de lar-
geur ∆n ≈ 1

2

√
N . La distribution de phase est centrée sur φ = 0 et très

étroite : ∆φ ≈ 1/
√
N .

— le régime Josephson :

4EJ/N
2 ≪ EC ≪ 4EJ ⇒ ζmin ≈ N

Å
EC

4EJ

ã1/2
(V.55)

c’est-à-dire
1≪ ζmin ≪ N. (V.56)

L’énergie minimale est alors :

E(ζmin) ≈
1

2
ℏωp + E0 avec ℏωp =

√
EJEC . (V.57)

La distribution des probabilités d’occupation des différents états |n⟩
pour |ψ(ζmin)⟩ reste relativement large :

∆n =

 
N

4ζmin
∼
Å
EJ

4EC

ã1/4
≫ 1 , (V.58)

mais elle est plus resserrée que dans le cas sans interaction (∆n ≪√
N ). La distribution sur les états de phase est au contraire augmentée

par rapport au cas sans interaction (on a ici encore ∆φ∆n ∼ 1
2 ), mais

reste petite devant 1. La phase de la jonction est donc toujours une
quantité bien définie. L’état minimiseur est un état comprimé en spin,
qui joue un rôle central en métrologie quantique (voir remarque ci-
dessous).

— le régime de Fock :
4EJ ≪ EC . (V.59)

Dans ce régime, le résultat (V.53) conduit à ζmin > N , ce qui contredit
l’hypothèse ζ ≪ N que nous avions faite pour arriver à (V.53). Plus
précisément, on trouve dans ce régime l’état fondamental

|ψfond⟩ ≈ |n = 0⟩ ≡
∣∣∣∣
N

2
,
N

2

∑
Efond ≈

1

8
N2EC . (V.60)

Les deux composantes de cet état sont appelés états jumeaux de Fock
(Twin Fock states). Cet état est séparé de ses "voisins"

|n = ±1⟩ ≡
∣∣∣∣
N

2
± 1,

N

2
∓ 1

∑
(V.61)

par l’énergie d’interaction EC/2, qui est grande devant l’élément de
matrice de couplage∼ EJ entre ces différents états. L’effet tunnel n’est
donc pas résonnant dans ce régime extrême et les populations restent
"verrouillées" sur la valeur centrale Na = Nb = N/2. Cette situation
rappelle celle d’un isolant de Mott pour des atomes piégés sur les sites
d’un réseau optique.

Nous avions déjà identifié les deux premiers régimes au chapitre 1, en
étudiant la dynamique de la jonction par une approche en terme de champ
classique. En particulier, nous avions montré que dans le régime de Joseph-
son, l’évolution de la jonction autour de sa position d’équilibre était don-
née par la fréquence plasma ωp. Il est donc satisfaisant de voir apparaître
en (V.57) le demi-quantum d’énergie ℏωp/2 correspondant au mouvement
de point zéro de cet oscillateur. Nous approfondirons l’émergence de cette
structure d’oscillateur harmonique en § 3-2.

En revanche, le troisième régime ne pouvait pas être obtenu par l’ap-
proche classique. Il correspond à un état localisé sur un seul état dans la
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base de Fock, avec un recouvrement uniforme de tous les états de phase
entre φ = −π et φ = +π [cf. (V.42) pour n = 0]. Il a été réalisé de ma-
nière approchée avec des photons (THEKKADATH, MYCROFT et al. 2020) et
avec des atomes (LUO, ZOU et al. 2017), mais dans un contexte différent
de celui des jonctions Josephson. Nous retrouverons des états similaires au
prochain chapitre pour des jonctions supraconductrices, quand nous nous
intéresserons à la formation de qubits.

Applications métrologiques. Les états comprimés en spin, obtenus pour
ζ > 1, jouent un rôle central en métrologie quantique (PEZZE, SMERZI et
al. 2018 ; SINATRA 2022). Pour expliquer ce rôle, supposons que l’on s’in-
téresse à un phénomène physique qui transfert des atomes entre les états
|a⟩ et |b⟩. Partons d’un état pour lequel ⟨Na⟩ = ⟨Nb⟩ = N/2. Si l’on dis-
pose d’atomes indépendants, donc non corrélés entre eux, une réalisation
de l’expérience permettra de déterminer le nombre d’atomes ayant subi la
transition à

√
N près : c’est le bruit quantique standard. Si l’on dispose d’un

état initial comprimé, avec une dispersion en n = (Na−Nb)/2 notablement
réduite par rapport à

√
N , on aura naturellement une meilleure précision

sur la mesure du nombre d’atomes ayant transité de |a⟩ vers |b⟩ pendant la
durée d’observation. L’état comprimé "ultime" |N2 , N2 ⟩, si on sait le prépa-
rer et compter les atomes à l’unité près pour le distinguer de |N2 ±1, N2 ∓ 1⟩,
permet même de détecter la transition d’un seul atome!

2-3 Fragmentation de l’état fondamental

Comme nous l’avons vu de façon générale en § 1, la fraction condensée
se définit à partir de la matrice densité à un corps ρ̂1. Dans le cas présent,
la situation est simple puisque l’espace de Hilbert à une particule est de
dimension 2, avec comme base possible les deux états |a⟩ et |b⟩. La matrice
densité à un corps est donc définie par

ρ̂1 =

Ç
⟨â†â⟩ ⟨â†b̂⟩
⟨b̂†â⟩ ⟨b̂†b̂⟩

å
(V.62)

où les valeurs moyennes sont prises dans l’état du système à N corps.

Intéressons-nous à l’état variationnel |Ψ(ζ)⟩ défini en (V.48). En passant
comme précédemment à la limite continue pour le calcul des sommes sur

n, on trouve pour les coefficients diagonaux

⟨â†â⟩ = ⟨b̂†b̂⟩ = N

2
(V.63)

et pour les coefficients non diagonaux :

⟨â†b̂⟩ = ⟨b̂†â⟩ ≈ N

2

Å
1 +

1

N
− 1

2ζN

ã
e−ζ/2N . (V.64)

Plaçons-nous d’abord dans le régime de Rabi ou dans le régime Joseph-
son, pour lesquels ζmin ≪ N ; les coefficients non diagonaux de ρ̂1 sont
alors voisins des coefficients diagonaux, de sorte que les valeurs propres de
ρ̂1 sont approximativement N et 0. Plus précisément, en prenant ζ = ζmin,
on trouve dans le régime de Rabi, à des termes d’ordre 1/N près :

Rabi : Π0 = N Π1 = 0 (V.65)

et dans le régime Josephson :

Josephson : Π0 ∼ N −
N

8

 
EC

EJ
Π1 ∼

N

8

 
EC

EJ
. (V.66)

Le condensat est donc très peu fragmenté tant que EC ≪ EJ .

En revanche, dans le régime de Fock EC ≳ EJ , la fragmentation du
condensat devient très significative. Pour l’état |N/2, N/2⟩, on a ⟨â†b̂⟩ =
⟨b̂†â⟩ = 0, de sorte que les deux valeurs propres de ρ̂1 sont

État de Fock
∣∣∣∣
N

2
,
N

2

∑
: Π0 =

N

2
Π1 =

N

2
, (V.67)

ce qui correspond à la fragmentation maximale possible. On trouvera en
figure V.10 la variation de Π0 et Π1 avec le paramètre N2EC/4EJ pour le
cas N = 100.

Le gain en énergie de la fragmentation. Il est utile de comparer, pour
une configuration donnée, l’énergie de l’état fondamental fragmenté par
rapport au résultat prédit par une approche champ moyen. Prenons le cas
limite EJ = 0, correspondant à l’hamiltonien

Ĥ =
EC

4

Ä
N̂2

a + N̂2
b

ä
(V.68)
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10−1 100 101 102 103 104

0

0.5

1

N2EC/4EJ

Π0,1/N

FIGURE V.10. Variation des deux valeurs propres Π0 (rouge) et Π1 (bleu) avec
le paramètre N2EC/4EJ pour N = 100. Le trait plein est obtenu par diago-
nalisation exacte de l’hamiltonien (V.32), le trait tireté correspond à l’approche
variationnelle décrite dans le texte.

Comme nous l’avons déjà signalé, l’état de Fock |n = 0⟩ ≡
|Na = N/2, Nb = N/2⟩ est état propre avec l’énergie 1

8N
2EC . Pre-

nons maintenant les états de phase
∣∣θ = π

2 , φ
〉

définis en (V.39). Leur
énergie calculée en (V.44) est voisine, mais légèrement supérieure :
E(φ) = 1

8N(N + 1)EC . On voit donc que la fragmentation du condensat,
qui conduit à l’état fondamental [cf. (V.42)]

|n = 0⟩ ∝
∫ +π

−π

∣∣∣π
2
, φ
〉

dφ (V.69)

c’est-à-dire une superposition cohérente à amplitudes égales de tous les
états de champ moyen

∣∣θ = π
2 , φ

〉
, permet d’abaisser l’énergie d’une quan-

tité sub-extensive, avec un gain relatif en 1/N (figure V.11). On s’attend
donc à ce que ce gain soit significatif uniquement pour des nombres de
particules pas trop grands. Nous retrouverons un scénario similaire pour
le cas d’un gaz de particules de spin 1 en § 4.

Remarque sur la parité de N . Nous avons supposé dans ce qui précède
que nous prenions N pair pour simplifier les notations ; nous avons égale-
ment mentionné que cette hypothèse n’avait généralement pas de consé-

E = 0

1
8
N2EC

1
8
N(N + 1)EC

état de phase
|π
2
, ϕ〉 état de Fock

|N
2
, N

2
〉

FIGURE V.11. Dans le cas EJ négligeable, l’état fragmenté
∣∣N
2 ,

N
2

〉
a une énergie

abaissée de 1
8NEC par rapport à l’état de champ moyen, où tous les spins occupent

le même état (état de phase).

quences physiques. La fragmentation dans le régime de Fock est une ex-
ception à cette affirmation. Si N est impair, l’état d’énergie minimale dans
le régime EC ≫ EJ est

N impair : |ψfond⟩ =
1√
2

Å∣∣∣∣N − 1

2
,
N + 1

2

∑
+

∣∣∣∣
N + 1

2
,
N − 1

2

∑ã
(V.70)

ce qui conduit aux valeurs propres Π0 = 3N/4 et Π1 = N/4 pour la matrice
densité à un corps. L’état est toujours fortement fragmenté, mais à un degré
moindre que dans le cas des nombres N pairs.

3 Spectre énergétique de la jonction

3-1 Rappel : représentation de Schwinger

Au paragraphe précédent, nous avons utilisé une approche variation-
nelle pour déterminer l’état fondamental de la jonction. Il est intéressant de
compléter cette étude en déterminant le spectre en énergie de ce système,
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au moins dans sa partie basse. Pour cela, revenons à la représentation de
la jonction dans le formalisme de Schwinger, que nous avons développé
au chapitre précédent. Rappelons que cette représentation consiste à intro-
duire les trois opérateurs





Ĵx =
1

2

Ä
â†b̂+ âb̂†

ä
Ĵy =

i

2

Ä
âb̂† − â†b̂

ä
Ĵz =

1

2

Ä
â†â− b̂†b̂

ä (V.71)

qui vérifient les règles de de commutation d’un opérateur moment ciné-
tique :

[Ĵx, Ĵy] = i Ĵz (V.72)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire. On a par
ailleurs :

Ĵ
2
= Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z =
N̂

2

Ç
N̂

2
+ 1

å
. (V.73)

L’espace de dimensionN+1 dans lequel on décrit la jonction à deux modes
et N atomes peut donc être vu comme l’espace associé à un moment ciné-
tique de valeur J = N/2.

Nous avons donné au chapitre précédent l’hamiltonien décrivant la dy-
namique de ce moment cinétique. Nous le réécrivons ici en nous plaçant
d’emblée à résonance (voir la note en bas de page 2, page 107) :

Ĥ = −EJ

J
Ĵx +

EC

2
Ĵ2
z . (V.74)

Pour EC = 0, l’état fondamental de cet hamiltonien est l’état |Jx = J⟩,
c’est-à-dire l’état associé à la plus grande valeur propre possible de l’opé-
rateur Ĵx. Cet état n’est autre que l’état de phase déjà rencontré

|Jx = J⟩ =
∣∣∣θ = π

2
, φ = 0

〉
(V.75)

dont la représentation de Husimi est tracée en figure V.7, gauche. Plus gé-
néralement, l’état cohérent |θ, φ⟩ coïncide avec l’état |Mu = J⟩, où le vec-
teur unitaire u définissant l’axe de quantification est défini par les angles
θ, φ en coordonnées sphériques.

3-2 L’oscillateur harmonique sous-jacent

Pour progresser, nous allons nous intéresser aux états "voisins" de l’état
fondamental, en partant de

Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z = J(J + 1) ≈ J2 (V.76)

en faisant l’approximation suivante pour l’action de l’opérateur Ĵx sur ces
états :

Ĵx ≈ J −
1

2J

Ä
Ĵ2
y + Ĵ2

z

ä
. (V.77)

Cette approximation est valable tant qu’on s’intéresse à des états donnant
naissance à des éléments de matrice de Ĵy et Ĵz très petits devant J . On
obtient alors un hamiltonien quadratique en Ĵy et Ĵz :

Ĥ =
EJ

2J2
Ĵ2
y +

Å
EJ

2J2
+
EC

2

ã
Ĵ2
z − EJ (V.78)

Par ailleurs, la relation de commutation canonique entre Ĵy et Ĵz se simpli-
fie dans ce régime :

[Ĵy, Ĵz] = iĴx ⇒ [Ĵy, Ĵz] ≈ iJ (V.79)

ce qui correspond (à un coefficient multiplicatif près) à la relation de com-
mutation usuelle entre position et impulsion.

Nous sommes donc ramenés à un problème typique d’oscillateur har-
monique. En écrivant l’hamiltonien et la relation de commutation sous la
forme compacte

Ĥ =
A

2
Ĵ2
y +

B

2
Ĵ2
z − EJ avec [Ĵy, Ĵz] = iJ (V.80)

nous obtenons les évolutions en point de vue de Heisenberg




iℏ
dĴy
dt

= [Ĵy, Ĥ] = iBJ Ĵz

iℏ
dĴz
dt

= [Ĵz, Ĥ] = −iAJ Ĵy
(V.81)

qui sont bien du type attendu pour un oscillateur harmonique et dont on
déduit la fréquence d’oscillation ℏω = J

√
AB. En utilisant les coefficients
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entrant explicitement dans (V.78), on arrive donc à

ℏωp =

ï
EJ

Å
4EJ

N2
+ EC

ãò1/2
(V.82)

où l’on reconnaît la fréquence plasma ωp déjà obtenue dans l’approche
champ classique. Pour N ≫ 1, le bas du spectre de la jonction est donc
composée d’une série de niveaux équidistants :

Ej =

Å
j +

1

2

ã
ℏωp − EJ j ∈ N. (V.83)

Ce point de vue "moment cinétique" offre une interprétation physique
intéressante du passage du régime de Rabi au régime Josephson, puis au
régime de Fock, quand on augmente la force des interactions entre parti-
cules, donc le coefficient EC :

— Dans le régime de Rabi, l’énergie de couplage proportionnelle à EJ

domine et les coefficients de Ĵ2
y et Ĵ2

z dans (V.78) sont comparables.
L’état fondamental en représentation de Husimi est alors celui montré
en figure V.7 (gauche), avec des extensions égales selon y et z.

— Quand l’effet des interactions décrit par EC augmente, le coefficient
de Ĵ2

z est augmenté alors que celui de Ĵ2
y est inchangé. Les interactions

(répulsives) tendent en effet à égaliser les populationsNa etNb, donc à
diminuer la dispersion de la distribution de Husimi de part et d’autre
de l’équateur : cette distribution prend donc une forme elliptique.

— L’état de Fock correspond au régime ultime où la compression est si
forte que la localisation sur l’équateur est maximale, au prix d’une
perte complète de l’information sur la phase.

3-3 La relation de commutation phase-nombre

La relation de commutation approchée [Ĵy, Ĵz] ≈ iJ trouvée ci-dessus a
une interprétation physique intéressante entre termes d’opérateur nombre
n̂ et "d’opérateur phase" φ̂ (la raison des guillemets apparaîtra dans un
instant). Pour obtenir cette relation, nous allons partir de l’action de ces
opérateurs sur les états au voisinage de l’état |Jx = J⟩ =

∣∣θ = π
2 , φ = 0

〉
.

Pour relier Ĵy à l’opérateur phase φ̂ qui va être associé à la mesure de
l’angle azimutal, regardons la moyenne de cet opérateur sur un état de
phase

∣∣π
2 , φ

〉
:

〈π
2
, φ
∣∣∣ Ĵy

∣∣∣π
2
, φ
〉
=

1

2N N !
⟨0|
Ä
e−iφ/2â+ eiφ/2b̂

äN
Ĵy
Ä
eiφ/2â† + e−iφ/2b̂†

äN |0⟩
= −N

2
sinφ .

(V.84)

Limitons pour l’instant à des états proches de |J⟩x = J , c’est-à-dire φ≪ 1 ;
en utilisant J = N/2, nous sommes donc conduit à poser

Ĵy = −J φ̂ . (V.85)

Par ailleurs, la définition de Ĵz donnée en (V.71) correspond à Ĵz =
1
2

Ä
N̂a − N̂b

ä
= n̂. La relation de commutation (approchée) [Ĵy, Ĵz] ≈ iJ

peut alors s’écrire
[n̂, φ̂] ≈ i (V.86)

Cette relation est à prendre avec précaution. Tout d’abord, puisque nous
travaillons ici en dimension finie 5, il est clair qu’elle ne peut pas être va-
lable sur tout l’espace. Pour le prouver, prenons la trace des deux membres
de cette relation. On sait que pour tout couple d’opérateurs (Â, B̂) en di-
mension finie, Tr(ÂB̂) = Tr(B̂Â). La trace d’un commutateur est donc
toujours nulle, en particulier Tr([n̂, φ̂]) = 0, alors que la trace du membre
de droite est égale à i(N + 1).

La relation (V.86) a toutefois une vertu importante. Elle va nous guider
pour construire un opérateur Ê que l’on pourra associer à eiφ̂ (avec cer-
taines précautions). Pour cela, remarquons que d’un point de vue formel,
la relation de commutation (V.86), si elle est supposée exacte, s’étend aux
puissances de φ̂ :

[n̂, φ̂k] = i k φ̂k−1 , k ∈ N∗ , (V.87)

et donc à l’opérateur eiφ̂ :

eiφ̂ ≡
+∞∑

k=0

(i φ̂)
k

k!
: [eiφ̂, n̂] = eiφ̂ . (V.88)

5. Quand on passe en dimension infinie, la définition précise d’un opérateur phase en
physique quantique est également un problème délicat, que nous n’allons pas discuter ici.
Nous renvoyons les lecteurs intéressés à l’analyse approfondie de CASTIN (2025), § 3.5.
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Cherchons donc un opérateur Ê qui vérifie la relation de commutation
inspirée de (V.88), [Ê, n̂] = Ê, en lui imposant de conserver la norme, à
une exception près qui va apparaître dans ce qui suit. Si on fait agir cette
relation de commutation sur la base propre de n̂, c’est-à-dire les états |n⟩ ≡∣∣N
2 + n, N2 − n

〉
, on trouve

n̂
Ä
Ê |n⟩

ä
= (n− 1)

Ä
Ê |n⟩

ä
. (V.89)

On en déduit que si n ̸= −N/2, on peut prendre simplement :

n > −N/2 : Ê |n⟩ = |n− 1⟩ , (V.90)

ce qui conserve bien la norme. Pour l’action sur |n = −N/2⟩, nous pren-
drons :

Ê |−N/2⟩ = 0 . (V.91)

On peut donc écrire cet opérateur Ê sous la forme générique :

Ê =

N/2∑

n=1−N/2

|n− 1⟩ ⟨n| . (V.92)

Vérifions maintenant que cet opérateur Ê permet effectivement de re-
trouver la phase d’un état, quand celle-ci est bien définie. Pour cela, faisons
agir Ê sur un des états de phase définis plus haut :

Ê
∣∣∣π
2
, φ
〉
=
∑

n

c(n) einφ Ê |n⟩

=
∑

n

c(n) einφ |n− 1⟩ = eiφ
∑

n

c(n+ 1) einφ |n⟩

≈ eiφ
∣∣∣π
2
, φ
〉

(V.93)

où nous avons (i) étendu les sommes sur n à ±∞ et (ii) fait l’approxima-
tion c(n + 1) ≈ c(n), ce qui est légitime car (i) seuls les c(n) avec n ≪ N
prennent des valeurs appréciables et (ii) l’échelle de variation des c(n) est
∼
√
N ≫ 1. On voit sur ce résultat qu’un état de phase est "presque" état

propre de Ê avec la valeur propre eiφ. Là encore, cette relation ne peut pas
être exacte : un opérateur agissant en dimension finie ne peut pas avoir
une infinité de valeurs propres distinctes. Mais elle montre que compte

tenu des contraintes liées à cette dimension finie, Ê est proche de ce qu’on
attend d’un opérateur mesurant l’exponentielle complexe de la phase.

On trouve ainsi fréquemment dans la littérature les relations qui pré-
cèdent écrites en substituant la notation eiφ̂ à Ê, en particulier

eiφ̂ =
∑

n

|n− 1⟩ ⟨n| [eiφ̂, n̂] = eiφ̂ . (V.94)

Il s’agit d’une notation commode, que l’on peut utiliser tant qu’on se rap-
pelle que Ê ≡ eiφ̂ n’est pas véritablement unitaire (contrairement à ce que
cette notation suggère), puisque Ê |−N/2⟩ = 0.

4 Spins 1 et jonction Josephson

Dans cette dernière partie, nous allons nous intéresser à un autre type
de jonction Josephson interne, se produisant pour des atomes de spin 1.
Nous considéronsN atomes confinés dans un piège très raide, de sorte que
les degrés de liberté spatiaux des atomes sont gelés. Nous nous plaçons
donc dans l’approximation du mode spatial unique, déjà utilisée aupara-
vant. Nous ne détaillerons pas ici tous les calculs (parfois longs) propres à
la physique des gaz spineurs et nous renvoyons les lecteurs intéressés vers
l’article de revue de STAMPER-KURN & UEDA (2013).

4-1 Les interactions entre atomes de spin 1

Contrairement aux atomes à deux niveaux, pour lesquels les nombres
d’atomes Na et Nb sont conservés si on n’applique pas un couplage cohé-
rent extérieur, les interactions entre atomes de spin 1 autorisent une dyna-
mique intrinsèque non triviale. Plus précisément, si on choisit un axe de
quantification (noté z) et qu’on introduit les trois états |mz = −1⟩, |mz = 0⟩
et |mz = +1⟩ pour décrire l’état de spin d’un atome, l’interaction entre
deux atomes donne naissance au processus

|0⟩+ |0⟩⇄ |+1⟩+ |−1⟩ . (V.95)
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(a) (b)

(c)

FIG. 1. Analogy between two physical systems exhibiting
macroscopic quantum coherence: (a) superconducting Josephson
junction (SCJJ) and (b) a spin-1 atomic Bose-Einstein condensate
(BEC). For SCJJs (respectively, BECs), tunneling through the bar-
rier (resp., spin-mixing interactions) generates an electric current
(resp., a spin current) controlled by the relative phase across the
barrier (resp., between the Zeeman components of the spin-1 wave
function). An external energy bias E (t ) controls the rate of change
of the relative phase: the electrostatic energy E (t ) = 2 eV(t ) for
SCJJs, with V the voltage and 2e the charge of a Cooper pair, and
the quadratic Zeeman energy E (t ) = 2q(t ) of a pair of m = ±1
atoms for spin-1 BECs. If the energy bias is modulated around a
static value E0, a Shapiro resonance occurs when the modulation
frequency ω fulfills the resonance condition k0 h̄ω = E0, with k0

a positive integer. (c) Observation of several (k0 = 1 − 8) Shapiro
resonances in a spin-1 atomic condensate after a relaxation time
of 30 s. Here, n0 is the reduced population of the m = 0 Zeeman
state, and q0 is the static QZE. The experiment was performed with
a sodium Bose-Einstein condensate containing N ≈ 2×104 atoms,
with a magnetization per atom m|| = 0. We varied q0 for a fixed drive
frequency ω/2π = 100 Hz.

the coherent dynamics at short times and the relaxation at
long times (tens of seconds, corresponding to tens of thou-
sands of the drive oscillation period). Near resonance, in the
strongly driven regime, we find that the driven BEC relaxes to
asymptotic states that are not stable without drive [Fig. 1(c)].
In this sense, our system constitutes a many-body version
of the celebrated Kapitza pendulum [35–37]. The stationary
states correspond to phase-locked solutions of the Josephson
equation, generalized to include dissipation and analogous to
the stationary states of driven SCJJs [4].

In our experiments, dissipation presumably results from
interactions between condensed and noncondensed atoms that
lead to damping of coherent macroscopic phenomena and
thermalization. Thermalization of driven quantum systems
has been studied intensely in the past few years [38–40]. The
general expectation is that energy is absorbed from the drive,
eventually heating to infinite temperatures [41–43]. However,
the heating timescale τh can be extremely long. Rigorous
proofs are only available for high-frequency modulation and

systems with a bounded spectrum: Refs. [44–46] have shown
that τh = eO(ω/$), with $−1 the faster intrinsic timescale of
the nondriven system and ω $ $ the modulation frequency.
For times t % τh, the system may attain a prethermalized
“Floquet-Gibbs” state corresponding to the equilibrium state
of an effective, secular Hamiltonian. In this work we use
near-resonant modulation and probe a system with an a priori
unbounded spectrum [47]. We observe a long-time steady
state that differs from both the infinite-temperature state and a
Floquet-Gibbs state associated with the secular Hamiltonian.

We introduce in this article a phenomenological model
obtained by adding a suitable dissipative term to the coherent,
Josephson-like equations describing the spinor dynamics. We
compare its predictions with those of a former model used
in the literature to describe relaxation in atomic Josephson-
like settings. These two models can be roughly classified as
amplitude or phase damping, respectively. Their predictions
are barely distinguishable from each other without driving
but differ spectacularly in the strongly driven case. More pre-
cisely, the “phase-damping model” proposed in [26] is clearly
incompatible with the experimental observations, whereas our
“amplitude-damping model” agrees quantitatively with them.
This suggests that our experimental results can be used as a
benchmark for ab initio theories of a driven many-body sys-
tem, as they strongly constrain the form of damping prevalent
in experiments.

The paper is organized as follows. In Sec. II, we review
the main features of our experiment and of the theoretical
description of spinor condensates. We highlight the analogies
and differences with Josephson physics in superconducting
junctions. We also discuss for later reference spin-mixing
oscillations without driving, highlighting both the coherent
features [22–28] and the dissipative aspects [26]. In Sec. III,
we turn to the driven system and characterize experimentally
and theoretically the nonlinear secular dynamics in the vicin-
ity of the resonance. Measuring both the Zeeman population
and the relative phase of the atoms, we identify two regimes—
an “oscillating regime” where the atomic phase is locked to
the drive, and a “rotating regime” where the atomic phase
runs independently from the drive. In Sec. IV, we study
the relaxation of the driven spin-1 BEC for long evolution
times. In a narrow frequency window around each Shapiro
resonance, we observe relaxation to a nonequilibrium steady
state that has no analog in the nondriven system. We also show
that the system displays hysteresis when the drive frequency
is scanned across a Shapiro resonance. Finally, we conclude
and draw some perspectives of this work in Sec. V.

II. SPIN-MIXING OSCILLATIONS

This section is devoted to the theoretical modeling of a
spinor Bose-Einstein condensate, as well as its experimental
implementation and characterization. We first focus on the
coherent dynamics of the system in the mean-field and single-
mode approximations, and we show that it can be viewed
as a classical one-dimensional Hamiltonian system. Here the
relevant canonically conjugate variables are n0 and θ , where
n0 is the population of the m = 0 Zeeman state and θ a
particular combination of the phase of the three Zeeman
states. We emphasize the deep analogies that exist between

023604-2

FIGURE V.12. Équivalence entre une jonction Josephson avec l’effet tunnel de
paires de Cooper (a) et un gaz de particules de spin 1 (b), dans l’approximation du
mode spatial unique. Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2019).

Ce processus fournit l’équivalent d’une jonction Josephson. Pour l’ex-
pliquer, limitons-nous pour simplifier à un gaz de polarisation nulle, pour
lequel N+1 = N−1. Cette polarisation est conservée sous l’effet de l’inter-
action (V.95) et les deux côtés de la jonction peuvent être vus comme une
assemblée d’atomes dans l’état |0⟩ d’une part, et une assemblée d’atomes
dans les états |±1⟩ d’autre part (figure V.12). Sur le plan mathématique,
l’interaction (V.95) est décrite par un couplage proportionnel à

â†+1â
†
−1 (â0)

2
+
Ä
â†0
ä2
â+1â−1 . (V.96)

Pour comprendre comment le terme (V.96) émerge, résumons le prin-
cipe du traitement théorique de l’interaction entre deux atomes de spin 1.
Dans le régime de très basse température (onde s), on modélise le potentiel
d’interaction sous la forme

V̂ (r1 − r2) = δ(r1 − r2)⊗ V̂spin . (V.97)

La partie orbitale est donnée par le pseudo-potentiel δ(r1 − r2), corres-
pondant à une interaction de contact. Sa contribution apparaîtra dans un
coefficient multiplicatif global faisant intervenir le mode spatial occupé par
les atomes. La partie intéressante pour notre problème concerne la partie
agissant sur le spin, qui peut se mettre sous la forme

V̂spin = g01̂ + gsŝ1 · ŝ2 (V.98)

Le terme en g0, proportionnel à l’identité sur l’espace de spin, ne contribue
pas à la dynamique et ajoute simplement un terme constant à l’hamiltonien

du problème. Nous allons donc nous concentrer dans ce qui suit sur le
terme ŝ1 · ŝ2.

Passons au cas de N atomes. Comme toutes les particules partagent la
même fonction d’onde spatiale, tous les couples (i, j) possibles contribuent
de la même façon à l’hamiltonien d’interaction, que nous écrirons sous la
forme

Ĥint =
Us

2N

∑

i̸=j

ŝi · ŝj =
Us

2N

(
Ŝ

2 −
∑

i

ŝ2i

)
=

Us

2N
Ŝ

2 − Us (V.99)

où nous avons introduit l’opérateur de spin total :

Ŝ =

N∑

i=1

ŝi (V.100)

et utilisé le fait que chaque ŝ2i est une constante, égale à 2 (comme précé-
demment, nos opérateurs de spin sont sans dimension). L’énergie Us ré-
sulte de l’intégration sur r du potentiel de contact avec la fonction d’onde
spatiale partagée par tous les atomes. Nous ne détaillerons pas son calcul
[voir par exemple JACOB, SHAO et al. (2012)] et nous notons simplement
que son signe 6 est le même que celui de gs ; il peut être positif ou négatif,
selon l’espèce atomique utilisée.

L’écriture de cet opérateur en termes des opérateurs de création â†m et
de destruction âm (m = 0,±1) permet de mettre Ĥint sous la forme :

Ĥint =
Us

N

[
â†+1â

†
−1 (â0)

2
+
Ä
â†0
ä2
â+1â−1

]

− Us

2N

[
N̂2

0 +
Ä
N̂+1 + N̂−1

ä2]
+ cte

(V.101)

où nous avons utilisé le fait que nous restreignons à un gaz non polarisé
(Sz = 0) et où nous avons négligé des termes d’ordre 1/N par rapport aux
termes dominants.

On reconnaît sur cette expression les deux ingrédients principaux d’une
jonction Josephson :

6. Il est positif pour l’état hyperfin de spin 1 de certaines espèces atomiques alcalines
(23Na par exemple) et négatif pour d’autres (87Rb par exemple).
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— la première ligne, pressentie en (V.96), décrit le couplage tunnel entre
paires d’atomes ;

— le deuxième ligne possède la structure du terme capacitif usuel en
EC

4 (N̂2
a + N̂2

b ).

Notons que pour ce type de jonction, le coefficient du terme tunnel et celui
du terme capacitif sont liés (tous les deux proportionnels à Us), alors que
dans une jonction usuelle, EJ et EC sont des paramètres indépendants.

Une fois cette correspondance établie entre l’assemblée de spins 1 et une
jonction Josephson "traditionnelle", il est possible de mettre en évidence
sur cette assemblée des phénomènes caractéristiques des jonctions comme
les résonances de Shapiro, et d’étudier les mécanismes de dissipation liés
à la partie résistive de la jonction (EVRARD, QU et al. 2019).

4-2 Le rôle de l’effet Zeeman

La présence d’un champ magnétique extérieur B = Buz vient ajouter
un terme supplémentaire à l’hamiltonien de l’assemblée de spins. Nous
supposerons ce champ magnétique suffisamment faible pour qu’il soit pos-
sible de limiter le calcul à l’ordre 2 inclus en B. Le déplacement des états
|mz⟩ s’écrit à cet ordre

∆E±1 = ±α1B + α2B
2 ∆E0 = β2B

2 . (V.102)

Le terme en α1B est bien sûr dominant par rapport aux termes d’ordre
2, mais il n’a pas d’effet sur la dynamique liée aux processus (V.95) : la
différence d’énergie entre le membre de droite et le membre de gauche est
simplement égale à q = (α2 − β2)B2, les termes d’ordre 1 se compensant
puisqu’ils sont opposés pour m = +1 et pour m = −1, et nuls pour m = 0.

La prise en compte de l’effet Zeeman se fait donc simplement en ajou-
tant le terme −qN̂0 à l’hamiltonien, plus un terme constant sans effet sur
la dynamique du système. On arrive donc à l’hamiltonien total de notre
assemblée de spin 1 (à une constante additive près) :

Ĥ =
Us

2N

∑

i̸=j

ŝi · ŝj − qN̂0 (V.103)

Signe de q. Pour les atomes alcalins de spin nucléaire 3/2, on trouve ef-
fectivement un niveau (hyperfin) fondamental de spin F = 1, résultant du
couplage entre le spin nucléaire et celui de l’unique électron de la couche
externe. L’autre niveau hyperfin (de spin F = 2) est au dessus du niveau de
spin 1, et l’effet Zeeman quadratique caractérisé par le coefficient q résulte
du couplage induit par B entre ces deux niveaux :

états Zeeman issus de F = 1 : ∆E(2)
m = − (µBB)2

4ℏωhf
(1−m2/4) (V.104)

où µB est le magnéton de Bohr et ℏωhf l’écart hyperfin. On trouve dans ces
conditions que q est positif. Néanmoins, il est possible de changer ce signe
en ajoutant une micro-onde quasi-résonnante avec la transition hyperfine
[voir par exemple ZHAO, JIANG et al. (2014)].

4-3 État fondamental en champ moyen

Nous allons nous limiter dans ce paragraphe au cas q ≥ 0 et utiliser une
analyse en champ moyen, ce qui revient à négliger les corrélations entre les
spins et prendre

⟨ŝi · ŝj⟩ = ⟨ŝi⟩ · ⟨ŝj⟩ (V.105)

où ⟨ŝj⟩ désigne la valeur moyenne d’un spin individuel. Puisque
nous considérons un état condensé, tous les spins sont suppo-
sés être dans le même état que nous paramétrons dans la base
{|mz = +1⟩ , |mz = 0⟩ , |mz = −1⟩} par

|ψ(θ, χ, φ)⟩ =

Ö
− 1√

2
sin θ ei(χ−φ)

cos θ
1√
2
sin θ ei(χ+φ)

è
(V.106)

où nous avons pris par convention une composante réelle pour |mz = 0⟩
(la phase globale de |ψ⟩ est sans importance). Nous avons pris en compte
l’hypothèse ⟨Sz⟩ = 0 en imposant la même amplitude pour |mz = ±1⟩. On
trouve alors (après un calcul un peu long....) l’énergie moyenne de l’état de
champ moyen |ψ(θ, χ, φ)⟩⊗N :

E(θ, χ, φ) =
1

2
NUs sin

2(2θ) sin2 χ − qN cos2 θ (V.107)
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Notons que cette énergie fait intervenir la phase moyenne χ de |m = ±1⟩
par rapport à |m = 0⟩, mais est indépendante de la phase relative φ entre
|m = +1⟩ et |m = −1⟩.

Cas antiferromagnétique, Us > 0. Dans ce cas, la minimisation de l’éner-
gie de champ moyen est simple :

— Pour q strictement positif, le terme de champ magnétique est mini-
mum pour θ = 0, ce qui minimise également le terme d’interaction.
L’état fondamental est donc unique ; il est obtenu en plaçant tous les
spins dans l’état |mz = 0⟩.

— Pour q = 0, il suffit de prendre χ = 0 en laissant θ et φ libres. On a
donc, au niveau champ moyen, une infinité d’états dégénérés (parmi
lesquels l’état |mz = 0⟩ obtenu pour q > 0) :Ö

− 1√
2
sin θ e−iφ

cos θ
1√
2
sin θ eiφ

è
(V.108)

permettant d’atteindre l’énergie minimale E = 0. La discontinuité de
la dégénérescence du niveau fondamental entre q ̸= 0 et q = 0 est
un artefact de l’approximation de champ moyen. La zone de quasi-
dégénérescence massive du niveau fondamental se produit plus pré-
cisément pour q ≲ Us/N . Nous verrons ci-dessous (§ 4-5) que cette
zone correspond à la fragmentation du condensat.

On peut vérifier que les états ainsi obtenus sont les états polaires (ou
nématiques), définis comme la famille {|mu = 0⟩}, où u est un vecteur uni-
taire pointant dans une direction (θ, φ) arbitraire. En effet, la matrice de
rotation correspondant à une rotation de θ autour de l’axe y, puis de φ au-
tour de l’axe z, qui amène le vecteur uz sur le vecteur u d’angle sphériques
(θ, φ), est représentée dans la base {|mz = +1⟩ , |mz = 0⟩ , |mz = −1⟩} par
[cf. EDMONDS (1996)] :

D(1)(φ, θ) =

á
1+cos θ

2 e−iφ − sin θ√
2
e−iφ 1−cos θ

2 e−iφ

sin θ√
2

cos θ − sin θ√
2

1−cos θ
2 eiφ sin θ√

2
eiφ 1+cos θ

2 eiφ

ë
(V.109)

et on constate qu’elle amène bien le ket |mz = 0⟩ sur celui écrit en (V.108).

Cas ferromagnétique, Us < 0. Le minimum d’énergie est obtenu en pre-
nant χ = 0 (modulo π). Une fois ce choix fait, il reste à minimiser la quantité

1

N
E(ρ0, 0, φ) = −2|Us|ρ0(1− ρ0)− qρ0

= 2|Us|ρ20 − (q + 2|Us|)ρ0 avec ρ0 = cos2 θ
(V.110)

Pour q suffisamment petit, le minimum est atteint pour ρ0 = 1
2 + q

4|Us| .
Quand on augmente le champ magnétique, q atteint la valeur qc = 2|Us| et
ρ0 prend sa valeur maximale : ρ0 = 1 (STENGER, INOUYE et al. 1998). Il se
produit donc une transition de phase continue en ce point, les populations
de |mz = ±1⟩ étant non nulles pour q < qc et s’annulant pour q ≥ qc. Cette
transition a été observée par CHANG, HAMLEY et al. (2004) et CHANG, QIN

et al. (2005).

4-4 Fragmentation dans le cas antiferromagnétique

Revenons au cas antiferromagnétique (Us > 0) et intéressons-nous au
cas spécifique q = 0, pour lequel l’hamiltonien est simplement

Ĥ =
Us

2N

∑

i̸=j

ŝi · ŝj =
Us

2N
Ŝ

2 − Us (V.111)

Comme indiqué plus haut, dans l’approximation de champ moyen, la
valeur moyenne de Ĥ est minimisée pour un état polaire |mu = 0⟩⊗N ,
quelle que soit la direction choisie pour u. Cette dégénérescence massive
au niveau champ moyen rappelle celle que nous avons rencontrée pour
une jonction traditionnelle en § 2-3. Nous avions alors montré que l’état
fondamental exact était fragmenté et permettait d’abaisser l’énergie par
une quantité sub-extensive par rapport à l’estimation obtenue en champ
moyen.

La situation présente est similaire à celle trouvée pour une jonction
usuelle. Quand on dispose d’un nombreN pair de spins 1, il est possible de
former un état complètement symétrique de ces spins (donc éligible en tant
qu’état condensé de bosons) pour lequel le spin total est nul. Cet état que

nous noterons |S = 0⟩ est état propre de Ŝ
2

avec la valeur propre 0, donc
état propre de Ĥ avec la valeur propre −Us : il y a bien un abaissement
d’énergie par rapport au résultat de la théorie de champ moyen (E = 0).
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La construction explicite de cet état de spin total nul peut se faire de
la façon suivante (LAW, PU et al. 1998 ; KOASHI & UEDA 2000 ; HO & YIP

2000) :

— Pour N = 2, on place la paire d’atomes dans l’état singulet de spin

1√
3
(|mz = +1,mz = −1⟩ − |mz = 0,mz = 0⟩+ |mz = −1,mz = +1⟩) .

(V.112)
Cet état est bien symétrique par échange des deux particules et il
s’écrit en seconde quantification

Â† |0⟩ avec Â† =
1√
3

[Ä
â†0
ä2 − 2â†+1â

†
−1

]
. (V.113)

— Pour N pair quelconque, on forme l’état à partir de N/2 paires, cha-
cune dans l’état singulet :

|S = 0⟩ = 1√
(N/2)!

Ä
Â†
äN/2 |0⟩ . (V.114)

L’état obtenu est (par construction) complètement symétrique par échange
de deux particules. Son spin total est nul et il est donc invariant par rota-
tion. Son expression ne dépend donc pas de l’axe de quantification z choisi
pour écrire (V.112) et (V.113).

On pourra vérifier que cet état |S = 0⟩ peut s’écrire comme une super-
position cohérente de tous les états polaires avec des amplitudes identiques
(CASTIN & HERZOG 2001 ; ASHHAB & LEGGETT 2002) :

|S = 0⟩ =
√
N + 1

4π

∫
|mu = 0⟩⊗N

d2u (V.115)

où l’intégrale porte sur toutes les orientations possibles du vecteur unitaire
u. Cette relation est similaire à celle obtenue en (V.69) dans le cas d’une
jonction "traditionnelle". C’est un état fragmenté, comme on peut le voir
en calculant les éléments de matrice de ρ̂1 :

⟨â†mâm′⟩ = N

3
δm,m′ avec m,m′ = −1, 0,+1 . (V.116)

La matrice densité à un corps est donc diagonale, avec trois valeurs propres
égales.
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Chapter 5

Observation of spin fragmentation
and spin thermometry

In chapter 3 we presented a measurement of the equilibrium spin state of spin-1 conden-
sates of Sodium as a function of the applied magnetic field and of the magnetization of
the atomic sample. We concluded that our experimental data were reproducing well the
mean-field prediction. Actually, in the region of low magnetic field and zero magneti-
zation we observed anomalous spin fluctuations: when we prepared clouds under these
conditions, the spin distribution seemed to take all possible configurations between having
all the atoms in the |mF = 0/ state (and none in the |mF = ±1/ states) and having all
the atoms in the |mF = +1/ and |mF = p1/ states, as illustrated by figure (5.1). These
fluctuations were associated with a significant depletion of the average spin population
n0. On the contrary, for larger values of the magnetic field we consistently measured that
almost all the atoms accumulated in the |mF = 0/ state (see figure (5.2)), as expected
from the mean-field theory.

mF=+1

mF=0

mF=-1

Figure 5.1: A serie of 10 experimental images after a Stern-Gerlach separation of the three
spin states and absorption imaging when the applied magnetic field during the hold time
is zero (q = 0 Hz). In each case the experimental sequence is exactly the same. The
magnetization is zero (within 2%) in each realization (as many atoms in the |mF = +1/
and|mF = p1/ states) but the distribution of the population within the three spin states
fluctuates strongly.

As we explained in chapter 4, the fluctuations at low magnetic field and zero magne-
tization express the spin fragmentation of the condensate. As the naive mean-field theory
is not able to describe them, we developed a theory based on SU(3) coherent states to

FIGURE V.13. Gauche : Préparation d’un état fragmenté d’une assemblée de spins
1 par évolution adiabatique depuis l’état |mz = 0⟩. Droite : image du nuage après
une expérience de Stern et Gerlach, donnant accès aux populations des trois com-
posantes |mF ⟩. Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

Le cas N impair. Dans ce cas, on peut procéder au même appariement
pour N − 1 particules, et il reste un atome célibataire, ce qui fournit un
spin total égal à 1 et conduit à l’énergie −(2N − 1)Us. On a toujours une
énergie abaissée par rapport aux états de champ moyen, avec cette fois-ci
une dégénérescence 3 pour le niveau fondamental àN corps. Comme pour
le cas N pair, la matrice densité à un corps est maximalement fragmentée
avec ses trois valeurs égales à 1/3.

4-5 Observation d’un état fragmenté

L’observation d’un état fragmenté a été faite par EVRARD, QU et al.
(2021) sur une assemblée de N ≈ 100 atomes de sodium confinés dans un
piège optique. La raideur du piège est suffisamment forte pour que l’ap-
proximation du mode spatial unique soit valable. Les atomes sont initiale-
ment refroidis dans ce piège en présence d’un champ magnétique orienté
selon z, de l’ordre d’un gauss, ce qui est suffisant pour assurer que seul
l’état |mz = 0⟩ est occupé (q/h ∼ 300Hz à comparer à Us/h ∼ 20Hz).

On diminue ensuite le champ magnétique avec une rampe suffisam-
ment lente (durée d’une seconde) pour que le gaz reste dans l’état fonda-
mental du piège. À la fin de la rampe, le champ magnétique ne vaut que
4 mG, de sorte qu’on prédit un recouvrement supérieur à 90% avec l’état
fondamental à N corps en champ nul, que N soit pair ou impair.
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FIGURE V.14. Matrice densité à un corps de l’assemblée de spins dans le cas
fragmenté (gauche) et non fragmenté (droite). Cet état non fragmenté correspond
à |mx = +1⟩⊗N . Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

Pour accéder à la matrice densité à un corps, on utilise une procédure
de type Stern-Gerlach : grâce à un gradient de champ magnétique appli-
qué soudainement, on sépare les trois composantes |m⟩ selon l’axe z et un
système d’imagerie optimisé permet de compter – à un atome près ! – les
populations Nm des trois sous-niveaux.

Si on applique directement cette mesure au gaz d’atomes, on ac-
cède aux éléments diagonaux ⟨â†mâm⟩. Pour déterminer les éléments non-
diagonaux, on utilise d’abord une impulsion radio-fréquence pour faire
tourner les spins autour des axes y et z avec des angles ajustables, avant
d’appliquer la procédure Stern-Gerlach. Cette méthode, répétée plusieurs
milliers de fois, donne accès à des combinaisons linéaires des ⟨â†mâm′⟩ avec
des coefficients ajustables, dont on peut déduire les éléments de matrice
recherchés.

Le résultat est montré en figure V.14, et comparé avec celui obtenu pour
l’état non fragmenté |mx = +1⟩⊗N . Dans le cas non fragmenté (figure de
droite), tous les coefficients – diagonaux et non-diagonaux – sont compa-
rables et une seule valeur propre de ρ̂1 diffère significativement de zéro.
Dans le cas fragmenté (à gauche), ρ̂1 est diagonale et ses trois valeurs
propres sont comparables, de l’ordre de N/3.

L’obtention d’une matrice densité ρ̂1 avec trois valeurs propres iden-
tiques ne suffit pas à prouver que l’on a préparé le système à N corps
dans un état condensé fragmenté. Il faut s’assurer que l’on n’est pas sim-
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DFIGURE V.15. Histogramme des mesures du spin desN atomes de spin 1 selon les
axes z et x. La ligne pointillée indique le bruit de détection. La courbe en trait plein
sur l’histogramme de droite montre le résultat attendu pour un état non corrélé,
l’état polaire |mz = 0⟩⊗N . Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

plement face à un système chaud, mélange statistique de tous les états
possibles. Pour cela, on peut tracer l’histogramme des mesures des com-
posantes Sx,y,z obtenues par la procédure Stern-Gerlach. Les résultats sont
montrés en figure V.15. On obtient des distributions centrées sur 0 (comme
attendu pour l’état (V.114)) et extrêmement étroites : leur largeur est essen-
tiellement déterminée par le bruit résiduel de la mesure. Par comparaison,
on a tracé sur la figure V.15, droite, le résultat attendu pour l’état polaire
|mz = 0⟩⊗N .

Ces histogrammes permettent de calculer les moyennes des observables

à deux corps ⟨Ŝ2
m⟩, et de leur somme ⟨Ŝ2⟩. On trouve ⟨Ŝ2⟩ ∼ 9, ce qui est

20 fois plus faible que la valeur attendue pour un état de champ moyen,

sans corrélation entre particules (⟨Ŝ2⟩ ∼ 2N ). Cela prouve qu’on a effec-
tivement fabriqué un état très comprimé de l’assemblée de spins, même

si ⟨Ŝ2⟩ n’atteint pas exactement la valeur prédite pour l’état fondamental
en champ strictement nul, 0 ou 2 selon que N est pair ou impair. Notons
qu’on ne contrôle pas la parité de N dans cette expérience.

Finalement, on peut utiliser l’ensemble des mesures Stern-Gerlach pour
reconstruire l’état à N corps. On ne peut pas procéder à une tomographie
complète de l’état pour un nombre de particules aussi élevé (N = 100),
mais on peut utiliser une méthode de maximum de vraisemblance. Le ré-
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FIGURE V.16. Populations des états à N corps |S,M⟩, déduites des expériences
Stern-Gerlach à partir d’une méthode de maximum de vraisemblance. Figure ex-
traite de EVRARD, QU et al. (2021).

sultat est montré sur la figure V.16 et il indique que les 4 premières valeurs
possibles du spin total, S = 0, 1, 2, 3, concentrent 90% de la population
(l’espace de Hilbert de spin est de dimension N(N − 1) ∼ 10 000). Il s’agit
donc d’un état collectif à très faible entropie, alors même que les valeurs
propres de la matrice densité à un corps sont égales entre elles : on a bien
produit un condensat fragmenté.
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Chapitre VI

Du SQUID supraconducteur au SQUID atomique

Les SQUIDs (superconducting quantum interference devices) occupent une
place centrale dans les nombreuses applications des jonctions Josephson
(CLARKE & BRAGINSKI 2004). Ce sont des dispositifs dans lesquels on ex-
ploite la phase quantique de l’assemblée de particules – les paires de Co-
oper pour les jonctions supraconductrices – pour fabriquer un interféro-
mètre. Comme bien souvent en physique, la possibilité d’exploiter des in-
terférences procure une très grande sensibilité à un paramètre extérieur, en
l’occurrence le champ magnétique dans le cas supraconducteur.

Nous commencerons ce chapitre par la présentation des SQUIDs supra-
conducteurs, en expliquant comment la présence d’un champ magnétique
vient modifier le formalisme mis en place dans les chapitres précédents.
Nous nous intéresserons à un anneau sur lequel on a placé deux jonctions
Josephson (figure VI.1), et nous montrerons comment un signal d’interfé-
rence permet de mesurer le flux du champ à travers cet anneau.

Nous profiterons de cette présentation des SQUIDs supraconducteurs
pour faire un bref détour du côté des qubits supraconducteurs, qui sont
parmi les plateformes les plus prometteuses pour le traitement quantique
de l’information. Nous présenterons le principe de deux types de qubits,
la boîte à paires de Cooper et le transmon.

Nous passerons ensuite aux SQUIDs utilisant des fluides de particules
neutres : de l’hélium liquide ou des gaz d’atomes froids. Pour ces parti-
cules neutres, le rôle du champ magnétique est remplacé par une mise en
rotation du système. Nous décrirons une expérience réalisée avec de l’hé-

FIGURE VI.1. SQUID composé de deux jonctions identiques J et J ′ et alimenté
par un courant total Iext.

lium 3 superfluide en géométrie de type SQUID et qui a mis en évidence
la rotation terrestre. Nous terminerons avec quelques expériences menées
avec des atomes froids au cours des dix dernières années.

1 Le SQUID supraconducteur

Un SQUID supraconducteur est constitué d’un anneau supraconduc-
teur, sur lequel on a placé deux jonctions Josephson (figure VI.1). L’anneau
est plongé dans un champ magnétique extérieur B perpendiculaire à son

123



CHAPITRE VI. DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE § 1. Le SQUID supraconducteur

plan et on s’intéresse au courant total Iext (imposé de l’extérieur) pouvant
circuler dans ce dispositif. Pour modéliser ce système, nous allons com-
mencer par indiquer comment décrire le mouvement quantique de parti-
cules chargées (les paires de Cooper) dans un champ magnétique, en in-
sistant sur l’utilisation de quantités physiques invariantes de jauge. Nous
présenterons un second élément préliminaire, l’effet Meissner, se produi-
sant quand le supraconducteur utilisé est suffisamment épais : le champ
magnétique est alors "éjecté" du matériau et le courant dans la région cen-
trale du supraconducteur est négligeable. Nous aborderons ensuite le pro-
blème de l’anneau de la figure VI.1, d’abord en l’absence, puis en présence
des deux jonctions.

1-1 Champ magnétique et invariance de jauge

Considérons un champ magnétique statique B(r) pouvant être décrit
par le potentiel vecteur A(r) :

B = ∇×A . (VI.1)

L’hamiltonien d’une particule de masse m et de charge q dans le champ
magnétique est

Ĥ =
1

2m
[p̂− qA(r̂)]

2 (VI.2)

où r̂ et p̂ désignent les opérateurs position et impulsion de la particule,
avec leur action sur une fonction d’onde ψ(r) :

r̂ [ψ(r)] = r ψ(r) p̂ [ψ(r)] = −iℏ∇ψ(r) . (VI.3)

Pour un champ magnétique B donné, il existe une infinité de choix
possibles pour le potentiel vecteur A. Ces choix sont reliés entre eux par
une transformation de jauge, qui peut se mettre sous la forme suivante
(JACKSON 2012) :

A(r) −→ A′(r) = A(r) +∇χ(r) , (VI.4)

où χ(r) est une fonction scalaire que nous supposerons régulière. Pour
que les propriétés physiques déduites de l’équation de Schrödinger soient
inchangées dans cette transformation de jauge, on doit l’accompagner

d’un changement de la fonction d’onde décrivant la particule (COHEN-
TANNOUDJI, DIU et al. (1973), chapitre 3, et cours 2013-14, chapitre 1) :

ψ(r, t) −→ ψ′(r, t) = eiqχ(r)/ℏψ(r, t) . (VI.5)

L’opérateur vitesse se déduit de l’équation du mouvement

v̂ ≡ dr̂

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, r̂] , (VI.6)

ce qui donne

v̂ =
1

m
(p̂− qA(r̂)) . (VI.7)

On peut vérifier que la valeur moyenne de cet opérateur est bien une quan-
tité invariante de jauge, comme on l’attend pour toute grandeur physique.
Pour cela, prenons une fonction d’onde localisée spatialement (normali-
sable), mettons-la sous la forme ψ(r) =

√
ρ(r) eiθ(r) où ρ(r) désigne la den-

sité de probabilité au point r, et utilisons p̂ = −iℏ∇. On constate d’abord
que seul le gradient de la phase θ va jouer un rôle dans le calcul de ⟨v̂⟩ et
on peut mettre sa contribution sous la forme

⟨v⟩ = 1

m

∫
[ℏ∇θ(r)− qA(r)] ρ(r) d3r. (VI.8)

On peut proposer une interprétation physique simple pour ce résultat.
La quantité ⟨v⟩ est la moyenne de la vitesse locale

v(r) =
1

m
[ℏ∇θ(r)− qA(r)] (VI.9)

avec la densité de probabilité ρ(r). À partir de ce champ de vitesses, on
peut également définir la densité de courant électrique local

j(r) = qρ(r)v(r) . (VI.10)

On vérifie immédiatement que les formes (VI.9-VI.10) sont invariantes
quand on applique le double changement de jauge (VI.4-VI.5) :

∇θ(r)− q

ℏ
A(r) −→∇

ï
θ(r) +

qχ(r)

ℏ

ò
− q

ℏ
[A(r) +∇χ(r)] . (VI.11)
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FIGURE VI.2. Anneau supraconducteur comportant deux jonctions Josephson.

Dans ce qui va suivre, il sera important de toujours se ramener à des quan-
tités invariantes de jauge pour déterminer les propriétés physiques du sys-
tème. Par exemple, si on considère un élément de circuit C allant d’un point
b à un point a, l’intégrale de la quantité (VI.11) sur cet élément s’écrit :
∫

C

[
∇θ(r)− q

ℏ
A(r)

]
· dr = θ(a)− θ(b)− q

ℏ

∫

C
A(r) · dr [2π]. (VI.12)

La quantité invariante de jauge n’est donc pas la différence de phase "nue"
θ(a) − θ(b), mais cette différence corrigée par l’intégrale curviligne du po-
tentiel vecteur sur l’élément de circuit. Cette quantité dépendra de la forme
de C si un champ magnétique est présent.

1-2 Effet Meissner et longueur de pénétration

Dans cette partie, nous allons supposer que l’anneau supraconducteur
formant le SQUID a une forme torique, comme celle indiquée sur la figure
VI.2. Nous supposerons que le rayon r de la section du tore est suffisam-
ment grand pour que le champ magnétique sur le cercle médian du tore
(de rayonR) soit négligeable. Cette hypothèse n’est pas indispensable pour
décrire le fonctionnement d’un SQUID, mais elle simplifiera notablement
l’analyse. Mais pourquoi le champ magnétique peut-il considéré comme
négligeable au cœur d’un matériau supraconducteur?

Cet effet, appelé effet Meissner, résulte de l’utilisation conjointe des deux
expressions régissant l’établissement d’un courant dans ce système :

— Prenons une densité de charges ρs uniforme dans le supraconducteur.
La relation (VI.10) s’écrit donc

j(r) =
qρs
m

[ℏ∇θ(r)− qA(r)] (VI.13)

où q = −2e < 0 désigne la charge d’une paire de Cooper et m sa
masse.

— Par ailleurs, le champ magnétique B est lié à la densité de courant j
par l’équation d’Ampère statique :

∇×B(r) = µ0 j(r). (VI.14)

Les deux champs B et j sont donc couplés par ces deux équations et on
peut éliminer (par exemple) j au profit de B en prenant le rotationnel de
la première relation, ce qui donne l’équation de London :

∇× j(r) = −q
2ρs
m

B . (VI.15)

Reportons ce résultat dans la seconde relation. En utilisant ∇× (∇×B) =
∇(∇ ·B)−∇2B = −∇2B (puisque ∇ ·B = 0), on arrive à l’équation

∇2B =
1

λ2L
B avec λL =

…
m

µ0ρq2
. (VI.16)

La quantité λL est appelée longueur de pénétration de London. Prenons
pour simplifier une géométrie planaire, avec le demi-espace supraconduc-
teur côté x > 0 et un champ magnétique perpendiculaire à la surface
B = B(x)uz . L’équation (VI.16) devient à l’intérieur du supraconducteur
B′′ = B/λ2L, dont la solution bornée est B(x) = B0 exp(−x/λL). Le champ
B tend donc exponentiellement vite vers zéro à l’intérieur du supracon-
ducteur et il en va de même pour le courant j. L’annulation de B provient
de la compensation 1 entre le champ extérieur et celui créé par le courant
d’écrantage j qui circule parallèlement à la surface selon la direction y,
dans une nappe d’épaisseur effective λL.

En pratique, l’ordre de grandeur de λL est de quelques dizaines de na-
nomètres. C’est donc une distance grande devant les distances interato-
miques, mais généralement petite devant les dimensions typiques des fils

1. Côté x < 0, le champ appliqué Ba et le champ créé par la nappe de courant s’ajoutent
pour donner B0 = 2Ba.
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FIGURE VI.3. Anneau supraconducteur de rayon moyen R. Le rayon r de la
section de l’anneau est supposé petit devantR. L’anneau est plongé dans un champ
magnétique perpendiculaire à son plan. On note Φext = πR2B le flux créé par ce
champ.

supraconducteurs. Nous supposerons que c’est le cas du fil représenté en
figure VI.2 et nous poserons donc que le champ magnétique B et le courant
j sont nuls sur le cercle médian de rayon R à l’intérieur du tore.

1-3 Anneau supraconducteur et champ magnétique

Avant d’aborder le SQUID dans le paragraphe suivant, nous allons
considérer ici un simple anneau torique supraconducteur (donc sans jonc-
tion Josephson) de rayon moyen R (figure VI.3). Cet anneau est plongé
dans un champ magnétique B perpendiculaire à son plan, et il est donc
traversé par le flux Φext = πR2B. Nous supposons que le rayon r de la sec-
tion du tore est petit devant R, mais grand devant la longueur de London
λL de sorte que le champ B et le courant j sont négligeables sur le cercle
médian de rayon R.

Le relation (VI.13) intégrée le long de ce cercle médian devient :

0 = ℏ
∮

∇θ(r) · dr − q
∮

A(r) · dr (VI.17)

La fonction d’onde
√
ρs e

iθ(r) décrivant l’assemblée de paires doit être mo-

novaluée, ce qui impose
∮

∇θ(r) · dr = 2π n avec n ∈ Z. (VI.18)

Par ailleurs, l’intégrale de contour sur A se transforme en une intégrale de
surface du champ magnétique, égale au flux total Φ traversant l’anneau.
On a donc 0 = 2π nℏ− Φ ou encore :

Φ = nΦ0 avec Φ0 =
2πℏ
|q| . (VI.19)

Il est important de noter à ce stade que Φ désigne le flux total traversant
l’anneau, c’est-à-dire la somme du flux extérieur Φext et du flux LI généré
par le courant I circulant dans l’anneau, L désignant l’inductance de l’an-
neau :

Φ = Φext + LI. (VI.20)

Le supercourant I qui circule à la surface de l’anneau s’ajuste donc pour
que le flux total passant à travers l’anneau soit quantifié.

Quantification du fluxoïde. Si on ne souhaite pas faire l’approximation
d’un courant nul dans le cœur de l’anneau, la relation (VI.17) s’écrit :

µ0λ
2
L

∮
j(r) · dr = nΦ0 − Φ ⇔

∮
v(r) · dr =

h

m

Å
n− Φ

Φ0

ã
,

(VI.21)
relation appelée quantification du fluxoïde.

1-4 Le SQUID

Nous passons maintenant au cas d’un anneau comportant deux jonc-
tions Josephson J et J ′, comme représenté sur la figure VI.2. Nous définis-
sons les différences de phase aux bornes des deux jonctions sous la forme
invariante de jauge définie en (VI.12) :





φ = θ(a)− θ(b)− q

ℏ

∫ a

b

A · dr

φ′ = θ(a′)− θ(b′)− q

ℏ

∫ a′

b′
A · dr

(VI.22)
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FIGURE VI.4. Anneau supraconducteur avec une double jonction.

et nous allons montrer la relation entre le flux total traversant l’anneau et
les phases φ et φ′ :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φ

Φ0

ã
n ∈ Z (VI.23)

Nous supposons que la phase θ(x), où x représente l’abscisse curviligne le
long de l’anneau est bien définie en tout point x, en dehors des jonctions
elles-mêmes.

Pour prouver cette relation, partons de nouveau de la nullité du courant
défini en (VI.13) sur le cercle médian de l’anneau. Intégrons cette relation
sur les deux arcs de cercle aa′ et b′b en tournant dans le sens trigonomé-
trique :

0 =

Ç∫ a′

a

+

∫ b

b′

åï
ℏ
dθ

dx
− qA(x)

ò
dx (VI.24)

où nous avons projeté les vecteurs ∇θ et A sur le vecteur unitaire azimutal.
On peut simplifier cette relation en utilisant :

∫ a′

a

dθ

dx
dx = θ(a′)− θ(a) [2π]

∫ b

b′

dθ

dx
dx = θ(b)− θ(b′) [2π] (VI.25)

et Ç∫ a′

a

+

∫ b

b′

å
A(x)dx =

∮
A(x) dx−

Ç∫ a

b

+

∫ b′

a′

å
A(x) dx. (VI.26)

L’intégrale sur le contour complet
∮
A(x) dx est égale au flux Φ du champ

magnétique total à travers l’anneau, de sorte que (VI.24) peut se réécrire :

0 = ℏ(φ′ − φ)− qΦ+ 2πℏn n ∈ Z (VI.27)

ce qui n’est autre que (VI.23) puisque Φ0 = 2πℏ/|q|. Notons que cette
preuve n’utilise pas la valeur de θ(r) à l’intérieur même des jonctions J
et J ′, qui est une notion mal définie.

La relation (VI.23) verrouille entre elles les phases de deux jonctions
et elle joue un rôle central dans le fonctionnement d’un SQUID. Pour le
montrer, considérons la géométrie de cette figure VI.1 et relions le courant
Iext au flux extérieur Φext imposé sur l’anneau. Le courant Iext s’écrit

Iext = I + I ′ = Ic (sinφ+ sinφ′) , (VI.28)

où nous avons supposé pour simplifier que les deux jonctions avaient le
même courant critique. Une relation trigonométrique simple donne alors

Iext = Īc(Φ) sin φ̄ avec Īc(Φ) ≡ 2Ic cos

Å
π
Φ

Φ0

ã
(VI.29)

où nous avons posé

φ̄ ≡ 1

2
(φ+ φ′) . (VI.30)

L’équation (VI.29), Iext = Īc sin φ̄, peut être vue comme la relation usuelle
reliant courant et phase pour une jonction Josephson unique, mais avec
un courant critique Īc qui dépend du flux magnétique à travers le circuit.
La phase φ̄ caractérisant cette jonction "globale" est la moyenne des deux
phasesφ etφ′. La dépendance sinusoïdale de Īc vis-à-vis de Φ résulte d’une
interférence entre les deux chemins passant respectivement par la jonc-
tion A et la jonction B. L’argument πΦ/Φ0 du cosinus est égal à la phase
d’Aharonov–Bohm que l’on calcule pour une particule chargée circulant
dans cette géométrie (voir par exemple le cours 2013-14, Chap. 1, § 4, et
refs. in).
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A 1634 JAKLEVIC, LAMBE, MERCEREAU, AND SiLVER

Figure 1 is a reproduction (taken from an oscilloscope
face) of an actual I Upl-ot of one of these junctions. The
single particle tunneling curve first studied by Giaever
is evident, showing the sharp threshold at V=26 with
the current rising to the ohmic part of the characteristic.
The normal resistance of the junction is measured from
this portion of the trace. At U=O the Josephson super-
current is seen, which for this junction is 80% of theo-
retical magnitude. At the start of the tracing cycle, the
voltage across the junction remains at V=O until I, is
reached, at which time it switches to the normal curve
along the circuit load line and traces out this curve until
the voltage again reaches zero at which point it starts
over again in the Josephson regime, this time in the
negative direction. The most successful junctions ex-
hibited maximum currents greater than one-half the
predicted —',trhR„' with a few exceeding 90%%uo. When
shorts were present, the Giaever-type curve became
washed-out and the Josephson current could not be
reduced to zero by the application of a magnetic field.
For no junction did the maximum supercurrent exceed
the predicted value. In the initial testing of a junction,
it is necessary to cool it while shielding from the earth' s
magnetic field. Otherwise Aux is apparently trapped in
the films or junctions, severely attenuating the Joseph-
son current.
Multiple-junction structures were made following the

the above procedure and required. more elaborate mask-
ing techniques. The masks were made from 3-mil
stainless-steel sheet stock spot welded or epoxy-bonded
to aluminum frames. The insulation needed to create
the area separating the two films was built up with
multiple layers of Formvar, from 1 to 20 p, thick. On
occasion, collodian films were also used. A typical
test sample slide is shown in Fig. 6 which depicts a
completed double junction structure together with the
electrodes. These electrodes were of fired silver paint
(Englehard 32-A) through which the electrical leads
were connected to the sample.

Measurements were made with the sample immersed
in liquid helium whose temperature could be controlled
by a pressure regulated high-speed vacuum pump. A
standard Pyrex double Dewar container with 2-liter
capacity was used. A vacuum sealed cap was provided
for the Dewar through which shielded lead-throughs
carried the electrical leads down to the sample. A lead
cylinder with a diameter of 2—, in. and 7 in. length was
in place around the samples during measurements to
screen them from stray magnetic fields. The whole
Dewar was surrounded by a double-walled mu-metal
cylinder to provide for further shielding. The recording
traces of the maximum Josephson current versus the
applied magnetic field were obtained conveniently by
use of an ac averaging technique. A current source drives
the sample at 350 cps with a current amplitude always
exceeding the maximum possible Josephson current.
The voltage signal is amplified with a high-impedance
low-noise preamplifier. This voltage is detected with
a, full wave (or half-wave) phase sensitive detector. The
average dc signal output from this detector is introduced
on the Y axis of an X-V plotter, the Xaxis being driven
by the coil current producing the magnetic field. Be-
cause the magnitude of the maximum Josephson current
determines the relative time the interferometer voltage
remains at V=O, changes in the average dc signal are
proportional to the maximum Josephson current. This
is true for currents greater than about 100 pA. Below
this level the simple proportionality is lost and the
response is sublinear. However, such detail was not
considered of importance for the purposes of the experi-
ments reported here.
The small solenoids were constructed by closely wind-

ing a fine insulated copper wire around a beryllium-
copper core with the core providing the return path.
This was done on a small fixture designed to rotate the
core. One type was of 1-mil wire wound on a 3 mil core
giving an over-all diameter, including insulation, of
6 mils. A second size was similarly constructed of —, mil
wire around a 1 mil core, with an over-all diameter of
2.2 mils. These were made in batches of four or Inore
and within a given batch were identical in number of
turns and length of windings. The calibration was done

s . s
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pro.~6."",:Schematic of J.'a completed junction pair. A uniform
magnetic 6eld is applied parallel to the long dimension of the sub-
strate e. The Formvar insulator c is applied over the base tin 61m g
to mask out the junctions f and separate u from the second tin
Glm b.

Pro. 7. Experimental trace of I~,„versus magnetic field showing
interference and di6raction eBects. The field periodicity is 39.5
and 16 mG for A and 8, respectively. Approximate maximum
currents are 1 mA (A) and 0.5 mA (8). The junction separation
is 8'=3 mm and junction width m=0.S mm for both cases. The
zero o8set of A is due to a background magnetic Geld.

FIGURE VI.5. Variation du courant critique avec B dans un SQUID (maxima
de courant d’environ 1 mA). Les supraconducteurs sont notés a et b, la couche
d’isolant formant la barrière tunnel est désignée par c, et les deux jonctions par
f . La séparation entre les deux jonctions est de 3 mm et la largeur d’une jonction
est de 0.5 mm. La périodicité de ∼ 40mG est due au phénomène d’interférence
entre les deux jonctions décrit dans ce paragraphe. L’enveloppe en forme de sinus
cardinal s’explique par l’influence du champ magnétique sur chaque jonction, de
façon analogue à la figure d’interférences lumineuses avec deux fentes de largeur
non nulle. Figures adaptées de JAKLEVIC, LAMBE et al. (1965).

À ce stade, le flux Φ représente le flux total traversant l’anneau, somme
du flux extérieur et du flux généré par les courants I et I ′. En pratique,
pour les SQUIDs conçus pour détecter de faibles variations de flux magné-
tiques, on utilise des géométries telles que le flux maximal généré par le
courant dans l’anneau, ∼ LIc, soit petit devant le quantum de flux Φ0. La
contribution majeure à Φ est alors le flux extérieur Φext et on peut négliger
la contribution des courants I et I ′.

Par conséquent, si on impose le courant Iext et le flux extérieur Φext, la
variable φ̄ va s’ajuster pour que la relation Iext = Īc(Φext) sin φ̄ soit satis-
faite, ce qui est possible si le courant Iext ne dépasse pas la valeur Īc(Φext).
La très grande sensibilité des SQUIDs pour la mesure des champs magné-
tiques découle directement de cette expression. Pour un SQUID de surface
1mm2, un changement de B de 10−9 T suffit à changer l’argument du cosi-
nus de π/2 dans l’expression de Īc(Φ), donc passer du courant maximum
2Ic à un courant nul.

En pratique, les SQUIDs sont actuellement parmi les dispositifs les plus
performants pour détecter de faibles variations de champ magnétique,
en particulier quand une bande passante élevée est requise (jusqu’à 100
MHz) ; SCHMELZ, STOLZ et al. (2012) présentent ainsi un dispositif dont
la sensibilité atteint quelques 10−16 T pour un temps de mesure d’une se-
conde.

Les concurrents directs des SQUIDs sont les magnétomètres atomiques
mesurant une précession de Larmor. Ces derniers ont l’avantage de ne pas
requérir un environnement cryogénique et ils ont une exactitude qui peut
atteindre 10−10 T, bien meilleure que celle des SQUIDs. En revanche, leur
sensibilité pour détecter de faibles variations deB (à ne pas confondre avec
l’exactitude) n’est bonne qu’à faible fréquence, car leur bande passante est
inférieure à la centaine de Hz.
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2 Qubits supraconducteurs

2-1 Critères pour obtenir des qubits utilisables

Nous allons maintenant décrire très brièvement l’utilisation des
SQUIDs pour la réalisation de qubits, la brique élémentaire de tout pro-
cesseur quantique. Les différents critères pour disposer de qubits fiables
sont détaillés par DIVINCENZO (2000). Résumons-les ici :

— Il faut disposer d’un système quantique dont on peut restreindre la
dynamique à un espace de Hilbert de dimension 2, dont on écrit une
base possible {|a⟩ , |b⟩}. Tous les états "combinaison linéaire" de type
α |b⟩ + β |b⟩ avec α, β complexes tels que |α|2 + |β|2 = 1 doivent éga-
lement être accessibles. La dimension réelle de l’espace de Hilbert est
bien sûr beaucoup plus grande, voire infinie, et il faut donc que ces
états soient bien isolés du reste du spectre.

— Il faut que le temps de cohérence du système à deux niveaux soit long
devant le temps nécessaire pour effectuer des portes logiques. Le qubit
doit donc être bien isolé de son environnement.

— Il faut disposer d’un moyen pour l’initialiser dans un état connu, |0⟩
par exemple.

— Il faut disposer d’un moyen pour effectuer des transformations uni-
taires dans l’espace de Hilbert de dimension 2.

— Il faut disposer d’un moyen pour lire l’état du qubit dans une base
donnée, c’est-à-dire projeter l’état du qubit sur une base donnée,
{|a⟩ , |b⟩} par exemple.

— Il faut pouvoir coupler de manière contrôlée les qubits par paires pour
réaliser des portes logiques à deux qubits.

Nous allons considérer (sans souci d’exhaustivité) deux réalisations de
qubits à partir de jonctions supraconductrices, en nous restreignant aux
premiers critères de cette liste, portant sur la production de qubits isolés.
Nous allons nous concentrer sur la boîte à paires de Cooper, qui a consti-
tué la première démonstration expérimentale de la cohérence pour un qu-
bit supraconducteur, puis sur le transmon, son descendant direct, qui est
l’ingrédient le plus utilisé actuellement dans les processeurs quantiques.
D’autres types de qubits supraconducteurs, pour certains toujours dans la
course vers l’ordinateur quantique, sont par exemple :

out signal for the quantum state of the qubit. However,
it requires a longer ‘‘measurement time’’ until the noisy
signal resolves different qubit states. Finally, on the still
longer ‘‘mixing time’’ scale, the measurement process
itself destroys the information about the initial quantum
state.

Many results and observations made in the context of
the normal-state single-electron transistor also apply to
other physical systems, e.g., a superconducting SET
(SSET) coupled to a charge qubit (Averin, 2000b; Cottet
et al., 2000) or a dc SQUID monitoring as a quantum
magnetometer the state of a flux qubit (see, for example,
Mooij et al., 1999; Averin, 2000b; Friedman et al., 2000).
The results can also be compared to the nonequilibrium
dephasing processes discussed theoretically (Aleiner
et al., 1997; Gurvitz, 1997; Levinson, 1997) and demon-
strated experimentally by Buks et al. (1998).

One of the motivations for quantum-state engineering
with Josephson devices is their potential application as
logic devices and quantum computing. By exploiting the
massive parallelism of the coherent evolution of super-
positions of states, quantum computers could perform
certain tasks that no classical computer could do in ac-
ceptable times (Bennett, 1995; DiVincenzo, 1995;
Barenco, 1996; Aharonov, 1998). In contrast to the de-
velopment of physical realizations of qubits and gates,
i.e., the ‘‘hardware,’’ the theoretical concepts of quan-
tum computing, the ‘‘software,’’ are already rather ad-
vanced. As an introduction, and in order to clearly de-
fine the goals, we present in Appendix A an ideal model
Hamiltonian with sufficient control to perform all the
needed manipulations. (We note that the Josephson-
junction devices come rather close to this ideal model.)
In Appendix B we show by a few representative ex-
amples how these manipulations can be combined for
useful computations.

Various other physical systems have been suggested
as possible realizations of qubits and gates. They are
discussed in much detail in a recent Fortschritte der
Physik special issue entitled Experimental Proposals for
Quantum Computation (Braunstein and Lo, 2000). In
some systems quantum manipulations of a few qubits
have already been demonstrated experimentally. These
include ions in electromagnetic traps manipulated by la-
ser irradiation (Cirac and Zoller, 1995; Monroe et al.,
1995), nuclear magnetic resonance (NMR) on ensembles
of molecules in liquids (Cory et al., 1997; Gershenfeld
and Chuang, 1997) and cavity QED systems (Turchette
et al., 1995). In comparison, solid-state devices, including
the mentioned Josephson systems, are more easily em-
bedded in electronic circuits and scaled up to large reg-
isters. Ultrasmall quantum dots with discrete levels and,
in particular, spin degrees of freedom embedded in
nanostructured materials are candidates as well. They
can be manipulated by tuning potentials and barriers
(Kane, 1998; Loss and DiVincenzo, 1998). Because of
the difficulties of controlled fabrication, their experi-
mental realization is still at a very early stage.

II. JOSEPHSON CHARGE QUBIT

A. Superconducting charge box as a quantum bit

In this section we describe the properties of low-
capacitance Josephson junctions, in which the charging
energy dominates over the Josephson coupling energy,
and discuss how they can be manipulated in a quantum-
coherent fashion. Under suitable conditions they pro-
vide physical realizations of qubits with two states dif-
fering by one Cooper pair charge on a small island. The
necessary one-bit and two-bit gates can be performed by
controlling applied gate voltages and magnetic fields.
Different designs will be presented that differ not only
in complexity, but also in the accuracy and flexibility of
the manipulations.

The simplest Josephson-junction qubit is shown in
Fig. 1. It consists of a small superconducting island
(‘‘box’’) with n excess Cooper-pair charges (relative to
some neutral reference state), connected by a tunnel
junction with capacitance CJ and Josephson coupling en-
ergy EJ to a superconducting electrode. A control gate
voltage Vg is coupled to the system via a gate capacitor
Cg . Suitable values of the junction capacitance, which
can be fabricated routinely by present-day technologies,
are in the range of femtofarad and below, CJ!10!15 F,
while the gate capacitances can be chosen still smaller.
The relevant energy scale, the single-electron charging
energy EC"e2/2(Cg"CJ), which depends on the total
capacitance of the island, is then in the range of a
Kelvin2 or above, EC#1 K. The Josephson coupling en-
ergy EJ is proportional to the critical current of the Jo-
sephson junction (see, for example, Tinkham, 1996).
Typical values considered here are in the range of 100
mK.

We choose a material such that the superconducting
energy gap $ is the largest energy in the problem, larger
even than the single-electron charging energy. In this

2Throughout this review we frequently use temperature units
for energies.

FIG. 1. A Josephson charge qubit in its simplest design formed
by a superconducting single-charge box.
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!↓!, respectively. Then switching the system suddenly to
the degeneracy point for a time "t and back produces a
rotation in spin space,

U1-bit#$%!exp" i
$

2
&x#!" cos

$

2
i sin

$

2

i sin
$

2
cos

$

2
# , (2.9)

where $!EJ"t/' . Depending on the value of "t , a spin
flip can be produced or, starting from !0!, a superposi-
tion of states with any chosen weights can be reached.
[This is exactly the operation performed in the experi-
ments of Nakamura et al., (1999); see Sec. II.D.] Simi-
larly, a phase shift between the two logical states can be
achieved by changing the gate voltage ng for some time
by a small amount, which modifies the energy difference
between the ground and excited states.

Several remarks are in order:

(1) Unitary rotations by Bx and Bz are sufficient for all
manipulations of a single qubit. By using a sequence
of no more than three such elementary rotations we
can achieve any unitary transformation of a qubit’s
state.

(2) The example presented above, with control of Bz
only, provides an approximate spin flip for the situ-
ation in which the idle point is far from degeneracy
and EC"EJ . But a spin flip in the logical basis can
also be performed exactly. We must switch from the
idle point ( idle to the point where the effective mag-
netic field is orthogonal to the idle one, (!( idle
#)/2. This changes the Hamiltonian from H
!$ 1

2 "E(( idle)*z to H!$ 1
2 "E(( idle#)/2)*x . To

achieve this, the dimensionless gate charge ng
should be increased by EJ /(4EC sin 2(idle). For the
limit discussed above, ( idle%1, this operating point is
close to the degeneracy point, (!)/2.

(3) An alternative way to manipulate the qubit is to use
resonant pulses, i.e., ac pulses with frequency close
to the qubit’s level spacing. We do not describe this
technique here as it is well known from NMR meth-
ods.

(4) So far we have been concerned with the time depen-
dence during elementary rotations. However, fre-
quently the quantum state should be kept un-
changed for some time, for instance, while other
qubits are manipulated. Even in the idle state, (
!( idle , because the energies of the two eigenstates
differ, their phases evolve relative to each other.
This leads to coherent oscillations, typical for a
quantum system in a superposition of eigenstates.
We have to keep track of this time dependence with
high precision and, hence, of the time t0 from the
very beginning of the manipulations. The time-
dependent phase factors can be removed from the
eigenstates if all the calculations are performed in
the interaction representation, with the zero-order
Hamiltonian being the one at the idle point. How-
ever, the price for this simplification is an additional

time dependence in the Hamiltonian during opera-
tions, introduced by the transformation to the inter-
action representation. This point has been discussed
in more detail by Makhlin et al. (2000b).

(5) The choice of the qubit’s logical basis is by no means
unique. As follows from the preceding discussion,
we can perform x and z rotations in the charge ba-
sis, !↑! , !↓!, which provides sufficient tools for any
unitary operation. On the other hand, since we can
perform any unitary transformation, we can choose
any other basis as a logical basis as well. The Hamil-
tonian at the idle point is diagonal in the eigenbasis
(2.7), while the controllable part of the Hamiltonian,
the charging energy, favors the charge basis. The
preparation procedure (thermal relaxation at the
idle point) is more easily described in the eigenbasis,
while coupling to the meter (see Sec. V) is diagonal
in the charge basis. So the choice of the logical states
remains a matter of convention.

(6) A final comment concerns normal-metal single-
electron systems. While they may serve as classical
bits and logic devices, they are ruled out as potential
quantum logic devices. The reason is that, due to the
large number of electron states involved, their phase
coherence is destroyed in the typical sequential tun-
neling processes.

B. Charge qubit with tunable coupling

A further step towards the ideal model (A1), in which
the tunneling amplitude (x component of the field) is
controlled as well, is the ability to tune the Josephson
coupling. This is achieved by the design shown in Fig. 3,
where the single Josephson junction is replaced by two
junctions in a loop configuration (Makhlin et al., 1999).
This dc SQUID is biased by an external flux +x , which
is coupled into the system through an inductor loop. If
the self-inductance of the SQUID loop is low (Tinkham,

FIG. 3. A charge qubit with tunable effective Josephson cou-
pling. The single Josephson junction is replaced by a flux-
threaded SQUID. The flux in turn can be controlled by a
current-carrying loop placed on top of the structure.
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FIGURE VI.6. Gauche : boîte à paires de Cooper simple. Droite : boîte à paires
de Cooper à deux jonctions, permettant de disposer d’un EJ(Φ) ajustable. Figures
extraites de MAKHLIN, SCHÖN et al. (2001).

— les qubits de chat (MIRRAHIMI, LEGHTAS et al. 2014 ; GRIMM,
FRATTINI et al. 2020), utilisés notamment par Alice & Bob et par Ama-
zon ;

— le fluxonium (MANUCHARYAN, KOCH et al. 2009 ; KOCH,
MANUCHARYAN et al. 2009), utilisé par exemple par Atlantic
Quantum;

— les qubits de phase (MARTINIS, NAM et al. 2002 ; STEFFEN, ANSMANN

et al. 2006), qui utilisent le potentiel en "planche à laver" décrit aux
chapitres précédents.

— les qubits de flux (MOOIJ, ORLANDO et al. 1999 ; VAN DER WAL, TER

HAAR et al. 2000 ; FRIEDMAN, PATEL et al. 2000) qui peuvent être
considérés comme des ancêtres du fluxonium.

2-2 La boîte à paires de Cooper

Un exemple spectaculaire d’utilisation d’un SQUID dans ce contexte
concerne la réalisation des premiers qubits supraconducteurs cohérents
(NAKAMURA, PASHKIN et al. 1999). Cette réalisation utilise la notion de
boîte à paires de Cooper, proposée par BOUCHIAT, VION et al. (1998). Dans
sa version de base, cette boîte utilise une seule jonction Josephson, comme
représenté sur la figure VI.6, gauche. Elle est constituée d’une petite île su-
praconductrice connectée à un réservoir supraconducteur par une jonction
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Josephson de capacité CJ et d’énergie EJ . La tension de grille Vg est appli-
quée via la capacité Cg . Le paramètre de contrôle est la charge de grille :

ng ≡
CgVg
2e

. (VI.31)

Traitons quantiquement le nombre n de paires de Cooper et la phase φ
entre les deux côtés de la jonction. L’hamiltonien s’écrit :

Ĥ(ng) =
EC

2
(n̂− ng)

2 − EJ cos φ̂ (VI.32)

avec EC = (2e)2/(CJ + Cg). Dans cette expression de Ĥ , n̂ est l’opérateur
nombre de paires de Cooper supraconductrice sur l’île et la construction
des opérateurs e±iφ̂ a été détaillée au chapitre précédent. Rappelons le ré-
sultat 2 :

cos φ̂ =
1

2

∑

n

(|n+ 1⟩ ⟨n|+ |n⟩ ⟨n+ 1|) (VI.33)

Ce traitement quantique est nécessaire du fait de la faible valeur de la capa-
cité CJ +Cg , de sorte que l’énergie de charge EC est grande 3 devant kBT :
les fluctuations thermiques de n sont donc très réduites et les fluctuations
quantiques jouent un rôle important.

La boîte à paires de Cooper opère dans le régime EJ ≪ EC (typique-
ment EJ/EC ∼ 0.1), c’est-à-dire dans le régime de Fock selon la termino-
logie du chapitre précédent. Commençons par préciser les états propres et
les énergies propres de Ĥ pour EJ = 0, puis traitons EJ comme une petite
perturbation.

Sans le terme EJ , les états propres de (VI.32) sont les états à nombre
bien défini de paires de Cooper , que nous notons |n⟩ (avec n ∈ Z). Plus
précisément, n désigne le nombre de paires en excès ou en défaut par
rapport à l’état fondamental pour Vg = 0. Les niveaux d’énergie sont

2. Pour des jonctions supraconductrices, la définition eiφ̂ =
∑

n |n+ 1⟩ ⟨n| présente un
signe opposé à celui trouvé pour des atomes au chapitre précédent. Cela résulte de la défi-
nition du courant intervenant dans la première relation de Josephson I = Ic sinφ. En effet,
l’équation de Heisenberg donnant l’évolution de n̂ s’écrit dn̂

dt
= i

ℏ [Ĥ, n̂] = −EJ
ℏ sin φ̂, dont

on déduit le courant traversant la jonction −2e ˙̂n.
3. Pour l’expérience de NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999), EC ∼ 1meV, EJ varie entre

0 et 80µeV et kBT ∼ 3µeV.
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FIGURE VI.7. Premiers niveaux d’énergies de l’hamiltonien (VI.32) pour EJ =
0 (bleu tireté) et pour EJ = 0.04EC (trait plein rouge).

des paraboles indexées par la valeur de n (figure VI.7, trait bleu tireté) :
En(ng) =

EC

2 (n−ng)2. Ces paraboles se croisent aux valeurs demi-entières
de ng . Dans ce qui suit, nous allons nous concentrer sur le croisement entre
E0(ng) et E1(ng), se produisant pour ng = 1/2.

En nous restreignant aux deux états |0⟩ et |1⟩ pour ng ≈ 1/2, on isole
ainsi un système à deux niveaux d’hamiltonien :

Ĥeff =
EC

8
− 1

2
[ϵ(Vg)σ̂z + EJ σ̂x] avec ϵ(Vg) ∝ (ng − 1/2) . (VI.34)

Ce système à deux niveaux constitue le qubit recherché et ses énergies
propres sont représentées sur la figure VI.8 en traits pleins ; ses états
propres à résonance (ng = 1/2) sont :

|±⟩ = 1√
2
(|0⟩ ± |1⟩) E± =

EC

8
± EJ

2
. (VI.35)

L’isolation (souvent appelée anharmonicité) de ce sous-système à deux ni-
veaux est excellente puisque les niveaux les plus proches sont ceux issus de
la paire {|−1⟩ , |2⟩}. Leur énergie vaut ≈ 9

8EC pour ng = 1/2, de sorte que
leur écart avec la multiplicité {|+⟩ , |−⟩} est bien supérieur à l’écart entre
|+⟩ et |−⟩ eux-mêmes (rappelons que nous avons pris EC ≫ EJ ).

La question se pose alors du contrôle de l’énergie EJ et de sa repro-
ductibilité. La possibilité de scinder la jonction Josephson en deux, avec un
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
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FIGURE VI.8. Premiers niveaux d’énergies de l’hamiltonien (VI.32) pour EJ =
0 (bleu tireté) et pourEJ = 0.04EC (trait plein rouge) au voisinage de ng = 1/2.

flux Φ contrôlé, permet de répondre à ce besoin (figure VI.6, droite). Cette
approche a été mise en œuvre par NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999). L’île
supraconductrice utilisée avait une taille de 700 × 50 × 15nm et contenait
∼ 108 électrons de conduction.

Pour étudier la fiabilité et l’accordabilité de ce qubit, on utilise le proto-
cole suivant : on prépare le qubit hors résonance dans l’état |0⟩ ; on amène
soudainement le système à résonance (ng = 1/2) par un changement de la
tension Vg , puis on le laisse évoluer pendant un temps t :

|ψ(t)⟩ = 1√
2

Ä
|+⟩ e−iEJ t/ℏ + |−⟩ eiEJ t/ℏ

ä
= cos(EJ t/ℏ) |0⟩ − i sin(EJ t/ℏ) |1⟩ .

(VI.36)

On rebascule enfin la tension vers une valeur pour laquelle les états propres
sont en bonne approximation |0⟩ et |1⟩. La paire présente quand le qubit est
dans l’état |1⟩ est évacuée dans un circuit auxiliaire.

En répétant l’expérience avec un taux élevé (60 MHz), on génère un
courant dans ce circuit auxiliaire, dont l’amplitude est proportionnelle à
la probabilité d’occupation sin2(EJ t/ℏ) de l’état |1⟩ (figure VI.9). On a ainsi
directement accès à la fréquence EJ/h, dont on peut vérifier qu’elle varie
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FIGURE VI.9. Mesure de la probabilité pour trouver le qubit dans l’état |2⟩
en fonction du temps [cf. (VI.36)]. Insert : variation de l’énergie EJ (déduite
de la période d’oscillation) en fonction du flux Φ appliqué. Figure extraite de
NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999).

selon la loi attendue en cos(πΦ/Φ0) (figure VI.9, insert).

Les performances de la boîte à paires de Cooper ont ensuite été signi-
ficativement améliorées, en particulier en termes de temps de cohérence,
par VION, AASSIME et al. (2002), en passant à un régime où EJ et EC sont
comparables (dispositif appelé quantronium).

2-3 Le transmon

Un point faible de la boîte à paires de Cooper telle que nous l’avons
décrite ci-dessus est sa grande sensibilité au bruit de charge : si ng fluctue
dans le temps, la position des niveaux d’énergies des deux états propres,
combinaisons linéaires de |0⟩ et |1⟩, est directement affectée dès qu’on se
place en dehors du point particulier (sweet spot) ng = 1/2.
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qubits. Amazingly, the transmon can at the same time in-
crease the strength of electrical coupling between qubits, or
between a qubit and a transmission line cavity serving as a
bus.

Although the transmon has an EJ /EC ratio in between that
of typical charge qubits and typical phase qubits, it is impor-
tant to emphasize that the transmon is very different from
both the CPB and phase qubits, including the capacitively
shunted phase qubit proposed recently by Steffen et al. !17".
In the transmon, it is the natural anharmonicity of the cosine
potential which allows qubit operations, whereas in the phase
qubit, the EJ /EC ratio is so large that the required anharmo-
nicity can only be restored by driving a current I very close
to IC through the system, creating a washboard potential, see
Refs. !5–7" for recent reviews. The device presented in Ref.
!17" operated at an energy ratio of EJ /EC#2!104, whereas
the transmon will typically involve ratios of the order of
several tens up to several hundreds and is operated without
the need for any dc connections to the rest of the circuit.
Thus, the transmon is a new type of superconducting qubit
that should fix the main weakness of the CPB by featuring an
exponential gain in the insensitivity to charge noise. The fa-
vorable insensitivity of CPBs to other noise sources such as
critical current and flux noise is maintained $and further im-
proved% in the transmon system, rendering it a very promis-
ing candidate for the next generation of qubits. A comple-
mentary proposal for using a capacitor to modify the EJ /EC
ratio in superconducting flux qubits is put forward in Ref.
!18".

The outline of the paper is as follows. In Sec. II A, we
introduce the transmon and its effective quantum circuit. The
solution of the corresponding Schrödinger equation and an
analysis of its asymptotics enable a quantitative discussion of
the charge dispersion and the anharmonicity in Secs. II B and
II C, respectively. Section II D compares the transmon to
phase qubits, and Sec. II E provides additional information
about the flux degree of freedom in the split transmon, and
the role of asymmetry in the two Josephson junctions. The
circuit quantum electrodynamics $circuit-QED% physics !19"
of the transmon is investigated in Sec. III, where we show
that despite the smallness of the charge dispersion, the trans-
mon is expected to reach the strong-coupling limit of circuit
QED. That is, we show that even though the transmon en-
ergy levels are insensitive to low frequency voltages, transi-
tions between levels can strongly be driven by resonant ra-
diation. We discuss in detail the modifications of the
dispersive limit and the Purcell effect due to the increased
EJ /EC ratio. Sections IV and V are devoted to the investiga-
tion of noise in the transmon system and its projected effect
on relaxation $T1% and dephasing $T2% times. We conclude
our paper with a summary and a comprehensive comparison
of the transmon with existing superconducting qubits in Sec.
VI.

II. FROM THE COOPER PAIR BOX TO THE TRANSMON

A. Model

In close resemblance to the ordinary CPB $see, e.g., Ref.
!6"%, the transmon consists of two superconducting islands

coupled through two Josephson junctions, but isolated from
the rest of the circuitry. This dc-SQUID setup allows for the
tuning of the Josephson energy EJ=EJ,max &cos$"# /#0%& by
means of an external magnetic flux #. For simplicity, we
initially assume that both junctions are identical. $The dis-
cussion of the general case including junction asymmetry is
postponed until Sec. II E.% Schematics of the device design
and the effective quantum circuit for the transmon are de-
picted in Fig. 1.

As usual, the effective offset charge ng of the device, mea-
sured in units of the Cooper pair charge 2e, is controlled by
a gate electrode capacitively coupled to the island such that
ng=Qr /2e+CgVg /2e. Here Vg and Cg denote the gate voltage
and capacitance, respectively, and Qr represents the
environment-induced offset charge.

The crucial modification distinguishing the transmon from
the CPB is a shunting connection of the two superconductors
via a large capacitance CB, accompanied by a similar in-
crease in the gate capacitance Cg. As shown in Appendix A,
the effective Hamiltonian can be reduced to a form identical
to that of the CPB system !20",

Ĥ = 4EC$n̂ − ng%2 − EJ cos $̂ . $2.1%

It describes the effective circuit of Fig. 1$a% in the absence of
coupling to the transmission line $i.e., disregarding the reso-
nator mode modeled by Lr and Cr%, and can be obtained from
an analysis of the full network of cross capacitances as pre-
sented in Appendix A. The symbols n̂ and $̂ denote the num-

FIG. 1. $Color online% $a% Effective circuit diagram of the trans-
mon qubit. The two Josephson junctions $with capacitance and Jo-
sephson energy CJ and EJ% are shunted by an additional large ca-
pacitance CB, matched by a comparably large gate capacitance Cg.
$b% Simplified schematic of the transmon device design $not to
scale%, which consists of a traditional split Cooper pair box, shunted
by a short $L#% /20% section of twin-lead transmission line, formed
by extending the superconducting islands of the qubit. This short
section of line can be well approximated as a lumped-element ca-
pacitor, leading to the increase in the capacitances Cg1, Cg2, and CB!
and hence in the effective capacitances CB and Cg in the circuit.

KOCH et al. PHYSICAL REVIEW A 76, 042319 $2007%

042319-2

FIGURE VI.10. Principe du circuit du transmon. On retrouve les ingrédients
de la boîte à paires de Cooper, avec la capacité supplémentaire CB dont la grande
valeur permet d’abaisser considérablement la valeur de EC pour passer dans le
régime Josephson (EC < EJ ). Figure adaptée de KOCH, YU et al. (2007).

Le transmon 4, proposé et réalisé par KOCH, YU et al. (2007) et
SCHREIER, HOUCK et al. (2008), permet de remédier à ce problème au prix
d’une diminution de l’anharmonicité. Son schéma de base reste similaire
à celui de la boîte à paires de Cooper, mais la capacité intervenant dans la
définition deEC est fortement augmentée, pour atteindre le régime opposé
à celui étudié plus haut : EJ ≫ EC (régime de Josephson). On garde donc
l’hamiltonien

Ĥ(ng) =
EC

2
(n̂− ng)

2 − EJ cos φ̂ (VI.37)

mais on doit chercher ses états et énergies propres dans un régime de pa-
ramètres radicalement différent de celui étudié en § 2-2.

Pour cela, il est intéressant de faire un parallèle entre ce problème et le
mouvement d’une particule de masse m en mouvement (à une dimension)
dans le potentiel périodique V (x) = −V0 cos(kx). Comme on a affaire à
un potentiel périodique, on sait que l’on peut chercher les états propres de
l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
− V0 cos(kx̂) avec [x̂, p̂] = iℏ (VI.38)

sous forme de fonctions de Bloch indexées par le quasi-moment q

ψq(x) = eiqxuq(x) , (VI.39)

4. acronyme pour transmission line shunted plasma oscillation qubit.

où la fonction uq(x) est périodique, de période 2π/k. L’équation vérifiée
par uq(x) s’écrit

Ĥper(q)uq(x) = E(q)uq(x) (VI.40)

avec l’hamiltonien périodique

Ĥper(q) =
1

2m
(p̂+ ℏq)2 − V0 cos(kx̂) [x̂, p̂] = iℏ. (VI.41)

Les deux problèmes sont donc formellement identiques, la variable ng

jouant le rôle du quasi-moment q. Plus précisément, on peut introduire
les quantités sans dimension X = kx, P = p/ℏk, Q = q/k, pour récrire
(VI.41) sous la forme

Ĥ(Q) = Erec(P̂ +Q)2 − V0 cos X̂ avec [X,P ] = i (VI.42)

et avec l’énergie de recul Erec = ℏ2k2/2m. Sous cette forme, on voit que la
boîte à paires de Cooper étudiée en § 2-2 correspond aux régimes des liai-
sons faibles pour notre particule fictive (V0 ≪ Erec) alors que le transmon
correspond au régime des liaisons fortes (V0 ≫ Erec) [cf. cours 2012-13,
Chap. 2].

Nous donnons en figure VI.11 le spectre de l’hamiltonien (VI.37) pour
quatre valeurs du rapport EJ/EC . On trouve comme prévu des bandes
d’énergie, qui deviennent de plus en plus fines quand le rapport EJ/EC

(équivalent à V0/Erec) augmente. La largeur d’une bande décroît exponen-
tiellement vite avec ce rapport ; elle est en effet reliée au couplage tunnel
entre deux minima adjacents du potentiel V (x).

Cette variation exponentiellement rapide représente l’avantage majeur
du transmon par rapport à la boîte à paires de Cooper étudiée en § 2-2 : la
sensibilité vis-à-vis des fluctuations de ng est exponentiellement réduite.
Pour cette raison, le transmon est actuellement l’élément privilégié par plu-
sieurs compagnies privées cherchant à réaliser un ordinateur quantique
à base de qubits supraconducteurs (IBM, Google, Rigetti, Intel, Oxford
Quantum Circuits,. . .).

Dans la limite EJ ≫ EC , l’écart entre les deux bandes les plus basses,
donné par

√
EJEC , se déduit (pour la particule fictive) de la fréquence

d’oscillation au voisinage d’un minimum de V0. Pour la jonction Joseph-
son, cette fréquence correspond à celle de l’oscillation plasma. L’anharmo-
nicité des niveaux d’énergie est caractérisée par la différence entre les tran-
sitions "bande 0 → bande 1" et "bande 1 → bande 2". Pour les transmons
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FIGURE VI.11. Spectre de l’hamiltonien (VI.37) pour EJ/EC = 0.25, 1, 4, 9.

utilisés dans les processeurs quantiques de type Sycamore (Google), on a
ω0→1/2π ∼ 6GHz et une anharmonicité ∼ 0.2GHz.

Remarque. Comme indiqué plus haut, le SQUID permet ici d’accorder la
valeur de EJ , ce qui utile pour amener deux qbits en résonance et réali-
ser une porte logique entre eux, par exemple. Chaque qubit dispose donc
d’une boucle de courant permettant d’ajuster le flux local. Toutefois, cette
accordabilité a un prix : l’exposition au bruit de flux magnétique. C’est
pourquoi certaines plateformes à base de transmons privilégient à l’heure
actuelle des qubits avec une seule jonction Josephson.

3 Modélisation d’un SQUID atomique

Le fonctionnement d’un SQUID supraconducteur est directement lié au
champ magnétique dans lequel il est plongé. Pour des atomes neutres,
cette sensibilité au champ magnétique disparaît, mais on peut retrouver
des phénomènes physiques équivalents grâce à des champs de jauge arti-
ficiels.

Nous avons consacré dans le passé deux cours à cette simulation du
magnétisme orbital pour des atomes neutres (2013-14 et 2017-18). Parmi
les différentes voies dégagées dans ces cours, nous allons nous concentrer
ici sur la plus simple : la mise en rotation du système. L’analogie avec le
magnétisme est alors bien claire, car elle tire parti de la structure mathéma-
tique identique de la force de Lorentz pour une particule chargée, qv ×B,
et de la force de Coriolis, 2mv ×Ω.

3-1 Référentiel en rotation

Considérons pour commencer une particule quantique évoluant sous
l’effet de l’hamiltonien

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂) . (VI.43)

Le potentiel V (r) est supposé indépendant du temps et l’hamiltonien est
écrit dans un référentiel inertiel : nous pouvons donc utiliser le formalisme
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habituel de l’équation de Schrödinger. Notons que nous prenons ici une
particule unique, mais ce qui suit se généralise sans difficulté à une assem-
blée de particules en interaction.

Supposons maintenant que les sources créant le potentiel V (r) sont
mises en rotation autour de l’axe z à vitesse angulaire Ω constante. Ces
sources peuvent être les parois du récipient contenant de l’hélium liquide,
les faisceaux laser piégeant des particules, ou encore les bobines magné-
tiques réalisant un piège à atomes. Leur nature n’est pas importante ici, le
seul point à retenir est que le potentiel ressenti par notre particule dépend
désormais explicitement du temps. Dans cette mise en rotation, le potentiel
initial V (r) devient :

W (r, t) = V [x cos(Ωt) + y sin(Ωt),−x sin(Ωt) + y cos(Ωt), z] (VI.44)

Nous devons donc traiter un problème dépendant du temps dans le
référentiel inertiel, ce qui complique l’analyse. Toutefois, il est possible de
se ramener à un problème indépendant du temps en nous plaçant dans
le référentiel tournant. Ce changement de référentiel se fait en utilisant la
transformation unitaire générée par l’opérateur

Û(t) = exp(iΩtL̂z/ℏ) (VI.45)

où la composante L̂z de l’opérateur moment cinétique s’écrit en coordon-
nées cylindriques (ρ, ϕ, z) :

L̂z = x̂p̂y − ŷp̂x = −iℏ ∂

∂ϕ
. (VI.46)

Pour vérifier que cette transformation correspond bien au changement de
référentiel attendu, considérons sa forme infinitésimale

Ωt≪ 1 : Û ≈ 1 +
i

ℏ
ΩtL̂z (VI.47)

et regardons la transformation de l’opérateur position :

r̂′ = Û r̂Û† ≈ r̂ +
i

ℏ
Ωt[L̂z, r̂] (VI.48)

dont on déduit

Ωt≪ 1 : x̂′ ≈ x̂− Ωty ŷ′ = ŷ +Ωtx̂ , (VI.49)

l’opérateur ẑ étant inchangé. Plus généralement, on peut montrer que :

Û [x̂ cos(Ωt) + ŷ sin(Ωt)] Û† = x̂ Û [−x̂ sin(Ωt) + ŷ cos(Ωt)] Û† = ŷ
(VI.50)

Ces deux relations correspondent bien au changement de référentiel re-
cherché ; plus précisément, l’opérateur r̂ après transformation correspond
à la position de la particule dans le référentiel tournant. De même, l’opé-
rateur p̂ après transformation est égal à −iℏ∇ où les dérivées sont main-
tenant prises par rapport aux positions dans le référentiel tournant. On
pourra consulter le cours 2013-14, chap. IV, § 1, pour une discussion dé-
taillée de cette transformation.

Dans cette transformation unitaire, l’état ψ̃ = Ûψ de la particule évolue
sous l’effet de l’hamiltonien

ˆ̃H = ÛĤÛ† + iℏ
dÛ

dt
Û† . (VI.51)

Le terme d’énergie cinétique est invariant par rotation, le terme lié au po-
tentiel W (r, t) se transforme en V (r) d’après ce qui précède, et on arrive
donc à :

ˆ̃H =
p̂2

2m
+ V (r̂)− ΩL̂z (VI.52)

Nous nous sommes donc bien ramenés à un hamiltonien indépendant du
temps, au prix d’une complication : le terme additionnel −ΩL̂z dans l’ha-
miltonien.

Une conséquence directe de ce terme est la modification de la relation
entre vitesse et impulsion. Alors que pour l’hamiltonien (VI.43) dans le
référentiel inertiel, on a p̂ = mv̂, nous trouvons maintenant

v̂ ≡ dr̂

dt
=

i

ℏ
[Ĥ, r̂] =

1

m
[p̂−A(r̂)] , (VI.53)

où le "potentiel vecteur" A est défini par

A(r) = mΩ× r avec Ω = Ωuz. (VI.54)

La structure de A est identique au potentiel vecteur généré par un champ
magnétique B = Buz uniforme quand on l’écrit en jauge symétrique :
A = 1

2B × r.
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On peut par ailleurs écrire l’hamiltonien (VI.52) sous la forme

ˆ̃H =
1

2m
[p̂−A(r̂)]

2
+ V (r̂)− 1

2
mΩ2(x2 + y2) (VI.55)

ce qui fait ainsi apparaître clairement le lien entre rotation et magnétisme :
le mouvement de notre particule dans le référentiel tournant est équivalent
à celui d’une particule de charge q dans le champ magnétique B tel que
qB = 2mΩ, pourvu que l’on ajoute au potentiel V (r) le potentiel centri-
fuge − 1

2mΩ2(x2 + y2). En d’autres termes, quand on passe dans le référen-
tiel tournant, on voit apparaît deux forces :

— la force de Coriolis 2mv×Ω de structure identique à la force de Lorentz
qv ×B ;

— la force centrifuge, qui n’a pas d’équivalent direct dans le cas magné-
tique.

Remarque : conditions aux limites périodiques ou distordues? Dans
l’approche qui précède, la transformation unitaire Û ne modifie pas les
conditions aux limites, qui restent périodiques vis-à-vis de la variable ϕ :
ψ(ρ, ϕ + 2π, z) = ψ(ρ, ϕ, z). Le passage dans le référentiel tournant se tra-
duit par l’ajout du terme −ΩL̂z à l’hamiltonien. Il est possible d’éliminer
ce terme −ΩL̂z par une deuxième transformation unitaire, le prix à payer
étant des conditions aux limites distordues : ψ(ρ, ϕ+ 2π, z) = eiγψ(ρ, ϕ, z),
avec γ = 2πmΩR2/ℏ (cf. cours 2023-24, chap. VI, § 2). Nous n’utiliserons
pas ce point de vue dans ce qui suit.

3-2 Anneau dans un référentiel tournant

Avant de passer au SQUID atomique, il est intéressant de reposer le
problème d’un anneau simple superfluide dans un référentiel en rotation
(figure VI.12). Considérons pour simplifier un anneau très fin de rayon R,
de sorte que la seule variable d’espace pertinente est l’angle azimutal ϕ.
Des particules circulent sur l’anneau et elles sont décrites par une fonction
d’onde macroscopique dont la phase est notée θ(ϕ).

Notons v la vitesse locale des particules. En utilisant un raisonnement
semi-classique de même nature que pour l’anneau supraconducteur, nous

trouvons en utilisant la relation (VI.53) entre impulsion et vitesse

mv = ℏ∇θ − A . (VI.56)

Par ailleurs, la fonction d’onde étant monovaluée, on trouve pour le poten-
tiel θ après intégration sur le contour

∮
∇θ · dr = 2π n avec n ∈ Z , (VI.57)

et pour le potentiel vecteur
∮

A · dr =

∫∫
(∇×A) d2r = 2mΩS , (VI.58)

où S désigne la surface de l’anneau : S = πR2. On trouve donc

∮
v · dr =

h

m

Å
n− Ω

Ω0

ã
avec Ω0 ≡

ℏ
mR2

(VI.59)

Cette relation est l’équivalent atomique de la quantification du fluxoïde
(VI.21) pour un anneau supraconducteur. Rappelons toutefois que la fré-
quence de rotation Ω est ici un paramètre imposé de l’extérieur alors que
le flux Φ figurant dans (VI.21) est une variable dynamique, somme du flux
extérieur et du flux généré par le courant circulant dans l’anneau.

Les états stationnaires sont obtenus pour une densité et une vitesse uni-
formes le long de l’anneau, de sorte que (VI.59) donne pour la vitesse du
superfluide dans le référentiel tournant :

v =
ℏ
mR

Å
n− Ω

Ω0

ã
= n

ℏ
mR
− ΩR . (VI.60)

Remarque. Dans l’expression (VI.59), v désigne la vitesse dans le référen-
tiel tournant. La vitesse dans le référentiel inertiel est v + ΩR de sorte que
cette expression (VI.59) exprime simplement la quantification de la circu-
lation de la vitesse en unité de h/m pourvu que l’on se place dans un ré-
férentiel inertiel. Le résultat (VI.60) obtenu pour une vitesse uniforme cor-
respond donc simplement à la vitesse (quantifiée) usuelle dans un référen-
tiel d’inertie, nℏ/mR, à laquelle on soustrait la vitesse locale du référentiel
tournant ΩR.
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FIGURE VI.12. Anneau superfluide dans un référentiel en rotation.

3-3 Principe du SQUID atomique

Passons maintenant au cas d’un SQUID atomique avec deux jonctions
J et J ′ (figure VI.13) placées sur un anneau, le tout étant étudié dans un
référentiel en rotation. Comme pour l’anneau simple, nous partons de la
relation

m

ℏ
v = ∇θ − 1

ℏ
A (VI.61)

que nous allons intégrer sur les deux portions C1 et C2 extérieures aux jonc-
tions. Nous considérons les nombres sans dimension

φCj
=
m

ℏ

∫

Cj

v · dr , j = 1, 2, (VI.62)

et nous obtenons

φC1
+ φC2

= θ(a′)− θ(a) + θ(b)− θ(b′)− 1

ℏ

∫

C1+C2

A · dr [2π] . (VI.63)

L’intégrale du potentiel vecteur peut se réécrire

∫

C1+C2

A · dr =

∮
A · dr −

Ç∫ a

b

+

∫ b′

a′

å
A · dr (VI.64)

FIGURE VI.13. Anneau superfluide avec deux jonctions Josephson dans un réfé-
rentiel en rotation.

où le premier terme fait apparaître comme en (VI.58) la quantité 2mΩS et
le second terme se regroupe avec les différences θ(a)− θ(b) et θ(a′)− θ(b′)
pour former les quantités invariantes de jauge

φ = θ(a)− θ(b)− 1

ℏ

∫ a

b

A ·dr φ′ = θ(a′)− θ(b′)− 1

ℏ

∫ a′

b′
A ·dr (VI.65)

On obtient alors la relation

φ− φ′ = 2π

Å
n− Ω

Ω0

ã
− (φC1

+ φC2
) (VI.66)

qui est à rapprocher de celle trouvée pour un SQUID supraconducteur :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φ

Φ0

ã
. (VI.67)

Dans le cas supraconducteur, Φ représente le flux total, somme du flux
imposé de l’extérieur Φext et du flux LI généré par le courant I circulant
dans l’anneau d’inductance L :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Φext

Φ0

ã
− |q|LI

ℏ
. (VI.68)

Dans le cas du fluide neutre en rotation, le terme φC1 + φC2 dans (VI.66)
joue un rôle similaire à la contribution du courant induit, et il est appelé
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inductance cinétique. La fréquence de rotation Ω, imposée de l’extérieur, joue
le même role que Φext.

Si l’inductance cinétique φC1 + φC2 est négligeable (ce que nous discu-
terons dans le paragraphe suivant), on trouve que la différence de phase
entre les deux jonctions est "verrouillée" (modulo 2π) par la relation :

φ− φ′ ≈ 2π

Å
n− Ω

Ω0

ã
. (VI.69)

La détermination du courant circulant dans le SQUID est donc inchangée
par rapport à ce que nous avons présenté en § 1-4. En particulier, le courant
total Iext circulant dans le SQUID se met sous la forme

Iext = Īc(Ω) sin φ̄ avec Īc(Ω) ≡ 2Ic cos

Å
π
Ω

Ω0

ã
(VI.70)

où φ̄ désigne la phase moyenne

φ̄ =
1

2
(φ+ φ′) . (VI.71)

3-4 L’inductance cinétique

La relation simple (VI.70) repose sur le fait que l’inductance cinétique
φC1 +φC2 qui apparaît dans (VI.66) est négligeable. Pour évaluer la validité
de cette approximation, nous allons considérer le cas simple où la densité
linéique du superfluide ρs est constante sur l’ensemble du circuit, en de-
hors des jonctions elles-mêmes où cette densité est bien sûr beaucoup plus
faible.

Dans cette hypothèse de densité uniforme, la vitesse de l’écoulement
superfluide est constante le long d’une branche de circuit. En notant I et
I ′ les courants de particules sur les demi-cercles supérieurs et inférieurs,
et v et v′ les vitesses correspondantes, on a I = ρsv et I ′ = ρsv

′. Le terme
d’inductance cinétique s’écrit alors

φC1
+ φC2

≈ πRm

ℏ
(v′ − v) (VI.72)

où nous avons négligé l’épaisseur des barrières J et J ′ devant le périmètre
de l’anneau 2πR.

Dans le régime de fonctionnement attendu pour ce SQUID, on attend
des courants I et I ′ de l’ordre de Ic, et des phases φ et φ′ dans (VI.66) de
l’ordre de π/2. La contribution de l’inductance cinétique sera négligeable
si

|φC1
+ φC2

| ≪ π ⇒ Ic ≪
ℏρs
mR

. (VI.73)

En d’autres termes, il faut que les barrières tunnel soient suffisamment
épaisses et/ou élevées pour que leur intensité critique soit petite devant
ℏρs/mR. Cette dernière quantité a une signification physique simple : c’est
l’intensité qui circule dans l’anneau sans jonction quand le fluide possède
un quantum de circulation, c’est-à-dire la vitesse ℏ

mR .

Quand cette condition est réalisée, la variation de phase entre le point
d’entrée et le point de sortie de l’anneau est essentiellement concentrée au
niveau des jonctions elles-mêmes. La vitesse du superfluide dans les autres
parties du circuit est suffisamment faible pour que la différence de phase
associée (i.e. l’inductance cinétique) ne joue pas de rôle significatif.

Remarque 1. Notons que nous nous sommes intéressés dans ce qui pré-
cède au régime non dissipatif, pour lequel le courant I reste inférieur au
courant critique donné en (VI.70). Quand le courant dépasse cette valeur
critique, une différence de densité apparaît entre les deux arcs de cercle C1
et C2, qui peut être calculée à partir du modèle RCSJ développé au chapitre
2. Cette situation est étudiée en détail par KIEHN, SINGH et al. (2022) (voir
également GÖRG, MATHEY et al. (2025) pour une géométrie légèrement
différente).

Remarque 2. On peut mettre la contribution de l’inductance cinétique à
(VI.66) sous une forme parlante en introduisant les deux vitesses vext =
v + v′ et vdif = 1

2 (v
′ − v). La vitesse vext est la vitesse du fluide imposée

dans le circuit extérieur via l’intensité Iext = ρsvext, avec Iext = I + I ′. Ces
deux relations s’inversent pour donner :

v =
1

2
vext − vdif v′ =

1

2
vext + vdif (VI.74)

ce qui conduit à φC1
+ φC2

= 2πRmvdif/ℏ ou encore

φC1
+ φC2

= 2π
Ωdif

Ω0
avec vdif = RΩdif . (VI.75)
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La relation (VI.66) s’écrit alors :

φ− φ′ = 2π

Å
n− Ω+ Ωdif

Ω0

ã
(VI.76)

et l’approximation d’une inductance cinétique négligeable revient à traiter
Ωdif comme une petite correction à Ω, tout comme on traite LI comme une
petite correction à Φext pour le SQUID supraconducteur.

Pour un anneau qui n’est pas alimenté de l’extérieur (vext = 0), le mou-
vement du superfluide décrit par (VI.74) correspond à une rotation à la
vitesse Ωdif dans le référentiel lui-même en rotation à la vitesse Ω par rap-
port à un référentiel galiléen. La quantité Ω+Ωdif qui apparaît dans (VI.76)
est donc simplement la vitesse de rotation du superfluide par rapport à un
référentiel galiléen.

4 Expériences avec des SQUID atomiques

4-1 Hélium superfluide

Les premiers SQUIDs atomiques ont été mis en œuvre sur des bains
d’hélium liquide superfluide. Un résultat spectaculaire a été la détection
directe de la rotation de la terre à partir du signal d’interférence de la
fonction d’onde d’un superfluide de 4He (AVENEL, HAKONEN et al. 1997).
Nous allons nous concentrer ici sur le travail plus récent de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001), qui est une implémentation directe du concept
de SQUID sur un bain de 3He superfluide, comportant une boucle "en U"
d’aire S ≈ 6 cm2 se terminant par deux jonctions ("liens faibles"), similaires
à celle décrite au chapitre 3 (figure VI.14). Ces jonctions se composent cha-
cune de 4225 trous de 100 nm de diamètre percés dans une paroi de nitrure
de silicium.

Comme nous l’avons expliqué ci-dessus, cette double jonction peut être
assimilé à une jonction simple, avec la loi reliant le courant et la phase mise
sous la forme I = Īc sinφ, où l’intensité critique Īc est une fonction du
flux traversant la boucle, donc de la fréquence de rotation Ω du référentiel
terrestre par rapport à un référentiel inertiel.
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FIGURE VI.14. SQUID atomique réalisé avec de l’hélium 3 superfluide. Deux
"liens faibles" sont disposés aux deux extrémités d’une boucle "en U". L’aire de la
boucle (6 cm2) est suffisante pour détecter la rotation terrestre à partir de l’inten-
sité critique Īc(Ω) du SQUID. Figure extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV

et al. (2001).

On module la pression du bain d’hélium à une fréquence ν ajustable,
en faisant vibrer une membrane souple. Cette modulation de pression est
l’équivalent d’une modulation de la tension pour une jonction supracon-
ductrice. Quand la fréquence ν est égale à la fréquence plasma

√
ECĒJ/h

(avec ĒJ = ℏĪc), le courant traversant la double jonction varie de manière
résonnante (figure VI.15, gauche). Cette résonance permet de détecter des
variations de Īc avec Ω.

La dépendance de Īc vis-à-vis de Ω est montrée sur la figure VI.15,
droite. On ne varie pas (bien sûr !) la fréquence de rotation de la Terre
dans cette expérience. La boucle est disposée dans un plan vertical à la
latitude de Berkeley (Θ = 38 degrés) et le terme Ω à prendre en compte
est le produit scalaire ΩTerre · n, où ΩTerre est orienté selon l’axe des pôles
et n désigne la normale au plan de la boucle. Quand n est parallèle à la
ligne est-ouest du laboratoire, le produit scalaire s’annule. Quand il est pa-
rallèle à la direction nord-sud, le produit scalaire est maximal et donné par
Ω = ΩTerre cosΘ.

L’aire de la boucle est suffisante pour faire varier l’argument du cosinus
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FIGURE VI.15. Gauche : résonance correspondant aux oscillations plasma, per-
mettant de détecter une éventuelle variation de ĒJ = ℏĪc. Droite : variation de
Īc(Ω) avec l’angle entre le plan de la boucle et l’axe est-ouest du laboratoire. Figure
extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

entrant dans l’expression de Īc(Ω) par plus que π [cf. (VI.70)], ce qui permet
d’explorer environ une période de l’oscillation prévue :

ΩTerre =
2π

24× 3600
= 7.3 10−5s−1 Ω0 =

πℏ
(2m)S ≈ 5 10−5s−1 (VI.77)

oùm désigne la masse d’un atome de 3He, et donc 2m la masse d’une paire
de Cooper. L’incertitude principale provient de la détermination de l’aire
effective S de la boucle.

Une expérience équivalente avec des gaz d’atomes froids n’a pas (en-
core?) été réalisée. Notons que la fréquence Ω0 est inversement propor-
tionnelle à la masse des particules : si on utilise un atome lourd, un isotope
bosonique de Yb par exemple, le gain d’un facteur 30 sur la masse per-
met de réduire l’aire S par ce même facteur 30 (donc S ∼ 20mm2) tout en
gardant la même sensibilité pour Ic(Ω). Toutefois, les surfaces utilisées en
pratique dans les SQUIDs atomiques restent très inférieures à cette valeur 5,
puisqu’elles sont de l’ordre de 10−3 mm2. En revanche, les interféromètres
à base d’atomes libres (sous forme de jet atomique) atteignent une sensibi-
lité à long terme de quelques 10−9 rad/s, soit une très faible fraction de la

5. Des interféromètres à effet Sagnac, utilisant des atomes guidés avec des aires de plu-
sieurs mm2, ont récemment été réalisés (BEYDLER, MOAN et al. 2024 ; PANDEY, UZUN et al.
2026). Leur géométrie est différente de celle des SQUIDs.

FIGURE VI.16. Deux barrières mobiles de vitesses opposées sur un anneau su-
perfluide simulent un SQUID dans un référentiel inertiel (Ω = 0).

rotation terrestre (pour une revue, voir BARRETT, GEIGER et al. (2014)).

4-2 SQUID et barrières mobiles

La première réalisation d’un SQUID à deux jonctions avec un gaz
d’atomes froids est due à RYU, BLACKBURN et al. (2013), au laboratoire
de Los Alamos. Ce dispositif a ensuite été perfectionné dans ce même
laboratoire par RYU, SAMSON et al. (2020). Des expériences similaires
ont été menées au NIST par WRIGHT, BLAKESTAD et al. (2013), ECKEL,
JENDRZEJEWSKI et al. (2014) et JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

Les chercheurs de Los Alamos ont utilisé une géométrie annulaire
(rayon R entre 3 et 5µm) dans laquelle ils ont placé deux barrières iden-
tiques de largeur totale à mi-hauteur 2µm. Ces deux barrières sont initia-
lement diamétralement opposées. Les potentiels de confinement sont réa-
lisés grâce à des faisceaux laser dont on module la position à fréquence
élevée (painted potentials). Un condensat de quelques milliers d’atomes de
rubidium 87 est confiné sur l’anneau.

Pour se placer dans la situation où des courants I et I ′ traversent les bar-
rières, RYU, BLACKBURN et al. (2013) ont utilisé la méthode proposée par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) et que nous avons décrite au chapitre
2 : ils ont mis chaque barrière en mouvement à vitesse uniforme. Quand
la barrière bouge à une vitesse v inférieure à la vitesse critique vc, elle est
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FIGURE VI.17. Deux barrières mobiles se déplaçant à des vitesses différentes sur
un anneau superfluide simulent un SQUID en rotation.

traversée par le courant de particules I = ρv, les densités restent égales
de part et d’autre de la barrière et une différence de phase φ satisfaisant la
relation de Josephson I = Ic sinφ apparaît entre les deux côtés de cette bar-
rière. En revanche, quand v > vc, un surplus de densité apparaît en amont
de la barrière et un déficit apparaît en aval.

Dans l’expérience de 2013, les vitesses des barrières étaient égales en
valeur absolue et opposées : v = −v′ (figure VI.16). Cette situation simule
des intensités et des sauts de phase égaux pour les deux jonctions, donc un
anneau au repos dans un référentiel inertiel (Ω = 0). Dans l’expérience de
2020, les valeurs absolues des vitesses des barrières étaient différentes, ce
qui permet de simuler une rotation (figure VI.17).

Pour déterminer la transition entre un écoulement superfluide (I < Ic)
et un écoulement résistif (I > Ic), le groupe de Los Alamos mesure, après
un déplacement donné des jonctions, la différence de population entre
les deux arcs de cercle (gauche et droite) séparant ces jonctions. Il répète
ensuite cette expérience pour différents nombres d’atomes sur l’anneau.
Un résultat typique est montré sur la figure VI.18 pour Ω = 0. Pour un
nombre d’atomes suffisamment grand (ici N > Nc ∼ 3000), la valeur de
z = (N1 −N2)/(N1 +N2) correspond à la valeur attendue pour un écoule-
ment totalement superfluide.

Quand on prend Ω ̸= 0, on s’attend à ce que le courant critique Īc(Ω)
soit une fonction oscillante de Ω, avec Īc(Ω) ≤ Īc(0). De manière équiva-
lente, le nombre d’atomes critique Nc(Ω) doit varier périodiquement avec

FIGURE VI.18. Évolution du rapport z = (N1 −N2)/(N1 +N2) mesuré après
le mouvement des barrières. Initialement, les jonctions sont diamétralement oppo-
sées et les deux arcs de cercle joignant les deux jonctions ont la même longueur.
On trouve donc z = 0. À la fin du mouvement, la longueurs de ces arcs sont dans
un rapport 5/3, de sorte qu’on attend z = 5−3

5+3 = 1
4 pour un écoulement complè-

tement superfluide. Cela correspond à la valeur mesurée pour un nombre d’atomes
dépassant la valeur critique Nc ≈ 3000. Cette expérience a été réalisée avec Ω = 0
(figure VI.16). Figure extraite de RYU, BLACKBURN et al. (2013).

Ω, avecNc(Ω) ≥ Nc(0). Dans le cas d’une inductance cinétique négligeable,
on s’attendrait à une annulation complète de Īc(Ω) pour Ω/Ω0 = 1/2 (mod.
π), et donc une divergence du nombre critique en ces points [cf. (VI.70)].
Toutefois, dans l’expérience de RYU, SAMSON et al. (2020), l’inductance ci-
nétique est significative, ce qui vient limiter l’amplitude de variation du
nombre critique Nc. Un exemple de résultat est montré en figure VI.19, qui
montre la périodicité attendue.

4-3 Collier de jonctions Josephson

Pour terminer ce chapitre, il est intéressant de regarder l’évolution
du courant critique pouvant traverser un anneau quand on augmente le
nombre N de jonctions Josephson, régulièrement réparties le long de l’an-
neau. Cette étude a été menée expérimentalement par PEZZÈ, XHANI et al.
(2024) et nous résumons ici ses résultats principaux.
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processing, and a possible test of macroscopic realism, along with
the Leggett–Garg inequality26.

Methods
Josephson effects in an atomtronic SQUID. In the previous work8, Josephson
effects were demonstrated with an atomtronic SQUID by measuring the critical
current through the comparison with the bias current. It was shown that the nor-
malized current defined as _z ¼ 2I=N , where I is the current of the atoms, N is the
total number of atoms, and z ¼ N2"N1

N is the normalized population difference, is a
useful way to describe the Josephson effect18 of an atomtronic SQUID. By moving
two junctions close to each other with a rotation frequency f, a bias current can be
induced. The normalized bias current can be calculated to be _z0 ¼ 4f , where z0 is the
equilibrium normalized population difference for equal chemical potential and
density of atoms. The Josephson effect is in a DC regime when _zc > _z0 and in an AC
regime when _zc < _z0, where _zc is the normalized critical current and there is an atom
density difference between two regions of the atomtronic SQUID in the AC regime.

Generation of painted potentials. Painted potentials are time-averaged optical
potentials from fast scanning laser beams19. Two painting beams were used for this
experiment. One was a vertical painting beam with a wavelength of 834 nm and
waist of 1.7 µm, and the other was a horizontal painting beam with a wavelength of
1064 nm and waist of 12 µm. The painting frequency was 15 kHz for the vertical
beam and 33 kHz for the horizontal beam. The vertical beam painted the atomtronic
SQUID with a trap depth of 82 nK, a barrier full width at half maximum of 2.1 µm, a
barrier height of 42 nK, a radial trap frequency of 520 Hz, and a radius varying from
2.89 to 4.82 µm. The horizontal beam painted a line to create a flat potential to trap
atoms against gravity. This created a box-shaped horizontal trap. This horizontal
beam also creates a vertical trap. The width of this trap was 39 µm with a trap depth
of 1.3 µK and a vertical trap frequency of 297Hz. The painting was performed using
an acousto-optic modulator (AOM) by modulating the frequency and amplitude of
the input to the AOM using arbitrary waveform generators.

Creation of a BEC in an atomtronic SQUID. The 87Rb atoms from a magneto
optical trap were transferred to the quadrupole magnetic trap. RF evaporation
cooling was used to cool atoms in the quadrupole trap down to 10 µK. The transfer
of atoms into the optical trap was done adiabatically to minimize heating. The
optical trap consisted of a vertical painted potential of the rotating atomtronic
SQUID and a horizontal line potential. During evaporation, the vertical trap

remained constant with a fixed rotation rate forming a dimple trap on top of the
much deeper horizontal trap that has a weak axial confinement. The horizontal
trap depth was reduced from 40 µK to final depth of 1.3 µK to lower the tem-
perature of atoms for the production of the BEC with no discernable thermal
atoms. After the BEC was produced, the Josephson junctions were moved to induce
a bias current. To make this junction movement as adiabatic as possible, the
frequency of the junction movement increased from 0 to 0.2 Hz for 200 ms and
then maintained at 0.2 Hz for the next 100 ms. The total movement of the junction
ranged from −7.2 to 7.2 degrees where 0 degree corresponded to the symmetric
configuration of Josephson junctions in an atomtronic SQUID.

Measurement of the winding number states of atoms. The atomtronic SQUID
potential was turned off, and after 12.7 ms, absorption images of atoms were taken
to measure the winding number. After this long expansion, the momentum dis-
tribution of atoms was being measured, and when the winding number n was equal
to zero, there was a peak at the center of images of atoms because atoms had zero
angular momentum in the trap. With a nonzero n and corresponding angular
momentum, there was a hole at the center of images of atoms and the size of the
hole was proportional to n and the angular momentum of atoms. The data were
fitted with Gaussian distributions in order to determine the winding number. For
the experiments reported here, the winding number was either 0 or 1.

Data availability
The data that support the findings of this study are available from the corresponding
authors upon reasonable request.
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FIGURE VI.19. Variation du nombre critique d’atomes sur l’anneau en fonction
de la fréquence de rotation simulée (figure VI.17). Le rayon de l’anneau est R =
4.8µm, ce qui correspond à Ω0/2π ≈ 5Hz. Figure extraite de RYU, SAMSON

et al. (2020).

Nous nous plaçons dans le cas d’un anneau immobile dans un référen-
tiel inertiel. Cet anneau contient un condensat de Bose-Einstein à tempéra-
ture nulle et il est parcouru par un courant quantifié, avec un enroulement
de phase 2πn, avec n ∈ Z. La question à laquelle il s’agit de répondre est
la suivante : ce courant peut-il être stable et si c’est le cas, comment sa
stabilité dépend-elle du nombre N de jonctions? Nous allons voir qu’aug-
menter le nombre de jonctions permet d’augmenter la stabilité du courant
et donc d’atteindre des valeurs plus élevées pour le nombre d’enroulement
n (figure VI.20).

Cette conclusion est en fait relativement intuitive. On sait qu’une jonc-
tion idéale atteint son courant critique quand la différence de phase φ à
ses bornes est égale à π/2. Dans le cas de jonctions à faible transmission,
on peut négliger la différence de phase sur les segments séparant les jonc-
tions (inductance cinétique faible) et l’enroulement de phase maximum sur
l’anneau est donc Nπ/2, ou plus précisément 2πn, où n est l’entier immé-
diatement inférieur à N/4. Ainsi, un nombre d’enroulement n = 2 corres-
pondant à un enroulement de phase de 4π pourra certainement être stable
si on dispose plus de 8 jonctions sur l’anneau.

Pour aller plus loin et estimer précisément la valeur de la différence de

FIGURE VI.20. Évolution temporelle du nombre d’enroulement moyen ⟨n⟩ (me-
suré par interférométrie) à partir d’un enroulement initial de 4π (i.e. n = 2). Les
différentes couleurs correspondent à différents nombres N de jonctions. Cette ex-
périence a été menée avec un condensat de ∼ 7000 molécules di-atomiques 6Li2 et
un anneau de rayon moyen 16µm. Les jonctions ont une hauteur de 1.3µ où µ est
le potentiel chimique du gaz et une demi-largeur à 1/e2 de 1.2 ξ, où ξ = 0.68µm
est la longueur de cicatrisation. Figure adaptée de PEZZÈ, XHANI et al. (2024).

phase φ aux bornes de chaque jonction, reprenons et adaptons le raisonne-
ment déjà utilisé en § 3-3. On considère la relation

m

ℏ
v = ∇θ − 1

ℏ
A (VI.78)

et on fait le choix de jauge A = 0 puisqu’on travaille ici dans un référentiel
inertiel. Nous allons intégrer cette relation sur deux domaines différents :
— Considérons l’intégrale sur l’anneau entier, en le parcourant dans le

sens trigonométrique. La vitesse en un point d’abscisse curviligne x
s’écrit v(x) = J/ρ(x) où J est le courant circulant dans l’anneau, ce
qui donne

mJ

ℏ

∮
dx

ρ(x)
= 2πn . (VI.79)
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Nous noterons
⟨1
ρ
⟩ = 1

L

∮
dx

ρ(x)
(VI.80)

où L = 2πR est le périmètre de l’anneau, ce qui permet d’écrire (VI.79)
sous la forme

mJL

ℏ
⟨1
ρ
⟩ = 2πn . (VI.81)

Cette relation correspond au résultat connu pour la fraction super-
fluide. Celle-ci est définie comme le courant qui apparaît en réponse
à une torsion de phase Θ : J = ℏ

mL ⟨ρ⟩ fs Θ (avec ici Θ = 2πn) et on
trouve pour un fluide décrit par une fonction d’onde macroscopique
la formule de Leggett (cf. CHAUVEAU, MAURY et al. (2023) et cours
2023-24, chap. 6) :

fs =
1

⟨ρ⟩ ⟨ 1ρ ⟩
. (VI.82)

— Considérons maintenant l’intégrale sur les arcs de cercle situés entre
les jonctions, ce qui représente la longueurL′ = L−Nℓ, où ℓ est l’épais-
seur d’une jonction. Sur ces arcs de densité ρ0, la vitesse est simple-
ment v0 = J/ρ0 et on trouve

mJL′

ℏρ0
= 2πn−Nφ . (VI.83)

Les jonctions contribuent avec un signe négatif car on fait apparaître
dans l’intégrale la quantité θ(bj)−θ(aj) = −φ quand on adopte le sens
trigonométrique.

Prenons maintenant le rapport entre (VI.83) et (VI.81), et négligeons de plus
l’épaisseur Nℓ des N jonctions devant le périmètre total L (i.e., L′ ≈ L).
Cela fournit la valeur de φ pour un enroulement de phase n donnée :

φ =
2πn

N

Ç
1− 1

ρ0 ⟨ 1ρ ⟩

å
. (VI.84)

On constate sur ce résultat que la variation de phase aux bornes de chaque
jonction est inférieure à 2πn/N , car les arcs de cercle contribuent eux aussi
à l’enroulement de 2πn. Ce n’est que dans la limite où ρ prend une valeur
très faible au centre de chaque jonction (donc quand ⟨ 1ρ ⟩ tend vers l’infini)
que l’enroulement de phase est concentré uniquement sur les jonctions.
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