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Introduction

En 1962, Brian Josephson, alors étudiant en these a I'Université de Cam-
bridge publie un article de deux pages qui va avoir un impact considérable
sur toute la physique de la matiére condensée (JOSEPHSON 1962). Joseph-
son suivait les cours donnés par P.W. Anderson, alors en année sabbatique
au laboratoire Cavendish (JOSEPHSON 1974). Inspiré par ces cours, en par-
ticulier par ceux concernant la brisure spontanée de symétrie, Josephson
considere une jonction formée de deux supraconducteurs séparés 1'un de
'autre par une fine barriére isolante (figure 1); il montre que méme en ab-
sence de différence de potentiel entre les deux supraconducteurs, un cou-
rant peut circuler de 'un vers 'autre avec une intensité fonction de la dif-
férence de phase quantique entre ces deux supraconducteurs.

Comme l'écrit ANDERSON (1970), les physiciens pensaient a 1'époque
que la phase d'un supraconducteur n’était pas mesurable :

In 1962 we had already postulated that superconductivity
consisted of coherence of the de Broglie waves representing
pairs of electrons inside the superconductor. Prior to Joseph-
son, the phase ¢ of these macroscopic waves was thought to
be unmeasurable in principle ...

La phase absolue d'un supraconducteur n’est certes pas mesurable, mais
la phase relative entre deux supraconducteurs l'est, et c’est précisément
ce que Josephson a mis en avant dans son article. Il s’appuyait pour cela
sur la découverte toute récente de GIAEVER (1960), qui avait observé 'effet
tunnel d’électrons a travers une barriére isolante, séparant deux métaux
supraconducteurs .

1. Josephson et Giaever ont recu le prix Nobel de physique 1973, avec Leo Esaki qui avait
quant a lui découvert I'effet tunnel d’électrons dans des semi-conducteurs.

supraconducteur a

supraconducteur b

FIGURE 1. Jonction Josephson. Un courant peut circuler entre les deux supra-
conducteurs en I'absence de toute différence de potentiel électrique entre eux. Ce
courant est une fonction de la phase relative ¢ = @, — @ entre ces deux supra-
conducteurs.

Méme si Josephson s’est heurté initialement au scepticisme d’'une par-
tie des théoriciens de 1'époque (MCDONALD 2001; FOSSHEIM et al. 2013),
les expérimentateurs sont venus rapidement confirmer ses prédictions, en
premier lieu Anderson lui-méme (ANDERSON & ROWELL 1963). D’autres
confirmations des prédictions de Josephson ont suivi (figure 2), avec 'ob-
servation de l'effet Josephson alternatif et des résonances de Shapiro
(SHAPIRO 1963), désormais a la base des standards électriques. Citons éga-
lement la réalisation de dispositifs interférométriques, les SQUIDs (super-
conducting quantum interference devices), qui font partie des dispositifs les
plus sensibles pour la mesure de faibles champs magnétiques.

Josephson a rédigé son article en s’intéressant aux matériaux supracon-
ducteurs, mais les concepts qu’il a mis en avant s’appliquent a d’autres
fluides quantiques, comme 1'hélium liquide ou les gaz d’atomes ultra-
froids, pourvu qu’ils présentent une cohérence macroscopique. Quand
c’est le cas, un couplage entre deux composantes du fluide (notées dans



FIGURE 2. Caractéristique d’une jonction Josephson, avec I en abscisse et V' en
ordonnée. On voit qu’un courant I non nul peut circuler dans la jonction méme si
la différence de potentiel V' est nulle, comme prédit par Josephson. Largeur totale
~ 1 pA, hauteur totale ~ 0.5 mV. Figure extraite de SHAPIRO (1963).

la suite a et b) permet de réaliser le systeme modele étudié par Josephson.
Ces deux composantes peuvent étre séparées spatialement, a a gauche, b a
droite, avec une barriére physique comme la couche isolante de la jonction
supraconductrice. Le couplage correspond alors a 'effet tunnel a travers
la barriere (figure 3, gauche). Ce couplage peut également étre induit par
une onde électromagnétique, les états a et b étant alors deux états internes
des particules, par exemple deux états de spin. Dans ce dernier cas, les
particules occupent la méme région de l'espace (figure 3, droite).

La démarche que nous allons suivre dans cette série de cours est
double :

D’une part, nous allons présenter quelques facettes de 'effet Joseph-
son pour des supraconducteurs, en nous limitant a un petit nombre d’ex-
périences emblématiques. Nous rencontrerons ainsi les expériences de
Clarke, Devoret et Martinis qui leur ont valu le prix Nobel de Physique
2025; nous verrons comment les résonances de Shapiro permettent de re-
lier un voltage a une fréquence et de faire ainsi des mesures électriques
de tres grande précision; nous nous intéresserons également au "régime
quantique" de la jonction Josephson, qui conduit a la réalisation de qubits
supraconducteurs.

FIGURE 3. Les deux types de jonctions Josephson étudiées dans ce cours. Gauche :
un ensemble de particules est séparé en deux par une barriere, que les particules
peuvent franchir par effet tunnel. Les particules a gauche de la barriére (bleues)
seront notées a et celles a droite (rouges) seront notées b. Droite : les particules
peuvent étre préparées dans deux états internes possibles et une onde électroma-
gnétique peut induire des transitions a < b.

D’autre part, nous aborderons la transposition de ces effets a des fluides
d’atomes, dans un liquide ou dans un gaz. Nous montrerons que cer-
tains aspects de la jonction supraconductrice ont été transposés avec suc-
ces, comme l'observation des oscillations plasma, 1'utilisation de SQUIDs
pour des mesures de précision — en I'occurrence la rotation —, ou encore les
résonances de Shapiro. D’autres dispositifs liés aux jonctions Josephson,
comme la réalisation de qubits performants, n’ont pas encore vu le jour. Ce
cours aura pleinement atteint son but s’il stimule des recherches dans ces
directions encore peu explorées, au moins sur le plan expérimental.

Nous suivrons le plan suivant :

— Le premier chapitre sera consacré a l'établissement des relations Jo-
sephson et a leur transposition & un double puits confinant un conden-
sat de Bose-Einstein atomique ou un gaz de Fermi superfluide. Nous
y discuterons les similarités et les différences entre les équations du
mouvement des deux systémes, et nous décrirons une premiere mani-
festation de la physique Josephson, 1’oscillation plasma.

— Dans le chapitre 2, nous aborderons la dynamique d"une jonction Jo-
sephson avec la détermination de sa caractéristique, c’est-a-dire la va-
riation de la tension électrique moyenne aux bornes de la jonction en



fonction du courant qui la traverse (cf. figure 2). Nous exploiterons le TINKHAM (2004), CLARKE & BRAGINSKI (2004), BUCKEL & KLEINER
modele RCS]J (resistively and capacitively-shunted junction) qui permet (2008), et nous y renvoyons les lectrices et lecteurs désireux d’approfon-
de décrire de multiples aspects de cette dynamique, et nous verrons dir certains aspects abordés ici.

comment transposer ce modéle a un fluide d’atomes.

— Le chapitre 3 sera centré sur les effets dépendant du temps, en particu-
lier l'effet Josephson alternatif et les résonances de Shapiro. Nous ex-
pliquerons leur role crucial en métrologie et nous décrirons leur trans-
position a I'hélium superfluide ainsi que, trés récemment, a des gaz
d’atomes froids.

Remerciements. Je suis trés reconnaissant a Jérome Beugnon, Raphael
Lopes et Sylvain Nascimbene pour leur relecture d’une premiére version
de ces notes de cours. Je remercie également Michel Cotte et Amaury Mou-
chet pour plusieurs discussions au cours de cet enseignement.

— Nous aborderons au chapitre 4 les jonctions Josephson internes, ot le
couplage entre les deux états a et b de la jonction n’est pas dti a un effet
tunnel, mais est induit par une onde électromagnétique. Méme si les
équations du mouvement sont formellement identiques a celles d"une
jonction interne, les régimes qui peuvent étre réalisés expérimentale-
ment sont notablement différents; de nouveaux phénomenes peuvent
apparaitre, comme une transition de phase d’un régime para- vers un
régime ferromagnétique.

— Le chapitre 5 sera consacré aux "condensats fragmentés", un régime
que l'on atteint quand le couplage entre les états a et b devient tres
faible. La description de la jonction que nous aurons utilisée jusqu’ici,
fondée sur un traitement en termes de champs classiques, cesse alors
d’étre valable et il faut se tourner vers un traitement quantique. Nous
illustrerons cette possible fragmentation sur 1’exemple d"un condensat
de particules de spin 1, ot le r6le de la barriere Josephson est joué par
les interactions entre atomes.

— Au dernier chapitre, nous nous intéresserons aux SQUIDs. Nous ex-
pliquerons comment ces dispositifs permettent, a partir de jonctions
supraconductrices, de réaliser des capteurs extrémement sensibles du
champ magnétique. Nous discuterons briévement la réalisation de qu-
bits a partir des ces dispositifs. Nous étudierons ensuite la transposi-
tion de la notion de SQUID a des jonctions atomiques, en tirant parti
du lien entre le magnétisme orbital de particules chargées et la rotation
de particules neutres.

Pour terminer cette introduction, insistons sur le fait que les notes qui
suivent n’ont pas la prétention d’étre un cours exhaustif sur les jonctions
Josephson supraconductrices. D’excellents livres couvrent ce vaste do-
maine, comme par exemple BARONE & PATERNO (1982), LIKHAREV (1984),






Chapitre I

La jonction Josephson et le double puits de potentiel

Ce premier chapitre est consacré a la présentation de l'effet Joseph-
son, qui se produit quand deux supraconducteurs sont mis au contact I'un
de l'autre a travers une fine barriere. Nous commencerons par donner les
deux relations fondamentales reliant le courant supraconducteur I/, la dif-
férence de phase ¢ aux bornes de la jonction et le potentiel électrique V.

Nous décrivons ensuite le modele RCS] (Resistively and Capacitively-
Shunted Junction), qui rend compte des différents aspects de la dynamique
d’une jonction supraconductrice, en le comparant au cas des dipodles élec-
triques usuels, résistance, capacité et inductance.

Dans les chapitres qui suivront, nous aborderons la description quan-
tique de la jonction, dans laquelle la phase ¢ et le courant I deviennent
des opérateurs. Pour préparer ce passage au quantique, nous proposons
ici une formulation lagrangienne et une formulation hamiltonienne de la
jonction, en montrant notamment que la phase et le nombre de paires de
Cooper sur la capacité formée par les deux parois de la jonction sont des
quantités conjuguées.

Nous passons ensuite au cas des jonctions atomiques. Ces derniéres
sont réalisées en plagant un gaz d’atomes ultra-froids dans un double puits
de potentiel, avec une barriere centrale pouvant étre franchie par effet tun-
nel. Nous montrons que l'on retrouve pour ce double puits des équations
d’évolution similaires a celles de la jonction. Nous soulignons néanmoins
une complication dans le cas atomique, liée au fait que les densités de part
et d’autre de la barriere tunnel ne sont pas constantes, contrairement au
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cas supraconducteur ot des générateurs extérieurs permettent de mainte-
nir un courant donné, sans modification de la densité de paires de Cooper.
Nous montrons comment ce terme additionnel peut se manifester sur un
phénomene simple, 'oscillation plasma de la jonction.

Nous avons résumé dans trois appendices en fin de chapitre les princi-
paux éléments permettant de décrire un gaz ultra-froid par une approche
de champ moyen, basée sur le fonctionnelle d’énergie de Gross-Pitaevskii.

1 Les dipoles électriques usuels

1-1 Les composants élémentaires R, L, C

Nous commengons par rappeler les équations de base de 1’électroci-
nétique pour les trois types de composants passifs habituels, résistances,
condensateurs et inductances. Ceci nous permettra de préciser les conven-
tions de signe qui seront ensuite utilisées pour le sens des courants et la
valeur des tensions (RASMUSSEN, CHRISTENSEN et al. 2021).

On considere un dipdle électrique placé entre deux points a (a gauche)
et b a droite (figure I.1). On note V' = V,, — V} la différence de potentiel
électrique entre ces deux points et I I'intensité du courant électrique circu-
lant de a vers b. On trouve pour les trois types de dip6les mentionnés plus
haut :



CHAPITRE I.

LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL

§1. Les dipoles électriques usuels

V=V.—V

Y S

Qe - - - -~

FIGURE I.1. Convention de signe adoptée dans ce cours concernant la tension et
le courant pour un dipole électrique.

R
—

Q

FIGURE L.2. Circuit RC isolé, décrit par I'équation (1.4).

— Pour une résistance R :
V = Rles - (Il)

— Pour un condensateur de capacité C':
Icap = Q = CV ’ (12)

ou () est la charge portée par le condensateur (plus précisément la
charge déposée sur I'armature située du coté de a).

— Pour une inductance L : )
V = Lljng (1.3)

On déduit de ces équations le comportement d'un circuit composé. Par
exemple, pour le circuit RC représenté sur la figure 1.2, la somme des cou-
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FIGURE 1.3. Circuit RL isolé, décrit par I'équation (1.5).

rants traversant R et C' doit s’annuler, dont on déduit 'équation d’évolu-
tiondelatensionV =V, -V,

Lapt+Les=CV+—==0 = V+—=0
T

7 avec 7=RC, (L4)

soit un amortissement exponentiel avec la constante de temps 7.

De méme, pour le circuit RL de la figure 1.3, on trouve en prenant la
dérivée de la somme des courants traversant les deux éléments :

v

d
7(Ircs + Iind) - 5 —=0

L
& I avec T = R (1.5)

la aussi un amortissement exponentiel. Nous retrouverons ce type de dis-
sipation dans la description d’une jonction Josephson.

Le circuit LC représenté sur la figure 1.4 est également intéressant car il
va nous permettre de mettre en place, sur un modéle treés simple, le forma-
lisme lagrangien et hamiltonien que nous utiliserons fréquemment dans la
suite. L'équation d’évolution de 'intensité dans le circuit conduit a :

d .V . 1
a([aap‘i’]}nd):CV‘i‘f:O = V+W2V:0 avec w:\/TT’

(L6)
soit une évolution périodique pour V a la fréquence w/27.

Finalement, pour préparer le traitement quantitatif d’une jonction Jo-
sephson, il est intéressant de considérer la situation o1 les trois éléments



CHAPITRE L.

LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL

§1. Les dipoles électriques usuels

Q

FIGURE 1.4. Circuit LC isolé, décrit par I'équation (1.6).

Vv

FIGURE L.5. Circuit RLC alimenté par le courant extérieur I. L'évolution du
Sflux magnétique ® dans l'inductance L est décrite par I'équation (1.8).

L, R et C sont placés en parallele et alimentés par un générateur de cou-
rant I dépendant éventuellement du temps (figure 1.5). Introduisons le flux
magnétique dans I'inductance

®(t) = LIina(t) , (L7)

ol [inq(t) est 'intensité traversant I'inductance L. La tension V' (¢) est don-
née par V = Ll;ng = ® et les courants traversant la capacité C et la résis-
tance R sont respectivement .., = CV = Ch et [o = V/R = P /R, de
sorte que ’équation donnant I’évolution de ® s’écrit

> @
C<I>+R+Z I (L8)
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qui peut encore s’écrire

I
D+ WP == . 1.9
Qqual C ( )

L’équation sans second membre (I = 0) correspond a un mouvement d’os-
cillateur harmonique amorti, avec le facteur de qualité

/C
Qqual = UJRC == R f .

1-2 Formulation lagrangienne du circuit LC

4

(1.10)

Reprenons le circuit isolé LC de la figure 1.4. Pour passer au formalisme
lagrangien, rappelons que pour un élément d"un circuit électrique traversé
par une intensité / et soumis a une différence de potentiel V, la puissance
électrique instantanée est V1. L'énergie stockée (ici sous forme inductive
ou capacitive) est obtenue en calculant 'intégrale [V (¢)I(¢) dt, partant de
I'état U = 0, I = 0 pour aller vers le couple (V, I) désiré.

On a donc pour une inductance L

Ur(I) = /Li—i I(t)dt = %LIQ , (L11)
et pour un condensateur C
/ V(t) C— dt fcv“‘ Qo (L12)
20"
d’ot1 I'énergie totale du circuit LC :
2 O
E=U,+Uc = §LI 20 (L13)

Il existe plusieurs lagrangiens simples permettant de décrire 1'évolu-
tion du circuit LC isolé. Pour faciliter le lien avec ce que nous verrons un
peu plus loin pour la jonction Josephson, utilisons comme en (1.9) le flux
magnétique ®(t) = LInq(t), ¢’est-a-dire :

D(t) = /t V(t')dt', (L14)



CHAPITRE I.

LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL

§1. Les dipoles électriques usuels

le choix de la borne inférieure de l'intégrale étant sans importance pra-
tique. Considérons le lagrangien

. 1 . (I>2
L(D, D) = 50@2 —UL(®) avec UL(®)= 3L (1.15)
I conduit a 'équation de Lagrange
d (85)_(85) @
i \zs/) = o2 = (Co= 7 (I.16)

ce qui redonne bien l'oscillation a la fréquence w/27. Le moment conjugué
de ® est

oL .
=—=00 117
Pe = oo (1.17)
c’est-a-dire ps = CV = Q et 'hamiltonien H(®, pg) vaut
~ o _ P 7
H(®,ps) = ps® — L(P,P) = 2 oL (1.18)

On retrouve l'énergie totale du circuit LC donnée en (1.13) avec, pour le for-
malisme lagrangien adopté ici, I'énergie capacitive qui joue le role d’éner-
gie cinétique et 1'énergie inductive qui joue le role d’énergie potentielle.
Plus précisément, les deux équations de Hamilton sont

: OH : Do
o= — o =— 11
et o ®
pp=—pe = Ch=—1. (1.20)

ce qui permet de retrouver I'équation d’évolution (1.6).

1-3 Quantification du circuit LC

Partant du formalisme lagrangien classique, il est possible de quantifier
le probleme en traitant les deux quantités conjuguées, le flux magnétique @
et la charge ps = (), comme des opérateurs vérifiant la relation de commu-
tation [®, Q] = ih (RASMUSSEN, CHRISTENSEN et al. 2021). Pour travailler
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avec des variables sans dimensions, on suppose la charge quantifiée en
unité de ¢y et on introduit le quantum de flux associé

2rh

(I)() = —.

qo
En pratique, pour un supraconducteur, le quantum de charge qo est égal
a la charge d’une paire de Cooper, 2e. On peut alors travailler avec les
variables sans dimension

(1.21)

P

$=2r— a=be _Q (1.22)
Do q 9o
de sorte que la relation de commutation devient
@.Q=ir e [pA]=i (123)
et ’hamiltonien peut s’écrire
o1, 1,
H = iEc’n + iELSD (1.24)
avec les énergies
2 2 2
a4 (®o/2m) I
Ec=2% g, =YY" _ — | 125

C’est ’hamiltonien d’un oscillateur harmonique de fréquence w telle que

hw = /EcEL

avec, dans I’état fondamental, la dispersion des deux quantités conjuguées

1 1 1
ZEcAR? = ZELAQ? = She .
R St T A

(1.26)

(1.27)

Pour Ec = Ep, on trouve An = Ap = 1/\@ Quand on s’écarte de ce
rapport Ec/Er = 1, on obtient un état fondamental avec des fluctuations
de charge plus ou moins grandes.

Ces considérations, qui deviendront véritablement pertinentes pour
une jonction Josephson plutét que pour une inductance linéaire, n’ont d’in-
térét que si la température est suffisamment basse pour qu’il soit pos-
sible de préparer l'oscillateur avec une population faible des états exci-
tés (kpT < hw). Pour les circuits Josephson, I'équivalent de la fréquence
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I . N\ . I supraconducteur
f a /\ by supraconducteur
FIGURE 1.6. Représentation schématique d’une jonction Josephson idéale. isolant
ou
métal normal

w/2m est la fréquence plasma, qui se situe dans la gamme de la dizaine de
GHz. Le traitement quantique qui précede devient donc nécessaire pour
des températures notablement inférieures au kelvin.

2 Lajonction Josephson

2-1 Géométrie de la jonction

Une jonction Josephson est un élément non linéaire d"un circuit élec-
trique formé par deux électrodes supraconductrices, notées ici a et b, sépa-
rées par une barriére qui peut étre un matériau isolant, semi-conducteur ou
encore un conducteur normal. Cette non-linéarité associée a I’absence po-
tentielle de dissipation puisqu’on utilise des matériaux supraconducteurs,
font de la jonction Josephson un composant essentiel pour la fabrication
de circuits pour le traitement quantique de l'information. Sa représenta-
tion schématique est indiquée en figure L6.

Dans tout ce qui va suivre, nous décrirons chaque électrode comme une
assemblée de paires de Cooper, chaque paire étant formée par l'apparie-
ment de deux électrons de vecteurs d’onde et de spins opposés. Ces paires,
de nature bosonique effective, se condensent dans un méme état quantique
macroscopique décrit par un parametre d’ordre complexe, qui brise spon-
tanément la symétrie de phase U(1) du systéme. La phase de ce parametre
d’ordre va jouer un rdle central dans tout ce qui suit.

La barriere séparant les deux supraconducteurs doit étre suffisamment
fine pour que les paires de Cooper puissent passer par effet tunnel d’une
électrode a I'autre. En pratique, cette épaisseur est de 1'ordre de la dizaine
de nanometres, soit une dizaine de couches atomiques. Notons qu’a la
place de la barriére tunnel, il peut y avoir simplement une forte constric-
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constriction

supraconducteur supraconducteur

FIGURE 1.7. Exemples de jonctions Josephson réalisées a partir de barriere tunnel
ou de lien faible.

tion spatiale, auquel cas on parle de "lien faible" (weak link) entre les deux
supraconducteurs. Nous avons représenté en figure 1.7 deux géométries
utilisées pour réaliser ces jonctions.

On note I le courant électrique traversant la jonction et V' la tension
électrique entre ses bornes (figure 1.8). Pour décrire la jonction, on introduit
comme indiqué plus haut les deux parametres d’ordre 1), ; associés aux
deux électrodes, et caractérisés par les densités de paires de Cooper n, ; et
les phases g 4 :

Vv =/pje¥  j=a,b. (1.28)
Une quantité importante vient s’ajouter aux parameétres habituellement
utilisés pour décrire les éléments habituels d"un cricuit électrique; il s’agit

de la différence de phase entre les deux c6tés de la jonction :

©=Pa—Pb- (1.29)

Nous verrons un peu plus loin que cette phase ¢ joue dans certaines condi-
tions un role similaire au flux ® de I'inductance considérée en §1, mais son
effet peut aller bien au dela.
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supraconducteur

supraconducteur

O

FIGURE 1.8. Un générateur de courant délivre l'intensité I a travers la jonction.
On mesure la tension V' a ses bornes.

2-2 La premiere relation de Josephson

La dynamique de la jonction est décrite par deux équations fondamen-
tales. La premiere relation de Josephson indique que la jonction peut étre
traversée par un courant I méme en l'absence de toute différence de po-
tentiel V. Ce courant s’écrit’ :

Jonction "idéale" : I=1I.singp (1.30)

ou l'intensité I. est une caractéristique de la jonction. Elle varie beaucoup
selon le type de jonction considérée, depuis le microampere jusqu’a la di-
zaine de milliamperes.

Précisons la encore le sens du courant : I désigne par convention l'in-
tensité électrique allant de a vers b. Un courant I positif signifie donc que
les paires de Cooper, chargées négativement, vont de b vers a sur la figure
L.6. Vérifions que la relation (1.30) est conforme a ce qu’on attend pour la
vitesse d'une particule quantique de masse m quand sa fonction d’onde
présente un gradient de phase : v = %j—;’ ; si la phase ¢, est choisie 1é-
gerement plus grande que ¢}, (la différence ¢ étant petite devant ), cette
relation s’écrit I ~ I.p = I.(pq — ¢p) > 0 : la phase augmente quand on
va de b vers a et la vitesse des paires de Cooper est donc bien dirigée de

1. La dépendance en sin ¢ du courant peut étre enrichie en ajoutant des harmoniques, tout
en conservant la périodicité vis-a-vis de la variable ¢, puisque ¢ et ¢ 4 27 correspondent a la
méme situation physique. Cette complication n’interviendra quasiment pas dans les jonctions
que nous considérerons dans la suite.
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FIGURE 1.9. Fraction de la caractéristique d’une jonction Josephson déduite de la
relation (1.30).

b vers a [voir également le traitement ci-dessous conduisant de fagon plus
quantitative a (1.31-1.33)].

Nous aurons l'occasion de décrire en détail les caractéristiques courant-
tension des jonctions Josephson. A ce stade, nous pouvons d’ores et déja en
proposer une composante : un segment compris entre —I. et +I. sur 1’axe
V =0 (figure 1.9).

Dans une expérience de pensée ot1 I'on prépare les deux supraconduc-
teurs séparés et isolés, puis que 1’on branche un couplage tunnel entre les
deux, la phase ¢ est aléatoire puisqu’elle résulte d"une brisure spontanée
de symétrie. Le courant I peut donc prendre n’importe quelle valeur entre
—1I, et +1.. Ce courant permanent peut circuler indéfiniment si 1’on sup-
pose que les deux supraconducteurs a et b sont connectés a des sources de
courant qui permettent de maintenir constantes les densités de paires de
Cooper n, 4 et les phases @, : c’est Ueffet Josephson continu.

JOSEPHSON (1962) a établi cette relation a partir de ’approche de Bogo-
liubov pour un supraconducteur. Deux ans plus tard, Feynman en a donné
une démonstration simple dans son célebre cours de physique, en écrivant
I’évolution des deux parametres d’ordre 1), ;, assimilés a des amplitudes
de probabilité obéissant a 1’équation de Schrédinger. Nous reprendrons
une approche voisine en §4 pour un double puits contenant des atomes
piégés. Notons toutefois une différence entre notre approche et celle de
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Feynman : nous nous intéresserons a un systéeme fermé, pour lequel le
nombre d’atomes total N, + N, est constant. L'approche de Feynman est
plus subtile : elle consiste a évaluer le courant (non nul) de paires de Co-
oper traversant la barriere d(ft“ = —%, tout en maintenant les densité de
paires p, et p, constantes. Cela est possible car on a affaire dans le cas d"une
jonction supraconductrice a un systéme ouvert. Il faut toutefois un certain
"doigté" pour prendre en compte correctement ce point tout en conservant

un systéme hamiltonien.

Nous pouvons donner ici une justification semi-quantitative de la pre-
miere relation de Josephson en utilisant une version discrete du courant de
probabilité associé a une fonction d’onde 9(z,t) :

J:ig(wdw*_ *@)

m dx dx

(1.31)

oll nous nous limitons a une dimension d’espace pour simplifier les nota-
tions. Nous nous plagons au centre de la barriére pour évaluer J et nous
faisons la substitution

LB gy — )

«
z/]_>§(wa+¢b) d.’L‘ g

(I.32)
ot les coefficients « et 8 sont mis ici de fagon heuristique pour prendre
en compte l'atténuation exponentielle de I'amplitude de probabilité a I'in-
térieur de la barriere et o1 ¢ représente 1'épaisseur de cette barriere. On
trouve alors

J i (abf —ihy) x —sing

ce qui correspond bien au courant prédit par Josephson. Le signe — résulte
du fait déja mentionné que le courant de probabilité des paires de Cooper
(chargées négativement) est de signe opposé a celui du courant électrique.

(L.33)

2-3 Laseconde relation de Josephson

La seconde relation de Josephson donne 1’évolution de la phase rela-
tive ¢ en présence d'une différence de potentiel V' (qui peut dépendre du

temps) :

(1.34)
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Le facteur 2e (avec 2e > 0) représente la charge absolue d’une paire de
Cooper et 2eV représente donc la différence d’énergie de cette paire entre
les deux cdtés de la barriere. Cette équation fait écho a celle bien connue
pour l’évolution de la fonction d’onde d'une particule unique d’énergie
E, faisant intervenir le facteur de phase e~ Bt/h donc hp = —E, nous y
reviendrons en détail dans notre étude des jonctions atomiques en §4.

Considérons le cas d'une tension V' constante, de sorte que la phase
évolue linéairement dans le temps : ¢(t) = ¢(0)+2eV't/k. Ce résultat injecté
dans I'équation (1.30) indique qu'un courant oscillant, d’amplitude I. et de
fréquence 2eV/h, va traverser la jonction : c’est 'effet Josephson alternatif.

Il n’est pas immédiat a ce stade de savoir comment combiner les deux
équations (1.30-1.34) pour décrire une situation générale dans laquelle
une jonction est alimentée par un générateur de courant (continu ou va-
riable), avec des intensités pouvant dépasser /.. Il faut pour cela introduire
d’autres parametres pour caractériser cette jonction, notamment sa capa-
cité C et sa résistance effective R. Nous verrons au paragraphe suivant
comment obtenir une description intégrant ces éléments dans le cadre du
modele RCS]J (Resistively and Capacitively Shunted Junction), c’est-a-dire une
jonction avec un biais résistif et un biais capacitif.

2-4 Le modele RCSJ]

N

Les deux équations de Josephson (1.30-1.34) ne suffisent pas a elles
seules & décrire I'ensemble des phénomenes susceptibles d’étre observés
avec une jonction Josephson. Par exemple, elles ne permettent pas de ré-
pondre a la question : que se passe-t-il si on alimente la jonction avec un
courant d’intensité I supérieure a I.? L'expérience prouve que 1’on rentre
alors dans un régime dissipatif, avec 'apparition d'une différence de po-
tentiel V' non nulle aux bornes de la jonction. Par ailleurs, quand on ali-
mente la jonction avec un courant alternatif, il apparait des effets dont on
ne peut rendre compte qu’en supposant que la jonction comporte une par-
tie capacitive, formée par les deux parois disposées face a face.

Le modeéle RCJS, proposé initialement par STEWART (1968) et
MCCUMBER (1968), permet de rendre compte d"une grande variété de phé-
nomenes. Il consiste a décrire une jonction Josephson comme trois éléments
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FIGURE I.10. Représentation d'une jonction Josephson dans le modele RCS]. Le
courant total I circulant dans cet élément de circuit est donné en (1.35), ot V =
Vo, — V.

mis en parallele :
— lajonction idéale, traversée par le courant I.sing;
— une résistance R, traversée par le courant V/R;
— une capacité C, traversée par le courant CdV/dt.

Le courant total I, imposé de I'extérieur par un générateur de courant,
est alors relié a la différence de potentiel V' aux bornes de cet ensemble par

I:Icsingo—i—%—i—C% (1.35)
avec toujours fip = 2eV. Notons que la dissipation liée a la présence de la
résistance R est essentielle pour le fonctionnement de nombreux dispositifs
utilisant des jonctions Josephson, en métrologie par exemple, puisqu’elle
permet d’atteindre des régimes stationnaires stables quand la jonction est
pilotée par des courants alternatifs (KAUTZ 1996). La description de cette
dissipation par une simple résistance est valable a relativement basse fré-
quence, et sera suffisante pour la suite de ce cours. La limite non dissipative
de ce modeéle est obtenue en prenant R — oo.

Les origines physiques de la dissipation sont multiples; on trouve en
premier lieu le courant de quasi-particules, qui devient important quand
eV dépasse 2A, ot A est le gap du supraconducteur; la dissipation peut
également étre due a des inhomogénéités de la barriere ou des micro-ponts
métalliques qui créent des chemins résistifs ; d’autres processus physiques,
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liés aux états liés d’Andreev ou aux fluctuations de phase, peuvent jouer
un role dissipatif important. Nous ne discuterons pas ici ces différents mé-
canismes pour les matériaux supraconducteurs, mais nous les étudierons
plus en détail dans les chapitres suivants pour les jonctions atomiques.

On constate sur (1.35) que sil’on impose un courant continu d’intensité
I inférieur a I, sur ce systéme, la solution non dissipative des équations
initiales (1.30)-(1.34) reste valable : V' = 0, ¢ constante (avec sinp = I/I.).
On retrouve donc bien l'effet Josephson continu. En ce qui concerne l'ef-
fet Josephson alternatif, il est également contenu dans ces équations : on le
retrouve en imposant une tension constante V' de sorte que le terme capa-
citif ne contribue pas, le courant I étant alors modulé dans le temps a la
fréquence 2eV/h.

Les valeurs de C et de R different bien stir fortement selon le type de
jonction. Pour les transmons, un élément tres utilisé en information quan-
tique, C se situe dans la plage 1 — 100 femtoFarad. La jonction utilisée par
Devoret, Matrinis et Clarke pour les expériences qui leur ont valu le prix
Nobel 2025 avait une capacité de 5 pF, pour une aire de 10 um?. Les résis-
tances R sont en général dans le domaine de quelques ohms a quelques
dizaines d’ohm:s.

L’équation d’évolution (I.35), couplée a iy = 2eV, peut s’écrire comme
une équation différentielle du deuxiéme ordre pour la fonction (%) :

hC ..

I = Lsi h hC
siny + Qech + 2690

(1.36)

Nous aurons l'occasion de revenir a de multiples reprises sur cette équa-
tion et ses nombreuses conséquence physiques.

3 Lagrangien et hamiltonien pour une jonction

Dans cette partie, nous allons utiliser (partiellement) le modele RCSJ
que nous venons d’introduire. Nous allons nous intéresser a un probléeme
sans dissipation, c’est-a-dire R = oo, pour établir le formalisme lagrangien
et le formalisme hamiltonien qui permettent de retrouver les relations de
Josephson.
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3-1 Formulation lagrangienne du modele CSJ

Prenons R = oo dans le modeéle de la figure 1.10, de sorte qu’il y a donc
deux termes énergétiques associés a la jonction :

— celui lié a la présence de la capacité et déja discuté en §1-2:

Q2

=5 (1.37)

Uc(Q)

— celui lié a la jonction idéale. Pour déterminer ce dernier, revenons a la

forme générique [TV (#)I(') dt’ et appliquons-1a en utilisant les deux
relations de Josephson :

t h]c t
Uste) = [ Vi) e =55 [ oe)sinlote) ar
N (1.38)
= DL cos[p(t)] + cte
2 7 ’
Introduisons maintenant les deux énergies caractéristiques
ki, (2e)?
E; = Ec = 1.39
y= o= (139)

ol l'on a pris la charge 2e pour calibrer I’énergie capacitive, c’est-a-dire la
charge d"une paire de Cooper (en valeur absolue). On a donc
1

Uc(n) = *Ech

. (L40)

Uj(p) = —Ejcose

n=2
2e

est le nombre de paires de Cooper sur la partie capacitive.

(L41)

Il est utile pour la suite d’établir la fonction de Lagrange qui permet
de retrouver 1'équation du mouvement (1.36). Pour un courant extérieur
imposé I, un lagrangien possible est

h2
2FEq

hI

avec E(p)=Us(p) — - ¢

@ (¥) 5%

L(p,p) = (142)
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L’équation de Lagrange s’écrit en effet

i(%)_% L P B sne s M
at\ag/) ~ By EoY T TR T o,

(L.43)
c’est-a-dire I'équation donnée en (1.36) quand on omet la partie résistive
(R — 0).

On notera que pour ce choix du lagrangien, le moment conjugué de la
phase ¢ est

oL h? h
— — h= — 2¢eV 1.44
Pe dp  Ec v Ec € (144)

c’est-a-dire

Dy = hn (1.45)

ou a utilisé le lien entre la différence de potentiel V' aux bornes de la jonc-
tionetn:V =Q/C = 2en/C.

Quantification de la dynamique de la jonction. On déduit de ce qui pré-
céde que les variables ¢ et n sont conjuguées 1'une de 1’autre, ce qui joue
un role essentiel si 'on veut quantifier la dynamique de la jonction. Esquis-
sons tres brievement la démarche a suivre, sur laquelle nous reviendrons
en détail dans le chapitres 5 et 6. Pour cette quantification, il est tentant de
poser [¢, p,] = ih, ou encore [p, 7] = i, qui est formellement identique a la
relation (1.23) trouvée pour un circuit LC'. Notons néanmoins la différence
importante suivante : ¢ est ici une variable cyclique, définie modulo 2.
Nous verrons au chapitre 5 comment formaliser correctement ce passage
classique-quantique.

Par ailleurs, on déduit de cette relation de commutation une condition
nécessaire pour que le traitement classique adopté ici soit valable : il faut
que les effets physiques étudiés ne dépendent pas des incertitudes An et
Ay, sachant que celles-ci sont contraintes par 1'inégalité de Heisenberg
AnAp > 1/2.
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3-2 Formulation hamiltonienne du modele CS]J

Connaissant le lagrangien du probléme et le moment conjugué a ¢, on
obtient '’hamiltonien

H=¢p,—L (1.46)

qui est simplement égal a la somme des deux énergies Uc(n) et U;(y) in-
troduites plus haut, la premiere jouant le role d"une énergie cinétique et la
seconde une énergie potentielle, auxquelles on ajoute I'éventuel potentiel
linéaire —hlp/2e si on impose un courant extérieur / non nul :

Ec

H(p,p,) = o5 (1.47)

hI
pi — Ejcosp — %cp

Les deux relations de Josephson correspondent alors aux deux équations
de Hamilton :

oOH hl . .
Dy = —% = 9% = Ejsinp + hn (1.48)
et oH

Notons que la premiére relation de Josephson a été complétée par rapport
a (1.30) car on a ajouté le courant hn correspondant a la charge/décharge
du condensateur de la figure 1.10.

Pour un courant extérieur nul (I = 0), ’'hamiltonien (1.47) est formel-
lement identique a celui d'un pendule pesant de longueur ¢ et de masse
m:

2
p
Hpen(p,pp) = ﬁ — mgl cos @ (1.50)
oll ¢ désigne I'angle par rapport a la verticale (figure 1.11). Cette analogie
nous sera utile dans les chapitres suivants. Notons que la présence expli-
cite de i dans les équations qui précedent ne doit pas faire illusion : notre

traitement des variables ¢ et p,, est classique (voir la discussion a la fin de
§3-1).

Nous avons tracé en figure 1.12 le portrait de phase de ce pendule pe-
sant, c’est-a-dire les courbes iso-énergies dans le plan (p, ) pour E =
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FIGURE 1.11. Pendule pesant de longueur ¢ et de masse m, décrit par I’hamilto-
nien (1.50), formellement identique a (1.47) pour I = 0.

%2 — cos ¢. On y reconnait les deux types de trajectoires possibles : (i) les
trajectoires oscillantes pour £ < 1, avec le pendule qui ne monte pas jus-
qu’au point ¢ = =, et les trajectoires tournantes, pour £ > 1. Notons
que la topologie de ce portrait de phase est celle d'un cylindre, puisque les

lignes verticales ¢ = £7 correspondent a la méme situation physique.

3-3 Limite ¢ < 1 et oscillations plasma

Dans la limite des faibles phases, on peut faire dans le modele RCSJ
I'approximation sin ¢ ~ ¢, ce qui conduit a I'équation d’évolution

2e 2el, %) .
— I = - )
5 hcp+R+C’ga

(L51)
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FIGURE 1.12. Portrait de phase d’un pendule pesant d’énergie E = %2 — Cos .
Les courbes correspondent @ E = —0.5,0,0.5,1, - - -.

Cette équation est identique a celle trouvée en (1.8) pour un circuit RLC, si
on définit I'inductance L par

_h
A

Dans cette limite de faibles phases, la jonction Josephson idéale se com-
porte donc comme une inductance. Sa valeur est en pratique tres faible
(nanoHenry), mais on peut mettre un grand nombre de jonctions en série
pour l'augmenter pour certaines applications.

L (L52)

Considérons le cas particulier d'une intensité extérieure I nulle, tou-
jours dans cette limite ¢ < 1, et négligeons la contribution du terme dissi-
patif (i.e. R — 00), ce qui donne I'équation du mouvement :

2el,
h

La phase ¢ va donc présenter un mouvement sinusoidal appelé "oscillation

plasma" a la fréquence :
[ 2el.
wp =1/ o

Cette fréquence plasma w, peut réécrire en termes des énergies £ et Ec

introduites plus haut :
hw =+ E;jEc,

0:

o+ Cp. (153)

(154)

(L55)
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comme on le constate immédiatement a partir de 1’expression de I’'hamil-
tonien (I.47) danslecas I = 0et p <« 1:
E; ,

Ec
H(ppe) = 55 P + 57

Ces oscillations plasma, qu’il ne faut pas confondre avec 'effet Josephson
alternatif, correspondent au mouvement de faible amplitude du pendule
de la figure 1.11 autour de sa position d’équilibre, et elles résultent d’un
échange périodique d’énergie entre la partie inductive de la jonction et sa
partie capacitive.

(1.56)

4 Lajonction Josephson pour un gaz d’atomes

4-1 Barriere statique et double puits

Nous nous intéressons maintenant a la transposition de la jonction Jo-
sephson & un gaz d’atomes refroidis et piégés, ce gaz pouvant étre décrit
par une fonction d’onde macroscopique. Les gaz quantiques étant généra-
lement confinés dans des pieges harmoniques ou dans des pieges a fond
plat, une méthode simple pour réaliser une barriere tunnel ou une constric-
tion consiste a éclairer ce gaz avec un faisceau lumineux focalisé au centre
du piege. La fréquence de ce faisceau est choisie supérieure a la fréquence
de résonance des atomes, de sorte que la lumiére crée un potentiel répul-
sif sur les atomes, donc une barriere dont la hauteur est proportionnelle a
l'intensité lumineuse.

Les puissances laser disponibles en pratique sont largement suffisantes
pour que cette barriére ait une hauteur comparable au potentiel chimique
et a la température des atomes, ce qui permet de se placer dans les condi-
tions requises pour obtenir un effet Josephson. La largeur de la barriére est
de l’ordre du micrometre (ou quelques micrometres), ce qui reste suffisam-
ment petit pour que 'effet tunnel soit significatif.

La premiére expérience avec une jonction unique réalisée de cette ma-
niére a été faite par ALBIEZ, GATI et al. (2005), dont nous avons extrait
la figure 1.13. Nous reviendrons sur les résultats de cette expérience en
§4-5. Auparavant, plusieurs expériences, interprétables en termes de jonc-
tions multiples, avaient été réalisées avec des gaz d’atomes placés dans
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FIGURE 1.13. Superposition d'un puits de potentiel harmonique et d’une barriére
centrale pour un condensat d’atomes 87 Rb. Figure extraite de ALBIEZ, GATI et al.

(2005).
o

20pm

FIGURE 1.14. Barriére Josephson dans un gaz 2D uniforme d’atomes °Li (fer-
mions). Figure extraite de LUICK, SOBIREY et al. (2020).
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le potentiel périodique créé par un réseau optique, comme par exemple
ANDERSON & KASEVICH (1998) et CATALIOTTI, BURGER et al. (2001), mais
il est plus délicat de connecter de maniére quantitative leurs résultats a la
physique Josephson.

Ce type d’expérience peut également étre mené avec des fermions,
comme représenté en figure 1.14 pour un gaz d’atomes fermioniques en in-
teraction forte (°Li). Ce gaz est placé en géométrie bidimensionnelle grace
a un fort confinement le long de la direction verticale (perpendiculaire au
plan de la figure). La taille du col (waist) de la barriere est de 0.8 micro-
metre.

4-2 Le modele A deux modes

Pour transposer le principe de la jonction Josephson a notre gaz
d’atomes, nous allons adopter la description la plus simple possible en
nous limitant & un modele a deux modes spatiaux ®,(r) et ®,(r), asso-
ciés aux parties gauche et droite de la jonction. Nous allons supposer que
les N atomes du gaz partagent la méme fonction d’onde. L'état de chaque

atome sera limité aux combinaisons linéaires de ®, et @, :
P(r,t) = aq(t)Pa(r) + op () 2y (r)
L’état a IV corps correspond a un condensat de Bose-Einstein :

7TN7t) = 1/}(7117t) ,l/}(,,.QJt) w(TN>t)

et nous introduisons les amplitudes "macroscopiques”

avec |ag ()| +]ap(®)|* = 1. (157)

U(ry,re,- - (1.58)

cat) =VNaa(t)  (t)=VNay(t) avec [ca(t)]® +|ep(t))* =N .
(1.59)
Pour I'état ¥, le nombre moyen d’atomes sur le mode j = a,b est N; =
|cj|?. Cette réduction de la dynamique a seulement deux modes constitue
bien stir une contrainte tres forte, car elle revient a négliger toutes les autres
excitations possibles du systéme, comme par exemple les ondes sonores

pouvant se propager de part et d’autre de la barriére.

Pour préciser la procédure suivie pour choisir ®, et ®;, nous allons
considérer le cas d'un double puits symétrique uni-dimensionnel V'(x) qui
permet de décrire les étapes essentielles avec un formalisme réduit.
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Q1(z) 0 /

—40 -20 0 20 40

—40 -20 0 20 40

FIGURE L.15. Etats minimisant I'énergie de Gross-Pitaevskii, respectivement sy-
métrique (bas) et antisymétrique (haut), dans une boite de longueur L = 100
avec une barriere centrale carrée de largeur £ = 10 (zone grisée). La hauteur de
la barriére est 1.2, oit u est le potentiel chimique du gaz en absence de barriére
(longueur de cicatrisation & = 1/+/2). L'écart en énergie entre les deux états est
~ 10* de leur énergie totale.

Les modes @, et ¢, doivent étre choisis pour que leurs combinaisons
linéaires représentent le mieux possible les différents états que la jonction
Josephson atomique peut atteindre au cours de son évolution. Il est natu-
rel d'imposer que l'état fondamental ®y(x) du gaz dans le potentiel V' (x)
puisse étre obtenu par cette combinaison linéaire pour bien décrire la dy-
namique proche de I'équilibre. Cet état est celui qui minimise 1'énergie de
Gross-Pitaevskii, dont la définition et les propriétés sont rappelées dans
I'appendice 1. On choisira ¢, réelle et positive sur tout 1'espace, ce qui est
toujours possible puisqu’il s’agit de 1’état fondamental. Puisqu’on a sup-
posé que V' est symétrique par rapport a la barriére, il en va de méme pour
Dy : Po(x) = Po(—2x). Cette fonction sera choisie normalisée a I'unité et son
énergie notée Ey. Un exemple de profil pour @, est représenté en figure
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(I)a7b(l')

—40 -20 0 20 40

FIGURE 1.16. Etats localisés a gauche (®,,(x) en rouge) et a droite (®y,(x) en blew)
de la barriere, obtenus par combinaison linéaire des états stationnaires montrés en
figure 1.15.

.15 pour une barriére centrale carrée.

Par ailleurs, par analogie avec la jonction Josephson supraconductrice,
on s’attend a pouvoir atteindre également un état stationnaire avec une
différence de 7 de part et d’autre de la barriere. Nous allons pour cela
considérer un autre état stationnaire de 1’équation de Gross-Pitaevskii, noté
®,(x), obtenu en imposant que cette fonction s’annule en « = 0. La fonc-
tion ®,(z), également normalisée & 1'unité, peut étre choisie réelle et elle
est impaire : ®;(z) = —®1(—=x), ce qui correspond a la différence de phase
7 recherchée. On choisira ®;(z) > 0 pour z > 0 et ®;(x) < 0 pour = < 0.
Si la barriére n’était pas présente, I'état ®; correspondrait a un soliton noir
placé au point = 0. Un exemple de profil pour ®,(z) est également tracé
en figure 1.15. Notons que la différence d’énergie E; — Ey entre ®1(z) et
() devient exponentiellement petite quand on augmente la hauteur de
la barriere notablement au dessus du potentiel chimique du gaz.

Pour une barriére de hauteur supérieure a o et y;, les densités spa-
tiales po(x) = |®(z)|? et p1(z) = |®1(x)|? ont des profils trés voisins. Elles
different essentiellement a l'intérieur de la barriére, donc dans une zone ot
elles sont toutes les deux tres faibles. On peut alors fabriquer les états @,
localisés de part et d’autre de la barriére, en prenant

1 1
Pa(7) = 75 (Ro(@) = ®1(@)  o(@) = 75 (Po(@) + 21())

Le couple de fonctions {®¢, 1} est orthonormé puisque 'une est paire

(1.60)
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et 'autre impaire. Le couple de fonctions {®,, P} ainsi défini est alors
lui aussi orthonormé. Nous montrons en figure 1.16 les fonctions @, ()
obtenues par combinaison linéaire des deux états stationnaires de la figure
I.15.

Cette méthode de construction des états ®,; a partir des états sta-
tionnaire de la fonctionnelle d’énergie Gross-Pitaevski se généralise a un
double puits quelconque (RAGHAVAN, SMERZI et al. 1999), au prix d’ex-
pressions mathématiques plus compliquées du fait de 1’absence de la sy-
métrie de parité.

Remarque : domaine de validité du modéle. Nous avons construit notre
modele a deux modes a partir des deux états ®¢ ;(x) qui correspondent
tous les deux a des poids égaux sur @, et ®;, puisque la relation (I.60) s’in-
verse pour donner
d ! P d d ! P P

o(r) = \/5( a(@) + ®p(2)) 1(x) = \/5( b() = Pu(2)) -
Ce modele est bien adapté pour décrire les combinaisons linéaires de @,
et @, [cf. (L57)] pour lesquelles |c,|? ~ N/2 et |c,|> &~ N/2, car ce sont des
états dont I'énergie moyenne reste proche de Ey et E. En revanche, il serait
illusoire de chercher a décrire avec ce modele a deux modes une situation
initiale telle que ¢, = N, ¢, = 0 par exemple. L'énergie de cet état est en
effet (sauf pour des interactions tres faibles), beaucoup plus grande que
Ey et E1, le potentiel chimique correspondant peut étre plus haut que la
barriere centrale, et la dynamique du gaz devient beaucoup plus complexe
que celle d’une simple jonction Josephson. On pourra consulter 1’analyse
détaillée de LEGGETT (2001) sur ce sujet.

(L61)

4-3 L’énergie du double puits

Nous allons proposer dans ce paragraphe des arguments semi-
quantitatifs pour écrire la forme de 1'énergie E(c,, ;) qui permettra d’ob-
tenir les équations du mouvement des coefficients ¢, ; intervenant dans
la combinaison linéaire (I.57). Nous donnons dans l'appendice 2 de ce
chapitre un calcul complet validant ces arguments pour un double puits
symétrique décrit par 1'approche Gross-Pitaevskii. Nous renvoyons par
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ailleurs les lecteurs désirant approfondir cette dérivation vers les ar-
ticles de la période 1997-2001, durant laquelle le formalisme des jonc-
tions Josephson supraconductrices a été adapté au cas atomique : SMERZI,
FANTONI et al. (1997), MILBURN, CORNEY et al. (1997), ZAPATA, SOLS
et al. (1998), RAGHAVAN, SMERZI et al. (1999), MARINO, RAGHAVAN et
al. (1999), SPEKKENS & SIPE (1999), GIOVANAZZ1, SMERZI et al. (2000),
OSTROVSKAYA, KIVSHAR et al. (2000), MEIER & ZWERGER (2001) and
LEGGETT (2001).

L’énergie du systeme comporte a priori trois termes :

E(Ca7cb) = Ea(Na) + Eb(Nb) + Etun(caa cb) P (162)

c’est-a-dire :
— l’énergie E,(N,) des N, atomes dans le puits de gauche;
— l'énergie E},(N;) des N, atomes dans le puits de droite;
— l’énergie Eyyn (cq, o) résultant du couplage tunnel entre les deux puits.

Nous nous intéressons a des situations ot chacun des puits (gauche et
droite) pris individuellement est au voisinage de 1’équilibre. Cet équilibre
correspond a des nombres d’atomes N, et Ny, et aux potentiels chimiques
fiq et fip, définis par

_ 9E;

= —= (L.63)
IN; N;=N

fij = p;(N;)

J
Notons que, méme si nous considérons essentiellement des situations

proches de 1'équilibre, nous ne prenons pas ici 1'égalité stricte entre fi, et
fip car la différence de potentiel chimique

Ap = fig — iy (L64)

va jouer le role de la différence de potentiel électrique de la jonction supra-
conductrice.

On peut alors faire un développement de Taylor des énergies E, (N, ) et
Eyp(N) :

_ _ U, _
E;(N;) “Ej(Nj)ﬂLﬁj(Nj—Nj)Jr?j(Nj —N;)? (1.65)



CHAPITRE L.

LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL

§4. La jonction Josephson pour un gaz d’atomes

avec

O
Uj= = , L.66
J P) Nj N, :Nj ( )
qui est relié au module d’élasticité (bulk modulus) et a la compressibilité du
fluide2. Notons que ce développement est trés général, pourvu que N; —
N; soit suffisamment faible; il n’est pas restreint a un fluide décrit par la
fonctionnelle d’énergie de Gross-Pitaevski.

En utilisant la variable n définie par

N,=Ng,+n Ny=Ny—n, (L.67)

on obtient pour la somme des énergies "sur site" :
E.(N,) + Ey(Ny) = Apn + %nQ + cte (1.68)

avec p 5
EC—UA%%Zaﬁuwﬂ} é%wﬁm (1.69)

Intéressons-nous maintenant au terme tunnel E,,(cq, ¢p). Nous suppo-
sons que la densité de particules est tres basse a 'intérieur de la barriere de
sorte que nous pouvons négliger 'influence des interactions sur le coeffi-
cient tunnel. En seconde quantification, ce terme correspond donc simple-
ment a un couplage tunnel® Hy,, o —(ath + bia), out a (af) détruit (crée)
une particule dans le gaz a, et idem pour b :

a"|No, No) = /Ny + 1|N, 4+ 1, Np)
a|Na, Np) = /Nu|Ny — 1, Ny)  si

2. Plus précisément, pour un fluide homogene, on définit le module d’élasticité par

(1.70)
N, #0.

K = -V (g—‘lj) . Pour des interactions a suffisamment courte portée, le fluide est ex-
T,N

tensif avec 1’énergie libre de Landau Q(T, 1, V) = —VP(T, p); la pression P la densité
p = N/V sont des fonctions des deux variables thermodynamiques p et T (cf. cours 2016-
17, chapitre VI). La différentielle totale de €2 s’écrit : dQ = —SdT — Ndu — PdV et on en

déduit (‘LP = (BN

p— 1 72 . .
o )V‘T = W)T,u = p. Par ailleurs, comme . peut s’écrire comme une fonction

des quantités intensives T et de p, ona: N <%)T,V = -V (%)T,N

tion recherchée pour le module d’élasticité K = —V (%)T (g—“j)T N =Np (%)T vl

, ce qui donne la rela-

compressibilité isotherme est égale a 1/ K.
3. Lesigne — permet d’assurer que I'état fondamental est I'état symétrique (2o +®p,)/v/2,
c’est-a-dire 1’état sans noeud ¢ [cf. (1.61)].
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Dans l'approche champ moyen qui nous intéresse ici, nous allons donc
faire la substitution

a,a" — cq,c b,b" — ¢y, cf, (1.71)
ce qui donne un terme énergétique Eyyy,(cq, cp) X —(chey + c4€}), avec un

préfacteur que nous mettrons sous la forme :
Ey

Eiun(Ca, ) = ——=— (v + caC})
W NN, ’

(1.72)

ou le coefficient E; est a ce stade phénoménologique. Nous reviendrons
dans un instant sur sa détermination dans le cas du double puits symé-
trique N, = N}, = &, pour lequel ce terme énergétique se simplifie pour
donner :

E
Buun(Caycp) = ——2 (chep + cqcy)  (L73)

Double puits symétrique : N

(voir également 1’appendice 2 de ce chapitre).

Les dénominations E; et E¢ sont bien stir choisies pour faciliter la com-
paraison avec la modélisation des jonctions Josephson supraconductrices.
Pour rendre ce lien plus explicite, il est intéressant de travailler avec des va-
riables nombre-phase plutdt qu’avec les amplitudes complexes ¢, ¢;. Nous
posons donc pour j = a,b:

cj = \/ﬁjei% et ©=Ya— Pb - (1.74)
Le terme tunnel devient
Eiun(p,n) = —Ejv(n) cos ¢ (1.75)
avec le coefficient v(n) défini par
n n
=1+ 2) (1-2 (.76

L’expression de I'énergie du double puits que nous retenons a partir de
maintenant est donc, & une constante additive pres :

E(p,n) = Apn + %nQ — Ejv(n)cosyp (L.77)
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Coefficients E; et Ec dans le cas équilibré. Pour un condensat de Bose-
Einstein placé dans un double puits symétrique, nous avons expliqué en
§4-2 comment déterminer les deux états stationnaires de plus basse énergie
Qg et @1, respectivement pair et impair et d’énergie £ et E;. Ces deux états
correspondent au cas équilibré ji, = iy, = u, Ny = Ny = N/2etn =0, et
ils ont pour phase respectivement ¢ = 0 et ¢ = 7. Leur énergie calculée a
partir de (1.77) vaut £ et on a donc:

1
E; = (E1 — Ey)

: (L78)

Notons que cette quantité F; est une quantité intrinseque de la barriére,
au moins pour le type de piege a fond plat représenté en figure 1.15 : si on
varie la longueur totale L du piege en gardant la densité et ’épaisseur de
la barriere ¢ constantes (avec ¢ < L), la valeur de E; n’est pratiquement
pas modifiée.

Pour un condensat dans cette configuration, on peut également déter-
miner le parametre E¢ a partir de (1.69). L'énergie de N particules confi-
nées dans une boite de volume V est dominée par I'énergie d’interaction
Eiy = 92—]\‘;2, oll g est une constante proportionnelle a la longueur de diffu-
sion (voir appendice 1). On en déduit que p, = gN,/V, et uy, = gNy/Vj
(avec V, = V, = V/2). Ceci indique que p varie linéairement avec le
nombre de particules a volume fixé, d’otr :

. 1
Bo=te B0 _CH

L= (1.79)
a b

Les deux parametres caractérisant la jonction sont donc entiérement
connus dans ce cas.

4-4 Equations d’évolution dans le double puits

Une fois connue 'énergie en fonction des coefficients ¢, ;, ou de ma-
niére équivalente en fonction de n et ¢, il nous reste a déterminer les équa-
tions d’évolution de ces coefficients. Pour cela, on peut écrire directement
I'équation de Gross-Pitaevskii pour ¥(r,t) donnée en (1.57) et la proje-
ter sur les deux modes ®,;,. Une autre méthode consiste a considérer ce
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probleme comme une approche variationnelle dépendant du temps, pour
laquelle les fonctions d’essai sont les combinaisons linéaires de @, et ®;,.
Cette approche variationnelle est détaillée dans ’appendice 3.

Ces deux approches donnent des équations du mouvement identiques :

OE OF

hn = — h = —— 1.80
"= A v n (1.80)
qui s’écrivent explicitement :
hn = Ejy(n) sin
77(n) sine / (L81)
ho = =Ap — nEc + Ej~+'(n) cosy
otion a posé 7' (n) = $2.

Ces deux équations du mouvement permettent de préciser le lien entre
cette jonction réalisée avec des atomes piégés et une jonction Josephson
traditionnelle, décrite par les équations du mouvement (1.48-1.49) en sup-
posant ici un courant extérieur / = 0 (voir aussi le tableau 1.1). Les deux
problemes sont clairement similaires, avec la différence de potentiel chi-
mique Ay quiremplace (au signe pres) la différence de potentiel électrique
V:

A,u = Uu(Na) - Mb(Nb)

N a.ua ) ( N a.ub )
~ | pa(Ng - Np) —no— .
(M ( )+n8Na ps(Nb) "ON, (1.82)
= Tu +nEc
de sorte que la seconde équation de (I.81) peut aussi s’écrire :
‘hgb = —Ap + E;j+'(n) cosap‘ (1.83)

Origine physique du terme ~(n). Il est clair que les équations du mou-
vement de la jonction atomique ne sont identiques a celles d'une jonction
supraconductrice que si on pose y(n) = 1. Ce terme 7(n) traduit le fait que,
pour une jonction atomique, I’énergie due au couplage tunnel (1.75) ne dé-
pend pas seulement de E; cos ¢, mais aussi des nombres d’atomes de part



CHAPITREI. LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL §4. La jonction Josephson pour un gaz d’atomes

Jonction supraconductrice (RCSJ) Double puits atomique Jonction interne (Schwinger)
Parametres I. Ej=hl./(2) E; =1 (E[®1] — E[®)) E;=iNnQ
C  Ec=(2)/C Ec=g([|®a]* + |®s]*) Ec =2g, [|®[* avec g5 = 1(gaa + gob) — Jab
R - -
Controle Iexy (ouV) déplacement de la jonction (ou Apu) Q (ouA)
Variables o et Q=0V o et n=1i(N,—N,) J = (Ju, Jy, J2) avec J = S J, = %(Na -\
Energie % (%)2 — Ejcosp— hé%‘(p %nZ — Ejy(n)cosp + Aun E—fjf — W, — BAJ,
Dynamique Towi = I.sinp + % +Q hin = E v(n) sing jz = —ij
hp = 2eV ho = —Ap —nEc + Ej7' (n) cos ¢ ij+ =AJ, — Lo ( Jod. + J.J0) —QJ,
Régime Josephson toujours E;/N 2%« E¢ M) < pus avec pus= NE¢
y(n)=1 +'(n)=0

TABLE I.1. Description des principales jonctions rencontrées dans ce cours (la colonne "Jonction interne” sera traitée a partir du chapitre 4). Les jonctions supraconductrices

2
sont principalement contrdlées par le courant extérieur Ioyy. Pour le double puits atomique symétrique, traité ici classiquement, on a posé y(n) = ( - ‘%2) / et v'(n) désigne

la dérivée de y(n). Le cas de la jonction interne est traitée ici quantiquement et présentée dans I'approximation du mode spatial unique. La ligne "Energie” correspond au cas
sans dissipation (R = oo pour la jonction supraconductrice). Le passage a la limite classique pour la jonction interne, avec J = Jvy(n)e™'? et J, = n, est possible si Ec < E;

et permet de retrouver les résultats du double puits.

27



CHAPITRE I.

LA JONCTION JOSEPHSON ET LE DOUBLE PUITS DE POTENTIEL

§4. La jonction Josephson pour un gaz d’atomes

et d’autre de la barriere. Or ce nombre d’atomes varie dans le temps du fait
méme de "évolution due a l'effet Josephson.

Dans le cas d’une jonction supraconductrice, ce terme est absent car
la jonction supraconductrice est un systeme ouvert : méme si un courant
de paires de Cooper circule, les densités de part et d’autre de la barriere
restent constantes car la jonction est connectée a un "réservoir" capable de
fournir en permanence de nouvelles charges. Le coefficient décrivant I'effet
tunnel est donc indépendant du nombre de paires de Cooper ayant précé-
demment traversé la jonction.

Selon le type de jonction atomique, ce terme ~(n) peut avoir une in-
fluence négligeable — on prend alors y(n) = 1,7'(n) = 0 — ou alors étre a
l'origine de phénomeénes nouveaux, comme l'auto-piégeage que nous ren-
contrerons au chapitre 3. Pour reprendre I'analogie entre une jonction Jo-
sephson et un pendule pesant (figure 1.11), ce terme (n) introduit une
déformation du pendule en fonction de la différence entre les nombres N,
et N}, ce qui peut enrichir notablement sa dynamique.

Remarque sur les signes dans les équations d’évolution (I.81-1.83).
Dans la littérature scientifique sur le sujet, on retrouve ces équations d’évo-
lution avec des signes variés selon les conventions prises par les auteurs.
Discutons brievement ces signes pour la convention adoptée ici en faisant
la simplification (n) ~ 1 pour simplifier :

v(n)=1 (1.84)

hn=E;sing
ho =—Ap

Dans la premiere équation, la quantité r désigne le courant de particules de
b vers a et la phase ¢ = ¢, — @p. Si on prend ¢, légérement supérieur a v,
cela signifie qu’il a un gradient de phase de b vers a au sein de la jonction,
et donc une vitesse 2 j—ﬁ également dirigée de b vers a pour les particules.
Cela correspond donc bien a n > 0 (N, augmente, IV, diminue) et explique
le signe + dans la premiére équation de (I1.84). En ce qui concerne la se-
conde équation, rappelons que nous avons défini Ay = p, — . La loi
d’évolution d’une fonction d’onde en e '*# /" associée & ¢ = @, — s,

vient donc imposer le signe — dans fip = —Ap .

28

Formalismes lagrangien et hamiltonien pour une jonction atomique.
Ce formalisme est développé dans I'appendice 3 de ce chapitre. Le lagran-
gien est a priori fonction des variables (¢, n) et de leurs dérivées. Il s’écrit
ici:

»C(QO, n, Qba n) = —FmSO - E(QD, n) (185)

ot1 I'énergie F(p,n) est donnée en (1.77). Les équations de Lagrange per-
mettent alors de déduire (1.80). Le moment conjugué a n est nul puisque n
n’intervient pas dans le lagrangien (n est qualifiée de variable non dynamique
ou auxiliaire). Le moment conjugué a ¢ est

0= 55 = —hn (L.86)

p

dont on notera l'inversion de signe par rapport au résultat (1.45) pour une
jonction supraconductrice. Lhamiltonien s’écrit quant a lui :

(1.87)

H(Qo7pap) = E(QO,TL) avec p, = —hn ,

et les équations de Hamilton-Jacobi permettent également de retrouver
(1.80).

4-5 Les oscillations plasma d'une jonction atomique

Une des premiéres expériences réalisées sur une jonction atomique a
porté sur l'observation des oscillations plasmas. Ces oscillations sont ob-
tenues en absence de courant extérieur et elles consistent simplement a
observer les petites oscillations de la charge portée par la jonction, ici n,
en fonction du temps. Pour simplifier notre analyse, nous prendrons un
double puits symétrique, N, = N, = N/2 et Ay = ji; — iz = 0, de sorte
que v(n) et sa dérivée +'(n) s’écrivent :

/ n2 n? 4n

olt nous avons utilisé n < N.

(1.88)

Les oscillations plasma sont obtenues au voisinage du minimum
d’énergie en prenant ¢ < 1. En nous limitant aux termes d’ordre 1 en ¢
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FIGURE 1.17. Oscillation plasma dans un double puits contenant ~ 1150
atomes de 8"Rb. Les atomes sont confinés dans un piege dipolaire de fréquences
(78,66,90) Hz. On sépare le nuage en deux parties selon la direction x par I'ajout
d’une barriére de potentiel créée par un faisceau lumineux additionnel (cf. figure
1.13). Le démarrage de I'oscillation est causé par un déplacement soudain de la
position de la barriere centrale. La fréquence plasma mesurée ~ \/E;Ec/h est
de 25 Hz, bien supérieure attendue a la fréquence tunnel attendue en absence
d’interaction Ej/Nh =~ 2Hz. On est donc bien dans le "régime Josephson”
Ec > E;/N?. Figure adaptée de ALBIEZ, GATI et al. (2005).
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Rabi
AE;/N?

Josephson Fock

E
AE, ¢

FIGURE 1.18. Les différents régimes de I'oscillation plasma. Seuls les régimes de
Josephson et de Rabi peuvent étre décrits par I'approche utilisée ici, consistant a
faire I'approximation cos p ~ 1 —¢?/2 . Le régime de Fock sera étudié au chapitre
5 (voir aussi LEGGETT (2001)).

et n/N, les équations du mouvement (1.81) s’écrivent :

hn==FEj;p

, 41E
hgo:—(Ec—i—T;)n

(1.89)

Ces deux équations couplées correspondent a un mouvement sinusoidal
dont la fréquence w, vérifie

(hwy)? = E; (Ec + @> )

e (L90)

Nous retrouvons le résultat (I1.55) des jonctions Josephson supraconduc-
trices dans la "limite Josephson" :

4F
Ec>>—J: Twy =~ E;Ec

= (L91)

Cette limite consiste a prendre y(n) = 1, 7v/(n) = 0 dans (1.81) ou (1.83),
donc a négliger la variation du coefficient tunnel au cours de 1’oscillation,
ou de maniére équivalente, la modification de la longueur du pendule de
la figure 1.11.

La limite opposée Ec < 4FE;/N? est appelée "régime de Rabi" (fi-
gure 1.18). La physique est alors simplement celle d’un systéeme a deux
niveaux couplés conduisant a une oscillation a la fréquence fw = 2E;/N.
Ce régime sera surtout pertinent pour les jonctions atomiques internes, que
nous étudierons au chapitre 4.
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L'oscillation plasma a été la premiere manifestation de la physique Jo-
sephson observée directement sur des gaz d’atomes froids. Nous montons
en figure 1.17 le résultat obtenu par ALBIEZ, GATI et al. (2005) sur le double
puits déja montré en figure 1.13. On y voit a la fois l'oscillation de la dif-
férence de population entre les cotés gauche et droit, mesurée par le para-
metre z défini par
Na — Nb —9 E
N,+N, N
et I’évolution de la phase relative ¢, mesurée a partir de la figure d’in-
terférence entre ces deux nuages, elle-méme obtenue apres une expansion
balistique de 5 ms. On constate que les évolutions de n et de ¢ sont dépha-
sées de 7/2 l'une par rapport a I'autre, comme attendu a partir de (1.89).
Cette expérience a été menée dans le régime Josephson.

(1.92)

z =

Le régime de Fock. Signalons par ailleurs I'existence d'un troisieme ré-
gime, Ec 2 4E;, ol le traitement qui précede n’est plus approprié (figure
L.18). En effet, ce traitement repose sur ’'approximation cos ¢ ~ 1—¢?/2, ce
qui permet de mettre I'énergie de la jonction sous la forme £n? + £142.
Quand on passe a un traitement quantique et qu’on utilise la relation d’in-

certitude déja mentionnée An Ay > 1/2, on peut chercher 1’état fonda-

mental en faisant les substitutions ¢* — Ap? et n® — An® = ;1. Le
minimum de la quantité
Ec E; 2
E(Ap) = —A 1.93
(Ap) = ¢ N (1.93)

est atteint pour Ap ~ (Ec/4E;)'/* et il vaut hw,/2, comme attendu pour
un oscillateur harmonique. Mais on constate alors immédiatement que si
Ec 2z 4E;, l'extension en phase de cet état fondamental devient d’ordre 1
et on ne peut plus se limiter a I'approximation initiale cos ¢ =~ 1 — ¢*/2.
Nous reviendrons en détail sur ce régime dans les chapitres 5 et 6.

Appendice 1: L'approche Gross—Pitaevskii

On considere une assemblée de /N atomes confinés dans un piege dé-
crit par le potentiel extérieur V' (r). Nous supposerons que ces atomes sont
des bosons de spin nul, ou des bosons polarisés dans un état de spin fixé.
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A température trés basse et si les interactions sont suffisamment faibles,
on peut décrire cette assemblée par une fonction d’onde macroscopique
U (r), ce qui signifie que la fonction d’onde a N corps s’écrit sous la forme
factorisée :

O(ry,---,rn) x U(ry)---U(ry)  avec /|x1:(r)\2 dr=1. (194)

Nous supposerons que les interactions entre atomes sont de courte por-
tée et caractérisées par la longueur de diffusion as. La fonction ¢ obéit
alors a l'équation de Gross—Pitaevskii (ou équation de Schrédinger non-
linéaire) :

oY _ (fivu V(ir) + Ng|\I'('r,t)|2) Uir,t)|  (195)

ot 2m

ou p(r,t) = N|¥(r,t)|? représente la densité spatiale du condensat et ot le
coefficient de couplage non-linéaire g est relié a a; par

Arh2a,
g= .

(1.96)

m

Cette description correspond a une approximation de champ moyen :
chaque particule évolue dans la somme du potentiel extérieur V(r) et du
potentiel gp(r) créé par les autres atomes. Cette approximation est valable
si on a en tout point pa? < 1. On pourra se reporter au cours 2021 pour
le calcul de la longueur de diffusion et au cours 2022 la discussion de I'ap-
proximation de champ moyen et ses termes correctifs.

Nous nous intéresserons essentiellement au cas ot les interactions entre
particules sont répulsives, c’est-a-dire g > 0. Supposons que le poten-
tiel V(r) est celui d'une boite de grande taille L (figure 1.19). L'état fon-
damental du systéme correspond a une distribution de densité uniforme
po = N/L? (ot d est la dimensionnalité du systéme), excepté au voisinage
des parois de la boite ol1 la densité tombe a zéro sur une distance donnée
par la longueur de cicatrisation (healing length) :

f=—— (1.97)
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FIGURE 1.19. Exemple d'un gaz 1D dans une boite de longueur L avec des in-
teractions répulsives. Dans I'état fondamental du systeme, la densité est quasi-
uniforme excepté au voisinage immédiat des parois (situées en x = +L/2) oit elle
descend a zéro sur une distance ~ &.

Cette équation de Gross-Pitaevskii peut étre obtenue a partir d'une ap-
proche lagrangienne en théorie des champs classique. Elle se déduit de la
minimisation de 1’action

S = / L[, W] dt (1.98)
avec le lagrangien® :
LI, ] = / [ih $0* — Eap[W]] d®r (1.100)
et la densité d’énergie par particule Eqp[¥] :
Eap[V] = 7|v\1/|2 FVIO?+ 2g|q:|4. (1.101)

On retrouve 1'équation de Gross-Pitaevskii (1.95) en écrivant que la fonc-
tion ¥(r,t) doit rendre la fonctionnelle d’action (1.98) extrémale.

4. La composante temporelle du lagrangien peut étre remplacée par — [ d3r ih¥¥* ou
encore [ d3r i (‘1/ ¥ — ‘IJ\I!*) puisque la norme de ¥ est conservée au cours du temps

0= jt (/d%\p \p) /d3r (Wb + 0 0) (1.99)
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L’énergie totale associée a une fonction d’onde ¥ est donnée par la fonc-
tionnelle de Gross-Pitaevskii :
Ecp[V] = N / Eap[V]d3r (1.102)

ou encore

(r))? &®r+ —2

Nh2
Egp[¥ /\W ) d3r+N/

Mg / ()t

(L.103)
somme de 1’énergie cinétique, de I'énergie potentielle et de I'énergie d'in-
teraction.

Gaz confiné dans une boite. Pour un condensat de N atomes, confiné
dans une boite de taille L comme celui représenté en figure 1.19, la fonction
d’onde ¥ associée a 1’état fondamental est uniforme (excepté au voisinage
des parois) et égale & L~%/2,1a densité vaut py = N/L¢, et 'énergie domi-
nante est le terme d’interaction :

1 N?g
Ecp ~ —gp?L? = .
GP & 5900 L4

Le potentiel chimique du systéeme, c’est-a-dire le cotit énergétique pour
ajouter une particule, vaut alors :

_ OEgp Ng

(1.104)

=— = L1
et il est relié & la longueur de cicatrisation par
h2
=—. 1.106
H= ez (1.106)
Par ailleurs, la vitesse du son ¢ dans ce gaz est donnée par mc? = p (cf.

cours 2023-24, chap.III, § 1.4).

Appendice 2 : le double puits symétrique

Dans cet appendice, nous calculons explicitement I'énergie du gaz
confiné dans un double puits symétrique et nous montrons que le résul-
tat se met bien sous la forme annoncée dans ce chapitre.
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Commengons par déterminer les états stationnaires ®,, (n = 0,1) de
I’équation de Gross-Pitaevskii, comme expliqué en § 4-2. Les potentiels chi-
miques /i, sont reliés aux énergies de Gross-Pitaevskii

2 /dd,\? N
Ecp|®n] = N/ { ( ) + V2 + gcbﬂ dz
2m x

1 - (1.107)
par:
Ng

1
n = —FEqgp|P,| + — o4
1 I ap[Pn) 5 / o (x) de

2 2
:/ h—(d®”> +V®2 + Ngdt | dz
2m \ dx

(1.108)

cette derniere équation s’obtenant en multipliant

2 2
() = (0 Ly () 4 Nyl () @)

1.109
2m dx? ( )

par &y ou @, et en intégrant sur 1'espace.

Evaluons maintenant I'énergie E(cq, ¢p). Le calcul est relativement long,
mais sans difficulté de principe. On utilise notamment le fait que des inté-
grales du type

/ g (2)®?(z)dz  «,BEN (L110)

sont nulles si la puissance 3 de ®; est impaire, car la fonction a intégrer est
antisymétrique. Le résultat, a une constante additive pres, s’écrit

E E,
E(ca, ) = —=Z (cicp + cacl) + =2

~ . (leal* + [e]*) + AE (1.111)
avec 1
E;= 3 (Egp[®1] — Egp[®o]) (L.112)
qui est par construction une quantité positive et
Ec =4g / ®2(z) ®¥(x) da (1.113)

qui est également positif. Le terme AE a pour expression

AE = J (c¢iep + cact)’ avec J' = / [®F(x) — @%(az)}z dr (1.114)
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et il joue un role tres faible car le coefficient J’, qui fait intervenir le carré
de la différence des densités entre les états stationnaires ® et @, est trés
petit. Ce terme AFE sera négligé dans la suite.

On obtient donc, a une constante additive pres :

£y, . - Ec
E(cq,cp) = ——= (chcp + cacl) + — (|ca|4 + |cb|4)

L11
N 1 (L115)

avec la condition de normalisation |c,|* + |c|*> = N. L'état d’énergie mini-
male est atteint pour ¢, = ¢, = y/N/2, c’est-a-dire 1’état Dy

Expressions de E; et Ec. Nous avons donné en (1.112) et (1.113) les ex-
pressions des coefficients E; et Ec en termes des premiers états station-
naires ®¢ ; de ’équation de Gross-Pitaevskii. On peut également exprimer
ces mémes coefficients en fonction des états ®, ; localisés de part et d’autre
de la jonction (GIOVANAZZI, SMERZI et al. 2000). Pour obtenir ces expres-
sions, on remplace ®( et ¢ par leur valeur

1 1
Op=— (P, + O =— (0, - @ I.116
0 \/i( o+ Pp) 1 \/5( b — Pa) (L116)
ce qui conduit a
n? d%®,
E; = —N/(I)b (—— + Vo, + Ng@i) dz (1.117)
2m da?
que l'on peut mettre sous la forme
. . 42 5
E; = —N(Dy|H|D,) avec H = 12 +V(z)+ Ng®;(z) (1.118)
et
Eo ~ 2g / 4 da. (1.119)

Dans ces équations, on peut échanger les indices a et b puisqu’on a consi-
déré un double puits symétrique. Par ailleurs, on a négligé dans 1'expres-
sion de E- un terme faisant intervenir f @2@% dz, c’est-a-dire le recouvre-
ment entre les profils de densités entre les puits de gauche et de droite.
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Remarque. Nous avons vu apparaitre en (1.65) la dérivée du potentiel
chimique par rapport au nombre de particules, quantité reliée au module
d’élasticité du fluide. Quand on calcule cette dérivée a partir de (1.108),
on retrouve le terme (I.119), mais on voit également apparaitre un terme
correspondant au changement des fonctions d’onde ®; avec le nombre de
particules. Ces termes sont absents dans 1’approche variationnelle condui-
sant a (1.119) puisque nous avons restreint ’espace des fonctions d’essai
aux seules combinaisons de ®q et ®;, mais ils doivent en principe étre pris
en compte pour un calcul précis.

Appendice 3 : Approche variationnelle a deux modes

Le modele a deux modes développé dans ce chapitre peut étre consi-
déré comme une méthode variationnelle dépendant du temps, en prenant
des fonctions d’essai du type

W(r, ) = ca(H)a(r) + e (D (r) . (1.120)
Cela revient a faire évoluer la fonction ¥(r, t) dans un espace de dimension
2 seulement, décrit par la paire de nombres complexes ¢, (), au lieu de
prendre I'espace de dimension infinie exploré par la fonctionnelle d’éner-
gie de Gross-Pitaevskii.

L’action devient donc simplement une fonction des deux variables
Ca, Cb, de leurs complexes conjugués et de leurs dérivées temporelles :

S = /£[0a7cb7éaaéb] de (1121)

avec le lagrangien

E[Ca, Cp, éa, éb] =1ih (éaC: + ébCZ) - E[Ca, Cb] (1122)
ou I'énergie E|c,, ¢,] se calcule en substituant 1’expression choisie pour ¥
dans la fonctionnelle d’énergie de Gross-Piatevskii (1.103). Cette énergie est
a priori une fonction quartique de c,, ¢, et leurs complexes conjugués. Elle
fait par ailleurs intervenir les intégrales sur 1’espace de puissances de ¢, et
®;, et de leurs gradients.
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Les équations d’évolution des coefficients ¢, ; se déduisent finalement
du fait que S doit étre extrémale, ce qui donne les équations d’Euler-
Lagrange :

d (8/:) oL 1123)

dt \ocz) ~ o
et idem pour la composante b (rappelons que les variables ¢, et ¢, étant
complexes, on doit traiter c¢; et ¢; comme deux variables indépendantes).

On obtient donc :
L aE) o 7(3E)
ihe, = (80; ihey = oe:

Plutdt que (cq, ¢p), on peut utiliser le couple de variables (n, ¢), pour
lesquelles la partie dynamique du lagrangien s’écrit” :

(1.124)

*
Ca,Cb,Cy, Ca,C}yCh

ih (éqcy, + Cpcp) = —hing + - - (L.125)
de sorte que le lagrangien total vaut :
L(p,n, ¢, 1) = —hng — E(p, n) (1.126)

ol I'énergie F(p,n) est donnée en (1.77). Les équations de Lagrange
s’écrivent donc

d (86) oL . OFE

(=)= = = L.127

dt \0¢ dy fi Op ( )
. d /oL oL oF

ce qui correspond aux équations d’évolution (1.81).

Formulation hamiltonienne. Le lagrangien est fonction des deux va-
riables (¢, n) et de leurs dérivées. Il y a donc deux moments conjugués :

Py = 7~ = —hn pp=——=0. (1.129)

on

5. Le symbole "- - - " représente une dérivée totale par rapport au temps, sans importance
ici.
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L’hamiltonien correspondant s’écrit
H(p,n,po,pn) = ppp — L= E(p,n)  avec hn=—p,  (L130)

et les équations de Hamilton

G = 8£ . 10K
~ Ipy T hon
= (I1.131)
pLF:,aiH —hh:fafE
dp Oy

sont (heureusement) identiques aux équation de Lagrange (1.127-1.128).
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Chapitre 11

Dynamique d"une jonction Josephson

Le chapitre précédent a été consacré a la présentation des jonctions Jo-
sephson supraconductrices et a leur transposition a des fluides d’atomes,
avec des faisceaux laser focalisés qui jouent le role de la barriere isolante
des jonctions solides.

Pour une jonction supraconductrice, nous avons donné les deux rela-
tions fondamentales proposées par Josephson :

{ I=1sinp (111

hp =2eV

oll ¢ désigne la différence de phase entre les supraconducteurs placés de
part et d’autre de la jonction, I représente l'intensité électrique traversant
la jonction, V' la tension électrique a ses bornes, et 2e > 0 la valeur absolue
de la charge d"une paire de Cooper. L'intensité critique I. est un parametre
qui caractérise la jonction.

Toujours a propos des jonctions supraconductrices, nous avons intro-
duit un modele plus complet permettant de décrire les principaux phéno-
meénes accompagnant l'effet Josephson. Ce modele RCS], pour resistively
capacitance shunted junction, est représenté sur la figure IL1. Nous allons
l'utiliser dans ce chapitre pour établir la caractéristique de la jonction, c’est-
a-dire la tension moyenne V qui apparait a ses bornes quand on I’alimente
par un générateur de courant délivrant une intensité I constante. Cette
étude sera basée sur un modele célebre dans la physique des jonctions,
celui de la "planche a laver inclinée".
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Nous passerons ensuite a la transposition de ces notions a une jonc-
tion atomique. Nous présenterons un schéma ingénieux proposé par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) pour simuler la présence d'un généra-
teur de courant. Ce schéma consiste a placer une barriere mobile dans le
fluide, I'intensité traversant la barriere étant directement proportionnelle a
sa vitesse, au moins dans le régime I < I.. On peut alors retrouver pour
ces fluides atomiques 1’équivalent des parametres du modele RCS].

Une question importante concernant la transposition de l'idée de Jo-
sephson a des gaz d’atomes porte sur les mécanismes physiques de la dissi-
pation (le "R" du modele "RCS]J"). Nous décrirons des analyses numériques
récentes ainsi que des expériences qui ont mis en évidence le role essentiel
des solitons et des vortex dans le régime dissipatif.

Pour terminer ce chapitre, nous reviendrons aux jonctions supracon-
ductrices pour décrire brievement les recherches de Clarke, Devoret et
Martinis, fondées sur la version quantique du modele de la planche a laver
inclinée, recherches qui ont été récompensées par le prix Nobel de Phy-
sique 2025.
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FIGURE II.1. Le modele RCS], avec une résistance R et une capacité C' en pa-
rallele avec la jonction idéale décrite par (I1.1). L'ensemble est alimenté par un
générateur de courant délivrant 'intensité I.

1 Caractéristique d’une JJ supraconductrice

1-1 Rappel sur le modéle RCS]

Nous avons introduit au chapitre précédent le modele RCS] (resisti-
vely capacitance shunted junction) qui permet de décrire de maniére semi-
quantitative la dynamique d"une jonction Josephson, possiblement alimen-
tée par un générateur de courant ou un générateur de tension.

Rappelons briévement les principaux ingrédients de ce modele. Nous
notons ¢ = y,—yy la différence de phase entre les deux cotés de la jonction,
V =V, — V, la différence de potentiel électrique, et I I'intensité électrique
totale circulant de a vers b. La structure électrique envisagée dans le mo-
dele RCSJ est représentée sur la figure II.1 et elle comporte trois éléments :

— un élément Josephson idéal traversé par le courant I sin ¢;

— une résistance traversée par le courant V/R;

— un condensateur de capacité C, portant la charge @ = CV et traversé
par le courant Q = CV.

On a donc le lien suivant entre l'intensité totale I(¢), la phase ¢(t) et la
tension V (¢) :

I:ICsingo—kK—kC—,

dVv
1.2
R dt 2)
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FIGURE I1.2. Solution possible pour I'équation du mouvement (I11.3) : un courant
I compris entre —I. et +1., et une différence de potentiel électrique V nulle.

ainsi que le lien iy = 2eV entre la phase ¢(t) et la tension V (¢) (seconde
relation de Josephson dans (II.1)).

Sil'on élimine V' au profit de la phase ¢, on aboutit a 'équation diffé-
rentielle non linéaire du deuxiéme ordre en ¢ :
hC .

h
I=1Isnp + —¢p + —¢.

2¢R 2¢ (IL.3)

Nous envisagerons dans la suite de ce cours différentes configurations :
I peut étre maintenue constante par un générateur de courant, et il s’agit
alors de déterminer ¢(¢) et donc V' (), en particulier sa moyenne tempo-
relle V. Nous considérerons également au chapitre suivant la situation ou
I peut comporter une composante continue et une composante modulée
[1(t) = Ip + I cos(wt)] et nous montrerons que la tension moyenne V peut
présenter un comportement résonnant (résonances de Shapiro). Nous ver-
rons que cette équation non linéaire donnant ’évolution de la phase ¢ pré-
sente une grande variété de solutions, selon 'importance de I'amortisse-
ment résistif, et qu’elle peut révéler différents phénomenes typiques de la
physique non linéaire, de I'hystérésis par exemple.

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas ol le dispositif repré-
senté en figure II.1 est alimenté par un générateur de courant d’intensité
constante /. Nous allons chercher & résoudre analytiquement ou numéri-
quement 1’équation (IL.3) pour en déduire ¢(t) et V (¢).

Notons tout de suite une solution particuliére qui sera toujours pré-
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I sinp
I I
_)—. ._)—
a R b
—f

FIGURE I1.3. La simplification du modele RCS] quand les effets capacitifs sont
négligeables.

sente :

| <. V=0 (IL.4)

correspondant a la phase constante ¢ = arcsin(I/1,). Il s’agit du segment
horizontal dans le plan (I, V') déja montré au chapitre 1 et reporté sur la
figure I1.2.

1-2 Etude analytique pour C' — 0

Nous allons nous concentrer d’abord sur le cas simple, sans hystéré-
sis, oll les effets capacitifs peuvent étre négligés devant les effets résistifs
(figure I1.3). On peut alors simplifier 1’équation (I1.3) pour ne garder que

I=1Issinp+ (IL5)

2eR"”
On peut distinguer deux régimes :

— Si l'intensité I est inférieure a I, on trouve uniquement la solution
constante ¢ = arcsin(/1..) (modulo 27) et donc

| <l: V=0 (IL6)

C’est le segment horizontal tracé en figure II.2 et apparaissant égale-
ment en figure I1.4.

— Si I > I, on transforme cette équation en :

»(t) do’ %R
/ _de 2R,
0

I—1I.sing’ h L7)
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FIGURE I1.4. Caractéristique courant-tension dans le cas oil le couplage capacitif
est négligeable. La ligne tireté représente le résultat purement résistif V= RI.

oll nous avons pris par convention une phase nulle a I'instant ¢ = 0.
L'intégration de cette équation conduit & (GRADSHTEYN & RYZHIK
2014)

It 2) — I 2eR
———— arctan M = e—t (IL.8)
P—1I2 JIE—1I2 h
dont on déduit
% mt wh
Itan— =1.++/I?—I?2 tan(—) avec T = —r—— .
2 T eR\/I? —I2
(I1.9)

La fonction ¢ est une fonction croissante du temps et elle augmente de
27 quand ¢ augmente de 7". La fonction ¢ est périodique dans le temps
de période T et il en va de méme pour V(¢). La moyenne V de V(t)
sur une période T se calcule simplement :

I o h h
V:fAV@M:%?O (1) dt = 5 [o(T) — 9(0)] = 527
(IL.10)
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ou encore, en utilisant I'expression (I1.9) de T":

V—RJP-I

11| > I, : (IL11)

On obtient ainsi la caractéristique tracée en figure I1.4. Pour un courant
I trés grand devant /. , on retrouve le résultat purement résistif V' = RI,
tracé en tireté sur cette figure.

Cette caractéristique courant-tension correspond en pratique au cas de
jonctions Josephson réalisées a partir de contacts ponctuels (point contact),
pour lesquelles la capacité C est effectivement tres petite (BARONE &
PATERNO 1982).

1-3 La"planche a laver" inclinée

Nous prenons maintenant en compte les effets capacitifs (C' # 0). Pour
obtenir une intuition des solutions dans ce cas général, commencgons par
omettre cette fois-ci la contribution résistive dans (I1.3) qui s’écrit donc :

hrC
—p=—I.sinp+1.

IL.12
%% (IL12)

Cette équation décrit le mouvement d"une particule de "masse" hC'/2e sou-
mise a la force F'(¢) = —I.sin ¢ + I. Cette force dérive du potentiel

‘ U(p) = —I.cosp — Ip (I1.13)

La superposition du potentiel sinusoidal —I. cos ¢ et du potentiel linéaire
—Ip est tracée en figure IL5 pour différentes valeurs du rapport I/1.. Elle
est souvent appelée de maniere imagée "potentiel en planche a laver incli-
née" (tilted washboard potential), comme celle montrée sur la figure IL6.

Pour ce probléme sans dissipation, on identifie deux possibilités,
conduisant a des régimes différents :

— |I] < I, (premiére ligne de la figure IL.5) : le potentiel U(y) présente
des minima locaux, séparés de 27. Pour une énergie donnée, on a donc
(i) un régime piégé, ot la variable ¢ reste confinée autour d’un mini-
mum local et (ii) un régime accéléré our la particule dévale la pente
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FIGURE II.5. Forme du potentiel U (y) pour différentes valeurs du rapport I/I..
Des minima locaux, espacés de 2w, existent seulement si I < I..

correspondant au potentiel linéaire — /. Le terme dissipatif (non pris
en compte pour l'instant) sera alors essentiel pour assurer que la "vi-
tesse" ¢ ne diverge pas.

— |I] > I. (deuxieme ligne de la figure IL.5) : e potentiel U () ne présente

pas de minimum local, seul le régime accéléré est possible.

Les phénomeénes d’hystérésis mentionnés plus haut peuvent se manifester
dans le premier cas, pour lequel deux scénarios sont en compétition.
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FIGURE 11.6. Une planche a laver en pierre. Photo Wikipedia.

1-4 Résultats numériques dans le cas général

Nous avons abordé dans ce qui précede deux régimes limite : celui out
les effets capacitifs décrits par C sont négligeables et qui conduit a une
solution analytique, et celui ol les effets résistifs décrits par R sont négli-
geables, qui conduit au mouvement dans le potentiel de type "planche a
laver inclinée". Nous passons maintenant a 1’étude de la jonction quand
tous les termes de I'équation du mouvement (II.3) sont significatifs. Dans
ce cas, il n’est pas possible d’obtenir une solution analytique simple et on
doit se tourner vers une résolution numérique.

Avant de présenter ces résultats, il est important d’identifier le ou les
parametres sans dimension qui caractérisent le probleme. Pour cela, on di-
vise I'équation (I.3) par I, :

ho ., hC
2eRLY " 2el,

I
— =sinp + %] (IL.14)

I

et on introduit 1’échelle de temps

h
= . 1.1
"= 5eRT (1L.15)
En exprimant le temps en unité de ¢(, on arrive a ’équation
I . . N
7 =sing + 4+ Bep (IL.16)
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ot l'on a introduit le parametre sans dimension (parametre de Stewart-
McCumber).

2
.= @ (IL.17)
La détermination de la caractéristique d"une jonction Josephson décrite par
le modele RCS] ne dépend donc que de ce seul parametre!. Le cas dominé
par la dissipation étudié en § 1-2 correspond au choix 3. = 0. Le cas opposé
B > 1 correspond au contraire a une situation ot les effets résistifs sont
faibles (i.e. R — 00).

On a tracé en figures I1.7 et I1.8 les caractéristiques courant-tension pour
différentes valeurs de .. On voit apparaitre un phénomene d’hystérésis
marqué pour . > 1. En pratique, ces courbes sont calculées en recherchant
le régime forcé de (I1.16). La fonction ¢(t) est périodique en temps et on en
déduit V par la relation (I1.10).

Pour déterminer chaque caractéristique, on commence au point / = O et
V' = 0 et on suit le régime forcé en augmentant [ par incréments d/ petits
devant I.. Pour chaque incrément dI, on attend que le régime forcé soit
atteint pour déterminer la valeur de V(1) correspondante. Les calculs sont
faits jusqu’a I = 21, pour cette figure. Ensuite, partant de la solution en ce
point (qui est proche du régime purement résistif), on revient vers le point
I = 0 en diminuant I par petits incréments.

On obtient ainsi la caractéristique dans le demi-plan I > 0, en particu-
lier les deux branches d’hystérésis pour un courant compris entre I, et I.
(figure I1.7). La partie I < 0s’en déduit par symétrie. Dans la limite 5. >> 1,
BUCKEL & KLEINER (2008) donnent la valeur approchée I,./I. = 4/(m/f3c).

Cette hystérésis correspond aux deux types de mouvement mentionnés
plus haut pour le cas |I| < I :

— un mouvement piégé en un minimum local du potentiel U(¢y), donc a
toutinstant p = 0etV =0;

— un mouvement a vitesse moyenne ¢ non nulle, donc V # 0, résultant
de la compétition entre 1’accélération due au potentiel linéaire — Iy et
la force de friction.

1. Je remercie Thierry Giamarchi pour une discussion sur la nature de certaines solutions
de cette équation.
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2 I I
— e =10
1 _I r/ I c ")(
V. ) \ . 2 2
RIC H N ’ — P = 1 — [ = 3
H \ B B
: 1r N 1 N
_ 1 +[r /Ic
\%
BRI 0 0
-9 | \
2 -1 0 1 2 -1f 1 1) :
I / 1 c —9 \ ! —9
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
FIGURE I1.7. Caractéristique courant-tension déduite de (I11.3) pour . = 10. 2 2
Cette équation est intégrée numériquement pour chaque valeur de I /I... On calcule —B.=10 —B.=30
la moyenne temporelle V de la tension V (t) une fois le régime stationnaire atteint. 1 k 1 |
La courbe en trait continu rouge est obtenue en balayant I dans le sens positif, —I/1e
depuis —21. a +21.. La courbe en pointillé vert est obtenue en balayant I depuis v \
+21. a —21,. Un phénomene d’hystérésis apparait sur cette caractéristique : dans RI. 0 \ 0
la plage [—1.,—1,] et [+1,,+1.], une méme valeur du courant peut conduire a
deux valeurs de la tension V' selon les conditions initiales choisies. -1 /1 2 -1 N
- . . —2 —2
Autre paramétrisation rencontrée fréquemment. Le choix de 'unité de -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
temps to dans (I1.14) n’est pas le seul possible. Certains auteurs préferent I/1. I/1.
introduire le temps ¢; tel que
hC FIGURE I1.8. Caractéristique courant-tension déduite de (11.3) pour différentes

t]

(IL18) valeurs de 3.

- 2el,.
qui est égal & 27 /w,, ol w, est la fréquence plasma introduite au chapitre
précédent. En prenant ¢; comme unité de temps, on aboutit a ’équation du
mouvement

1 .
— =siny +

T + ¢, (IL.19)

¥
Qqual

40
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otl le facteur de qualité Q.1 est directement relié au parametre . par

Qqual = \/E .

(I1.20)

2 Caractéristique d’une jonction atomique

L’étude des caractéristiques courant-tension pour des jonctions Joseph-
son supraconductrices a été faite dans les années qui ont suivi la proposi-
tion de Josephson. Il n’est pas question de faire une revue de ces études ici
et nous renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques
du domaine comme BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous
allons nous intéresser ici aux réalisations plus récentes faites a partir de
gaz d’atomes ou de molécules froides.

2-1 Rappel sur les jonctions atomiques

Rappelons les résultats obtenus au premier chapitre concernant une
jonction Josephson atomique formée par un double puits, avec les nombres
d’atomes a gauche et a droite :

Ny =Ny +n, Nb:Nb—n, (1121)
et la différence de phase ¢ = ¢, — . Le fonctionnement non dissipatif
de la jonction est caractérisé par les deux énergies E; et Ec. Son énergie
s’écrit
— AL Ec o

E(p,n) = Apun + 5 " - Ejv(n)cosyp, (I.22)
ot la quantité Ay = jiy, — fi, représente la différence de potentiel chimique
pour les nombres moyens de particules IV, et IV, et olt on a posé :

=y () (%)

Dans ce chapitre, nous nous limiterons a des régimes ot1 I'on peut prendre
en bonne approximation y(n) ~ 1. Cette hypothése correspond a ce que

(I1.23)
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nous avons appelé le "régime Josephson" dans le chapitre 1. Dans ce cas,
les équations d’évolution des parametres n et ¢ décrivant la jonction sont

hn Ejy sinp
h(p = —Tu - nEC

(I1.24)

La quantité » représente un courant de particules, donc 1’équivalent du
courant électrique / pour une jonction supraconductrice. La premiere
équation de (I1.24) peut donc s’écrire

f=1Ising avec I.=E, /h\ (I1.25)
Rappelons par ailleurs que 1’énergie de charge E¢ est définie par
8Ma 8/-“7
Ec = v (I1.26)
aNa Na:l\_/a aNb Nb:Nb

de sorte que la quantité intervenant dans la seconde équation de (I1.24)
peut se simplifier en

_ Oltg 0
Ap +nEc=(ﬂa+n a )—(ﬂb—nﬂ)
b

ON, ON (I1.27)
= Ha — Hp = A/.L .
La seconde équation de (I1.24) peut donc également s’écrire
ho = —Ap (I1.28)

oll Ap = piq — o est calculé pour les nombres de particules instantanés IV,
et V.

En pratique, nous considérerons fréquemment des jonctions a 1'équi-
libre pour les nombres moyens d’atomes (N,, Ny), de sorte que jiq = [lp.
Dans ces conditions, on a la relation simple entre n et la différence instan-
tanée de potentiel chimique : Ay = n E¢, qui peut également se mettre

sous la forme .
C=—.
Ec

La capacité C relie donc la "charge" n de la jonction a A.

n=CAu avec (IL.29)
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2-2 La barriére mobile

Comment explorer directement la partie de la caractéristique composée
du segment I € [—1.,+1.] pour une différence de potentiel nulle entre les
deux cotés de la jonction? Dans une jonction supraconductrice, on a af-
faire a un systéme ouvert puisque la jonction est branchée a un générateur
de courant. De nouvelles charges (paires de Cooper) peuvent étre donc
injectées ou retirées d'un c6té ou de 'autre de la barriere, ce qui permet
d’imposer un courant I # 0 tout en conservant V' = 0.

Dans une jonction atomique, composée d'un double puits de potentiel,
le role de V est joué par la différence de potentiel chimique Ay = g — s
entre les deux cotés de la barriere (cf. chapitre 1). Il est alors moins évident
de travailler a Ay = 0 car le systéme est isolé : avec une barriere fixe si-
tuée au centre du puits de potentiel, le passage de particules d'un coté a
I'autre de la barriere va modifier le potentiel chimique de chacune des deux
composantes : du fait des interactions entre atomes, l'un des potentiels chi-
miques va augmenter, I’autre diminuer, et on quitte le régime Ay = 0.

Pour contourner ce probléme, GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) ont
proposé d’utiliser une barriere mobile. Idéalement, cette barriére est placée
dans un gaz de densité uniforme. Quand on met cette barriére en mouve-
ment pour atteindre une vitesse v, on peut observer deux types de com-
portement selon la valeur de v :

— Si la vitesse |v| reste inférieure & un certain seuil v, les densités de
part et d’autre de la barriére restent égales. Cela signifie que le flux
de particules I qui traverse la barriere est égal a pv, olt p désigne la
densité linéique du milieu.

— Sila vitesse |v| dépasse la valeur critique v,, alors le flux de particules a
travers la barriere n’est pas suffisant pour maintenir I'égalité des den-
sités. Un bourrelet de densité se produit en amont de la barriere, et
une dépression se produit en aval. Les deux potentiels chimiques p,
et up, sont alors différents.

Ces deux scénarios sont montrés sur la figure I1.9, obtenue par KWON,
DEL PACE et al. (2020) sur un gaz de molécules (bosoniques) de ®Lis. Nous
reviendrons un peu plus loin sur les détails de cette expérience.

Le premier type de comportement est une manifestation directe de la
superfluidité du milieu et il rappelle le critere de Landau pour tester cette
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FIGURE I1.9. Haut : Jonction Josephson atomique pour un gaz de molécule ®Li,
en forme de cylindre. La barriére centrale est mobile et permet de controler le flux
d’atomes traversant la barriere. Bas : deux exemples de profils de densité pour
I < I, (gauche) et I > I, (droite). Hauteur de la barriére : 0.6 x énergie de

Fermi, paramétre d'interaction : 1/kpa, = 4.2. Figure extraite de KWON, DEL
PACE et al. (2020).
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superfluidité. Selon ce critere, on déplace une impureté microscopique
dans le milieu et on étudie si cette impureté crée ou non des excitations,
en l'occurrence des phonons, lors de son mouvement. Le résultat dépend
du rapport v/c, ol v est la vitesse de I'impureté et v la vitesse du son. Pour
v < v, aucune excitation n’est créée si le milieu est a température nulle,
donc totalement superfluide.

Dans le cas présent, I'impureté microscopique est remplacée par une
barriere macroscopique, de sorte que la vitesse critique v, est notablement
inférieure a la vitesse du son. Par ailleurs, en accord avec la premieére rela-
tion de Josephson, on s’attend a ce qu'une différence de phase ¢ = ¢, — ¢
apparaisse entre les deux cotés de la barriere. La différence de phase ¢ est
reliée a l'intensité I = pv par la relation de Josephson I = I.sin ¢, et I'in-
tensité critique I. se déduit de la vitesse critique v, par

(IL.30)

Le second type de comportement est un régime dissipatif. Le mouve-
ment de la barriere créée des excitations dans le fluide. Ces excitations dé-
pendent des détails du milieu, en particulier de sa dimensionalité : pour un
milieu strictement unidimensionnel, ces excitations sont de type phonons
et solitons noirs ou gris; pour un milieu bi- ou tri-dimensionnel, ce peut
étre (en plus des phonons) des vortex.

Nous allons modéliser le comportement de la barriére dans ce régime
par une approche de type RCSJ, en écrivant 'intensité I.., = —pv imposée
de l'extérieur? comme la somme des trois termes :

A -
Iexe = —Ising + f“ +CAp. (IL31)
En utilisant la seconde relation de Josephson (IL.28), cette équation peut

s’écrire comme une équation différentielle d’ordre 2 en ¢, analogue de
I’équation (I1.3) pour les jonctions supraconductrices :

pv = I.sinp + %99 +hCo. (I.32)

2. Le signe — rend simplement compte du fait que pour une barriére de vitesse positive
(allant vers la droite, donc de a vers b), le courant de particules qui la traverse va de b vers
a. Par ailleurs, pour v > 0, on s’attend dans le régime dissipatif a une augmentation de la
densité dans la partie droite et une diminution dans la partie gauche, donc 13, > fiq-

Dans ce modele, R/h est sans unité et C a la dimension d'un temps.
L'intensité I et l'intensité critique I. se mesurent en nombre de parti-
cules/seconde, leur dimension est donc I'inverse d"un temps.

2-3 Observation de la relation courant-phase

La suggestion de GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) d’utiliser une
barriére mobile pour explorer la relation courant-phase d’une jonction
atomique a été implémentée par plusieurs groupes expérimentaux, tout
d’abord LEVY, LAHOUD et al. (2007), puis RYU, BLACKBURN et al. (2013) et
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014). Nous reviendrons sur certaines de ces
expériences au chapitre 5 quand nous discuterons la physique des SQUIDs.

Nous allons nous concentrer dans ce qui suit sur 1’expérience de KWON,
DEL PACE et al. (2020), dont nous avons montré les premiers résultats en
figure 11.9. Cette expérience est réalisée avec un gaz de fermions (°Li) au
voisinage d"une résonance de Feshbach. On se place du c6té des longueurs
de diffusion positives, de sorte que le gaz est essentiellement composé de
molécules bosoniques °Li,.

Le gaz est confiné dans un potentiel harmonique de forte raideur selon
y et z, et de raideur beaucoup plus faible selon z. Grace a deux nappes
de lumiere additionnelles, on sélectionne la partie centrale du nuage, qui
a donc la forme d'un cylindre allongé de longueur 140 zm avec une den-
sité linéique quasi-homogene p = 300 molécules/um (figure I1.9). Au voi-
sinage du centre, on place une troisieme nappe de lumiere, de plus faible
intensité et d’épaisseur ~ 1 um, qui joue le role d"une barriere tunnel. Deux
types de mesure sont possibles :

— Une image directe comme celles montrées en figure I1.9 fournit les
nombre d’atomes de part et d’autre de la barriére tunnel.

— Une expansion balistique durant laquelle les deux parties du nuage se
recouvrent et interférent, ce qui donne acces a la phase relative entre
les nuages (figure 11.10).

Pour obtenir 1'équivalent de la caractéristique courant-tension pour
cette jonction atomique, KWON, DEL PACE et al. (2020) sont partis de la
situation symétrique o1 les deux cdtés de la jonction ont la méme lon-
gueur L, = L, = L/2 etils ont déplacé la jonction pendant une durée 7 de
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FIGURE I1.10. Figure d’interférence entre les deux parties de la jonction de la
figure 1.9, dont on déduit la phase relative o = ¢, — pp. Gauche : p = 0, droite :
¢ ~ 0.4 7. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).

sorte qu’a l'issue de ce déplacement, on a L, = L/2 + ¢ (partie gauche) et
Ly = L/2 —{ (partie droite) avec ¢ = v7 : une vitesse positive de la jonction
correspond a une augmentation de L, et une diminution de L;. On fixe
¢ = %10 pm, ce qui est petit devant la longueur totale L = 150 um.

L’état de la jonction a I'issue du déplacement (figure I1.9) est caractérisé
par les nombres N, et Ny, dont on déduit la différence de potentiel chi-
mique entre les deux c6tés de la jonction. Le résultat de cette mesure est
montré en figure I1.11. On retrouve la caractéristique typique d’une jonc-
tion :

— Pour |v| < 0.4mm/s, la jonction se comporte de maniere idéale : Ap
reste nul a I'issue du déplacement de la jonction (figure I1.9, en bas a
gauche).

— Pour v supérieure a cette valeur, le courant traversant la jonction est
plus faible que I et on observe une augmentation de la densité du coté
dont la longueur a été réduite (figure I1.9, en bas a droite).

La méthode interférométrique mentionnée plus haut permet également
d’étudier le lien entre I'intensité et la phase dans le régime |v| < v.. Le
résultat est montré en figure I1.12. I'ajustement de /() par une fonction
périodique de ¢ montre qu'une harmonique supplémentaire vient légere-
ment modifier la relation I = I, sin (.
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FIGURE 11.11. Caractéristique courant-tension pour une jonction atomique avec
Ep/h = 6kHz. Le parametre z est défini par z = (Np — Ng)/(Ng + Np). Le
paramétre Z désigne la valeur de = pour une jonction idéale. La convention de signe
pour le courant est loxy = Iq—p. La ligne continue représente un ajustement par
le modele RCS]. La légere oscillation visible juste en dessous de I, est due a des
oscillations plasma de faible amplitude, excitées par le caractere non-adiabatique
du branchement du courant. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al. (2020).
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FIGURE I1.12. Relation entre phase et vitesse de la barriere pour une jonc-
tion atomique. On notera que la vitesse est de signe opposé a l'intensité, de
sorte qu’on retrouve bien (approximativement) la premiere relation de Josephson
Iy = I sin(py — pg) avec I, > 0. Figure extraite de KWON, DEL PACE et al.
(2020).
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3 Les parametres des jonctions atomiques

3-1 Le courant critique

La valeur de l'intensité critique d"une jonction supraconductrice a été
calculée a partir d'une approche microscopique basée sur la théorie BCS
par AMBEGAOKAR & BARATOFF (1963). Pour un gaz d’atomes bosoniques
dans un piege avec une barriere centrale, la détermination de I. a été
faite par MEIER & ZWERGER (2001) par une approche basée sur l'ap-
proche de Bogoliubov, puis reprise par P1AzZA, COLLINS et al. (2010) qui
ont utilisé une résolution analytique approchée de 1'équation de Gross—
Pitaevskii. Les résultats des deux approches sont similaires et nous don-
nons ci-dessous un ordre de grandeur du résultat, que nous utiliserons a
plusieurs reprises dans la suite de cours.

Considérons une barriére carrée de hauteur V; et de largeur d avec un
condensat uniforme de densité asymptotique py de part et d’autre de la
barriere (figure I1.13). L'interaction est caractérisée par le parametre g et le
potentiel chimique des condensats s’écrit donc 1 = gpo. La vitesse du son
dans ces condensats est ¢y = /gpo/m. La hauteur de la barriere V; est sup-
posée supérieure a p de sorte que la densité décroit exponentiellement vite
a l'intérieur de la barriere. Il est utile de définir le facteur de transmission

2m(Vo — )
h

qui est supposé ici petit devant 1. Le courant critique . peut alors s’écrire

T =erd avec K = (I.33)

I.~« poCoT (H.34)

ot le nombre sans dimension « est d’ordre 1 si la hauteur V;, de la barriere
reste comparable au potentiel chimique, ce qui est le cas en pratique. Les
valeurs explicites de a proposées par MEIER & ZWERGER (2001) et PIAZZA,
COLLINS et al. (2010) ne coincident pas exactement, mais sont toutes deux
compatibles® avec a ~ 1 pour V = pu.

On peut retrouver l'expression proposée pour I. par I'argument heu-
ristique suivant. Le courant I. est atteint pour une différence de phase

3. Par exemple, P1AzzA, COLLINS et al. (2010) donnent o = g(u/Vo) avec g(z) =

V2z(1 — z), soit @ = 1/+/2 pour Vg = 24.
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FIGURE 11.13. Coordonnées linéaires (haut) et semi-logarithmiques (bas) pour
I'état fondamental o (x) d’énergie Ey de Iéquation de Gross-Piatevskii dans une
boite de longueur L = 400& avec une barriere centrale carrée de largeur 8§ et
de hauteur 2 p (€ et p désignent respectivement la longueur de cicatrisation et le
potentiel chimique du gaz). La valeur de I'énergie tunnel déduite de E; = 1(E, —
Ey), ot Ey est I'énergie de I'état antisymétrique ®1(x) d’'énergie la plus basse,
est By = hl. = 2.910"*hpgco. Cette valeur correspond a o =~ 0.9 dans (I1.34).
Calcul fait avec N = 4096 points.
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de /2 entre les deux c6tés de la barriere. Cette différence de phase est
en fait concentrée dans la zone ot la densité prend sa valeur minimale
Pmin ~ poT ; cette zone de densité minimale est centrée sur la barriere et
sa largeur est ¢ ~ r~!, soit un gradient de phase ™2 + k. La vitesse des
particules dans cette zone est donc v ~ % et le flux correspondant s’écrit
Prmin¥ & poET, ce qui est du méme ordre que (I1.34) pour V; > p. En pra-
tique, pour des hauteurs de barriére entre 1.2 ;1 et 2 u, et des largeurs entre
3¢ et 7€ (ou € est la longueur de cicatrisation), la valeur ainsi obtenue pour
I, differe de moins d’un facteur 2 du résultat I. = E;/h calculé a partir de
E; = %(El — Ey) (cf. chapitre 1), alors que la valeur de I. varie elle-méme
par plus d’un facteur 100 sur cette plage de parametres.

Plus récemment ZACCANTI & ZWERGER (2019) ont repris et généralisé
l'approche de MEIER & ZWERGER (2001) pour traiter de maniere appro-
chée le cas d'un gaz de Fermi sur toute 1'étendue de la transition entre le
régime BCS et le régime d’un condensat moléculaire, en passant par le cas
du gaz de Fermi unitaire*. Ils prévoient notamment que le courant critique
passe par un maximum au voisinage du régime unitaire. L’accord entre les
prévisions de cette théorie approchée et les résultats expérimentaux est sa-
tisfaisant (KWON, DEL PACE et al. 2020).

3-2 Le modele RCSJ pour une jonction atomique

Dans le cadre du modele RCS], il faut déterminer les trois parametres
I.,R,C pour préciser completement le fonctionnement de la jonction.
Nous avons décrit ci-dessus comment accéder a I.. Pour mesurer la résis-
tance R et la capacité C, une méthode relativement simple consiste & reve-
nir a l'oscillation plasma déja présentée au chapitre précédent. Rappelons
que cette oscillation correspond, pour une barriére fixe, au mouvement de
faible amplitude de la jonction autour d'une position d’équilibre.

Positionnons la barriere fixe au centre du gaz, de sorte que la position
d’équilibre corresponde & N, = N, = N/2 et fi, = [ip. Pour une petite
différence de phase ¢ = ¢, — ¢4, la dynamique de la jonction est donnée

4. Je remercie Willi Zwerger pour une discussion sur le sujet.
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FIGURE I1.14. Gauche : utilisation de la premieére relation de (11.35) pour extraire
la valeur I. = 192(7) ms~L. Droite : utilisation de la seconde relation de (I1.35)
pour extraire la valeur hC' = 65.0(4) s. Figure extraite de BERNHART, ROHRLE
et al. (2025).

par les deux équations (cf. §2-1) :

n=1I.p
) 1 (I1.35)
Y= —%”

oil on a négligé dans un premier temps les effets résistifs.

Nous avons vu qu'il était possible de mesurer pour une jonction a la fois
la différence de population n, a partir d'une image in-situ, et la différence
de phase ¢, a partir d’'une image d’interférence obtenue aprés temps de
vol. On peut donc

— vérifier que n et ¢ évoluent bien en quadrature 1'une par rapport a
l'autre, comme prévu par (I11.35);

— utiliser la premiére relation de (I1.35) pour vérifier la valeur de I.;

— utiliser la seconde relation de (I1.35) pour obtenir la valeur de C.

On montre en figure I1.14 le résultat obtenu par BERNHART, ROHRLE
et al. (2025) mettant en place cette procédure pour un gaz de 3’Rb confiné
dans un tube cylindrique. A 1’équilibre, le potentiel chimique du gaz est
fta = s = h x 1.9kHz et la barriére centrale a une hauteur de 0.45 fiq 3
et une largeur de 'ordre du micrometre. Les valeurs déduites de la figure
I1.14 sont I, = 192 particules/ms et hC = 65s.



CHAPITRE II. DYNAMIQUE D’UNE JONCTION JOSEPHSON

§3. Les parametres des jonctions atomiques

400F ¢ Data 1
Fit

300 7. E

Chemical Potential Au [Hz]
s o
o o
e

o
T
1

-l 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Current I/l

FIGURE I1.15. Utilisation de la partie haute intensité de la caractéristique pour
extraire la valeur de la résistance R, avec ici R/h = 0.907(4) 103, Figure ex-
traite de BERNHART, ROHRLE et al. (2025).

Pour déterminer le parameétre manquant R, on peut analyser I'amor-
tissement visible sur l'oscillation plasma ou alors étudier la caractéris-
tique courant-tension pour des valeurs de I nettement supérieures a I,
de sorte qu’on a alors |u| =~ RI, c’est-a-dire 1'équivalent de la loi d’Ohm.
BERNHART, ROHRLE et al. (2025) utilisent cette seconde technique pour dé-
terminer R/h = 0.9 1072 (figure 11.15). Notons que chaque point de cette
caractéristique est obtenu en moyennant les résultats de 25 réalisations in-
dépendantes de I'expérience, ce qui correspond de facto a la moyenne tem-
porelle conduisant a V pour une jonction supraconductrice.

Une fois connu ces trois parametres, on peut calculer le parametre de
Stewart-McCumber pour une jonction atomique (équivalent du parametre
B, défini en (I1.17) pour une jonction supraconductrice)

I.R*C
Be =~

(I1.36)

qui donne 8. =~ 60 pour les parameétres de BERNHART, ROHRLE et al.
(2025). En fait, pour cette valeur relativement élevée de ., on s’attend a
une caractéristique présentant de 1'hystérésis (cf. figure IL.8). Cette hys-
térésis ne semble pas avoir été observée par les auteurs®, probablement

5. La caractérisation de 1’hystérésis pour une jonction atomique pose par ailleurs un pro-
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parce que toutes leurs expériences ont été réalisées dans le sens des I crois-
sants, c’est-a-dire une barriére initialement immobile, puis accélérée pour
atteindre sa vitesse finale.

Une caractérisation similaire a récemment été menée pour un gaz de
Fermi de °Li dans le régime unitaire par DEL PACE, HERNANDEZ-RAJKOV
et al. (2025) sur le méme montage que celui de KWON, DEL PACE et al.
(2020) décrit plus haut. IIs obtiennent une intensité critique /. = 180
paires de Cooper/ms (voisine de celle montrée en figure I1.11), une ca-
pacité hC' = 1.8(2)s et une résistance R/h = 2.9 1073, ce qui conduit a
Be ~ 13 (Giacomo Roati, communication privée). Le fait que C soit nota-
blement réduite lorsqu’on passe du gaz de Bose de 3"Rb (interaction faible)
au gaz de Fermi de Li (interaction forte) est 1ié a la différence de compres-
sibilité entre les deux milieux : g—lj\‘, est beaucoup plus grand dans le cas du
gaz de Fermi unitaire.

Nous montrons finalement en figure 11.16 la variation des parametres
du modele RCSJ avec la hauteur de la barriere mobile V; pour le gaz de
Fermi unitaire étudié par KWON, DEL PACE et al. (2020). On voit que lors-
qu’on augmente la hauteur de la barriere, la valeur de l'intensité critique I
diminue et la résistance R augmente. Pour /., 'accord avec les prédictions
de ZACCANTI & ZWERGER (2019) est tres satisfaisant. Le parametre (3. est
lui aussi une fonction croissante de la hauteur de la barriere, et il atteint
une valeur proche de 1000 pour la plus haute valeur de barriere utilisée.

3-3 Origines physiques de la dissipation

Les processus dissipatifs dans une jonction Josephson atomique ont fait
I'objet de nombreuses études théoriques, et ils sont décrits en détail dans
l'article de revue de AMICO, BOSHIER et al. (2021). La nature de ces pro-
cessus dépend de la dimension d’espace de la jonction. Pour une jonction
couplant deux gaz unidimensionnels, POLO, AHUFINGER et al. (2018) ont
fait une analyse quantique compléte du probleme dans le cas d’interactions

bleme de principe, dti au fait que ces jonctions sont des systémes isolés. Si on augmente pro-
gressivement I de 0 a 21, (par exemple), que I'on reste a 21 pendant une durée 7, puis qu’on
rameéne I a une valeur finale Iy < I, I'énergie déposée dans le fluide sera une fonction crois-
sante de 7, et I'état final du systéme sera donc une fonction a la fois de I ¢ et de 7. Ce probleme
ne se pose pas pour les jonctions supraconductrices, qui sont des systémes ouverts avec une
température maintenue constante grace aux échanges d’énergie avec un réservoir.
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FIGURE 11.16. Détermination de 1. (haut), puis de R et 3. (bas) pour un gaz de

Fermi unitaire. Les unités Er et Iy désignent les échelles obtenues pour le gaz de
Fermi idéal. Figures extraites de KWON, DEL PACE et al. (2020).
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FIGURE I1.17. Etat d'un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) apres le mouve-
ment d’une barriere mobile de L/4 a 3L/4, avec ici L = 1024. La vitesse finale
de la barriére est 0.045 ¢, ol ¢, est la vitesse du son. La vitesse critique pour la
barriere choisie est 0.0475 cs.

fortes (gaz de Tonks-Girardeau). Ils ont montré que 1’amortissement était
causé par les fluctuations thermiques ou quantiques présentes dans le gaz
sous forme de phonons de basse énergie, ainsi que par la génération de
trains de solitons.

Le role important des solitons apparait clairement sur les figures I1.17 et
I1.18, obtenues en résolvant numériquement ’équation de Gross-Pitaevskii
pour un gaz 1D. Les calculs sont fait sur une grille de N = 1024 pixels et la
longueur de cicatrisation est égale a 2 pixels. Une barriere mobile parcourt
le gaz de N/4 a 3N /4. Sa vitesse initiale est nulle. La barriére subit d’abord
un mouvement uniformément accéléré, puis se déplace a vitesse uniforme.
Les durées des deux parties du mouvement sont choisies ici égales (ce pa-
rametre n’a que peu d’influence sur le résultat final). La barriére a une
hauteur égale au potentiel chimique du gaz, elle a un profil gaussien et sa
demi-largeur a 1/e? (waist) est 8 fois plus grande que la longueur de cica-
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FIGURE I1.18. Etat d’un gaz 1D (densité en haut, phase en bas) apres le mouve-
ment d’une barriere mobile de L/4 4 3L /4, avec ici L = 1024. La vitesse finale
de la barriere est 0.050 ¢, oit ¢4 est la vitesse du son. La vitesse critique pour la
barriere choisie est 0.0475 c;.

trisation £. La vitesse critique dans ces conditions est v. ~ 0.0475 ¢, ol1 ¢,
est la vitesse du son.

Pour une vitesse v = 0.045 ¢, donc légerement inférieure a v, (figure
I1.17), les densités de part et d’autre de la barriere sont égales, la varia-
tion de phase au niveau de la barriere est légerement inférieure a 7/2, et
la phase 6(x) de la fonction d’onde est uniforme sur chacun des domaines.
Cette uniformité est assurée par le fait que comme v < ¢, les phonons
générés par le mouvement de la barriére ont eu le temps de faire de nom-
breux allers-et-retour dans le gaz et donc d’équilibrer la distribution de
phase.

Pour une vitesse v = 0.050 ¢,, donc légerement supérieure a v, (figure
11.18), la situation est radicalement différente. On note que la phase varie
tres vite dans la partie aval de la jonction, qui présente également des trous
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FIGURE I1.19. Géométrie rectangulaire avec barriere mobile étudiée par SINGH,
PoLO et al. (2024).

de densité importants correspondant a des solitons sombres.

Quand on passe a des systemes a deux ou trois dimensions, les méca-
nismes microscopiques a l’origine de la dissipation mis en évidence par
les simulations numériques sont liés aux vortex, des points ot la densité
s’annule et autour desquels la phase a un enroulement de +27. Nous al-
lons décrire ici quelques résultats obtenus par SINGH, POLO et al. (2024)
dans leur étude d’'un gaz de Bose a deux dimensions, piégé dans une
boite rectangulaire avec une barriére tunnel mobile (figure 11.19). Des ré-
sultats comparables ont été obtenus par XHANI, NERI et al. (2020) et
XHANI, GALANTUCCI et al. (2020) pour un gaz 3D cylindrique. Des signa-
tures expérimentales liées a ces vortex ont été observées par DEL PACE,
HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025) dans le contexte des résonance de Sha-
piro, que nous étudierons au chapitre 3.

La figure I1.20, tiré du supplément de l'article de SINGH, POLO et al.
(2024), présente deux résultats pour une barriére mobile : la ligne du haut
correspond a une vitesse inférieure a v., donc la branche horizontale p =
0 de la caractéristique; la ligne inférieure est obtenue pour v > v., donc
dans le régime dissipatif. Dans chaque cas, les auteurs ont tracé la densité
linéique p(z) = [ pP)(z,y) dy (colonne de gauche) et la phase le long de
la ligne y = 0 (colonne de droite).

Pour une vitesse inférieure a v., on voit que la densité reste la méme
de part et d’autre de la barriere mobile, alors qu'une différence de phase ¢
approximativement constante émerge aprés un temps de 50 ms. Pour une
vitesse supérieure a v., une différence de densité notable apparait, avec un
surplus de densité en amont de la barriere mobile, et un déficit en aval.
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FIGURE II.20. Résolution numérique de I'équation de Gross-Pitaevskii pour le
gaz 2D de la figure 11.19. Ligne du haut, v < wv,, densité linéique p(x) dans le
régime non dissipatif. Ligne du bas, idem pour le régime dissipatif v > v.. Figure
extraite de SINGH, POLO et al. (2024) (supplément).
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FIGURE I1.21. Résultats numériques dans la méme configuration que les figures
I1.19 et 11.20, avec v/v. = 1.06. On a tracé ici le profil de phase dans le plan xy a
différents instants. Les triangles bleus et les points rouges marquent la position de
vortex d’enroulement 427 et —2m. Figure extraite de SINGH, POLO et al. (2024).



CHAPITRE II. DYNAMIQUE D’UNE JONCTION JOSEPHSON

§4. L'effet tunnel macroscopique

La figure I1.21 montre l'identification de ’ensemble des vortex présents
a différents instants dans le gaz dans le régime dissipatif v/v. = 1.06. Les
vortex sont créés par paires avec des circulations opposées dans la région
de la barriere, zone de faible densité, et ces paires se séparent ensuite. On
notera que dans ce régime dissipatif, il devient délicat de définir la phase
© = pq — @y car les distributions de phase de part et d’autre de la jonction
présentent des singularités aux emplacements de ces vortex. La définition
de Ap = pq — pp reste en revanche possible, a partir de la densité linéique

p(x) = [ p@P)(z,y) dy.

Notons que dans un systéme tri-dimensionnel, la nucléation de paires
de vortex mentionnées ci-dessus et a l'origine de la dissipation est rem-
placée par la nucléation d’anneaux de vorticité [voir par exemple XHANI,
NERTI et al. (2020)]. Remarquons par ailleurs que nous nous sommes limités
ici aux mécanismes de dissipation a température nulle. Le role de la frac-
tion thermique dans l'apparition d'un écoulement résistif est discuté par
JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

4 L’effet tunnel macroscopique

4-1 FEtats quantiques macroscopiques

Depuis le célebre exemple paradoxal de Schrodinger considérant un
chat dans une superposition de "l'état vivant" et de "l’état mort", une re-
cherche tres active a été menée sur I'étude de systemes macroscopiques —
ou au moins mésoscopiques — préparés dans une telle superposition co-
hérente d’états antinomiques. Les jonctions Josephson sont vite apparues
comme des candidats remarquables pour explorer cette frontiere entre le
monde classique et le monde quantique. A.J. Leggett a en particulier ex-
ploré plusieurs voies possibles de tests pouvant étre menés avec ces jonc-
tions, voir par exemple LEGGETT (1978) et LEGGETT (1980).

Une version simple d'un état quantique macroscopique concerne un
systéeme composé de N particules, pouvant chacune se trouver dans deux
états microscopiques possibles a et b, décrits par les fonctions d’onde a un
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corps ¢, (x) et p(x). Un état du systeme a N corps est par exemple :

Uy, on) = Pa(r1) - Yalzn)

c’est-a-dire un condensat de Bose-Einstein avec chaque particule dans
I'état a. On peut bien stir considérer 'état obtenu avec chaque particule
dans I'état b :

(11.37)

U(zy, - ,on) = Yp(z1) - Yu(znN) , (IL.38)

ou encore 'état ot1 chaque particule est dans un état superposé atp, () +
Bp(z), avec | + B> = 1:

W(zy, - on) = [atha(z1) + oy (z1)] - - - [ba(2n) + B (zn)] -

Aucun des trois états a IV corps que nous venons d’écrire ne correspond a
un état "chat de Schrodinger". Ils peuvent décrire des phénomenes quan-
tiques macroscopiques (si N > 1), comme des condensats de Bose-Einstein
spineurs, mais ils restent des états factorisés. Par exemple, pour l'état
(I.39), la détection de la particule 1 dans 'état a ou dans I'état b n"apporte
aucune renseignement sur ce que pourrait donner une mesure ultérieure
de I'état d"une autre particule.

(I1.39)

Pour notre exemple d"un espace de Hilbert de dimension 2 pour chaque
particule, un état "chat de Schrodinger" correspond par exemple a :

V(1 -, on) = atg(x1) - Ya(n) + Bp(xr) - Yp(an)

avec |a|? + |B|> = 1. Cet état présente des corrélations fortes : la mesure
de la particule 1 dans l'état a assure que l'on trouvera toutes les autres
particules dans le méme état si on effectue une mesure ultérieure sur elles.
Par ailleurs, il s’agit d'une superposition cohérente, dans le sens ot1 on doit
étre capable de distinguer expérimentalement cet état avec les coefficients
(c, B) de I'état qu’on obtiendrait en prenant par exemple (o, —3) ou (e, i5).
Ce deuxiéme point est essentiel pour caractériser la cohérence de cet état
et le distinguer du simple mélange statistique de (11.37) et (IL.38).

(IL40)

LEGGETT (1980) discute la possibilité d"atteindre un tel état a partir d"un
effet tunnel faisant basculer les particules individuelles entre a et b, en s’in-
téressant plus particulierement a un anneau supraconducteur comportant
une jonction Josephson. Le point remarquable dans ce cas est que 1’état du
systéme peut étre décrit avec une seule variable, par exemple le flux tra-
versant le circuit. Toutefois, Leggett conclut a la difficulté pratique de cette
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expérience(’, et s’intéresse alors a l’effet tunnel lui-méme :

"If quantum coherence is problematic from an experimental point of view, what of
quantum tunnelling by itself? Here the prospects seem a great deal more favou-
rable.”

L’obstacle a I'observation de 'effet tunnel pour une variable macrosco-
pique est la dissipation, qui trouve son origine dans le couplage du systéme
avec son environnement, mais CALDEIRA & LEGGETT (1981) ont montré
que les circuits a base de jonctions Josephson possédaient les qualités re-
quises pour que ce phénomene reste observable. La balle passait donc dans
le camp des expérimentateurs.

4-2 Jonction au voisinage du courant critique

La recherche d"un effet tunnel macroscopique avec une jonction Joseph-
son se fait a partir du potentiel en "planche a laver inclinée" que nous avons
étudié en § 1. Le principe consiste a choisir I < I. et a prendre I'état initial
de la jonction dans I'état de tension moyenne nulle (V = 0) correspondant
a un minimum local de

U(p) =—I.cosp — Iy, (I1.41)

puis a mesurer le temps caractéristique pour que la particule fictive
s’échappe de ce puits de potentiel, la jonction passant alors dans un état
V #0.

En pratique, on choisit / proche de I. pour que les puits de potentiel de
U(p) soient peu profonds (figure I1.22). Les extrema (minima et maxima)
de U(p) sont alors tous deux proches de /2 (modulo 27) .

Posons ¢ = § + z pour faire un développement du potentiel en puis-
sances de z; on trouve, a I’ordre 3 inclus en x :
. T
U(x)=1I.sinz — 1 (5 +x>
I

I. . 5
S + . — 1Dz — E:ﬂs + O(2”).

(I.42)

6. Ces états sont désormais réalisés et exploités dans les dispositifs utilisants des qubits
de flux. L'information quantique est alors encodée dans le sens du courant circulant dans une
boucle supraconductrice contenant des jonctions Josephson (chapitre 6).
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FIGURE I1.22. Le potentiel U(y) en trait plein et son approximation cubique
(11.42) en pointillés pour I = 0.95 I..

La force agissant sur la "particule" est

dU I
Fr)=—— =—(I.— 1)+ Za® 1.4
(0)= - = (.- I+ 5 (11.43)
d’oi1 la position des points stationnaires
1
T4~ +4/2(1 —s) pour s= -~ 1. (I1.44)
c

Les signes + et — correspondent respectivement au maximum et au mini-

mum local de U. La hauteur de la barriere a franchir pour s’échapper du
minimum local est

4v/2

AU =U(zy) —Ulz_) ~ Tflc(l —s)¥2  pour s~1 (IL45)

etla fréquence d’oscillation w, (1) autour du minimum local, calculée a par-

tir de la courbure du potentiel d2U/dz? en ce point, est reliée a la fréquence

plasma calculée précédemment, wy,(0), par

s~1.

wp(l) 2(1—))"*  pour (11.46)
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FIGURE I1.23. Distribution exponentielle des événements de bascule de la jonc-
tion de I'état de tension nulle ("particule” piégée dans le minimum local de U ())
vers I'état de tension non nulle. Figure extraite de DEVORET, MARTINIS ef al.
(1984).

4-3 Activation thermique de la barriére

Avant d’aborder le régime quantique avec l'observation de I’effet tunnel
macroscopique, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) se sont intéressés a la
possibilité pour la particule fictive de coordonnée ¢ de sortir du puits de
potentiel centré en 7/2 + x_ du fait des fluctuations thermiques. Le taux
avec lequel la particule s’échappe est donné par une formule de type "loi
d’Arrhenius" :

(I, T) = wp (1) oAU /ksT

11.47
o (I1.47)

a des corrections pres pour le préfacteur devant ’exponentielle, sans im-
portance ici.

Le nombre de particules "survivantes" apres une durée ¢ est montrée en
figure I11.23. Comme attendu, c’est une loi exponentielle dont on déduit le
taux I'(I, T). En pratique, chaque mesure de I requiert 10° événements.

Cette expérience peut étre répétée pour différentes intensités I, le taux
I' devenant de plus en plus grand quand I s’approche de I, puisque la
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FIGURE I1.24. Variation de R*/3 (oit R est défini en (I1.48)) en fonction de I. La
loi linéaire trouvée en absence de microonde permet de déduire la température du

systéme. Noter l'inversion de 'axe des ordonnées. Figure extraite de DEVORET,
MARTINIS et al. (1984).

barriere AU devient plus faible. On attend la loi

(I, 7T) > L ZAu) (e —1)°2 , (I1.48)

R=n (wp(l)/% ksl T
Pour vérifier cette loi, DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont tracé la quan-
tité R?/% en fonction de I et ils ont effectivement observé une variation
linéaire, dont on peut déduire la température du systeme (figure I1.24). Le
résultat trouvé, 4.2(1) K, est en parfait accord avec la température mesu-
rée par ailleurs, ce qui constitue une validation importante du modele. On
déduit également de cette mesure la valeur de I, avec une tres bonne pré-
cision, en I'occurrence I, = 8.77(5) pA.

DEVORET, MARTINIS et al. (1984) ont ensuite refait ces mesures du taux
I" en présence d'une microonde de fréquence voisine des w,(I) attendues.
IIs ont observé une activation résonante (figure 11.24) : quand l'intensité I
est telle que wy,(I) = Wmicroonde, 1a particule fictive est éjectée beaucoup
plus rapidement du puits de potentiel.
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FIGURE 11.25. Structure de niveaux typique pour les jonctions utilisées par
le groupe de Berkeley en 1985. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

4-4 Niveaux quantifiés dans le potentiel U(y)

Comment nous ’avons mentionné au chapitre précédent pour le circuit
LC, le mouvement de la particule fictive de coordonnée ¢ dans le puits
de potentiel U(yp) peut étre traité quantiquement. Si la fréquence d’oscil-
lation au fond du puits w, (1) est telle que fww, < AU et si la température
est assez grande (fw, < kg7, cette quantification est peu utile car les ef-
fets quantiques sont difficilement détectables. En revanche, si on se place
dans une situation ott AU/hw, est proche de 1 et kgT' < fuwp, la quantifi-
cation devient alors essentielle pour décrire le systeme. C’est précisément
cette situation que le groupe de Berkeley a abordé dans ses publications
suivantes : DEVORET, MARTINIS et al. (1985) et MARTINIS, DEVORET et al.
(1985).

Ces expériences sont faites a beaucoup plus basse température que
celles décrites en §4-3, autour de 20mK (au lieu de 4 K). Par ailleurs, on
utilise des courants I trés proches de I, typiquement [/ —I.| ~ 0.01 I.. Cela
permet d’atteindre un régime ol seuls deux ou trois états liés sont atten-
dus dans la barriere (figure I1.25). En fait, ces états ne sont que quasi-liés en
raison de la décroissance par effet tunnel que nous discuterons dans le pa-
ragraphe suivant. La transition de l'état fondamental vers un des états ex-
cités peut alors se détecter par une augmentation du taux de décroissance.
I1 faut pour cela que la largeur des niveaux associée a cette décroissance
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FIGURE I1.26. Augmentation du taux de décroissance dans le puits de la figure
11.25, induite par une microonde, quand on varie I'intensité électrique I traversant
la jonction Josephson. Les résonances observées correspondent a la transition n =
0 — n = 1. Figure extraite de MARTINIS, DEVORET et al. (1985).

reste faible devant leur écart, on vérifiera sur 1’équation (IL.50) introduite
un peu plus loin que cette inégalité est bien vérifiée.

L'expérience commence par une calibration précise des parametres de
la jonction dans le cadre du modele RCS]. Pour une des deux jonctions
utilisées, MARTINIS, DEVORET et al. (1985) trouvent I. = 9.489(7) uA et
C' = 6.35(40) pF, avec un facteur de qualité = 30(15). La microonde est
ajustée pour favoriser la transition du niveau fondamental n = 0 vers le
premier niveau excité n = 1. La figure I1.26 montre les résultats obtenus,
avec la variation attendue de la fréquence de cette transition avec l'inten-
sité I. Notons que cette fréquence de transition mesurée est trés signifi-
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FIGURE I1.27. Les deux états macroscopiquement différents de la jonction pour I
légerement inférieure a I.. L'effet tunnel permet de passer de I'état du haut, pour
lequel ¢ =~ 0 et donc V = 0, vers I'état représenté en bas, pour lequel la particule
fictive roule le long de la planche a laver sans s’arréter (V = 0).

cativement différente de la fréquence plasma wy,(I), ce qui constitue une
signature claire de la quantification des niveaux dans ce puits non harmo-
nique.

MARTINIS, DEVORET et al. (1985) ont également étudié une autre jonc-
tion, de surface 8 fois plus grande, pour laquelle ils ont mis en évidence les
transitions 0 —» 1,1 — 2et2 — 3.

55

4-5 Observation de l’effet tunnel macroscopique

Dans l'article de DEVORET, MARTINIS et al. (1985) publié quasi-
simultanément avec celui décrit au paragraphe précédent, le groupe de
Berkeley a étudié de fagon précise le taux I' avec lequel la particule fictive
s’échappe du puits de potentiel U(¢p), ce qui correspond la bascule entre les
deux états de la jonction représentés en figure I1.27. Pour un mécanisme ac-
tivé thermiquement, nous avons déja donné le taux attendu

“p o —AU/keT
2m

Si ce mécanisme était le seul présent, on s’attendrait a ce que I' s’Tannule
quand T tend vers 0. Mais la possibilité pour la particule de s’échapper du
puits par effet tunnel entraine que ce taux tend vers une valeur finie non
nulle dans la limite 7" — 0.

(IL.49)

1—‘therm. ~

Le calcul précis de cette limite a été fait par CALDEIRA & LEGGETT
(1981) et nous contenterons de donner ici la structure du résultat :

w
~ P _—byAU/hw
Fquant‘ ~ aq%e a /heop .

(IL.50)

avec aq ~ 75 et by ~ 7 pour le systéme considéré ici.

DEVORET, MARTINIS et al. (1985) ont effectué une mesure du coeffi-
cient I'(I, T') pour une gamme de températures comprise entre 20 et 1000
mK. Pour chaque température, ils ont représenté leurs données pour les
différentes intensités I par une loi d’Arrhenius en exp(—AU/kgTesc), olt
la température T, est un parametre ajustable. Ceci nécessite bien siir une
bonne connaissance des parametres de la jonction pour relier AU et I.

A haute température, on s’attend a ce que T¢s. coincide avec la tempé-
rature réelle. A basse température en revanche, les effets quantiques de-
viennent dominants et le passage par effet tunnel devient plus probable
que l'activation thermique. On s’attend alors a ce que T¢s. tende vers une
valeur directement reliée a w,. Comme on le voit sur la figure I1.28, c’est
précisément ce qui est trouvé expérimentalement a tres basse température.
On trouve Tes. = 37(4) mK, a comparer a la prédiction Tese = 36 £ 1.4mK
obtenue a partir du modele de CALDEIRA & LEGGETT (1981).

Notons pour terminer que la modélisation que nous venons de pré-
senter n’a pas nécessité d'un traitement quantique élaboré de la jonction.
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FIGURE 11.28. Variation du parametre ajustable Tes. en fonction de la tempé-
rature T' du systéme. Le fait que Tes. ne tende pas vers 0 quand T" — 0 est une
signature directe de 'effet tunnel macroscopique pour la variable ¢. Figure extraite
de DEVORET, MARTINIS et al. (1985)

Le seul ingrédient que nous avons utilisé est le suivant : partant d’un os-
cillateur classique unidimensionnel de pulsation w,, on aboutit pour son
homologue quantique a des niveaux d’énergie (n + 1)hw,. Nous propose-
rons aux chapitres 5 et 6 une approche quantique plus complete, en nous
basant sur la relation de commutation entrevue au chapitre 1 entre I'opé-
rateur phase et 'opérateur nombre de particules. Nous retrouverons bien
sir ce spectre en (n + 1 )hw, et nous pourrons de plus caractériser la forme
des états propres associés.
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Chapitre II1

L'effet Josephson alternatif et les résonances de Shapiro

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes concentrés sur le ré-
gime stationnaire des jonctions Josephson et sur leurs petites oscillations
autour de la position d’équilibre, appelées oscillations plasmas. Nous al-
lons maintenant passer a des situations ot1 I'évolution temporelle est plus
riche, soit en raison d"un déséquilibre initial de la jonction, soit grace a une
excitation modulée dans le temps.

Ces phénomeénes dépendant explicitement du temps avaient été pré-
dits! dans l'article initial de JOSEPHSON (1962). En particulier, si on ap-
plique un courant modulé a la fréquence w sur la jonction, Josephson avait
mentionné la possibilité d’observer des plateaux dans la caractéristique
courant tension (I, V) pour des valeurs quantifiées 2eV = nhw, ot n est
un nombre entier. Ce phénomeéne a été observé expérimentalement par
SHAPIRO (1963), et ces résonances portent désormais son nom.

Cette possibilité de relier un voltage a une fréquence est essentielle, car
elle a ouvert la voie a des mesures des grandeurs électriques beaucoup plus
précises que ceux qui existaient a 'époque. L'effet Josephson a ainsi joué un
role central dans le nouveau systéme international d’unités, quand il s’est
agi de fixer la valeur de la charge élémentaire et de la constante de Planck.
ANDERSON (1970) fait un paralléle tres pertinent entre le role de l'effet
Josephson pour les mesures électriques et et les mesures d’interférométrie
laser pour mesurer des distances.

1. ANDERSON (1970) écrit qu’il avait consulté ’avocat en charge des brevets aux Bell Labs
et sa réponse avait été que “Josephson’s paper was so complete that no one else was ever going to be
very successful in patenting any substantial aspect of the Josephson effect”.
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Avant d’aborder les résonances de Shapiro, nous allons commencer par
un effet plus simple, I'effet Josephson alternatif : il s’agit du courant os-
cillant qui apparait quand on impose une différence de potentiel entre les
bornes de la jonction (il s’agit du potentiel électrique pour les jonctions su-
praconductrices, et de la pression ou du potentiel chimique pour les jonc-
tions atomiques).

Nous passerons ensuite aux résonances de Shapiro, dont nous rendrons
compte dans le cadre du modele RCSJ (resistively capacitance shunted junc-
tion) que nous avons déja abondamment utilisé dans les chapitres précé-
dents. Nous décrirons succinctement comment ces résonances sont utili-
sées pour mesurer avec une grande précision des différences de potentiel
électrique.

Nous aborderons enfin des réalisations expérimentales qui ont mis en
évidence ces résonances dans des jonctions atomiques, tout d’abord avec
de I'hélium 3 liquide superfluide puis, beaucoup plus récemment, avec des
jonctions atomiques utilisant 1'idée de barriere mobile présentée au cha-
pitre 2.
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1 L’effet Josephson alternatif

1-1 Le principe de 'effet

L’effet Josephson alternatif est une conséquence directe des deux rela-
tions de Josephson pour une jonction idéale :

I=1Isingp (11
hp =2eV ’

Si on applique aux bornes de la jonction une tension continue V4, la phase
va défiler uniformément :

o(t) = po + %t : (IIL.2)
ce qui va conduire a un courant alternatif dans la jonction :
I(t) = I sin(wt + ¢p) (I1.3)
avec
(IIL.4)

Dans la mesure ol1 'on impose la tension aux bornes de la jonction (et
pas le courant comme au chapitre précédent), il n’est pas utile de revenir
au modele RCS]J représenté sur la figure III.1 pour traiter ce probleme. Plus
précisément, chacune des trois composantes de ce modele se comporte de
maniere indépendante :

— la jonction idéale donne naissance au courant alternatif donné ci-
dessus;
— la résistance est traversée par le courant continu V,/R;
— la capacité acquiert la charge ¢ = C'V.
Nous pouvons donc nous concentrer sur la jonction "idéale" dans ce qui
suit.

I1 est important de bien distinguer cet effet Josephson alternatif des os-
cillations plasma que nous avons décrites dans les chapitres précédents.
Les oscillations plasma se produisent par exemple pour une jonction en
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FIGURE III.1. Jonction Josephson dans le modele RCS], connectée ici d un géné-
rateur de tension constante V.

circuit ouvert (I = 0) et peuvent étre rapprochées des oscillations d'un cir-
cuit LC, ot I'inductance L est reliée & I, par L = h/2el. (cf. chapitre 1).
Rappelons que dans la représentation "mécanique” de la jonction par un
pendule pesant, la phase ¢ est associée a 'angle du pendule par rapport
a la verticale. Les oscillations plasma sont un mouvement libre de faible
amplitude autour de la position d’équilibre. L’effet Josephson alternatif est
quant a lui un mouvement de rotation uniforme a la fréquence angulaire
w, imposé de I'extérieur par le générateur de tension Vj (figure I11.2).

1-2 Expériences sur I’hélium

Nous n’allons pas passer ici en revue la littérature sur I'observation
de l'effet Josephson alternatif sur des jonctions supraconductrices, et nous
renvoyons les personnes intéressées vers les ouvrages classiques comme
BARONE & PATERNO (1982) et TINKHAM (2004). Nous allons plutdt nous
concentrer sur des réalisations plus récentes sur des atomes, en commen-
cant par 'hélium *He superfluide.

Les premieres expériences dans cette ligne de recherche ont été menées
par AVENEL & VAROQUAUX (1988). Nous allons nous décrire ici sur une
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FIGURE II1.2. Analogie mécanique de la jonction Josephson. Les oscillations
plasma correspondent au mouvement de faible amplitude autour de la position
d’équilibre pour une jonction en circuit ouvert (I = 0). L'effet Josephson alternatif
correspond au mouvement de rotation a la fréquence angulaire w = 2eVy/h pour
une jonction connectée a un générateur de tension Vj.

expérience plus récente faite a Berkeley par PEREVERZEV, LOSHAK et al.
(1997). Dans ce systeme, la jonction Josephson est constituée par une mem-
brane rigide de nitrure de silicium percée par une série de 65 x 65 = 4225
trous, chacun de diametre 100 nm (figure II1.3). De part et d’autre de cette
membrane rigide se trouvent deux bains de *He dans leur état superfluide.
L’équivalent des paires de Cooper de l'état supraconducteur sont ici des
paires d’atomes d’hélium, de masse mpaire = 2m.

Dans cette expérience, le role du générateur de tension Vj est joué par
une électrode qui déforme une paroi souple, ce qui a pour effet de créer
une différence de pression AP entre les deux c6tés de la membrane rigide
percée. On enregistre ensuite le mouvement oscillant de la paroi souple, ce
qui permet de remonter au courant de particules qui traverse la membrane
rigide percée.

b d.c. SQUID input coil

Soft membrane Electrode

/

Microaperture array

Si chip attached Stiff membrane  Aluminium
to stiff membrane washer
by epoxy resin

FIGURE I11.3. Dispositif d'étude de I'effet Josephson alternatif dans le liquide 3He
superfluide. Figure extraite de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).
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FIGURE II1.4. Lien entre fréquence d’oscillation et différence de pression appli-
quée dans I'expérience d'effet Josephson alternatif sur 3He superfluide. Figure ex-
traite de PEREVERZEV, LOSHAK et al. (1997).

La transposition du résultat fuw = 2eV s’écrit ici

T — Mpaire AP

(I1L.5)
p

ou p = 82kg/m? désigne la masse volumique du liquide. L'expérience
confirme parfaitement ce résultat (figure II1.4). On trouve bien une relation
linéaire entre w et AP avec une pente de 194(15) kHz/Pa, en accord avec
la valeur attendue théoriquement 183.7 kHz/Pa.

Notons que la méme année, le groupe de Berkeley a publié un autre ar-
ticle dans lequel il teste, avec le méme dispositif, la relation courant-phase
a la base de l'effet Josephson (BACKHAUS, PEREVERZEV et al. 1997). Par
ailleurs, apres ces expériences sur *He, 'effet Josephson a ensuite été ob-
servé sur I’hélium 4 (SUKHATME, MUKHARSKY et al. 2001).
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FIGURE I11.5. Procédure utilisée pour induire I'effet Josephson alternatif pour un
gaz d’atomes de rubidium confinés dans un double puits. Figure extraite de LEVY,
LAHOUD et al. (2007).

1-3 Gaz dilué et auto-piégeage

La premiére mise en évidence de l'effet Josephson alternatif avec un
gaz d’atomes froids a été faite par LEVY, LAHOUD et al. (2007). Les auteurs
sont partis d'un gaz de 10° atomes de rubidium, confiné dans un piege
harmonique allongé (fréquence longitudinale 26 Hz, fréquence transverse
224 Hz). Ce gaz est coupé en deux par une fine nappe de lumiere de largeur
totale a 1/e? de 1.4 ym.

Le double puits est initialement assez fortement dissymétrique et le gaz
est préparé dans son état fondamental (figure II1.5). Pour initier 1'effet Jo-
sephson alternatif, on ramene la barriére au centre du piege en un temps
court (5 a 10ms), ce qui crée une différence de potentiel chimique initiale
Ap = fi, — jip importante entre les deux cotés de la barriere. Comme nous
allons le voir, il est essentiel que |Apu|/h soit grand devant la fréquence
plasma w,, pour que l'oscillation des nombres d’atomes N, ; qui résulte du

déplacement de la barriére puisse s’interpréter en terme d’effet Josephson
alternatif.

Pour analyser 1'évolution du gaz apres le déplacement de la barriére,
revenons aux équations de Josephson pour une jonction atomique que
nous avons établies au chapitre 1. Nous introduisons la phase relative
o(t) = pa(t) — @u(t) et nous prenons ici y(n) ~ 1 car la variation de ce
coefficient joue un role négligeable dans ce qui suit. Les équations établies
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au chapitre 1 s’écrivent donc :

{hh = Ejsing (IIL6)

ﬁ(p = 7A7,LL —nEc

Les nombres d’atomes de part et d’autre de la barriere a I'instant ¢ sont
notés
No(t) = N, + n(t)

Ny(t) = Ny — n(t) | (IIL.7)

ot N, désignent les nombres d’atomes juste apres le déplacement de la
barriere (instant ¢ = 0). Les énergies E; et Ec désignent comme précé-
demment le couplage Josephson et I’énergie de charge de la barriere, et on
rappelle la valeur de la fréquence plasma (petites oscillations autour de la
position d’équilibre N, = N, = N/2) : hw, = VEcE;.

Supposons que l'amplitude de l'oscillation de n(t) soit suffisamment
faible pour que le terme nEc dans la seconde relation de Josephson reste
petit devant Ay, hypothese que nous vérifierons a la fin du calcul. Le terme
Ay peut alors jouer le role de la tension constante de 'effet Josephson al-
ternatif d"une jonction supraconductrice. On intégre cette seconde relation :
©(t) = —Ap t/h, et on reporte le résultat dans la premiere relation de Jo-
sephson pour en déduire 1’évolution de n :

n(t) = —i‘; [1—cos(Aut/h)] . (1I1.8)

La valeur maximale de |n| est donc 2E,;/ |Ap| et il reste a vérifier que I'hy-
pothese de départ, [nEc| < |Ap|, est valable a tout temps ¢. Cela impose

—_2 —_
2E;Ec < Ap” ou encore fw, < |Ap|, comme annoncé. La fréquence
plasma est généralement petite? devant le potentiel chimique 4, de sorte
qu’il est tout a fait réaliste de satisfaire cette inégalité.

On déduit de I'analyse que nous venons de mener qu’en absence de
processus de dissipation, le déséquilibre initial de population n’évolue que
tres peu. En particulier, bien que la barriere soit positionnée de maniére
symétrique a la fin de la phase de préparation, le gaz n’atteint pas le point

2. Dans le régime Josephson % < E¢, on trouve pour la fréquence plasma l'inégalité
hwp = VEcE; < NE¢. Or nous avons trouvé pour I'énergie de charge l'estimation Ec ~
%, d’ou I'inégalité annoncé fiw, < p.
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FIGURE IIL.6. Fréquence w/2m de 'oscillation de N, — Ny, en fonction de la
différence de potentiel chimique Ap. le potentiel chimique de chacun des gaz est
déterminé a partir de leur taille. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007).

N, = Ny au cours de l'oscillation. Cet effet, appelé auto-piégeage (self-
trapping), peut également se comprendre a partir des courbes iso-énergie
d’une jonction atomique, nous y reviendrons au chapitre 4 (§4.4).

En se placant dans de telles conditions, LEVY, LAHOUD et al. (2007)
ont effectivement trouvé que la différence de population N, — N, oscillait
périodiquement a la fréquence w = Apu/h, avec une amplitude beaucoup
plus faible que le déséquilibre initial N, — N,. Les résultats expérimentaux
pour w en fonction de Ap sont montrés en figure II1.6. Cette expérience
d’effet Josephson alternatif a ensuite été reprise par plusieurs groupes [voir
par exemple (SPAGNOLLI, SEMEGHINI et al. 2017)] et elle a également été
étendue a un gaz de polaritons de cavité (ABBARCHI, AMO et al. 2013).

L’auto-piégeage lui-méme avait été vu des la premiere expérience me-
née sur un double puits par ALBIEZ, GATI et al. (2005). On montre en figure
II1.7 leur résultat, obtenu sur le méme montage que celui qui a permis d’ob-
server 1’oscillation plasma (cf. Chapitre 1). Ces auteurs n’ont pas détecté le
régime Josephson alternatif (il se produirait ici avec une période de 1’ordre
de la milliseconde), mais ils ont clairement observé que la population du
puits de gauche restait supérieure a celle du puits de droite sur une longue
échelle de temps.

LEVY, LAHOUD et al. (2007) ont étudié la dépendance du phénomene
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FIGURE II1.7. Auto-piégeage de la population dans un double puits initialement
fortement déséquilibré. Figure extraite de ALBIEZ, GATI et al. (2005).
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FIGURE IIL.8. Influence de la température sur le phénomene d’auto-piégeage,
avec ) = (N, — Np)/N. Carrés bleus : T =~ 0.3 T, disques rouges : T ~ 0.5T,.
La fréquence de I'effet Josephson alternatif (de I'ordre du kHz) est trop élevée pour
étre détectée expérimentalement compte tenu du faible échantillonnage des points.
La courbe théorique rouge a été calculée dans le cadre du modele RC'J S avec une
valeur ajustée pour R. Figure extraite de LEVY, LAHOUD et al. (2007).

d’auto-piégeage avec la température (figure II1.8). Pour T' =~ 0.3 T, ou T,
est la température de condensation, ils n’ont observé aucune décroissance
de N, — N, sur une échelle de temps de 150 ms, soit plus d’une centaine
d’oscillations dues a l'effet Josephson alternatif. En revanche, pour T' =~
0.5T,, ils ont mesuré une relaxation de N, — N, vers 0 sur cette échelle de
temps.

2 Les résonances de Shapiro

2-1 L’expérience de Shapiro

Des les premieres études expérimentales sur l'effet Josephson avec
des supraconducteurs, l'influence d'une modulation a haute fréquence
(w/2m ~ 10 a 100 GHz) a été abordée, en particulier par SHAPIRO (1963).
Pour une jonction alimentée par un générateur de courant délivrant I'in-
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tensité

I(t) = Iy + I sin(wt) , (1IL.9)

I’observation principale est 1’existence de plateaux dans la caractéristique
(Io, V) de lajonction (figure I11.9), ou V est la tension moyenne aux bornes
de la jonction; plus précisément, certaines valeurs particulieres de V' satis-
faisant la condition de quantification

12eV =nhw  avec neZ (ITL.10)

sont observables pour toute une plage de valeurs de I'intensité moyenne
Iy. Dans cette expérience pionniere, Shapiro a utilisé une jonction Al-
Al;O3-5n qu’il a placé dans une cavité microonde résonante. Les fré-
quences utilisées sont de 9.3 GHz et 24.85 GHz. Pour une fréquence de
10GHz, le "quantum de tension" apparaissant sur (III.10) est

huw
Y _10GHz: Vi= o5 = 2070V
(&

= (IIL.11)

Les marches de Shapiro sont donc trés proches les unes des autres pour ce
domaine de fréquence.

Le résultat obtenu par Shapiro généralise celui obtenu en 1’absence de
modulation haute fréquence, ot la tension V' = 0 pouvait étre obtenue
pour la plage d’intensité [—I., I.]. Comme nous l’avons écrit en introduc-
tion, son importance pratique est considérable puisque qu’il permet de re-
lier une tension V' a la fréquence w d’une micro-onde. La réalisation de
fréquences extrémement stables dans le domaine micro-onde étant bien
maitrisée, ce phénomeéne a ouvert de facon naturelle la voie vers des stan-
dards électriques de grande précision, nous y reviendrons en § 3.

Les caractéristiques obtenues par SHAPIRO (1963) révelent d’emblée un
certain nombre de propriétés importantes.

— Les plateaux correspondant a différentes valeurs de I'entier n peuvent
se recouvrir. Cela signifie que pour une intensité / donnée dans la
zone de recouvrement entre ces plateaux, plusieurs tensions V,, sont
observables. Cette possibilité apparait clairement sur la figure I11.10,
extraite de KAUTZ (1996).

— Pour une jonction alimentée en courant continu, nous avons men-
tionné un régime bistable : pour une plage de valeurs de I, la tension
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FIGURE II1.9. Caractéristique (I,V') mesurées par SHAPIRO (1963). Haut :
jonction non modulée. Milieu : apparition de deux paliers 4 V. = Lhw/(2e).
Bas : paliers multiples observés pour deux fréquences de modulations, 9.3 GHz
et 24.850 GHz.
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FIGURE II1.10. Caractéristique d'une jonction Josephson utilisée en métrologie
en absence (gauche) et en présence (droite) d'un courant modulé. Figure extraite
de KAUTZ (1996).

peut prendre la valeur V' = 0 ou une valeur non nulle. On atteint 1'une
ou l'autre valeur selon qu’on varie I dans le sens des intensités crois-
santes ou décroissantes. Dans le cas modulé, si trois valeurs de V,, sont
possibles pour une valeur donnée de I (comme c’est le cas sur la figure
II1.10), 1a situation est plus complexe et 'obtention de 1'une ou l'autre
de ces valeurs dépendra finement des conditions initiales. Un compor-
tement chaotique peut méme étre observé pour certains domaines de
parametres.

— La possibilité d’obtenir une tension V,, quantifiée selon (IIL.10) existe
méme si la composante continue Iy du courant traversant la jonction
s’annule. La seule application de la microonde suffit a générer cette
tension. Ce point est particulierement important pour la réalisation de
standard de tension dans le domaine du volt ou de la dizaine de volts.

— Une conséquence du point précédent est qu’il est possible, pour un
courant continu (légerement) négatif, d’observer une tension positive,
par exemple +hw/2e, et réciproquement. Ce point avait été particu-
lierement souligné par SHAPIRO (1963), qui mentionnait le terme de
"résistance négative".
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2-2 Utilisation du modele RCS]

Dans ce modele représenté sur la figure III.1, le courant total I(¢) est
donné par la loi de Kirchoff

: V(t) dv
I(t) = I. ]+ —-+C— .12
(t) = Lsinfp(t)] + 3 + O (m.12)
a laquelle on adjoint la seconde relation de Josephson :
hd—gp =2eV . (II1.13)

dt
Dans le cas qui nous intéresse dans ce chapitre, le courant /(¢) est la somme
d’un courant continu [, (éventuellement nul) et du courant modulé induit
par la microonde I sin(wt). En éliminant la tension V' (¢) au profit de la
phase ¢(), on obtient donc ’équation d’évolution
2

Iy + I sin(wt) = I.sinp + %i—f + %% .
Comme nous allons le voir, la résolution numérique de cette équation per-
met de reproduire les phénomeénes que nous avons mentionnés dans le
paragraphe précédent. Il faut noter malgré tout que ce modéle n’est pas
véritablement quantitatif pour décrire les phénomenes a haute fréquence
ou a grand voltage (KAUTZ 1996). Par exemple, il ne prend pas en compte
la possibilité que la microonde casse des paires de Cooper, créant ainsi des
processus tunnel assistés par les photons de cette micro-onde. Pour des
jonctions étendues, la dépendance spatiale de la phase ¢ peut également
jouer un role significatif non pris en compte dans le modele RCS].

L’équation (II1.14) dépend de six parameétres physiques
Iy, Ii,w, I, R,C. Comme toujours, il est utile de reformuler cette équation
en terme de parametres sans dimension pour limiter le domaine d’étude.
L'intensité critique /. fournit une unité naturelle pour exprimer I et I; et
Nnous posons :

(IIL.14)

L, D
O_Ic 1—IC-

Par ailleurs, nous choisissons la méme unité de temps qu’au chapitre pré-
cédent

(ITL.15)

h
2¢RI,

ty = (IT1.16)
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et nous posons

t 5 dep dop
_ — wi _dp_, ¥ 1117
T YT ar (L17)
de sorte que (I11.14) s’écrit :
\ io + i1 in(@7) = sing + ¢ + Be @ (II1.18)

otlil’on a introduit comme aux chapitres précédents le nombre sans dimen-
sion . (parametre de Stewart-McCumber) :
2el . R*C

fe=—"5%

Rappelons que le régime 3. < 1 correspond au régime tres amorti, et

Bc > 1 au régime opposé. On est donc ramené a un probleme a quatre
parametres sans dimension 4, i1, @ et .

(II1.19)

La détermination d’une caractéristique courant-tension dans ce cadre
passe donc par les étapes suivantes :

— Fixer les trois parametres i, @, (.

— Chercher pour chaque valeur de iy un ou plusieurs régimes forcés
pour 'équation (IIL.18).

— Obtenir ainsi un point de la caractéristique (I, V'), ot V représente la
tension moyenne aux bornes de la jonction. La moyenne est prise sur
une période T' = 27 /w de la microonde :

1 T
V=r /O V(t) dt (I11.20)

ce qui donne en utilisant la seconde relation de Josephson h%‘f =2eV:

_ B (T de

_ wAe

= I11.21
2e 2w ( )

ot Ay = ¢(T') — ¢(0) représente 'accroissement de phase sur une pé-
riode de la microonde. Dans ce qui suit, nous présenterons les carac-
téristiques pour les quantités réduites Iy/I. = i et V /RI,, qui s’écrit
aussi :

Vv ANY
=0 —.

RI, 2
otl nous avons injecté les définitions (I11.16,111.17) dans (II1.21).

(I11.22)
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La forme (III.21) permet de donner une interprétation simple & la condi-
tion de quantification 2eV' = nhw, ou de son équivalent en variables adi-
mensionnées 3 = na. Elle entraine en effet que

[Bp=nar].

ce qui correspond a un régime o1 la phase ¢ augmente d’'un nombre entier
de 27 en une période de la microonde. Dans le modele de la "planche a
laver" inclinée, la microonde induit un mouvement oscillant de la planche
et la particule fictive progresse de n périodes du potentiel cos ¢ en une
période T (voir la figure II1.11 pour le cas n = 1).

(II1.23)

Les caractéristiques des figures II1.9 et III.10 montrent que ce ver-
rouillage de la phase sur l'oscillation microonde peut se faire de maniére
stable, au moins sur le temps de mesure utilisé.

2-3 Quelques résultats du modele RCS]J

Nous présentons sur les figures I11.12 et I11.13 quelques résultats obte-
nus par résolution numérique de I'équation d’évolution (III.18). La figure
III.12 correspond a 3. = 1, c’est-a-dire une jonction avec un amortissement
résistif relativement fort, dont la caractéristique en absence de modulation
ne présente pas d’hystérésis. La figure I11.13 est calculée pour 5. = 10 pour
lequel il existe un hystérésis significatif. Les caractéristiques en absence de
modulation sont rappelées en haut de ces figures.

Ces calculs sont faits en balayant le courant I, dans le sens positif, puis
dans le sens négatif, par pas de dip = 1073. Pour chaque nouveau pas,
on prend pour condition initiale le régime forcé utilisé au pas précédent,
de maniére a favoriser un suivi adiabatique. Pour chaque valeur de ., on
a pris deux valeurs de l'intensité de modulation i; et deux valeurs de la
fréquence de modulation @.

On voit apparaitre les plateaux quantifiés V,, avec V,,/RI. = n@. Quand
on augmente i, le nombre de plateaux clairement identifiables croit et la
largeur du plateau central (n = 0), initialement égale a 2, décroit. Pour
Bc = 1, on constate que 1’absence d’hystérésis subsiste pour i; # 0, au
moins dans la gamme de valeurs étudiées. Pour S, = 10, 'hystérésis de-
meure : une méme intensité I, peut conduire a deux valeurs n différentes
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VA

FIGURE II1.11. Régime forcé dans le modeéle de la planche a laver : la microonde
de fréquence w /27 induit un mouvement oscillant de la planche autour de la pente
moyenne iy. Le régime quantifié (111.10) est obtenu quand la particule fictive de
position ¢ se déplace de n fois 2 en une période d’oscillation 27 /&, avec icin = 1.
Figure tracée pour B, = 1, iy = 0.82, 41 = 1, © = 0.5 (cf. parametres de la figure
111.12, ligne du bas, colonne de droite).

2
1
V/RI, 0
-1
-2
2 -1 0 1 2
IO/IC
1 R 1 :
V/RI. 0 — 0 . '
b F .
-2 / -9 / | |
~2 -1 0 1 2 ~2 -1 0 1 2
2 2
4 /
1 | 1 —
V/RI. 0 - 8 0 — 2
—1f = _ 1 = §
f /_‘ | | |
-2 —2
2 -1 0 1 2 2 -1 0 1 2
IO/IC IO/IC

FIGURE II1.12. 5.=1. Ligne du milieu : i; = 1/2, ligne du bas i1 = 1. Colonne
de gauche : & = 0.2, colonne de droite & = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de ..
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2
1
V/RI. 0
-1
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-2 -1 0 1 2
IO/I(:
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1 1
V/RI, 0 i 0
-1 -1
-9 \ \ \ -9
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
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1+ /] 1 ~ N
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FIGURE II1.13. 8.=10. Ligne du milieu : i; = 1, ligne du bas i; = 3. Colonne
de gauche : & = 0.2, colonne de droite & = 0.5. Le graphe supérieur représente la
caractéristique en absence de modulation pour cette valeur de (..
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selon le sens de balayage. On remarque également pour ce cas . = 10
que certaines caractéristiques semblent tres bruitées. Ce bruit peut étre vu
comme la signature d"un régime chaotique pour ce domaine de parameétres
(KAUTZ 1996) et il ne dépend quasiment pas de la durée sur laquelle on
moyenne la valeur de V' (ici 1000 périodes 7).

2-4 Modulation en tension sinusoidale

En pratique, la jonction Josephson est branchée sur un générateur de
courant fournissant l'intensité sinusoidale Iy + I sin(wt), comme étudié
précédemment. Dans ce cas, il est nécessaire de se tourner vers une résolu-
tion numérique du probléme RCS]J pour trouver la caractéristique courant-
tension (§2-3).

Il existe une autre situation qui permet quant a elle d’obtenir des ré-
sultats analytiques; elle concerne le cas d"une modulation sinusoidale en
tension :

V(t) = Vo + Visin(wt) . (1I1.24)
Méme si cette situation est rarement implémenté en pratique, ses résultats
peuvent constituer une bonne approximation du cas d’une modulation si-
nusoidale en intensité quand une des deux conditions est vérifiée

w,
WS> w. ou  w>>—. (I11.25)
VB
ol on a posé
1 2el.R
= — = . 111.26
we = N (I1.26)

Ces conditions expriment le fait que I'impédance Lw de la jonction (avec
L = h/2elc) est grande devant la résistance R ou devant I'impédance ca-
pacitive 1/Cw (KAUTZ 1996).

Une fois donné le voltage V' (¢) de I'équation (II1.24), la seconde relation
de Josephson permet de déduire par intégration la phase () :

_ 2eVpt  2eV
p(t) = po+ — P cos(wt) (II1.27)

Reprenons maintenant 1’équation d’évolution

h de hC d%p
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et prenons sa moyenne sur une période 7' de l'oscillation microonde en
utilisant I’expression (II1.27). La contribution de la dérivée seconde est tou-
jours nulle et il reste :

= . Yo
I =1/ (siny)+ &
Si la moyenne sur le temps de sin ¢ s’annule, on retrouve la partie résis-
tive de la caractéristique Vy, = RI. Mais il se peut que cette moyenne soit
non nulle, comme on le voit en utilisant le développement en fonctions de

Bessel :

(II1.29)

“+oo
e~ lacos(wt) _ Z (—i)an(a) e~ inwt (IT1.30)
n=-—oo
qui entraine
+o00
i ipg i2e 2eV/ .
sin (o(t)) = Im [eup(t)] — Im | el®o oiZF2t n;m(_i)njn ( ;wl) em“’t]

(11.31)

On remarque en effet qu'un terme de la somme sur n peut donner une
contribution non nulle & la moyenne sur le temps si on a

2€V0
h

ce qui n'est autre que la condition de quantification (III.10). La moyenne
temporelle de sin ¢ vaut alors

(I11.32)

= nw

2eV;

(sinp) = J, (ﬁ) sin(pg — nw/2) . (II1.33)

Le terme sin(ypo — nw/2) peut prendre n'importe quelle valeur entre —1 et
1, et on obtient donc un plateau de valeurs de I compris entre les deux

bornes :
nhw 2eV; ) nhw (26V1 )
5o Ian< o et 5eR +1.J, o (I11.34)
ou encore _
I w 2eV; )
I —nwC < J,,,( o ' . (I11.35)

Chaque plateau est centré sur la droite résistive I = V/R et sa largeur,
donnée par la fonction de Bessel J,,(2eV; /fiw), va décroitre rapidement aux
grands n, a V4 /w fixé.
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3 Un standard électrique

3-1 Mise en série de jonctions

Comme nous 'avons vu ci-dessus, le domaine de fréquences w/27 uti-
lisable en pratique se situe dans le domaine s’étendant entre 10 et 100 GHz.
Pour le choix w/2m = 100 GHz, le quantum /w/2e vaut 0.2mV, ce qui est
tres faible. Méme si on verrouille la jonction sur un indice n supérieur a 1,
on reste dans le domaine du millivolt alors que les besoins pratiques sont
plutot dans le domaine du volt, voire la dizaine de volts.

La solution a ce probléme est simple sur le papier : il suffit de mettre un
grand nombre de jonctions en série, de sorte que les tensions s’ajoutent et
on peut atteindre ainsi des valeurs supérieures au volt. C’est effectivement
ce qui est fait en pratique, mais cela passe par un certain nombre d’étapes
délicates.

On voit sur la figure I11.14 extraite de l’article de HAMILTON (2000)
le principe de la mise en série de jonctions Nb/Al,O3/Nb, avec une mi-
croonde de fréquence 75 GHz. On dispose 16 lignes comportant 1263 jonc-
tions chacune, soit 20 208 jonctions au total mises en série. Du point de vue
de la propagation de la microonde, les 16 lignes sont en parallele, ce qui
permet d’assure une bonne homogénéité de I'intensité I;.

3-2 Plateaux de tension a courant nul

Les premiers dispositifs de séries de jonctions Josephson a fin métrolo-
gique comportaient une vingtaine de jonctions, chacune avec une capacité
C relativement faible, conduisant a une caractéristique du type de celles
montrées en figures II1.12-I11.13. Pour ce type de jonction, il faut imposer
un courant /o non nul a chaque jonction pour se placer sur le plateau dé-
siré.

Le courant I a appliquer différe d’une jonction a l’autre du fait d’im-
perfections lors de la fabrication. Pour un dispositif utilisant une vingtaine
de jonctions, il est possible (mais délicat) de controler chacun des 20 cou-
rants individuels /y. Quand on passe & une assemblée de 20 000 jonctions,
cela devient irréaliste.
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FIGURE II1.14. Dispositif comportant un grand nombre (> 20000) jonctions
Josephson en série permettant de réaliser un étalon de tension dans la gamme de la
dizaine de volts. Figure adaptée a partir de HAMILTON (2000).
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FIGURE II1.15. Exemples de caractéristiques calculées par le modéle RCS], pré-
sentant plusieurs plateaux V,, pour Iy = 0. Calcul effectué pour = 100, 41 = 10,
@ = 0.2 (haut) et B ~ 10°, iy = 80, @ ~ 1072 (bas). La caractéristique du bas
est plus précisément obtenue pour les parametres physiques fournis par KAUTZ
(1996) pour sa figure 1(b) : I. = 0.2mA, R =100Q, C = 20pE, I, = 16mA et
w/27 = 100 GHz.
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Pour contourner ce probleme, on se tourne vers des jonctions de plus
grande capacité, donc de plus grand parametre g., typiquement 3. > 100.
Dans ce cas, la caractéristique comporte des segments de voltage quanti-
fiés V;, pour un courant /o nul. La figure II1.15 présente des caractéristiques
calculées dans le modele RCS] et la figure II1.16 une caractéristique mesu-
rée expérimentalement. Il n’est alors plus nécessaire de controler le cou-
rant biais de chaque jonction. Il faut simplement trouver un moyen de ver-
rouiller la jonction — ou I’ensemble de jonctions — sur le segment n désiré.
Pour les standards de 10 volts comme celui représenté en figure I11.14, I’en-
tier n peut prendre toutes les valeurs entre -75000 et +75 000 (HAMILTON
2000).

La caractéristique de la figure II1.16 résulte d'une optimisation du cou-
rant /; induit par la microonde. Pour un courant plus faible, la plage en
tension sur laquelle on observe des marches se réduit. Pour des courants
plus forts, on observe plus de marches, mais leur longueur diminue et elles
ne croisent plus I'axe Iy = 0. On peut utiliser le résultat (II1.35) pour esti-
mer si la marche 7 croise 1’axe de courant nul I = 0. Il faut pour cela que

QeVl)
5
<|n (2 ‘

Comme la valeur de la fonction de Bessel J,,(x) est toujours comprise entre
—1 et +1, on voit sur cette équation que les plateaux croisant I'axe I = 0 ne
peuvent étre obtenus que si w < w,. (au moins dans le régime ot11’approche
en terme de tension modulée sinusoidalement est correcte).

w
n—
We

(IT1.36)

3-3 Le verrouillage sur un plateau V;, donné

Une fois réalisée la caractéristique courant-tension du systéme Joseph-
son avec plusieurs dizaines de milliers de plateaux V,, quantifiés, traver-
sant tous 1’axe Iy = 0, il reste & verrouiller ce dispositif sur le plateau désiré
pour disposer d'un standard délivrant des valeurs discretes de voltage. Le
processus réel est complexe et son principe est résumé sur la figure I11.17.

On impose aux bornes du systéme une tension V; avec une résistance
de biais V. La tension V; est proche de la tension recherchée et R, est choi-
sie de sorte que l'intersection de la caractéristique du systéme Josephson
et de la droite V; — R, ne comporte qu'un seul (ou quelques) points. Un
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FIGURE II1.16. Exemple d"une observation expérimentale des marches de Shapiro
pour une jonction de grande capacité. Figure adaptée de HAMILTON (2000).

contrdle judicieux de R, et V, permet alors d’amener le systeme Joseph-
son au point choisi : [y = 0,V = V,,. Une fois ce plateau atteint, le sys-
téeme peut y rester verrouillé pendant plusieurs heures avec une stabilité
relative meilleure que 10~°. On trouvera dans HAMILTON (2000) ou sur la
page wikipedia "Josephson Voltage Standard" des exemples d’algorithmes
permettant d’utiliser la tension ainsi réalisée pour déterminer une tension

inconnue.

4 Effet Shapiro pour des jonctions atomiques

4-1 Effet Shapiro dans *He superfluide

Nous avons décrit en § 1-2 le dispositif expérimental du groupe de Ber-
keley qui a permis 1’observation de l'effet Josephson ac avec un bain de *He
superfluide (PEREVERZEV, LOSHAK et al. 1997). Ce méme montage a per-
mis quelques années plus tard la caractérisation de résonances de Shapiro
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FIGURE I11.17. Principe du montage électrique permettant de verrouiller I'étalon
de tension sur un plateau V,, déterminé. Figure adaptée de HAMILTON (2000) .

pour I'hélium 3 par SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

Le principe de l'expérience est de moduler de fagon controlée la pres-
sion d'un c6té de la membrane rigide percée de trous (figure IIL.18). Cette
modulation est obtenue en agissant au moyen d’électrodes disposées sur la
paroi souple. C’est I’équivalent mécanique de la modulation de la tension
électrique pour une jonction supraconductrice. On est donc directement
dans le cas de figure envisagé en §2-4, qui conduit a des plateaux en cou-
rant dont la largeur est donnée par des fonctions de Bessel [eq. (II1.35)].

La différence de pression entre les deux cdtés de la membrane percée
s’écrit donc

P(t) =P +P sin(wt) (IH37)

et un courant de particules de moyenne temporelle non nulle va pouvoir
se produire a travers cette membrane si la condition de résonance

2mP0
P

— nhw (IIL38)

est remplie (équivalent du résultat (II1.32) avec la masse 2m d’une paire de
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FIGURE II1.18. Montage expérimental de SIMMONDS, MARCHENKOV et al.
(2001) similaire a celui montré en figure 111.3, avec cette fois-ci une modulation
sinusoidale de la position de la paroi souple (position répérée par x(t)), ce qui
conduit a une modulation de la pression, analogue mécanique du cas envisagé en
§2-4.

Cooper pour *He).

Intéressons-nous au cas n = 1 pour lequel la résonance se produit pour
w/2m = 105Hz pour la pression Py choisie. Pour un choix donné de 1’am-
plitude de modulation P;, on s’attend alors a observer un plateau de cou-
rant de largeur 2|J; (2m.P; /hiwp)|. Ces plateaux sont bien visibles sur la fi-
gure II1.19 et leur largeur est en bon accord avec la variation en fonction de
Bessel attendue (figure I11.20). SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001) ont
également observé la résonance correspondant a n = 2.

4-2 Barriere mobile dans un gaz quantique

Nous avons vu au chapitre précédent comment une barriere se dépla-
cant a vitesse constante dans un gaz quantique uniforme permettait de
simuler I'équivalent d"un courant constant imposé a une jonction supra-
conductrice. La généralisation de ce dispositif pour observer 1'équivalent
de résonances de Shapiro est alors naturel : au lieu de bouger la barriere a
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FIGURE II1.19. Caractéristique courant-pression (avec Py, = Py) permettant
d’observer une résonance de Shapiro dans un bain de ®He superfluide. Les courbes,
obtenues pour différentes valeurs de Py, sont décalées les unes par rapport aux
autres pour améliorer la lisibilité. Figure adaptée de SIMMONDS, MARCHENKOV
et al. (2001).

vitesse constante, on lui donne un mouvement du type

z(t) = vt + 1 sin(wt) (II1.39)
comme représenté sur la figure II1.21, extraite de la proposition théorique
de SINGH, POLO et al. (2024).

Dans cette étude théorique, les auteurs ont considéré un gaz 2D de mo-
lécules de °Li décrit par I’équation de Gross-Pitaevskii, avec une densité de
5.6 atomes par micron carré. Ils ont pris en compte les effets de température
finie en ajoutant un bruit adéquat sur la fonction d’onde initiale. La taille
du gaz est 512 x 27 microns et le parametre d’interaction (sans dimension
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FIGURE II1.20. Largeur du plateau de courant de la figure I111.19 en fonction de
I'amplitude de modulation en pression P,. = P,. Figure extraite de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001).

a2D)estg=0.1.

Apres le déplacement de la barriére, ils déterminent les nombres
d’atomes N, et N, de part et d’autre de la barriere et calculent z =
(Ng — Np)/(Ng + Np). Cette valeur de z est comparée a z, qui serait obtenu
si les densités et donc les potentiels chimiques étaient restés parfaitement
égaux de part et d’autre de la barriere.

La quantité Az = z — z (équivalent de la tension pour une jonc-
tion supraconductrice), est tracée en figure IIL.21 en fonction de la vitesse
moyenne v (équivalent du courant) pour différentes valeurs de 1’ampli-
tude de modulation z;, a fréquence w/2r = 45Hz fixée. Les résultats
sont conformes a ce qu’on attend intuitivement : on trouve des plateaux
pour Az, correspondant a une différence de potentiel chimique Ay entre
les deux cotés de la jonction :

Ap =nhw (II1.40)

SINGH, POLO et al. (2024) ont procédé a une calibration soigneuse de
la barriére a partir de la caractéristique calculée. Ils ont montré que I'on
pouvait effectivement la décrire par les mémes parametres que ceux du
modele RCSJ des jonctions supraconductrices. Nous montrons en figure
II1.22 leurs résultats pour les parametres G = 1/R et 3. en fonction de
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FIGURE II1.21. Barriére mobile dans un gaz 2D. La position de la barriere s’écrit
x(t) = vt + x1 sin(wt). Le mouvement donne naissance i des marches de Shapiro
pour x1 # 0. Ces résultats sont obtenus en intégrant numériquement I'équation
de Gross-Pitaevskii dépendant du temps, avec une condition initiale qui simule
une température non nulle (truncated Wigner approximation). Figure extraite
de SINGH, POLO et al. (2024).

la hauteur Vy = Vp/u de la barriére. Le potentiel créé par la barriére est
supposé ici gaussien avec une demi-largeur a 1/e? (waist) fixée a 1.1, ot £
est la longueur de cicatrisation.

4-3 Observation expérimentale des plateaux

Fin 2025, deux équipes ont publié leur observation de résonances de
Shapiro sur un gaz d’atomes froids grace a une barriere tunnel modulée.
BERNHART, ROHRLE et al. (2025) ont utilisé un gaz 3D de 3"Rb en géo-
métrie cylindrique et DEL PACE, HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025) ont
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FIGURE I11.22. Paramétres de la barriére utilisée par SINGH, POLO et al. (2024).

travaillé sur un gaz de %Li (fermions) dans le régime unitaire et placé dans
une géomeétrie quasi2D.

Nous montrons en figure II1.23 le résultat obtenu par BERNHART,
ROHRLE et al. (2025). On voit clairement apparaitre des plateaux a Ap
constant quand on varie la vitesse moyenne de la jonction (donc le cou-
rant moyen la traversant). La valeur des plateaux est proche de la valeur
quantifiée attendue [eq. (IIL.40)] pour la fréquence de modulation choisie,
w/2m = 90Hz. Quand on varie cette fréquence de modulation entre 50 et
200 Hz, on vérifie que la position des plateaux se déplace en suivant la loi
Ap x w (figure 111.24).

4-4 Les processus dissipatifs en jeu

Pour terminer cette description des expériences récentes sur les réso-
nances Shapiro, il est intéressant de regarder les processus dissipatifs qui
permettent a la jonction d’atteindre le régime stationnaire conduisant a la
formation de plateaux. Les simulations numériques fondées sur 1’équation
de Gross-Pitaevskii sont tres utiles pour cela, pourvu qu’elles aient été vali-
dées précédemment par comparaison avec l'expérience, en ce qui concerne
le fonctionnement de la jonction elle-méme.

Comme nous 'avons déja indiqué pour une jonction statique, la nature
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FIGURE I1I1.23. Gauche : schéma expérimental de BERNHART, ROHRLE et al.
(2025). Droite : caractéristiques courant - potentiel chimique mettant en évidence
les deux premiéres résonances de Shapiro. Pour la plus grande amplitude de mo-
dulation (notée ici I,,), on notera un écart par rapport a la relation attendue
Ap = hw; cet écart peut étre di a une incertitude sur la mesure du nombre
d’atomes et la forme du potentiel de confinement, qui interviennent dans la cali-
bration du potentiel chimique. Figures extraites de BERNHART, ROHRLE et al.
(2025).

de ces processus dissipatifs dépend de la dimensionalité du systeme. Dans
I'expérience "tubulaire” de BERNHART, ROHRLE et al. (2025), on constate
que la dissipation est liée a I’émission de solitons sombres ou d’anneaux
de vorticité en aval de la jonction, en phase avec le mouvement de la bar-
riere. Plus précisément, la stabilisation du plateau n est obtenue grace a
I"émission de n solitons en une période d’oscillation (figure II1.25). La na-
ture solitonique de ces excitations est révélée par la simulation numérique,
qui donne le profil de phase en plus de la distribution en densité. La forma-
tion de ces solitons est a l'origine de la différence de densité qui apparait
entre les deux c6tés de la jonction.

Nous montrons également en figure I11.26 le résultat obtenu par DEL
PACE, HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025) sur un gaz de Fermi unitaire dans
une géométrie quasi2D. Dans ce cas, le processus dissipatif dominant est
la formation de paires de vortex de circulations opposées, a raison d’une
paire par période de modulation pour le plateau n = 1.

Une question ouverte a ce stade porte sur 1'utilisation pratique de ces
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FIGURE I11.24. Evolution de la position des plateaux Ay avec la fréquence de
modulation de la barriére. Figures extraites de BERNHART, ROHRLE et al. (2025).

résonances de Shapiro : peuvent-elles, a I'instar du cas supraconducteur,
avoir un intérét métrologique pour mesurer trés précisément des potentiels
chimiques?
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FIGURE I11.25. Origine de la dissipation conduisant aux résonances de Shapiro.
Haut : expérience, bas : résultats numériques. On voit que n solitons sont émis
par période pour le plateau n. Il y a également émission de phonons se propageant
a la vitesse c. Figure extraite de BERNHART, ROHRLE et al. (2025)
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FIGURE II1.26. Evolution d’'un gaz de Fermi unitaire dans une géométrie
quasi2D en présence d’une barriere modulée (position marquée par la ligne poin-
tillée jaune). On s’est placé ici sur le plateau n = 1 et les instants de me-
sure sont wt/2r = 1.03,1.38,1.7,2.08,2.43. Figure extraite de DEL PACE,
HERNANDEZ-RAJKOV et al. (2025)






Chapitre IV

Les jonctions atomiques internes

Dans sa proposition initiale, JOSEPHSON (1962) a considéré deux su-
praconducteurs couplés par l'intermédiaire d’une barriére physique, for-
mée par une fine couche d’isolant ou de métal normal. Quelques années
plus tard, LEGGETT (1966) a proposé d’étendre cette idée a un couplage
entre degrés de liberté interne. Dans cette premiére publication, Leggett
considérait un modéle de supraconducteur a deux bandes et décrivait ce
qu'il qualifiait "d’effet Josephson interne". Méme si le modeéle initial n’a pas
été validé expérimentalement, cette idée s’est révélée extrémement féconde
par la suite, lorsque la superfluidité de I'hélium 3 liquide a été découverte
(1972). Elle a notamment permis d’expliquer les anomalies de la résonance
magnétique nucléaire dans ce superfluide (LEGGETT 2004).

Cette idée de coupler deux états internes par une excitation cohérente
pour former une jonction Josephson interne se généralise naturellement
aux gaz d’atomes froids. Le formalisme que nous avons mis en place aux
chapitres précédents va rester valable, avec notamment la description de la
dynamique de la jonction a l'aide des deux énergies F; et Ec. Rappelons
que la premiere décrit le couplage entre les deux états de la jonction, et elle
sera associée a la fréquence de Rabi du couplage; la seconde décrit 1"éner-
gie de charge de la jonction, c’est-a-dire le cotit énergétique pour passer de
la situation équilibrée N, = N, = N/2 4 la situation voisine N, = N/2 —1,
Ny, =N/2+1.

Il va néanmoins y avoir des différences quantitatives entre les jonctions
internes et les jonctions externes :
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— Le couplage tunnel F; peut étre notablement plus grand : au lieu de
reposer sur un effet tunnel a travers une paroi, donc un événement
localisé et de faible probabilité, le couplage entre deux états internes a
et b se produit sur tout le volume de 1’échantillon. Par ailleurs, son in-
tensité peut étre rendue arbitrairement grande en augmentant la puis-
sance de I'onde électromagnétique qui couple a et b.

— Le terme de charge E¢ est lui aussi modifié. Pour une jonction externe,
seules comptent les interactions a — a ou b — b, puisque deux atomes
situés de part et d’autre de la barriére ne se "voient" quasiment pas.
En revanche, pour une jonction interne, les atomes dans les états a et b
occupent la méme région de l'espace et les interactions a — b jouent un
role dans I'énergie de charge, au méme titre que les interactions a — a
et b — b. Cela vient enrichir le probléeme en fournissant un parametre
de controle supplémentaire.

Dans les chapitres précédents consacrés aux jonctions externes, nous
avons montré que différents régimes de fonctionnement de la jonction sont
possibles, selon les valeurs relatives de E¢ et de E;/N?. Pour les jonctions
externes, on a généralement Ec > E;/N?, de sorte qu'il est difficile d’ex-
plorer ces différents régimes. Les jonctions internes, qui offrent en pratique
une plus grande plage de valeurs de E; et E¢, vont permettre cette explo-
ration, en particulier I'étude des bifurcations et des transitions de phase
qui peuvent se produire quand E¢c ~ E;/N?.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par modéliser le couplage
d’un atome unique avec une onde électromagnétique résonnante ou quasi-
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FIGURE IV.1. Couplage quasi-résonnant entre les deux états |a) et |b) issus du
niveau électronique fondamental. L'excitation peut étre directe par une micro-onde
(gauche), ou indirecte par un processus Raman stimulé, impliquant le passage
virtuel par le niveau électronique excité |e) (droite).

résonnante. Nous adopterons un modele d’atome a deux niveaux, décrit
par un pseudo-spin 1/2. Nous passerons ensuite au cas de N atomes oc-
cupant tous la méme fonction d’onde spatiale, de sorte que seul le degré
de liberté interne joue un réle. Dans cette approximation du mode spatial
unique, les N atomes peuvent étre décrits comme un moment cinétique
J = N/2, suivant la représentation de Schwinger que nous détaillerons.
Nous vérifierons que la limite classique de cette représentation permet de
retrouver les équations de Josephson. Nous étudierons pour finir les états
stationnaires des jonctions internes et nous montrerons pourquoi la non-
linéarité des équations du mouvement peut faire apparaitre une transition
de phase pour une valeur critique du rapport Ec/(E;/N?).
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1 Préliminaire : I’atome habillé

1-1 Systéme a deux niveaux et couplage cohérent

Considérons un atome modélisé par un systeéme "a deux niveaux", notés
|a) et |b) et séparés par 1'énergie fuvy > 0 (figure IV.1). Cet atome est décrit
par ’hamiltonien !

b o hwo .

Ho = —= (Ja) {al = [b) (b]) = =6 .

. (IV.2)

On couple ces deux niveaux par un potentiel monochromatique de fré-
quence w :

V(t) = —hQ cos(wt + )
= —hQ cos(wt + 7)

|a) (bl + [b) {al) ,

x

A( (IV.3)
g

ou  est appelée fréquence de Rabi du couplage, prise ici positive par
convention. En pratique, la paire d’états {|a) , |b)} que nous rencontrerons
dans ce cours sera choisie a l'intérieur du niveau électronique fondamen-
tal. Le couplage cohérent V' sera induit par une onde radio-fréquence ou
micro-onde, ou encore par une transition Raman, c’est-a-dire ’absorption
d’un photon a une longueur d’onde optique suivie de 1’émission stimulée
d’un autre photon de fréquence voisine.

L’évolution d"un état quelconque du systéme a deux niveaux, noté

9 () = aa(t) |a) + an(t) [b) , (IV4)

est donné par I'équation de Schrodinger ihjY) = (ﬁo + V) |Y), ce qui

donne :
wo

ic, = —|—?aa — Qcos(wt + v)ay

i (IV.5)
.. 0
icy = _Eab — Qcos(wt + 7)a,

1. Toutes les matrices de cette section sont écrites dans la base {|a), |b)} et on rappelle

I'expression des matrices de Pauli :
; 0 —i . 1 0
Gy = (i 0) 6, = <0 _1) . (Iv.)

) _(0 1)
92 =\1 o0
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Ce systeme différentiel dépendant du temps n’admet pas de solution ana-
lytique exacte, mais nous allons pouvoir le simplifier et le résoudre grace
I'approximation du champ tournant (Rotative wave approximation, RWA).

1-2 Approximation du champ tournant

Pour Q nulle, I’évolution "naturelle" des coefficients o, et o, est

Ga(t) = aa(0) 0% ay(t) = ap(0) TN (1Vig)

Nous allons supposer dans tout ce qui suit que la fréquence de Rabi (2 et le
désaccord a résonance A sont tous les deux petits devant la fréquence wy :

A=w-—uwp : QA <K wy = w. (Iv.7)

Dans ces conditions, on peut simplifier le systéeme différentiel (IV.5) pour

ne garder que la partie résonante du couplage. Plus précisément, on écrit :
1, . 4

Cos(wt -+ fy) — 5 (el(wt+’Y) + e*l(thr’Y)) (IVS)

et on ne garde dans 1’équation d’évolution de «, que le terme e~ (“**7) qui,

quand on le multiplie par a(t), donne un terme en ~ e~“*/2, Pour l'équa-

tion d’évolution de «, on ne garde au contraire que le terme eti(«“*+7), ce
qui conduit au systéme

wWo 9]

lOéa = +7aa - geii(Wt+’Y)Oéb
. (IV.9)
idy = —@ab — Qei(‘““”)aa
2 2

Pour trouver la solution exacte de ce systéme, on utilise le changement de
fonctions :

Ba(t) = aa(t) e 2 By(t) = ap(t) e /2 (IV.10)
qui obéissent au systéme différentiel indépendant du temps :
. A Qe ™
B, = 75/8(1 - 9 Bb
. . (Iv.11)
. A Qet
1By = +5 80— —5—Fa
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Ce systeme peut étre vu comme I'équation de Schrédinger pour un sys-
teme a deux niveaux évoluant sous 'effet d'un hamiltonien indépendant
du temps qui s’écrit dans la base {|a) , |b)}

R A Qe‘i”f)
H__§<Qe+i7 —A

H=—hmQ (5} cosy + S'y sinv) —hA S,

(IV.12)

ou encore

(IV.13)

ol1 les trois opérateurs de spin S, j = «,y, z sont reliés aux trois matrices
de Pauli par

S;=>6;. (IV.14)

Convention sur les opérateur de spins. Dans 1'équation (IV.14), nous
avons supposé que l'opérateur de spin S était sans dimension, de sorte
que ses relations de commutation sont du type

192, 8,] =18, | (IV.15)

avec les deux relations qui s’en déduisent par permutation circulaire. On
peut revenir aux opérateurs dimensionnés conventionnels, en les multi-

pliant par %, ce qui conduit a remplacer le membre de droite de (IV.15) par
ihs..

1-3 FEtats habillés et sphére de Bloch

Puisque nous nous sommes ramenés a 1’étude de 1’évolution d'un sys-
téme & deux niveaux sous l'effet de I’'hamiltonien indépendant du temps
(IV.12), il est naturel de rechercher les états propres de cet hamiltonien. In-
troduisons 1’angle 6 défini par

avec Q=102+ A2
Comme la fréquence de Rabi (2 est prise ici positive, I'angle ¢ peut étre

choisi entre 0 et 7. L'hamiltonien (IV.12) se réécrit :

I @ < cos® e Msin 9)
2 \e’sinf —cosf

cosf = é sinf = 2 (IvV.16)
Q Q

(IV.17)
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ses énergies propres sont

Q )
oL By =+ (IV.18)
2 2
et les états propres associés sont dans la base {|a),|b)} :
C S
=S m=(_3) (Iv.19)
oll on a posé
C= cosg S =sin—. (Iv.20)

2
L'état |1) est toujours 1'état propre de plus basse énergie.

Une visualisation géométrique commode d'un état |¢)) d'un systeme
a deux niveaux (i.e. un qubit) consiste a le représenter par un point a la
surface d'une sphere, appelée sphére de Bloch. Plus précisément, on calcule
les trois valeurs moyennes (| 5, |¢), ce qui donne un vecteur de norme
1 que l'on reporte sur la sphere. Pour l'état habillé |1) donné en (IV.19),
on trouve ainsi les trois composantes (sin 8 cos v, sin 6 siny, cos ), de sorte
que le point correspondant a pour colatitude 6 et pour azimuth . Le point
représentant 1’état |2) est diamétralement opposé a celui représentant |1).

Il est utile pour la suite d’avoir en téte quelques cas particuliers (cf.
figure IV.2) :

Cas résonnant : A = 0. Les états propres sont alors localisés sur 1'équa-
teur de la sphere de Bloch (§ = 7/2) :

h = % (eilv)

et ils ont pour énergies Fh{2/2.

A=0: (IV.21)

25 (L)

Désaccord grand et positif : A > Q. L’angle 6 est proche de 0, de sorte
que 'état |1) est alors proche de |a) et I’état |2) est proche de |b) :

1) ~ |a)
2) ~ [b)

(IV.22)

A>0etA>Q: {
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FIGURE 1V.2. Sphere de Bloch et états habillés dans le cas résonnant (A = 0)
a gauche et de cas d'un désaccord positif i droite. Les états "nus” |a) et |b) sont
situés respectivement au pole nord et au pdle sud de la sphere. Les états habillés |1)
et |2) sont toujours diamétralement opposés, I'état |1) est de coordonnées (0, ) et
I'état |2) de coordonnées (m — 6, v + 7).

Désaccord grand et négatif: |[A| > . L’angle 6 est proche de 7, de sorte
que l'état |1) est alors proche de |b) et 1’état |2) est proche de |a) :

1) = [b)
2) ~ |a)

(IV.23)
Ey =~ +h|A|2

A<Oet|Al>Q: {

Hiérarchie des états. On pourrait s’étonner de voir que pour A > > 0,
l’état habillé |1) peut étre a la fois proche de |a) et constituer 1’état de plus
basse énergie, alors que I'état |a) a manifestement une énergie supérieure
a |b) sur la figure IV.1. Ce paradoxe apparent est dii au passage dans le
référentiel tournant. Il se résout simplement si on traite quantiquement le
champ micro-onde. On doit alors comparer les énergies de |1) ~ |a,n) et
|2) = |b,n+ 1), ou n désigne le nombre de photons dans le champ, et on
en déduit immédiatement la hiérarchie des énergies donnée ci-dessus.
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la)

2)

|b) |b)

FIGURE IV.3. Trajectoire suivie sur la sphére de Bloch dans le cas résonnant
(A = 0) a gauche et dans le cas A > 0 a droite. La trajectoire est toujours située
sur un cercle orthogonal a 'axe passant par les états habillés |1) et |2). On a pris

iciy = 0 et |(0)) = |a).

1-4 Evolution cohérente et préparation d’un état habillé

Considérons pour commencer le cas particulier d"une excitation réson-
nante (A = 0), avec le choix de phase v = 0. Les états habillés sont situés
sur I'équateur aux longitudes 0 et 7 et le systeme (IV.11) s’écrit

om0 =g (V24

2
Supposons que le systeme dans 1’état |a) a I'instant initial ; I'état a I'instant
test:

Qt

Ba(t) = cos —

5 Bo(t) = isin % (IV.25)

ce qui correspond sur la sphere de Bloch a un mouvement circulaire le
long du méridien de longitude 7/2. Ce mouvement correspond donc & une
rotation autour de 1’axe passant par les deux états habillés (figure IV.3).

Plus généralement, pour toute valeur du triplet (A, £, ), un état initial

|1(0)) peut se décomposer sur la base des états habillés
[9(0)) = 1 [1) + c2[2) (Iv.26)
et son évolution est ensuite donnée par :
() = c1 e /2 1) + cpe /2 |2y (IV.27)

Cela correspond a un mouvement circulaire uniforme sur la surface de la
sphere de Bloch, autour de I’axe joignant les deux états habillés. Les proba-
bilités d’occupation des états habillés, p; et py, restent constantes au cours
de I’évolution et la fréquence angulaire de ce mouvement est égale a (.

Dans la suite de ce cours, nous décrirons des expériences ot il faut pré-
parer le systéme dans un état habillé donné, |1) ou |2), pour un triplet
(A, Q,7). Pour cela, on peut envisager deux classes de méthodes :

— La premiere consiste a effectuer un suivi adiabatique : on prépare le
systéme dans 1’état nu |a) ou |b), avec le couplage cohérent fortement
désaccordé : |A,;| > (. Les états habillés coincident alors quasiment
avec les états nus. On diminue ensuite lentement le désaccord pour
I’'amener a la valeur voulue A.

— La seconde méthode consiste a partir d'un autre triplet bien choisi
(A", Y, ~"), effectuer une fraction de tour sur le cercle correspondant
(cf. figure IV.3) en s’arrangeant pour que ce cercle passe par 1’état ha-
billé désiré. A I'instant o1 I'état [+)(t)) coincide avec I'état habillé, on
change soudainement le triplet a la valeur souhaitée (A, €, ) et le sys-
téme reste ensuite dans cet état stationnaire. Par exemple, si on veut
préparer 1’état habillé |1) a résonance pour la phase v = 0, on peut par-
tir de |a), appliquer le couplage (A’ = 0,9 = Q,+' = 7/2), puis faire
passer soudainement la phase a v = 0 apres un quart d’oscillation de
Rabi (pulse 7/2), c’est-a-dire quand 1’état est arrivé sur I'équateur de
la sphere de Bloch.

2 L’approximation du mode spatial unique

Nous nous intéressons maintenant au cas de [V atomes identiques (bo-
sons) avec deux états internes |a) et |b), couplés de manieére cohérente
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comme au paragraphe précédent. Nous allons considérer la situation la
plus simple oi1 tous les degrés de liberté spatiaux des atomes sont gelés
grace a un fort confinement. La seule dynamique possible est donc celle
portant sur l'état interne.

Nous reprenons le couplage atome — champ cohérent décrit en §1 en
prenant pour simplifier la phase v égale a 0 (cela revient a faire le choix
approprié pour l'orientation de 1’axe = de la sphere de Bloch), ce qui donne
pour un atome unique :

ﬁmh:_ﬁ(A 0 ) — 1S, — hAS,

5o _a (IV.28)

2-1 Hamiltonien en seconde quantification

On considere un systeme de particules identiques bosoniques, pouvant
chacune occuper les deux états |a) et |b). Une base de 'espace de Hilbert du
probleme est donc formée par les états |N,, N;), avec N, particules dans
l'état |a) et NN, particules dans 1'état |b) (N, € N). Si on dispose de N
particules au total avec la possibilité de transférer les particules de I'état
|a) vers I'état |b), la dimension de I'espace de Hilbert est donc N + 1 avec
la base :

{|N,0),|N —=1,1),--- |1, N —1),]|0,N) }. (Iv.29)

Dans le formalisme de la seconde quantification, on introduit les opéra-
teurs création &1 et BT, et les opérateurs destruction associés a et 13, caracté-
risés par leur action sur la base {|N,, Ny)} :

a' [Ny, Ny) = /Ny + 1[N, 4+ 1, Np)
R (IV.30)
b' |N,, Ny) = /Ny +1|Ny, Ny + 1)
et
d|Na,Nb>: \/Na‘Na_lva> SiNa#Oa d|07Nb>:0 (IV31)
DNy, Ny) = /Ny |Na, Ny — 1) si N, £0, | N,,0) =0 '

Les opérateurs nombre de particules dans les états a et b sont donnés par :

N,=a'a N, =0bb (IV.32)
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E |Na»Nb> |J7Mz>
NHA IN,0) 7,7
(N —2)Hal IN —1,1) ], J — 1)
—(N —2)M2l I1,N —1) |J,—J +1)
7N% |O>N> |J7 _J>

FIGURE 1V.4. Niveaux d’énergie de (IV.34) pour Q@ = 0. Les états propres in-
diqués correspondent au cas A < 0, pour lequel I'énergie de I'état |a) (dans le
référentiel tournant associé a la RWA) est supérieure a I'énergie de I'état |b).

et I'opérateur N = N, + N, est une constante du mouvement : il com-
mute avec tous les hamiltoniens que nous serons amenés a considérer car
le nombre total de particules est conservé.

Les états | N,, N},) se construisent par action des opérateurs a' et bf sur
I'état vide |0,0) :

(ah™- (6H™

No! V!

Dans ce formalisme de second quantification, ’hamiltonien (IV.28) dé-
crivant le couplage atome-champ s’écrit

N hQ) - N
M sy
Heon =~ (ab+ab

|Nay Ny) = 0,0) (IV33)

T

) - (¥

5 (No — Np) . (IV.34)
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Les niveaux d’énergie correspondants sont indiqués sur la figure IV.4 dans
le cas particulier 2 =0, A < 0.

2-2  Représentation de Schwinger

Il est utile de disposer d'une représentation de ce probléeme en termes
d’opérateurs de moment cinétique (Schwinger, 1952). Introduisons les trois
opérateurs

O VPN
)=+ (abt ') (IV.35)
I | .
J. == (ata—b'b)
qui vérifient les regles de commutation d"un opérateur moment cinétique :
[Joy Jy] =i, (IV.36)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire (rappelons
que nous choisissons ici des opérateurs de spin sans dimension, cf. §1-2).
On a par ailleurs :

J2:J§+J5+J§=2<2+1). (IV.37)
_ Puisque chaque atome est assimilé a un spin 1/2, la valeur trouvée pour
J? indique que nous travaillons ici dans 'espace de spin J = N/2, c’est-a-
dire la valeur maximale que 1’on peut obtenir en additionnant les NV spins.
Une base de I'espace de Hilbert, qui est de dimension NV + 1 = 2J + 1, est
donnée par les états |J, M), c’est-a-dire les états propres de J? et J, avec
les valeurs propres J(J + 1) et M, € {—J,--- ,+J}. Le lien avec la base
| No, Np) est immédiat (figure IV.4) :

|J, M.) = |Ng, Np) avec J =

1 1
§(NG+N5)7 M, = §(Na*Nb) (IV38)

ce qui permet de construire explicitement les états |J, M) a partir de
(IV.33) :

‘J;AJQ =

(a T)J+M (f )J M. ‘0,0> (1V39)

VT + M)/ (T
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J=2 J=1 J=0

FIGURE IV.5. Représentation de I'espace de Hilbert de N = 4 spins 1/2, de di-
mension 2V = 16. On travaille ici dans le sous-espace des états completement
symétriques (colonne de gauche), de dimension 2J + 1 = N + 1, associé au mo-
ment cinétique J = N /2. L'espace total se décompose en ce sous-espace de moment
cinétique J = 2, et des sous-espaces associés a des moments cinétiques J = 1 et
J = 0. Ces derniers ne joueront pas de role dans ce qui suit.

On vérifie par exemple que 'opérateur échelle,

Jip=J, +iJ, =a'b (IV.40)
agit sur un état |J, M,) = |N,, N}) selon
Jo|J, M) = a|J, M, +1) (IV.41)
avec
= [J(J +1) = M. (M +1)]/?
;W+WMM+M+%%M7MW%4WHW“(N@

(Na + 1)Nb .

Cette construction, proposée par Schwinger en 1952, est trés commode
pour aborder 'algeébre d’un moment cinétique quelconque (les opérateurs
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de rotation par exemple) a partir de celle d'un spin 1/2. L'espace de Hilbert
dans lequel on travaille, de dimension N + 1, est bien stir beaucoup plus
petit que l'espace total associé a N spins 1/2, de dimension 2V (figure?
IV.5), car on se restreint ici aux états completement symétriques des spins.
Partant par exemple de |[N, = N, N, =0) = |J = N/2,J, = N/2), ces états
completement symétriques sont les seuls que I'on peut atteindre par action
d’opérateurs symétriques comme .J,, ou .J..

Si on pouvait agir de maniere différentiée sur les spins individuels, ce
sous-espace constitué par les états completement symétriques ne serait pas
suffisant et il faudrait travailler dans I'espace total, de dimension 2V. En
l'occurence, puisque nous nous intéressons a N particules bosoniques in-
discernables occupant toutes le méme mode spatial, 1’état de spin de ces
particules doit étre completement symétrique.

L’hamiltonien (IV.34) décrivant le couplage des N atomes avec le champ
s’écrit avec ces opérateurs

Heon = —hQJ, — RAJ, (IV.43)

ce qui est une généralisation immédiate de (IV.28), en remplagant I'opéra-
teur S pour un spin 1/2 par J pour une assemblée de spins.

2-3 Le terme d’interaction

Nous allons maintenant prendre en compte les interactions binaires
entre atomes qui vont venir modifier considérablement la dynamique par
rapport a celle étudiée en § 1 pour un atome unique.

Nous rappelons que pour un condensat placé dans un état interne
donné et dans 1'état externe décrit par la fonction d’onde ®(r), I'énergie

2. La décomposition représentée sur cette figure est obtenue a partir de la procédure sui-
vante. On commence par utiliser la décomposition de I’espace produit tensoriel de deux spins
1/2 en une somme directe d'un espace associé a un spin 1 (triplet) et un espace associé a un
spin 0 (singulet). En notant a, b, ¢, d les quatre spins 1/2 de départ, cette décomposition peut
se noter symboliquement comme 2, ®2, = 34,D1ap €t 2:®24 = 34D 1.4. On couple ensuite
les moments cinétiques des espaces (ab) et (cd) entre eux; le couplage des deux états triplets
donne ainsi naissance a un espace de spin 2, un espace de spin 1 et un espace de spin 0, ce qui
s’écrit formellement 3,4 ® 3.4 = Sabed P 3abed @ Labed - On procéde méme avec les couplages
triplet-singulet et singulet-singulet, ce qui donne 3., ® 1.4 = 3;,} cd » lab @ 3ca = Sgb cq €t
Tap ® log = 17,4, d’0lt le résultat final.
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d’interaction s’écrit dans une description champ moyen

By = %g]\f2 / |®(r)|* d>r avec /|<I>(r)|2 dBr=1, (IV.44)

ot la constante g est reliée a la longueur de diffusion a, par g = 4nh%as/m.

Si les atomes peuvent étre préparés dans deux états internes a et b, il

faut trois coefficients pour décrire les interactions binaires possibles
— Les deux coefficients intra-espece g, et gup
— Le coefficient inter-espece gqp.

Nous nous plagons toujours dans I’approximation du mode externe
unique : nous supposons que l'état externe des atomes est décrit par la
méme fonction d’onde spatiale ®(r), qu’ils occupent 1’état interne a, I'état
interne b ou une superposition des deux. Dans ces conditions, I'énergie
d’interaction du gaz préparé dans 1'état | N,, N}) s’écrit

z ,
Eie = 5 (9aaNZ + 2gap Na Ny, + goo Ni ) avec I = [ |®(r)* d®r
(Iv.45)
ce qui correspond en seconde quantification a 1’opérateur
A A N SN A
Hint = 5 (gaaN(? + 2gabNaNb + gbbNbQ) . (IV46)

Pour un gaz de densité uniforme dans un volume V, la fonction d’onde
normalisée ®(r) est égale a 1/+/V et l'intégrale Z est donnée par Z = 1/V.

Considérons par exemple un gaz préparé dans l'état habillé |1) (celui de
plus basse énergie défini en (IV.19)), qui a pour amplitudes C' = cos(0/2)
et S = sin(0/2) sur a et sur b. Ces amplitudes correspondent a N, = NC?
et N, = NS?, d’out I'énergie de champ moyen

7
Echp.moy. = 59111\/'2 avec g11 = C'gaq +25°C%gap + S*gey . (IVA7)

Nous montrons dans I’appendice de ce chapitre que I'on peut retrouver ce
résultat, obtenu ici par une approche de champ moyen, en étudiant une
collision entre deux atomes habillés préparés dans 1'état |1).

Pour la suite, il est utile de réécrire ’hamiltonien H.,; en fonction des
opérateurs moment cinétique J introduit plus haut. Utilisons

. N . _N
2

No =%+ J. Ny==—.. (IV.48)
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ott le spectre de .J, s’étend de —N/2 a N/2. On peut mettre cet hamiltonien
sous la forme

. 1 . Fc -
Hine = 59N°T + hliu ] + TCJE . (IV.49)

Pour le premier terme, nous avons défini le parametre d’interaction moyen

g= 1 (Gaa + 29ap + gub) - (IV.50)
Pour les petits écarts a la jonction équilibrée (|(J.)| < N), ce premier terme
est dominant, mais il est constant. Nous l’'omettrons donc dans la suite.
Dans le deuxiéme terme, nous avons introduit le désaccord lié aux interac-

tions

1
hAint = §NI (gaa — gbb) . (IV51)
Enfin, nous avons posé pour le troisieme terme
Ec =TI (gaa + gob — 2gab) - (IV.52)

Le choix de la notation E¢ n’est bien siir pas anodin, et nous verrons que
ce parametre joue le méme role que 1'énergie de charge pour une jonction
externe.

Nous pouvons maintenant écrire (a une constante additive pres) I'ha-
miltonien total, somme du couplage cohérent H <oh €t de l'interaction H; int -

H=-mQJ, — hA J, + —J2 (IV.53)

oll nous avons réintégré le désaccord lié aux interactions A;; dans la défi-
nition du désaccord :
A=A— Ay . (IV.54)
L’hamiltonien (IV.53) est connu sous le nom de modele de Lipkin-
Meshkov-Glick (LIPKIN, MESHKOV et al. 1965) et il admet dans certains
cas des solutions exactes. Ces auteurs 1'ont initialement proposé comme
un banc d’essai pour tester différentes méthodes d’approximation, notam-
ment en physique nucléaire. Il a récemment été étudié dans le régime quan-
tique et avec des systéemes atomiques par LANYON, HEMPEL et al. (2011),
IsLAM, EDWARDS et al. (2011) et MAKHALOV, SATOOR et al. (2019).
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3 Lajonction Josephson retrouvée

3-1 L’approximation classique

Une fois connu I’hamiltonien /7, on peut en déduire les équations du
mouvement en point de vue de Heisenberg. Rappelons que dans ce point
de vue, I'état du systeme est indépendant du temps et ce sont les opéra-
teurs qui évoluent dans le temps.

En utilisant la forme générale pour I'évolution d"un opérateur O :

do A n
1FLE [0, H] (IV.55)
on trouve pour les trois composantes du moment cinétique J
dJ. - Ec/s s 5o
i = Ay 5 (et 1.,)
Wy _ o5 aj B IV.56
= = A+ o (Jude + J.0) (IV.56)
dJ. :
= -0

dt o

Nous allons maintenant prendre la moyenne de ces équation de Hei-
senberg sur l’état du systeme, en supposant que cet état est tel qu'on peut
négliger les corrélations entre les différentes composantes de J :

{Jy) (J2)

et les deux autres relations déduites par permutation circulaire. Cela re-
vient & remplacer les opérateurs J; par leur valeur moyenne J; = (J;) dans
les équations d’évolution ci-dessus

(JyJ.) ~ (IV.57)

dJ, Ec
— A z
- Jy — - =< J,J
dJ, Ec
=Q A g V.58
T J, — AJ, + - =< J.J ( )
dJ,
TE Q)
dt Ty
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Nous allons montrer au paragraphe suivant que ces trois équations cou-
plées sont équivalentes a celles décrivant une jonction Josephson.

Auparavant, revenons briévement sur cette approximation classique.
Comme nous l'avons écrit, elle revient a négliger les corrélations entre les
trois composantes de J. Elle est raisonnable pour certains états de spin et
dans la limite de grand nombres d’atomes, donc J > 1. Nous explorerons
ses limites en détail dans le prochain chapitre. Pour 'instant, nous pouvons
noter que cette approximation de non-corrélation entre les composantes
cartésiennes de J entraine

~2 A

(T m (Y- (T) . (IV.59)

Nous savons que le membre de gauche est toujours égal a J(J + 1) ~ J?;
nous en déduisons que dans 'approximation faite ici, le vecteur (J) est de
norme J. Cette condition est effectivement réalisée pour les états |M; = J)
pour i = x,y, z et plus généralement pour tous les états de type |M,, = J),
ot le vecteur v défini un axe de quantification arbitraire. Dans la suite de

ce paragraphe, nous allons nous intéresser exclusivement a ce type d’états.

De fagon générale, cette approximation classique ne peut donner que
les termes dominants pour une puissance de J donnée. Par exemple, si
on voit apparaitre le produit d’opérateurs .J,.J, dans un calcul, le résul-
tat classique (.J,..J,) = (J,)(J,) donnera correctement le terme d’ordre .J?;
mais si dans ce calcul, ce produit d’opérateurs n’apparait que sous la forme
jz jy — jy jx, l"utilisation "brutale" de I’approximation classique donnera
zéro alors que 1’on sait que ce commutateur est égal 4 i.J,, donc une contri-
bution d’ordre 1 en J.

3-2 Equations du mouvement

Puisque nous considérons des états tels que le moment cinétique moyen
J = (J) a une longueur .J, nous allons choisir une paramétrisation appro-
priée de ce vecteur, qui va nous permettre de retrouver les équations de la
jonction externe. Pour cela, nous revenons a la définition des trois compo-

santes de J définies en (IV.35) et nous faisons la méme substitution qu’au
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chapitre 1:
a—>cq = \/ﬁa el
. . (IV.60)
b— ¢, = \/Nbewb
Introduisons les deux variables n et ¢ :
1
n= i(Na —No)  p=0s—pp (Iv.e1)
de sorte que J s’écrit :
Ny (n) cosio i
J=| —4N~v(n)sing avec v(n)=1/1- AT (IV.62)
n

ce qui correspond bien a un vecteur de norme J = N/2.

On peut alors visualiser 1’état de la jonction sur une sphere de Bloch
généralisée, tracée dans 1'espace (J,, Jy, J,); cette sphére a pour rayon J,
I'angle azimutal de J correspond (au signe pres) a la différence de phase
© = @q — @y entre les deux parties de la jonction, et 1’écart a 1'équateur
repere le déséquilibre n = (N, — N;)/2 de la jonction (figure IV.6).

Reportons maintenant cette paramétrisation dans 1’équation d’évolu-
tion (IV.58). Nous obtenons le résultat suivant pour n et ¢ :

hn = NTm ~v(n) siny
. (IV.63)

~ N
hgb:hA—nEC—&—Th’y’(n) oS

Nous trouvons également 1’énergie déduite de (IV.53) :

NRSQ) < E,
———y(n) cosp — A n + 70712

5 (IV.64)

E(p,n) =

On reconnait exactement les équations du mouvement et 1’énergie de la

jonction Josephson atomique étudiée dans les chapitres précédents avec la
correspondance suivante :

o NSO
2 (IV.65)
Ap  +——  —hA

I'énergie de charge F¢ jouant le méme role dans les deux cas.
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Jonction supraconductrice (RCSJ) Double puits atomique Jonction interne (Schwinger)
Parametres I,  Ej;=hI/(2) E; = 1 (E[®] - E[®]) E;=1NnQ
C Ec = (2¢)?/C Ec =g ([ |®a]* + [®6]*) Ec =2g, [|®* avec gs= 1(gaa+ gob) — Gab
R - -
Controle Iy (0uV) déplacement de la jonction (ou A) Q (ouA)
Variables o et Q=C0V o et n=%(N,—Ny) J = (J,, Jy, J.) avec J = et J, = %(Na -\
Energie Ec <2%)2 — Ejcosp — Moy Eep? — Ejy(n)cosp + Apn Ee 2 hQJ, — hAJ,
Dynamique Iexe = Iesing + 5 + Q hn = Ejy(n) sine J: = -QJ,
hg = 2eV h¢ = —Ap — nEe + Ey(n) cos o iJy = AJy — Ee(J 0, + .00 — Q.
Régime Josephson toujours E;/N? < E¢ hQ < us avec pus= NE¢
1) =1 +'(n)=0

TABLE IV.1. Description des principales jonctions rencontrées dans ce cours. Les jonctions supraconductrices sont principalement contrdlées par le courant extérieur Ioys.

1/2
Pour le double puits atomique symétrique, traité ici classiquement, on a posé v(n) = ( - %\%2) / et v'(n) désigne la dérivée de ~y(n). Le cas de la jonction interne est traitée ici

quantiquement et présentée dans I'approximation du mode spatial unique. La ligne "Energie” correspond au cas sans dissipation (R = oo pour la jonction supraconductrice).
Le passage a la limite classique pour la jonction interne, avec J, = Jy(n)e™% et J, = n, est possible si Ec < E et permet de retrouver les résultats du double puits.

87



CHAPITRE IV. LES JONCTIONS ATOMIQUES INTERNES
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INg = N, Ny = 0)

|Na,:O7Nb:N>

FIGURE IV.6. Sphere de rayon J permettant de visualiser I'état de la jonction se-
lon la paramétrisation (IV.62). L’angle azimutal repére (au signe pres) la différence
de phase ¢ = @, — @y entre les états a et b et I'écart a I'équateur la différence de
population n = (N, — Ny)/2. Les poles correspondent aux états | N, 0) et |0, N).

3-3 Comparaison entre jonctions internes et externes

Nous venons de montrer que dans l'approximation d’un gaz mono-
mode spatialement, nos modélisations des jonctions internes et des jonc-
tions externes sont formellement équivalentes. Cette équivalence est ré-
sumée sur le tableau IV.1. Les différences entre les deux systemes résident
dans les valeurs pratiques des parametres. Nous allons les passer en revue,
d’abord E¢, puis E;.

La structure du terme capacitif d"une jonction interne

Ec = T(gaa + gob — 29ab) (IV.66)

ouvre des perspectives intéressantes. Bien stir, ce terme capacitif E¢ est lié
aux interactions aussi bien pour une jonction externe qu’interne. Toutefois,
pour une jonction externe, il ne fait intervenir qu’un seul facteur de cou-
plage g; les interactions entre particules a gauche et a droite de la jonction
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Rabi Josephson

4E; KD

FIGURE IV.7. Séparation entre régime de Rabi et régime de Josephson.

sont négligeables, puisque ces deux zones sont séparées spatialement. Le
terme E¢ est généralement positif car on travaille usuellement avec des
interactions répulsives®, nécessaires pour assurer la stabilité du gaz pour
des jonctions étendues. Pour une jonction interne, toutes les particules sont
localisées dans la méme région d’espace et les interactions contribuent par
l'intermédiaire de g,q + 9o — 2¢qp, UN parametre qui peut étre aussi bien
positif que négatif?, méme si chacun des g;; est choisi positif pour assu-
rer la stabilité du fluide. Dans la littérature, on définit souvent le potentiel
chimique p, associé aux "excitations de spin”, c’est-a-dire a la dynamique
interne qui nous intéresse ici :

1
s = sNEG .

. (IV.67)

Pour un fluide uniforme de volume V, nous avons signalé que l'intégrale
T était égale a 1/V. Le potentiel chimique 1, est donc proportionnel a la
densité p = N/V du fluide :

1
Fluide uniforme : ts = | =(Gaa + gob) — gab | p- (IV.68)

2

Nous avons vu que le couplage E; pour une jonction externe est relati-
vement faible, puisqu’il repose sur l’effet tunnel. Pour une jonction interne,
la fréquence de Rabi Q) peut étre rendue arbitrairement grande (en prin-
cipe) en augmentant l'intensité de la radiofréquence ou de la micro-onde

3. L'expérience de TRENKWALDER, SPAGNOLLI et al. (2016) explore néanmoins le régime
attractif dans la limite de faibles interactions.

4. Notons que si gq, > /Jaagbb, le mélange a — b est non miscible si on le place dans un
volume arbitrairement grand.
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a l'origine du couplage entre |a) et |b). Plus précisément, nous avons men-
tionné a plusieurs reprises que la plupart des jonctions atomiques externes
operent dans le "régime Josephson" (figure IV.7) :

AE
TQ" < Ec . (IV.69)

En utilisant le tableau de correspondance (IV.65), le rapport entre ces deux
énergies s’écrit :

_ N’Ec

NE .
A= _ NEc  ps

A= _ s V.7
iE, M0 O (IV.70)

Pour une jonction interne, le parametre A peut étre positif ou négatif selon
le signe de E¢, et il peut étre rendu (en valeur absolue) grand ou petit de-
vant 1 selon 'effet recherché. Nous verrons un peu plus loin que le régime
|A| ~ 1 est particulierement intéressant car il se produit une bifurcation
autour de ce point. Les jonctions internes permettent donc d’étudier cette
transition plus facilement que les jonctions externes.

Notons finalement que I'expression de I'énergie obtenue pour une jonc-
tion externe résultait d'un développement de Taylor de I'énergie en fonc-
tion du nombre de particules. Ce développement n’était a priori valable
que pour de faibles excursions |n| < N/2. Pour la jonction interne, pourvu
que l'approximation a un mode spatial soit valide, il est possible d’explorer
toute la gamme de valeurs de n entre —N/2 et N/2.

4 FEtats stationnaires et bifurcation

L’hamiltonien quantique (IV.53) est la somme de deux termes qui ne
commutent pas, —h{2.J, d'une part, —hAJ, + (Ec/2).J? d’autre part. Pour
simplifier son étude, plagons-nous a désaccord effectif> A nul, et considé-

rons I’hamiltonien 5

.\ - C s
H=—-hQJ, + TJE . (IV.71)

5. Rappelons que A défini en (IV.51) contient la contribution Ajn du terme d'inter-
action. Par conséquent, le choix A = 0 assure que les deux états |[Ng = N, N, = 0) et

|Na = 0, N, = N) sont états propres de H avec la méme énergie dans la limite /Q < N2Eg,
méme si gaa 7£ 9bb-
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Nous allons dans ce qui suit nous intéresser a son état fondamental, puis
revenir aux équations classiques pour déterminer les différents états sta-
tionnaires possibles.

4-1 L’état quantique fondamental : discussion qualitative

La nature de l'état fondamental de 1’hamiltonien (IV.71) dépend de
la valeur relative des éléments de matrices de ses deux composantes,
~ NRh§/2 = E; d'une part, ~ Ec N?/8 d’autre part.

Si la condition h§) > NEg, équivalente & E;/N? > E¢, est remplie,
on retrouve le régime appelé "régime de Rabi" dans les chapitres précé-
dents. Dans ce cas, le terme en —hﬂjx est dominant et I’état fondamental
du systeme est :

1
hQ > N|E¢|: étatfondamental |M,=J), E = —§NhQ =-E;.

(IV.72)
Les interactions jouent un role négligeable et tous les atomes sont dans
I’état habillé |1).

Dans le régime opposé 1) < N|Ec/|, le terme en J2 est dominant et
I'état fondamental dépend du signe de E¢. On trouve :

Ec>0ethQ) < NEq: étatfondamental |M,=0), E=0 (IV.73)

ou

1
Ec <0ethQ) < N|E¢|: étatfondamental |M,==+J), E= —§N2|EC| .
(IvV.74)

Le cas E¢ > 0 correspond a la situation ot la moyenne des interactions
intra-especes (gqq + gvb)/2 est plus grande que l'interaction inter-espece
gap- Il N’y a pas dans ce cas de comportement singulier : quand on varie
le rapport NE¢ /) de 0 a +o00, on peut s’attendre (et c’est confirmé par
le calcul) a ce que I'état fondamental évolue contintiment dans I'espace de
Hilbert associé au moment cinétique pour passer de |[M, = —J) a |M, = 0)
(pour J entier, donc N pair®). Dans les deux cas, les populations moyennes
N, et N, restent égales a N/2.

6. Si N est impair, donc J demi-entier, les états de plus basse énergie sont |M, = £1/2),
c'est-a-dire n = 1.
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Nous reviendrons dans le chapitre suivant, consacré aux condensats
fragmentés, sur cette évolution continue entre les deux types d’états
|M, = J) et |M, = 0). Pour 'instant, nous notons simplement que 1'état
M. = 0), qui s’écrit aussi |N, = &, N, = &), conduit aux valeurs
moyennes (J;) = 0 pour les trois coordonnées i = z, y, 2. Ce n’est donc pas
un état pour lequel on peut négliger les corrélations entre composantes de
J puisque (J 2) = J(J +1) est trés différent de (J) - (J) = 0; en particulier,
il n’est pas possible de le représenter comme un point a la surface de la
sphere de rayon J montrée en figure IV.6.

Le cas E¢ < 0 correspond a la situation ot1 I'énergie d’interaction inter-
espece g, est plus grande que (gaq + gop)/2. Il peut alors étre énergétique-
ment favorable de placer les atomes majoritairement dans I'état @ ou dans
I'état b, plutdt que garder un mélange équilibré. Plus précisément, 1’exis-
tence des deux états propres dégénérés |M, = +J) (tous les atomes en a
ou tous les atomes en b) quand €2 devient négligeable indique la possibilité
d’une bifurcation quand on varie hQ/|Ec|. Cette bifurcation peut s’ana-
lyser dans la limite classique puisque les états en jeu sont bien du type
|M; = J) et elle correspond a une transition de phase avec brisure de la
symétrie Z,.

L'état de plus haute énergie. L'espace de Hilbert associé au spin J est
de dimension finie, ce qui permet de s’intéresser également a 'état de plus
haute énergie. En fait, il y a une dualité entre les résultats pour cet état et
ce que nous venons de voir pour 'état fondamental. Plus précisément, on
a les résultats suivants :

— Pour i) > N|E¢|, I'état de plus haute énergie est | M, =
gie +NhQ/2.

— Pour Q) « N|E¢|, cet état dépend lui aussi du signe de E¢. Pour
Ec¢ > 0, cet état est |M, = +J), d’énergie E = +%N2|EC|. Pour E¢c <
0, cet état est | M, = 0) d’énergie E = 0.

—J), d’éner-

La possibilité d’observer une bifurcation est donc inversée par rapport a ce
qu’on a trouvé pour I'état fondamental : elle va se produire pour cet état
de haute énergie dans le cas Ec > 0. Nous en verrons un exemple un peu
plus loin.
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4-2 Stationnarité des équations classiques

Nous nous plagons a partir de maintenant dans le cas ot le systeme a
été préparé dans un état tel que les équations du mouvement classiques
(IV.63) et I’énergie associée (IV.64) sont une bonne approximation de la dy-
namique du systeme. Pour simplifier les calculs, nous allons nous placer
dans le cas d’'un désaccord A nul et nous réécrivons I'énergie sous la forme

4n?

5 (V75)

E
E(p,n) = 70n2 — Ejv(n) cosyp avec y(n)=1\/1-—
ol on a utilisé la correspondance E; = NH/2. Rappelons que l'énergie
E; choisie positive par convention, alors que E¢ peut étre positive ou né-

gative, selon le signe de g11 + g22 — 2g12.

Recherchons les points o1 'énergie E(p, n) est extrémale :

OF
37:0 = Ej~(n)sing =0
afz (IV.76)
Z -0 = Ecn—Ej;+'(n) cosp =0
on
La premiére équation impose”
sinp=0 = @¢=0o0up=m, (Iv.77)
et nous posons dans ce qui suit € = cos ¢ avec:
e=+1sip=0 e=—1lsip=m. (Iv.78)
En utilisant N2
dn/N
!
v(n) = — (Iv.79)
) v(n)
la seconde équation de (IV.76) s’écrit alors
€ 4EJ )
E ——— =0 V.80
n (B + S (IV80)

7. Nous écartons ici la possibilité y(n) = 0, ol tous les atomes occupent 1’état a ou 1’état
b, qui ne serait pertinente qu’en I’absence de couplage.
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On trouve alors deux types de solutions possibles :

typel: n=0 (Iv.81)
ce qui correspond a une jonction équilibrée avec N, = N}, d’énergie —cE,

et

4EJ €
type2: ~(n)= _ENZEC =% (Iv.82)
ol nous voyons apparaitre une nouvelle fois le rapport
_ N?Ec
A= 15, (IV.83)

La quantité v(n) étant par construction comprise entre 0 et 1, ce deuxieme
type de solution n’existe que si

AE. 4F,
O<—]<Ec ou EC<—N—2]

Al >1 & e

<0, (IV.84)

ce qui correspond au régime appelé "régime Josephson" (par opposition au
"régime de Rabi"). Quand |A| > 1, I’énergie de cette solution de type 2 est :

_E ( l)
E= 5 A+ A (IV.85)
et le déséquilibre n de la jonction est donné par :
N | 1

En résumé, on peut donc distinguer deux cas :

— Si |[A] < 1, c’est-a-dire pour une grande fréquence de Rabi 2 ou, de
maniére équivalente, un fort couplage tunnel E;, alors seul le pre-
mier type de solution est acceptable et les deux valeurs possibles de ¢
conduisent aux états d’énergie extrémale :

1
énergie minimale pour ¢ = 0 : E=—-E;=_-NhQ

f (1V.87)
énergie maximale pour ¢ = 7 : E=+E;= §N nQ
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— Si |[A| > 1, donc une faible fréquence de Rabi, les états stationnaires
de type 1 (n = 0) restent possibles avec I'énergie £ = +F;, mais on
trouve également ceux de type 2 avec I'énergie donnée en (IV.85). La
nature de ces points stationnaires (état d’énergie minimale ou maxi-
male, point selle?) dépend du signe de A, donc de E¢, et nous la dis-
cutons dans les deux paragraphes suivants.

4-3 La transition para-ferromagnétique (£ < 0)

Pour étudier la nature des points stationnaires que nous avons trouvés
au paragraphe précédent, nous allons discuter séparément les cas Ec < 0
et Ec > 0. Nous nous intéressons dans ce paragraphe au cas E¢ négatif
ou, de fagon équivalente, A négatif. Rappelons que ce cas est peu fréquent
pour des jonctions atomiques externes car il faut disposer d’interactions
attractives entre atomes et choisir le potentiel de piégeage de facon judi-
cieuse pour éviter 1'effondrement du gaz sur lui-méme (TRENKWALDER,
SPAGNOLLI et al. 2016).

Pour une jonction interne, ce cas est obtenu pour :

1
Gab > = (gaa + gbb) . (IV88)

Ec<O0: 5

L’énergie des points stationnaires de type 2 donnée en (IV.85) est alors
strictement inférieure a celle trouvée pour les points de type 1, c’est-a-dire
E = —FE;. Ces points de type 2, quand ils existent, constituent donc 1’état
fondamental du systeme. Cet état est dégénéré puisque les deux possibili-
tés n = =4 (1 — 25)1/2 sont possibles [cf (IV.86)].

On est ici en présence de I'équivalent d"une transition de phase du se-
cond ordre quand on varie A autour de la valeur
Ac=-1 (IV.89)

Cette transition correspond précisément a la bifurcation que nous avions
pressentie en §4-1. Pour la caractériser, commencons par remarquer que
pour Ec < 0, les solutions de type 2 données en (IV.82) sont obtenues
pour € = 1, donc ¢ = 0. Considérons des valeurs de A proches de A, pour
lesquelles les valeurs n des minima de type 2 restent proches de 0. On peut
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— A =09
~0.92 A1
—A=11
~0.94
£ —0.96
~0.98 \ /
-1
| | |
—0.4 —0.2 0 0.2 0.4

FIGURE IV.8. Cas A < 0 : bifurcation pour I'énergie minimale quand on varie le
parameétre A autour de la valeur critique A, = —1.

alors utiliser 1’énergie (IV.75) et en faire un développement limité pour les
petites valeurs de n :

2n? oant

E(n,<p=0) ~ EJ —1+ N2 (1+A)+m (IV90)

La recherche du ou des minima de cette énergie permet de retrouver les
résultats de §4-2 :

— Pour 1+ A > 0,donc —1 < A < 0 (grande fréquence de Rabi), cette
fonction est minimale en n = 0 et son minimum vaut —F;. On re-
trouve le minimum de type 1.

— Pour A < —1 (petite fréquence de Rabi), les minima sont situés en

N
n~—+/|[1+A
TV

en accord avec (IV.86) pour A ~ —1.

(IV.91)
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cHté du minimum c6té du maximum

A=—-1/2

FIGURE 1V.9. Cas d’une jonction avec une énergie de charge Ec négative. On
a tracé les courbes iso-énergies sur la sphére de rayon J = N/2. La colonne de
gauche montre la région du (ou des) minimumd(s), toujours situé(s) sur le méri-
dien ¢ = 0. La colonne de droite montre la région du maximum, situé sur le

méridien ¢ = . La premiere ligne est en dega du point critique (A = —1/2) avec
le minimum sur I'équateur, la deuxieme au point critique (A = —1), et la troisieme
au deld (A = —3/2). La jonction est supposée ici étre i résonance (A = 0).
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On retrouve ici la phénoménologie habituelle d'une transition de phase du
deuxiéme ordre (figure IV.8).

Il est instructif de visualiser cette transition en représentant les isocon-
tours en énergie sur la sphere de rayon J de la figure IV.6. Rappelons
que les points sont paramétrés par (4 cospv(n) , & sing~y(n) , n). Pour
E¢ < 0, le minimum ou les minima d’énergie sont toujours situés sur le
méridien ¢ = 0. Pour —1 < A < 0,iln’y a quun minimum et il est localisé
sur I'équateur (figure IV.9, en haut a gauche). Pour A < —1, les deux mi-
nima sont localisés de maniére symétrique de part et d’autre de I'équateur
et le point n = 0, = 0 devient alors un point col (en bas a gauche). Son
symétrique n = 0, p = 7 reste quant a lui le maximum absolu (colonne de
droite de la figure IV.9).

Lien avec la transition magnétique para-ferro. La transition entre un
état paramagnétique et un état ferromagnétique peut se modéliser par
un systéme tri-dimensionnel de N moments magnétiques interagissant les
uns avec les autres par un couplage modélisé® par V = —J Do B My,
avec J > 0. L'état fondamental du systéme est donc obtenu quand tous les
moments magnétiques sont alignés les uns avec les autres, la direction de
cet alignement pouvant étre quelconque.

Si ’'assemblée de moments magnétique est a température non nulle,
cet alignement est en compétition avec le désordre associé aux flucuations
thermiques. On a donc une compétition entre deux phases possibles, une
phase ferromagnétique avec une aimantation moyenne (u) non nulle a
basse température et une phase paramagnétique d’aimantation nulle au
dessus d’une certaine température critique.

Dans ce que nous avons étudié ici, le role de la température est joué par
I'excitation cohérente, qui tend a faire osciller les atomes entre les états a
et b, et celui des interactions est décrit par le terme EcJ 2 avec B¢ < 0, qui
tend a mettre tous les atomes dans le méme état interne a ou b.

Remarque sur la dégénérescence des états d’énergie minimale. Dans
un traitement quantique du probléme pour €2 = 0 (c’est-a-dire £; = 0 ou

8. Ce couplage peut étre seulement entre proches voisins ou a plus longue portée, celan’a
pas d’impact sur notre discussion qualitative.
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encore A = 0), les deux états d’énergie minimale de I'’hamiltonien (IV.71),
H= E—chf, sont | M, = £.J), ce qui conduit a un niveau fondamental dé-
généré d’énergie —|E¢|J? /2. Ces deux états correspondent aux deux poles
de la sphere de la figure IV.9.

Des que Q2 est non nul, il se produit une levée de dégénérescence de
ce niveau fondamental. Plus précisément, les deux états |M, = £J) sont
couplés par le terme en /€2.J, de I'hamiltonien (IV.71), qui possede des élé-
ments de matrice non nuls entre |M,) et |M, £+ 1).

Les véritables états propres sont alors en bonne approximation les
combinaisons® symétriques et antisymétriques de |M, = +.J). Toutefois,
ce couplage fait intervenir N actions de h€2.J, avec des écart en énergie
x Ec¢ entre niveaux intermédiaires, et son effet sera donc proportionnel
a (hQ)/Ec)N. Ce couplage devient donc exponentiellement petit quand N
augmente : pour N > 1, I'écart en énergie entre les états symétrique et
antisymétrique est tres faible et on retombe sur les deux états dégénérés
trouvés classiquement.

4-4 Lecas E- >0

Considérons maintenant le cas opposé du précédent, c’est-a-dire Ec >
0 (i.e. A > 0). Ce cas est celui ordinairement rencontré pour une jonction
externe (interactions répulsives, donc g > 0). Pour une jonction interne, il
est obtenu pour

1
Gab < = (gaa + gbb) . (IV92)

2
La situation se déduit du cas A < 0 en inversant les roles des maxima et
des minima, et nous énongons donc les différents résultats sans reprendre
I'analyse détaillée :
— L'état n = 0, ¢ = 0 reste 1’état fondamental quel que soit A > 0.
— Pour 0 < A < 1 (grande fréquence de Rabi), le seul autre état station-
naire est 'état n = 0, = 7, qui est 1’état de plus haute énergie (cf.
(Iv.87)).

9. Chaque combinaison constitue, pour J > 1, un état de type "chat de Schrodinger”,
c’est-a-dire la superposition cohérente de deux états classiquement tres différents. Une réali-
sation expérimentale d"un tel chat (ou plut6t un "chaton") pour un moment cinétique J = 8,
donc N = 16, est décrite par CHALOPIN, BOUAZZA et al. (2018).
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FIGURE IV.10. Cas A > 0 : bifurcation pour I'énergie maximale quand on varie
le parametre A autour de la valeur critique A, = +1.

— Pour 1 < A (petite fréquence de Rabi), I'état n = 0, = 7 est un
point selle et les deux états d’énergie maximale sont obtenus pour n =

+0 (1-5)Petp=m.

Nous avons représenté sur la figure IV.11 les iso-contours en énergie
dans le cas E¢ > 0. Le fonctionnement habituel d"une jonction correspond
a la ligne du bas, A > 1, cest-a-dire E¢c > % On y retrouve les deux
régimes importants identifiés aux chapitres précédents, correspondant a
un mouvement sur un contour iso-énergie (figure IV.12) :

— les oscillations plasmas autour du minimum, qui est situé sur 1'équa-
teur en ¢ = 0, que nous avons décrites au chapitre 1.

— le régime d’auto-piégeage pour l'effet Josephson alternatif, décrit au
chapitre 3, obtenu pour des conditions initiales s’écartant significati-
vement de 1’équateur. Ce mouvement correspond a un mouvement a
latitude presque constante autour de la sphere. L’oscillation résiduelle
de la latitude donne I’amplitude de l'oscillation du courant dans la
jonction.
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coté du minimum coté du maximum

A=1/2

FIGURE IV.11. Cas d’une jonction “usuelle” : Ec > 0. Le tracé suit le méme
principe que celui de la figure IV.9 avec les trois lignes A = 1/2, A = 3/2 et
A = 20. La position du minimum, visible sur la colonne de gauche, reste alors
inchangée. La position du maximum, visible sur la colonne de droite, subit une
bifurcation pour A = 1.
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FIGURE IV.12. Visualisation de deux types de dynamique d'une jonction ato-
mique pour A = 20 : en rouge, les oscillations plasma au voisinage du minimum
d’énergie (cf. chapitre 1); en vert, le régime d’autopiégeage (cf. chapitre 3), pour
lequel la jonction reste en permanence déséquilibrée (ici n > 0 a chaque instant).

La figure IV.11 révele un autre point sur lequel nous reviendrons en
détail au prochain chapitre : quand E¢ augmente, les courbes iso-énergie
autour du minimum deviennent de plus en plus étendues le long de 1’équa-
teur, et de plus en plus comprimées quand on s’en écarte. Cette remarque
est centrale quand on s’intéresse a I'état fondamental quantique de la jonc-
tion. Dans une représentation graphique que nous préciserons (représenta-
tion d’Husimi), un état quantique doit recouvrir une certaine aire a la sur-
face de la sphere. Cette déformation des courbes iso-énergie correspond
alors au fait que I'état fondamental est comprimé, avec des fluctuations
de J, en dessous de la limite quantique standard v/.J, et des fluctuations
de la phase (la longitude sur la sphére) au dessus de cette limite quan-
tique standard (1/ VN ). Nous verrons que la limite ultime est atteinte pour
Ec > Ej:dans ce cas, I'état quantique fondamental est completement
délocalisé le long de 1'équateur.

4-5 Premieére mise en évidence expérimentale

Comme nous l'avons indiqué plus haut, la réalisation de la condition
E¢ < 0 est tout a fait faisable avec des jonctions internes; il suffit pour cela
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de travailler avec une paire d’états a, b telle que gop > (gaa + gob)/2. C'est
par exemple le cas de 'expérience de ZENESINI, BERTI et al. (2024).

Toutefois, la premiére expérience réalisée avec une jonction interne et
qui étudié la bifurcation que nous venons de décrire a été réalisée dans
le cas E¢c > 0, et c’est donc une bifurcation de 1’état de plus haute éner-
gie qui a été mise en évidence. Cette expérience, due a ZIBOLD, NICKLAS
et al. (2010), a été menée sur un condensat de N = 500 atomes de rubi-
dium 87Rb, en utilisant les deux états hyperfins |a) = |F = 2,m = —1) et
|by = |F =1, m = 1). Ces deux états sont couplés par une transition a deux
photons, comprenant un photon micro-onde (6.8 GHz) et un photon radio-
fréquence (6 MHz). L’énergie Ec décrivant les interactions entre atomes est
ajustée grace a une résonance de Feshbach et sa valeur est fixée a hx0.13 Hz
(rappelons que son ordre de grandeur est ;1/N). Le parametre A est varié
en modifiant 'intensité de la radio-fréquence.

L’état interne des atomes est préparé en utilisant la méthode décrite en
§ 1. Rappelons que cet état correspond a un point donné de la spheére de
Bloch généralisée de la figure IV.6. On suit ensuite 1’évolution de cet état
en mesurant apres un instant ¢ la différence de population N, — N, ou la
différence de phase ¢, — ¢p. On obtient ainsi un "portrait de phase" per-
mettant de suivre I'évolution d'une condition initiale donnée sur la sphere
de Bloch généralisée.

Deux exemples d’évolution sont montrés en figure IV.13. Le premier
correspond au cas d'une grand fréquence de Rabi €2, plus précisément A =
0.78. On voit que le gaz préparé au voisinage du point J, = 0, ¢ = 7 reste
au voisinage de ce point. Le second exemple correspond a A = 1.55, donc
au dessus du point critique A, = 1. L'oscillation du systeme autour des
deux points stationnaires (ici des maxima d’énergie) est clairement visible.
En variant la valeur du parametre A, ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010) ont
mis en évidence la bifurcation du point stationnaire de plus haute énergie
(figure IV.14).

5 Appendice : interaction entre états habillés

Dans les chapitres qui précédent, nous nous sommes intéressés a un
fluide d’atomes composé d’une seule espéce et nous avons caractérisé les
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FIGURE IV.13. Trajectoires sur la sphére de Bloch généralisée pour un condensat
de 8"Rb, avec x > 0. Ces figures sont obtenues pour A = 0.78 (haut) et A = 1.55
(bas). Figures extraites de ZIBOLD, NICKLAS et al. (2010).

interactions entre atomes par le parametre g, relié a la longueur de diffu-
sion en onde s :

_ Arhla

m

g (IV.93)

Nous considérons ici des atomes avec deux états internes possibles, et il
nous faut donc introduire trois longueurs de diffusion, aqq, aqp €t a4y, pour
décrire les trois types de collisions binaires possibles. Une fois le couplage
cohérent mis en place entre les niveaux |a) et |b), les états pertinents pour
décrire le systeme sont les états habillés |1) et |2) et il se pose alors la ques-
tion de caractériser les interactions entre ces états habillés.
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initial condition

FIGURE IV.14. Variation avec A des points stationnaires de haute énergie. Deux
conditions initiales différentes sont utilisées pour mettre en évidence les deux
points stationnaires pour A > 1. Figure extraite de ZIBOLD, NICKLAS et al.
(2010).

Le pseudo-potentiel

Commengons par indiquer la fagon la plus simple pour décrire l'inter-
action a basse énergie entre deux atomes neutres (cf. cours 2020-21). On se
place dans le référentiel du centre de masse et on considére un potentiel
d’interaction a courte portée V (r), ot r désigne la variable relative de la
paire d’atomes (figure IV.15). On néglige donc ici l'interaction dipolaire
anisotrope (cf. cours 2023-24). On sait qu’a suffisamment basse énergie,
cette interaction se produit essentiellement en onde s; pour une collision
de vecteur d’onde incident k, 1’état stationnaire de diffusion associé peut
donc s’écrire comme la somme de 'onde plane incidente e/*" et de 'onde
sphérique divergente e!*” /r. En pratique, cette description est valable tant
qu’on s’intéresse a des distances r supérieures au rayon de van der Waals,
Ryqw, qui caractérise la portée des potentiels inter-atomiques (de I'ordre
de quelques nanometres).

Cette interaction peut étre modélisée par le pseudo-potentiel (figure
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FIGURE IV.15. Un potentiel interatomique "typique”, avec une partie attractive
a longue distance et une partie répulsive a courte distance.

IV.16) dont I’action sur des fonctions d’onde s’écrit :

A .

W(r) =+ treg(r) s Vop[th(r)] = 9.0(r)¢reg (0) (IV.94)

oll Yreg est réguliere en r = 0 et o1 g caractérise la force des interactions.
On a donc

(IV.95)

r r

‘A/pp {eik’”} = ighkd(r) Vpp {er/z} = _%5(7')-

Dans ce qui suit, on aura également besoin de l'opérateur laplacien V>
sur ces fonctions d’onde :

ikr ik -/t 1 e/t
2 e . L 2 |e _ le
v { " } = —4nwé(r) — k " v { . } 47r(5(1")—i—€2 .
(IV.96)

Pour établir la relation entre la force du potentiel g et la longueur de
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FIGURE IV.16. Puits carré dont on peut ajuster la largeur rq et la profondeur
Vo pour déduire le pseudo-potentiel par un passage a la limite bien choisi, en se
plagant au voisinage du seuil d’apparition du premier état lié.

diffusion a, considérons un état stationnaire de diffusion

o a eikr
Vi(r) =™ = 1+ika r (IV:97)
et écrivons que cet état doit étre état propre de '’hamiltonien
B, - ) h2k?
_ = = V.
< . V= + Vop | ¥0(r) = extp(1) avec e o (TV.98)

ot m, = m/2 représente la masse relative. On constate par un calcul re-
lativement simple que cette équation aux valeurs propres est satisfaite si
seulement si :

gm,. 4rh2a
= = . V.
a= & g = (IvV.99)
On trouve en particulier pour I'état d’énergie nulle
do(r) =12, (IV.100)

10. La forme proposée en (IV.97) est a priori une forme asymptotique pour r grand, mais
elle est fait exacte en tout point dans le cas du pseudo-potentiel.
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pour lequel on vérifie immédiatement :

2

<— e Viiy )d}()_—h drad(r) + gd(r) =0 (Iv.101)
5, pp ) Yo(r) = —3 mad(r) + gé(r) =0. .

On sait donc bien relier la force g du pseudo-potentiel et la longueur de
diffusion a.

Collision entre deux atomes habillés

Le probléeme a deux états a et b que nous considérons dans ce chapitre
est caractérisé par trois longueurs de diffusion a.s avec o, 8 = a, b, ou en-
core par les trois constantes de couplage g.5 = 4mh?asg/m. Pour une colli-
sion entre atomes nus, on a trois voies d’entrée possibles, |aa), |bb) et |ab)s,
cette derniére correspondant a la combinaison symétrique (|ab) + |ba))/v/2
(nous supposons qu’on traite ici le cas de bosons). La modélisation la plus
simple consiste a prendre pour chacun de ces canaux une interaction en
pseudo-potentiel

3 0
Vas[Y(r)] = gapd(r) o [r(r)] (IV.102)
r=0
ce qui donne pour 'opérateur global :
Vop[t(7)] = 6(r) > g Pastbres (0) (IV.103)

(aB)
ott P,s = |afB)(af| désigne le projecteur sur I'état |a3).

En présence du couplage radio-fréquence, on doit envisager les trois ca-
naux d’entrée possibles, |11), |22) et |12),, ce dernier correspondant a I'état
symétrisé (|12) + |21))/v/2. On va s’intéresser d’abord a la voie d’entrée
|11), qui correspond a I'énergie la plus basse (figure IV.17). Les collisions
correspondant aux deux autres voies d’entrée peuvent donner lieu a des
processus inélastiques.

La fonction d’énergie nulle, repérée par rapport au canal d’entrée,
s’écrit donc :

—r/e —r/l

112), + B'S
T r

e

dolr) = (1= 22) 1)+ B

r

122) (IV.104)
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122)
-~ 12),
11)

0 R r

FIGURE 1V.17. Les trois canaux couplés dans une collision entre états habillés
(avec ici une interaction en puits carré). Dans le texte, on se concentre sur une
collision avec le canal d’entrée |11), pour lequel il n’y a pas de collisions inélas-
tiques (a suffisamment basse énergie).

avec 9 9
B B
=h0  —— = 2h0

- / —
2m, 02 2m.,- ¢ (¢ E/\/E)

(IV.105)
A ce stade, la longueur de diffusion a1; et les deux coefficient B et B’ sont
inconnus. Pour les déterminer, nous allons imposer a cette fonction d’onde
d’étre état propre de I’hamiltonien total.

Lopérateur énergie cinétique —(%/2m,)V?> agissant sur cet état
donne :

27

" 5(r) [—an|11) + BI12), + B'|22)

W et 2 B/e_w, . (IV.106)
2m,.0? r | >S_2mT£’2 r 122)-

Le couplage atome-lumiere vient compenser les deux derniers termes de
(IV.106). Le terme en 6(r) est quant a lui compensé par le pseudo-potentiel
écrit en (IV.103), dont I’action fait intervenir la partie réguliere de 1y (r) en
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B B’
treg(0) = [11) = 7 [12)s — —7]22).

On obtient alors un systeme linéaire de trois équations permettant de dé-
terminer les trois inconnues a1, B, B’.

(IV.107)

Dans ce qui suit, nous donnons les résultats de la résolution de ce sys-
téme pour une petite fréquence de Rabi, plus précisément :

a, 12,022 K L, v = ) < Eyqw (IV108)

otll nous avons supposé que les longueurs de diffusion a,p sont telles que
n?/ maiﬁ ~ E,qw. En pratique Eyqw/h est de 1'ordre de quelques MHz
a quelques dizaines de MHz selon les espéces atomiques. On obtient a
'ordre le plus bas :

\ a1 = C*agq +25°C%any + S*an, (IV.109)

ce qui constitue le résultat recherché : on a réussi a caractériser l'interaction
entre deux états habillés (ici I'état |1)) en fonction du couplage entre les
états nus |a) et |b).

On peut traiter de la méme fagon une collision entre deux atomes prépa-
rés tous deux dans I'état habillé |2), ou encore une collision entre un atome
dans l'état |1) et I'autre dans I'état |2). Dans ces deux cas, on trouve une
longueur de diffusion avec une partie imaginaire non nulle, qui permet
d’évaluer le taux de collision inélastique sous l'effet des processus exother-
miques2+2 —1+1,2+2 = 1+2etl1+2 -1+ 1

Pour une collision 2 — 2, on trouve pour la partie réelle de la longueur
de diffusion

a2 = §%a40 +25°CPau + Clan | (IV.110)
et de méme pour une collision 1 — 2
\alg =2C%5% (agq + apy) + (C* — S?*)%aq (IV.111)

Ces résultats pour les parties réelles des a,; ont été obtenus par SEARCH &
BERMAN (2001) par une approche consistant a évaluer 1’énergie de champ
moyen d’un condensat de Bose-Einstein en présence du couplage a — b
(voir aussi § 2-3). L'avantage de la méthode que nous venons de présenter
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est de fournir également les taux de collisions inélastiques a partir de la
partie imaginaire des a;;.

Les prédictions qui précedent ont été partiellement vérifiées dans la
période 2010-2020 par plusieurs groupes (voir par exemple NICKLAS,
MUESSEL et al. (2015)). Plus récemment, le test complet portant a la fois
sur les effets élastiques et les effets inélastiques a été effectué par SANZz,
FROLIAN et al. (2022) sur un gaz de 3°K sur les deux sous-niveaux Zeeman
|[F=1,mp=—1) et |F =1,mp =0) de l'état fondamental. Par ailleurs,
LAVOINE, HAMMOND et al. (2021) ont mis en évidence des corrections a
Iénergie provenant de contributions au dela du champ moyen pour un gaz
d’atomes a deux niveaux en présence d'un couplage cohérent. HAMMOND,
LAVOINE et al. (2022) ont également montré I'émergence d'un terme effec-
tif a trois corps induit par ce couplage cohérent.






Chapitre V

Les condensats fragmentés

Dans les chapitres précédents, notre description d"une jonction Joseph-
son, qu’elle soit interne ou externe, a été essentiellement basée sur une
approximation de champ moyen. Celle-ci revient a supposer que les N
atomes sont placés dans le méme état a une particule, noté

() = aa(t) |a) + an(t) [b) -

Les atomes forment donc un condensat de Bose-Einstein pur, décrit par
I'état & N corps factorisé :

(V.1)

() = (aa(t) [a) + () b)) (V2)

et les relations de Josephson donnent 1’évolution temporelle des coeffi-
cients Complexes Qg et ap.

Nous allons maintenant explorer les limites de cette description et mon-
trer que dans certaines conditions, il est nécessaire d’aller au-dela de cette
approximation de champ moyen en utilisant une modélisation quantique
de la jonction. Plus précisément, nous allons montrer que 'état fondamen-
tal peut former un condensat fragmenté, pour lequel deux états & une par-
ticule ont une population significative, sans qu’il y ait de cohérence entre
eux (MUELLER, HO et al. 2006).

Nous débuterons ce chapitre par une définition précise de la fraction
condensée et de la notion de fragmentation, en nous appuyant sur la ma-
trice densité a un corps et son spectre de valeurs propres. Nous applique-
rons ensuite cette notion a une jonction Josephson et nous reviendrons sur
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la séparation entre régime de Rabi et régime Josephson qui est déja appa-
rue a plusieurs reprises dans ce cours. Nous montrerons qu’il faut complé-
ter cette description par un troisieme régime, le régime de Fock, correspon-
dant précisément a un état fondamental fragmenté pour la jonction.

Dans une description quantique de la jonction, des opérateurs nou-
veaux particulierement pertinents apparaissent : il s’agit de l'opérateur n
qui décrit le déséquilibre en nombres d’occupation de part et d’autre de
la jonction, et de 1’opérateur phase ¢, associé a la différence de phase entre
ces deux cotés. Nous construirons ces opérateurs en partant de la représen-
tation de Schwinger, déja introduite au chapitre précédent, et nous montre-
rons en particulier la relation de commutation :

[€', 7] =€, (V.3)
tout en signalant les dangers de la notation e'?. Cette relation joue un role
central dans I'étude des qubits formés a partir de jonctions Josephson. Par
ailleurs, elle limite la connaissance simultanée que I'on peut avoir pour les
variables n et ¢ en imposant la relation de Heisenberg An Ay 2> 1/2.

Nous terminerons ce chapitre par la présentation d"un nouveau type
de jonction Josephson interne, utilisant une assemblée d’atomes de spin 1.
Cette jonction ne nécessite pas de couplage cohérent externe, ce role étant
joué par les interactions entre particules. Cette jonction a permis 1'observa-
tion directe d’'un condensat fragmenté dans 1’expérience de EVRARD, QU
et al. (2021) que nous décrirons.
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1 Fraction condensée d'un fluide quantique

1-1 Le gaz parfait homogene

Dans ses articles fondateurs (EINSTEIN 1924; EINSTEIN 1925a;
EINSTEIN 1925b), Einstein a considéré un gaz parfait de N particules
confiné dans une boite de volume L? et obéissant a la statistique de Bose.
II a montré que ce gaz subit une transition de phase quand on le refroi-
dit tout en maintenant sa densité constante. Cette transition se manifeste
par I'apparition d"une population macroscopique, donc d’ordre NV, de I'état
microscopique fondamental de la bofite :

(V.4)

Nous prenons ici des conditions aux limites périodiques de sorte que cet
état décrit une particule d’'impulsion nulle.

L'existence de cette transition de phase est une conséquence directe de
la statistique quantique proposée par Bose. Elle ne se produit pas pour
un gaz obéissant a la statistique classique de Maxwell-Boltzmann. Néan-
moins, a température strictement nulle, 1’état du systeme est le méme dans
les deux cas : toutes les particules occupent I'état fondamental et la fonction
d’onde a N corps s’écrit

\I/(rlv"' 7TN) 21/)0("“1)"'1#0("‘N)-

Le systeme est alors completement condensé : le nombre de particules Ny
occupant 1’état )y est égal a IV et la fraction condensée, définie ici comme

(V.5)

&

f (V.6)

N
est égalea 1.

Conservons pour l'instant les deux hypothéses du modéle d’Einstein,
gaz sans interaction et confinement dans une boite a fond plat. Quand on
augmente la température, les particules ont une probabilité non nulle d"oc-
cuper des niveaux excités de la boite et la fraction condensée, définie en

(V.6), décroit. Pour un systéeme de taille finie, elle tend vers 0 de fagon ré-
guliere dans la limite des grands températures. Quand on prend la limite
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FIGURE V.1. Fraction condensée pour un gaz de Bose idéal dans une boite (condi-
tions aux limites périodiques).

thermodynamique, N,V — oo avec N/V =Cte, on voit apparaitre la tran-
sition de phase prédite par Einstein et mentionnée plus haut, avec f, qui
est rigoureusement nulle au dessus d'une température critique T.(p) (fi-
gure V.1). Plus précisément, f.(T') est continue en T, et sa dérivée premiere
est discontinue.

1-2 Gaz homogene avec interactions

La situation se complique quand on prend en compte les interactions
entre particules. Plagons-nous dans le cas d’interactions a deux corps, dé-
crites par une longueur de diffusion a positive, ce qui correspond a des
interactions répulsives. Dans ce cas, méme a température nulle, la popula-
tion moyenne de 1’état 1)y n’est pas égale a 1. En effet, les interactions sont
a 'origine des processus virtuels conservant I'impulsion (figure V.2) :

(V.7)

(Pp=0) + (pp=0)=(p) + (-p) avec p#0.
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Po=0 py=0

FIGURE V.2. Interactions binaires entre particules dépeuplant et repeuplant un
condensat.

Pour caractériser plus précisément l'état du gaz dans ces conditions,
PENROSE & ONSAGER (1956) introduisent la matrice densité a un corps

pr =N Tro N (p) (V.8)

obtenu en prenant la trace partielle sur NV — 1 particules. L'opérateur p; est
hermitien, positif et sa trace vaut :

Tr(pr) = N . (V.9)
Cette opération de trace partielle s’écrit en point de vue position
(r'|p1lr) = N /d37’2 By ey =7, rN| Pl =10, TN
(V.10)
et, avec le formalisme de la seconde quantification :
('prlr) = Tr (¥ (r) ¥(r) ), (V.11)

ott I'opérateur champ W (r) détruit une particule au point . La définition
de la fraction condensée f., pour un systeme de densité spatiale p a la limite
thermodynamique, est alors (figure V.3) :

(V.12)

1. .
Je = lim (r'l pr |r)
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FIGURE V.3. Variation de la fonction |(v'|p1|7)| avec la distance |r — v'| pour un
gaz de Bose. La fraction condensée est définie a partir de la valeur asymptotique de
cette fonction.

ot la limite est prise pour |r — r/| — co. Dans ce point de vue, la fraction
condensée caractérise donc 1’ordre en phase a longue portée du fluide.

Pour relier cette définition a celle du gaz parfait basée sur la population
de I’état a une particule 1)y, commencons par utiliser le fait que 1’opérateur
p1 est hermitien et positif. On peut donc le diagonaliser et on sait que ses
valeurs propres seront toutes positives ou nulles, de somme égale a V.
Pour un gaz dans une boite avec des conditions aux limites périodiques,
donc un systéme invariant par translation, les états propres sont les états
d’impulsion bien déterminée, c’est-a-dire les ondes planes

Ui (r) = (r|lgg) = *7 VI3 . (V.13)

En notant Ny, la valeur propre associée a 1k, nous pouvons mettre j;
sous la forme

pr=_ Nil|yr)(Yu| avec > Ny=N, (V.14)
k k
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ou encore, en point de vue position :

~ 1 ik-(r' —
(' plr) = 13 D Nie e =m) (V.15)
k
Isolons dans cette somme la contributionde k =0 :
A N 1 ik-(r' —7r
(' prlr) = 5 + 75 > Ne e (V.16)

k40

Dans la limite |r — r'| — o0, la somme sur k # 0, composée d'un grand
nombre de termes oscillants avec des fréquences spatiales différentes, a
une contribution négligeable. On trouve donc en utilisant la définition
(V.12) de f.:

fe= lﬂg fe= & .

p L N

On retrouve donc la définition de la fraction condensée proposée pour le
gaz parfait. L'intérét de ce passage par les valeurs propres de la matrice
densité a un corps est la possibilité de généraliser cette définition au cas de
systémes non homogenes, comme nous le verrons en § 1-3.

(V.17)

A température nulle, la fraction condensée du gaz de Bose en interac-
tion a été calculée par BOGOLIUBOV (1947)

8
_ 3
EN

et1’énergie correspondante a été obtenue par LEE, HUANG et al. (1957). Ces
résultats sont valables si la quantité \/pa3 est petite devant 1, donc pour
une faible déplétion de I'état |1)y). Nous renvoyons les lecteurs intéressés
vers le cours 2021-22 o1 nous avons étudié en détail ce probleme.

foal— (V.18)

1-3 Définition générale de la fraction condensée

Nous nous intéressons maintenant & un fluide quelconque de N parti-
cules; le confinement n’est pas nécessairement une boite a fond plat et la
structure interne des particules peut jouer un role dans le cas d'un gaz spi-
neur. Nous supposerons seulement que les N particules sont identiques de
sorte que 1’on peut toujours définir la matrice densité & un corps :

(' o |palr, o) = Te (Uh(r) T () 5) (V.19)
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FIGURE V.4. Valeurs propres de la matrice densité a un corps rangées par ordre
décroissant dans le cas d’un condensat "usuel” (gauche) et d'un condensat frac-
tionné (droite).

ott I'opérateur champ W/, (r) crée une particule au point » dans I’état in-
terne o (généralement un état de spin).

Certaines propriétés mentionnées plus haut pour j; restent vérifiées :
c’est un opérateur a une particule, hermitien, positif, et sa trace est égale
a N. On peut donc le diagonaliser et ranger ses valeurs propres par ordre
décroissant :

HOZH12H2Z avec ZH]:N (VZO)
J
Les fonction propres associées
pr 1) =105 [¥5) (V21)

sont des états a une particule et forment une base orthonormée. Toutefois,
contrairement au cas homogene ot1 ces états sont facilement identifiables
(ondes planes), leur calcul peut étre compliqué et ils dépendent générale-
ment du nombre de particules N.

Plusieurs situations sont alors possibles :

— La valeur propre la plus grande, 11, est d’ordre N et toutes les autres
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sont petites devant Il (figure V.4, gauche). C’est le cas d'un condensat
"usuel" et |¢g) représente la fonction d’onde du condensat.

— Toutes les valeurs propres sont petites devant N, voire nulles a la li-
mite thermodynamique quand celle-ci est bien définie. Il n’y alors pas
de condensat, ce qui peut se produire pour plusieurs raisons : la tem-
pérature peut étre trop grande, au dessus du seuil de condensation;
ou alors les interactions sont suffisamment fortes pour empécher I’ac-
cumulation de particules dans un méme état, c’est par exemple le cas
pour un isolant de Mott, méme a température nulle.

— Quelques valeurs propres sont comparables et d’ordre N (figure V.4,
droite) : on a alors affaire & un condensat fragmenté. Par exemple, si II
et IT; sont comparables entre elles et toutes les autres valeurs propres
négligeables, p; s’écrit

pra Y Ty (v = (1})0 r(l)l)

§j=0,1

(V.22)

ol la matrice est écrite dans la base {|vy) , |¥1)}-

Dans le dernier cas, la matrice densité a un corps est donc un mélange
statistique des deux états |¢) et |11), ce qui correspond a une entropie
statistique non nulle. Il ne faudrait pas en déduire que le systéme & NV corps
est également un mélange statistique. Pour IIy = II; = 1/2, cette matrice
densité a un corps peut par exemple étre obtenue avec un état pur de type
"chat de Schrodinger" :

1
V2

Plus généralement, la matrice densité a un corps est parfaitement adaptée
pour décrire les quantités physiques elles-mémes a un corps (densité spa-
tiale, distribution en impulsion), mais ne donne pas accés aux corrélations
entre particules.

V) = (10,0,-++,0) +]1,1,---,1)) . (V.23)

1-4 Fragmentation vs. énergie d’échange

Dans un condensat usuel, composé d'un grand nombre de particules
sans spin ou polarisées, et en présence d’interactions répulsives, la frag-
mentation est généralement empéchée par 1'énergie d’échange (NOZIERES
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% wa wb % wa wb

wa wa wb 7/117 wa wb

FIGURE V.5. Processus d’interaction directs contribuant i la premiere partie de
I'énergie donnée en (V.26).

1995). Pour montrer ce résultat, considérons un systeme tel que deux
états a une particule, notés |¢),) et |¢)) ont quasiment la méme énergie
€a ~ €. En absence d’interaction, tous les états & N particules |N,, Ny)
(avec IV, + Ny = N) sont donc quasi-dégénérés.

Prenons maintenant en compte le potentiel d’interaction binaire V' (r —
r’) entre particules, décrit en seconde quantification par 1'opérateur

ol /\iﬁ(r)xiﬁ(r')wr — U ) U (r) & a3

. (V.24)

ott 'opérateur champ W(r) détruit une particule au point 7 et s’écrit :

U(r) = va(r)a + do(r)b + - (V.25)
ol a et b détruisent une particule dans les états v, et i3, et ol1 la somme
s’étend sur tous les états a une particule. Evaluons maintenant la moyenne
de V dans un état | N,, Ny, - - - ). En nous limitant aux contributions des états
1), et 1)y, nous trouvons '

Vo

<V> = ? [Na(Na — 1) + Nb(Nb — 1) + 2NaNb} + Veen Vo Np (V26)

1. Pour simplifier, nous ne prenons pas compte les processus oi1 les nombres 14,1, ne
sont pas conservés, comme par exemple a + a — a + b, en supposant par exemple qu'une
reégle de conservation (impulsion, moment cinétique) les interdit.
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wb wa

FIGURE V.6. Processus d’interaction d’échange contribuant a la seconde partie
de I'énergie donnée en (V.26).

oll nous avons supposé que les éléments de matrice "directs" correspon-
dant aux diagrammes de la figure V.5

<¢awa|v|"/}a¢a> <wb¢b|v|wbwb> <wawb|v|wa'¢)b> (V27)

étaient tous égaux entre eux pour conserver la symétrie entre les états a et b.
Cette hypothese est vérifiée si on prend par exemple 1, () = e*** /v/L3
pour des particules confinées sur un cube de co6té L. Nous avons par
ailleurs introduit le terme d’échange correspondant au diagramme de la
figure V.6

Veeh = <wawb‘v|'¢)bwa> = <wb¢a|v|wawb> . (V28)

Pour des interactions de contact, ce terme d’échange est égal au terme di-
rect Vj.

Si ce terme d’échange était absent, I'interaction moyenne (V') ne leve-
rait pas la dégénérescence entre tous les états | N,, ;) puisqu’elle s’écrirait
%N (N—1) : on aurait toujours une fragmentation maximale du condensat.
En revanche, quand on le prend en compte en notant que V; doit étre posi-
tif pour que le gaz n'implose pas, on constate que ce terme vient favoriser
les deux états extrémes | N, 0) et |0, N).
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2 L’état fondamental d’une jonction atomique

Dans les trois premiers chapitres de ce cours, nous avons utilisé essen-
tiellement une description de la jonction Josephson en terme de champ
classique. Cela suppose que le fluide est entierement condensé dans un état
a une particule, noté |1 (t)). Par exemple, dans le cas d"une jonction formée
par un double puits de potentiel, nous avons écrit la fonction d’onde a un
corps sous la forme

b(r,t) = aa(t)Pa(r) + ap(t)Py(r) , (V:29)
et nous avons étudié la dynamique de la jonction a 1'aide des amplitudes
a;(t). Cette approche est tout a fait pertinente pour une grande partie des
jonctions réalisées avec des gaz d’atomes froids, mais il importe de bien
connaitre ses limites.

2-1 Etats cohérents de spin et distribution de Husimi

Pour explorer ce probléme, nous allons partir de la description quan-
tique de la jonction présentée au chapitre 4. Rappelons que dans ce modele
a deux états |a) et |b) pour chaque particule, l'espace de Hilbert pour les N
particules identiques composant la jonction est de dimension N + 1 et il est
engendré par les états nombre |N,, V), également appelés états de Fock :

|N,0), |[N—-1,1), ---,|1,N —=1), |0, N) . (V.30)
Dans la mesure oit le nombre total N = N, + N, est fixé une fois pour
toutes, nous écrirons ces états plus simplement :

N N N N N
Na:——l—n,Nb:——n> n:——,———i—l,-u,?.(VBl)

) 2 2 27

Avec cette écriture, nous supposons que NN est pair, donc N/2 entier, ce qui
simplifie les notations. Dans la limite N > 1, cette hypothese de parité
n’a pas de conséquences physiques significatives, sauf dans des cas bien
spécifiques que nous signalerons.

Dans cette partie, nous écrirons I'hamiltonien du probléme sous la
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forme?

0= —%(d*é +bfa) + % (N2 + N2) (V.32)
ou a (resp. a') détruit (resp. crée) une particule sur le site a, et idem pour
b. Les opérateur nombres de particules N, , sont définis par N, = afa et
Ny, = bfb.

Rappelons que le terme proportionnel a E; décrit le couplage tunnel
entre les composantes a et b pour une jonction externe, ou le couplage co-
hérent induit par une onde électromagnétique pour une jonction interne.
Le terme proportionnel a E¢ décrit les interactions entre particules. Dans
ce chapitre, nous ferons ’hypothése Ec > 0, que la jonction soit externe
ou interne : I’état fondamental ne subit donc pas de bifurcation quand on
varie le rapport Ec/E; (cf. chapitre 4).

Etats cohérents de spin. Pour étudier les aspects quantiques d"une jonc-
tion, nous allons utiliser la famille d’états a IV corps appelée états cohérents
de spin, déja introduite au chapitre 4. Cette famille est obtenue en mettant
toutes les particules dans un méme état combinaison linéaire de |a) et |b).
Nous pouvons écrire cet état a une particule comme

[ib) = cos(0/2) €¥/? |a) + sin(0/2)e /2 |b) (V.33)
oll I’angle @ repere les poids relatifs des états a et b et ol  représente la
phase relative entre les deux puits. Nous avons omis la phase globale de
|1), sans importance ici.

En seconde quantification, ’état cohérent de spin s’écrit alors (LEGGETT
& SOLS 1991) :

1
VA

En toute rigueur, il faudrait également spécifier la valeur de N dans cette
définition et noter cet état | N, 0, ¢), mais N sera fixé dans tout ce qui suit et

0.) = —— [cos(6/2)e%/%1 + sin(9/2)e#/%5] " o) . (V.34)

2. Au chapitre 4, nous avons écrit le terme correspondant a I'énergie de charge sous la
forme %j 2 avec J. = % (Na - Nb>. Cette forme difféere de celle écrite en (V.32) par un
terme additif constant, donc sans importance pour ce qui suit, puisque J2 = % (N 24N, f) —

N2
4
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nous omettrons donc de le mentionner explicitement?. Pour 1’état cohérent
|6, ), les nombres moyens de particules dans les états |a) et |b) sont

(N,) = Ncos?(0/2)  (N,) = Nsin?(0/2) . (V.36)

Les états cohérents de spin sont en nombre infini, ce qui entraine im-
médiatement qu’ils ne sont pas indépendants les uns des autres puisqu’ils
sont tous éléments de 1’espace de dimension finie NV + 1. En revanche, ils
forment un systéme générateur et fournissent notamment une résolution de
Uidentité :

T
/|9,<p> (0, 0| 420 = NL1 avec d’Q=sinfdodp.  (V.37)
Le recouvrement entre deux états cohérents est donné par
(0,010, 9') " = cos™ (7/2) &7/ (V38)

ol 7y désigne 1'angle entre les deux directions (0, ¢) et (6’,¢’). La derniére
expression (approchée) est valable si v < 1 et elle montre que pour N > 1,
un état cohérent |6, ¢) n’a un recouvrement significatif qu’avec ses voisins
immédiats, situés dans le secteur angulaire centré sur (6, ¢) et de largeur

~1/VN.

Etats cohérents équatoriaux ou "états de phase". Parmi ’ensemble des
états cohérents, un sous-ensemble trés utile est formé par les états de phase
(CASTIN & DALIBARD 1997). Ces états sont centrés sur I'équateur de la
sphere de Bloch (§ = 7/2) et ont donc le méme nombre moyen de parti-
cules en a et b. En développant la définition (V.34) pour 6 = 7/2, on obtient :

™ in 1/ NI
‘5, SO> = Z C(Tl) e'"¥ ‘Tl> avec C(n) = W m y (V39)

ce qui se simplifie dans la limite N > 1 en utilisant la formule de Stirling :
ean /N

C(n) ~ (7TN/2)1/4 '

3. Notons néanmoins les relations
a|N,0,p) = VN cos(/2)e'?/2|N — 1,6, ¢)

(V.40)

(V.35)
qui seront des intermédiaires de calcul utiles dans la suite.

b|N,6, ) = VNsin(6/2) e ?/2|N — 1,6, )
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Les états de phase sont donc essentiellement concentrés sur les états de
Fock |n) autour de n = 0 (c’est-a-dire N, = N, = N/2) avec une largeur
An ~ £/N. On vérifiera que cette approximation de ¢(n) conserve la nor-
malisation de |¥) quand on passe a la limite continue :

Sletwf = [ et ar=1.

L’extension des bornes £ N/2 jusqu’a oo est 1égitime dans la mesure ot la
largeur ~ /N de la distribution est tres petite devant N/2.

(V.41)

Notons qu’il est possible d’inverser la relation (V.39) et d’exprimer les
états nombres en terme des états de phase; en multipliant (V.39) par e =¥
et en intégrant sur ¢ entre — et +m, on obtient :

1 T T
- —ing | 1
) 2me(n) / ¢ ’ 2’ ('0> do

—T

(V.42)

Energie d’un état cohérent de spin. Pour ’hamiltonien écrit en (V.32),
I'énergie moyenne E(6, ) = (¥|H|¥) d'un état cohérent de spin s’écrit

N(N-1)E NE
E(0,p) = —E;sinf cosp + % (14 cos?0) + =< . (V43)
Pour les états de phase (§ = 7/2), cette énergie vaut
E(Q,QO):—EJCOSQO—FM. (V.44)

8
Elle est minimale pour I'état de phase |5,0) et vaut —E; + § N(N + 1) Ec.

Distribution de Husimi. Une maniére commode pour visualiser un état
a N corps quelconque, noté ici |¥), consiste a s'intéresser a la fonction

N+1
Q(&@)E?

correspondant au recouvrement entre cet état et les états cohérents de spin.
La résolution de I'identité (V.37) donne :

/Q(H,cp) e0=1,

10, | W) (V.45)

(V.46)
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FIGURE V.7. Distribution de Husimi pour |0 =7/2,¢ =0) (gauche) et
|n = 0) = |N, = N/2, N, = N/2) (droite). On a pris N = 100. Le code couleur
est ajusté pour que le maximum soit completement sombre sur chaque exemple.

ce qui indique que 9Q(0, ¢) peut s'interpréter comme une distribution de
probabilité.

Deux exemples de distributions de Husimi sont tracés en figure V.7
pour des états qui joueront un réle important dans la suite, 1'état de phase
|7, = 0) et I'état de Fock |n = 0) = |N, = N/2,N, = N/2).

2-2 Etat fondamental de la jonction

Nous revenons a ’hamiltonien (V.32) de la jonction symétrique et nous
allons chercher a déterminer son état fondamental de maniére approchée*
en utilisant la méthode variationnelle. Pour cela, nous allons prendre une
famille de fonctions d’essai qui permet d’interpoler entre les deux situa-
tions limites aisément identifiables :

— En I'absence d’interaction entre particules, i.e. Ec = 0, I’état fonda-
mental de cet hamiltonien est I’état de phase |7, ¢ = 0 ) avec I'énergie
propre —E ;.

4. On peut également déterminer cet état fondamental de fagon exacte au moyen de I'an-
satz de Bethe (LINKS, FOERSTER et al. 2006; BARDIN, MINGUZZI et al. 2026).
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— En I’absence d’énergie tunnel, i.e. E; = 0, I'état fondamental est I'état
In=0) = |5, &), puisqu’on minimise la somme N? + N7 en mettant
le méme nombre N, = N, = N/2 de part et d’autre de la barriere
tunnel.

Partant de I'état |7, = 0 ) qui s’écrit sur la base de Fock [cf. (V.39-V.40)]

(V.47)

™ 1 2
0V ——— —n“/N
5007 Gy Zﬂ ¢ In),

nous allons nous intéresser a la famille d’états paramétrés par le nombre
sans dimension ( :

1
¢4 Ze Cn/N‘n

() = N2 (V.48)

On retrouve 'état |%,0) pour ¢ = 1. Le choix { > 1 permet d’avoir une
distribution en n plus concentrée autour de n = 0. Quelques distributions
de Husimi pour la famille {|1/(¢)} sont tracées en figure V.8. En particu-
lier, quand ¢ devient comparable a N, seuls quelques états de Fock autour
de |n = 0) sont significativement peuplés (au lieu de ~ /N pour I'état

W(¢=1)).

Avant d’évaluer la valeur de ¢ qui minimise 1’énergie moyenne pour
un couple (E;, Ec¢) donné, il est intéressant de regarder la distribution en
phase des états |¥(()). On trouve, en remplacant la somme discréte sur n
par une intégrale :

< ol(Q)) = 1/4\/Z6N¢2/4<1+4)

de sorte que la distribution de phase de |¥(()) reste piquée autour de ¢ =
0 tant que { < N. En revanche pour ¢ =~ N, |¥({)) a un recouvrement
similaire avec tous les états de phase.

(V49)

Le calcul de I'énergie moyenne de la jonction pour l’état |¥({)) se meéne
de fagon similaire et on arrive a :

E(()~—E, (1 + % - Q%N) —C/2N 4 ;NQEC (1 + NLC) (V.50)

=

Sem——

- S

FIGURE V.8. Exemples de distributions de Husimi pour les états variationnels
| (¢)) pour N = 100. De gauche a droite et de haut en bas : ( = 1 (état de phase),
(=2,¢(=05,¢=10,¢ = 50, ¢ = 100. Le code couleur est ajusté pour chaque
exemple pour que le maximum soit compleétement sombre.

Faisons 'hypothése que la valeur de ¢ qui minimise cette énergie est pe-
tite devant IV, hypothese que nous discuterons a la fin de I'analyse. On peut
alors développer I'exponentielle e ~¢/2V et mettre 1’énergie sous la forme

1 1 1

E E E N?E ){ E 51
(€) ~ QN{JC+(J+4 o)l +Eo (V.51)

avec ) )
Ey=—E (1 7) ~N°E V.52
0 s\IT5)T 3 c (V.52)

Le minimum de cette quantité est atteint pour

NQEC)1/2

min = | 1 V.53
Goin = (14 S (V59)
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Rabi Josephson Fock

Ec

4EJ/N2 4EJ

FIGURE V.9. Les trois régimes identifiés pour le fonctionnement d’une jonction
Josephson, selon la valeur du rapport Ec/E .

ce qui permet de distinguer les trois régimes reportés sur la figure V.9
(LEGGETT 2001) :

— le régime de Rabi :

Fc < 4E;/N? = (am~1, E(Cuin) = —Ej . (V.54)

Les interactions jouent un role négligeable et I'état fondamental de
la jonction est égal a I'état de phase |%, ¢ = 0), avec une distribution
gaussienne des probabilité d’occupation des différents états |n), de lar-
geur An ~ $1/N. La distribution de phase est centrée sur ¢ = 0 et trés
étroite : Ap ~ 1/v/N.

— le régime Josephson :

B\ 1/2
4E;/N? < Ec < 4E; = (am~N <ﬁ> (V.55)
J
c’est-a-dire
1 < Cmin < N. (V.56)
L’énergie minimale est alors :
1
E(Cmin) = §hwp + Ey avec hwp, =+ EjEc . (V.57)

La distribution des probabilités d’occupation des différents états |n)
pour [¢)(Cmin)) reste relativement large :

N E, 1/4
an= 2 (D) s
" 4Cmin 4EC >

(V.58)
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mais elle est plus resserrée que dans le cas sans interaction (An <
V/N). La distribution sur les états de phase est au contraire augmentée
par rapport au cas sans interaction (on a ici encore Ap An ~ 1), mais
reste petite devant 1. La phase de la jonction est donc toujours une
quantité bien définie. L'état minimiseur est un état comprimé en spin,
qui joue un rdle central en métrologie quantique (voir remarque ci-
dessous).
— le régime de Fock :

4F; < Ec . (V.59)

Dans ce régime, le résultat (V.53) conduit a (in > N, ce qui contredit
I'hypothese ¢ < N que nous avions faite pour arriver a (V.53). Plus
précisément, on trouve dans ce régime I'état fondamental
N N 1
W)fond> ~ |7’L = 0> =5 7> Efond ~ *NQEC' (V6O)
22 8
Les deux composantes de cet état sont appelés états jumeaux de Fock
(Twin Fock states). Cet état est séparé de ses "voisins"
N N
n:l:l)‘:l:l,q:1> (v.61)
2 2
par I'énergie d’interaction E¢ /2, qui est grande devant I'élément de
matrice de couplage ~ E; entre ces différents états. L'effet tunnel n’est
donc pas résonnant dans ce régime extréme et les populations restent
"verrouillées" sur la valeur centrale N, = N, = N/2. Cette situation
rappelle celle d'un isolant de Mott pour des atomes piégés sur les sites
d’un réseau optique.

Nous avions déja identifié les deux premiers régimes au chapitre 1, en
étudiant la dynamique de la jonction par une approche en terme de champ
classique. En particulier, nous avions montré que dans le régime de Joseph-
son, 1’évolution de la jonction autour de sa position d’équilibre était don-
née par la fréquence plasma w,,. Il est donc satisfaisant de voir apparaitre
en (V.57) le demi-quantum d’énergie 7w, /2 correspondant au mouvement
de point zéro de cet oscillateur. Nous approfondirons I’émergence de cette
structure d’oscillateur harmonique en § 3-2.

En revanche, le troisiéme régime ne pouvait pas étre obtenu par 1'ap-
proche classique. Il correspond a un état localisé sur un seul état dans la
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base de Fock, avec un recouvrement uniforme de tous les états de phase
entre p = —m et ¢ = 47 [cf. (V.42) pour n = 0]. Il a été réalisé de ma-
niére approchée avec des photons (THEKKADATH, MYCROFT et al. 2020) et
avec des atomes (LUO, ZOU et al. 2017), mais dans un contexte différent
de celui des jonctions Josephson. Nous retrouverons des états similaires au
prochain chapitre pour des jonctions supraconductrices, quand nous nous
intéresserons a la formation de qubits.

Applications métrologiques. Les états comprimés en spin, obtenus pour
¢ > 1, jouent un role central en métrologie quantique (PEZZE, SMERZI et
al. 2018; SINATRA 2022). Pour expliquer ce rdle, supposons que l'on s’in-
téresse a un phénomene physique qui transfert des atomes entre les états
|a) et |b). Partons d'un état pour lequel (N,) = (N,) = N/2. Si l'on dis-
pose d’atomes indépendants, donc non corrélés entre eux, une réalisation
de I'expérience permettra de déterminer le nombre d’atomes ayant subi la
transition a v/N prés: c’est le bruit quantique standard. Si 1’on dispose d’un
état initial comprimé, avec une dispersion en n = (N, — N} ) /2 notablement
réduite par rapport a v/ N, on aura naturellement une meilleure précision
sur la mesure du nombre d’atomes ayant transité de |a) vers |b) pendant la
durée d’observation. L'état comprimé "ultime" |5, &), si on sait le prepa—
rer et compter les atomes a l'unité prés pour le distinguer de [ +1, § ¥ 1),
permet méme de détecter la transition d"un seul atome!

2-3 Fragmentation de I’état fondamental

Comme nous l'avons vu de fagon générale en §1, la fraction condensée
se définit a partir de la matrice densité a un corps p;. Dans le cas présent,
la situation est simple puisque l'espace de Hilbert a une particule est de
dimension 2, avec comme base possible les deux états |a) et |b). La matrice
densité a un corps est donc définie par

(a'h)
(b7b)

. ((afa)
pr= (<iﬂa>

ot1 les valeurs moyennes sont prises dans 1’état du systeme a IV corps.

(V.62)

Intéressons-nous a I'état variationnel |¥(¢)) défini en (V.48). En passant
comme précédemment a la limite continue pour le calcul des sommes sur
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n, on trouve pour les coefficients diagonaux

;o0 N
(aTa) = (b'h) = ) (V.63)
et pour les coefficients non diagonaux
A3 sy o N 1 -
(a'b) = (bta) ~ > <1 +5 ﬁ) e ¢/ (V.64)

Plagons-nous d’abord dans le régime de Rabi ou dans le régime Joseph-
son, pour lesquels (min < IV; les coefficients non diagonaux de p; sont
alors voisins des coefficients diagonaux, de sorte que les valeurs propres de
p1 sont approximativement N et 0. Plus précisément, en prenant ¢ = (yin,
on trouve dans le régime de Rabi, a des termes d’ordre 1/N pres :

Rabi : IIp=N II; =0 (V.65)
et dans le régime Josephson :
E, E,
Josephson : Iy ~ N — —1/ EC I ~ —1/ c. (V.66)
J

Le condensat est donc trés peu fragmenté tant que E¢c < E;.

En revanche, dans le régime de Fock Ec 2 Ej, la fragmentation du
condensat devient tres significative. Pour I'état |N/2, N/2), on a (a'b) =
(bta) = 0, de sorte que les deux valeurs propres de ; sont
N N > ) N N

My==— Ij ==
22 0 1 )

. 5 (V.67)

Etat de Fock ’
ce qui correspond a la fragmentation maximale possible. On trouvera en
figure V.10 la variation de II; et II; avec le parameétre N 2Ec/AE; pour le
cas N = 100.

Le gain en énergie de la fragmentation. Il est utile de comparer, pour
une configuration donnée, 1’énergie de 1'état fondamental fragmenté par
rapport au résultat prédit par une approche champ moyen. Prenons le cas
limite £y = 0, correspondant a I’hamiltonien

H=

g @ ( (V.68)

NZ+ N?)
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1
o1 /N 0.5
0
101 109 10! 102 10° 104
N2E¢ /AE;

FIGURE V.10. Variation des deux valeurs propres Il (rouge) et I1; (bleu) avec
le parametre N*Ec /AE; pour N = 100. Le trait plein est obtenu par diago-
nalisation exacte de I"hamiltonien (V.32), le trait tireté correspond a l'approche
variationnelle décrite dans le texte.

Comme nous l'avons déja signalé, l'état de Fock |n=0) =
|N, = N/2,N, = N/2) est état propre avec l'énergie iN?Ec. Pre-
nons maintenant les états de phase \9 = g,<p> définis en (V.39). Leur
énergie calculée en (V.44) est voisine, mais légerement supérieure :
E(p) = $N(N + 1)E¢. On voit donc que la fragmentation du condensat,
qui conduit a I’état fondamental [cf. (V.42)]

In=0>0</:r‘;so> dy

c’est-a-dire une superposition cohérente a amplitudes égales de tous les
états de champ moyen |6 = 3, o), permet d’abaisser I'énergie d’une quan-
tité sub-extensive, avec un gain relatif en 1/N (figure V.11). On s’attend
donc a ce que ce gain soit significatif uniquement pour des nombres de
particules pas trop grands. Nous retrouverons un scénario similaire pour
le cas d'un gaz de particules de spin 1 en §4.

(V.69)

Remarque sur la parité de N. Nous avons supposé dans ce qui précéde
que nous prenions N pair pour simplifier les notations; nous avons égale-
ment mentionné que cette hypothése n’avait généralement pas de consé-
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sN(N +1)Ec
IN?E,
état de phase
Z,0) état de Fock
N Ny
272
E=0
N N

FIGURE V.11. Dans le cas E ; négligeable, I'état fragmenté |5, 5 ) a une énergie
abaissée de £ N Ec par rapport a I'état de champ moyen, oit tous les spins occupent
le méme état (état de phase).

quences physiques. La fragmentation dans le régime de Fock est une ex-
ception a cette affirmation. Si N est impair, I'état d’énergie minimale dans
le régime Ec > E; est

N 1 (|N-1 N+1> N+1 N—1>)
N mpair : |wfond> - \/5 (' 9 ) + ’ 9 )

2 2
(V.70)
ce qui conduit aux valeurs propres Iy = 3N/4 et II; = N/4 pour la matrice
densité a un corps. L'état est toujours fortement fragmenté, mais a un degré
moindre que dans le cas des nombres N pairs.

3 Spectre énergétique de la jonction

3-1 Rappel: représentation de Schwinger

Au paragraphe précédent, nous avons utilisé une approche variation-
nelle pour déterminer 1’état fondamental de la jonction. Il est intéressant de
compléter cette étude en déterminant le spectre en énergie de ce systeme,
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au moins dans sa partie basse. Pour cela, revenons a la représentation de
la jonction dans le formalisme de Schwinger, que nous avons développé
au chapitre précédent. Rappelons que cette représentation consiste a intro-
duire les trois opérateurs

(V.71)

qui vérifient les regles de de commutation d'un opérateur moment ciné-
tique :

[Tz, Jy] =1, (V.72)
et les deux autres relations déduites par permutation circulaire. On a par

ailleurs :

2 o a5 NN

J:ﬁ+ﬁ+ﬁ:2<2+0. (V.73)
L’espace de dimension N +1 dans lequel on décrit la jonction a deux modes
et N atomes peut donc étre vu comme l'espace associé a un moment ciné-

tique de valeur J = N/2.

Nous avons donné au chapitre précédent I’'hamiltonien décrivant la dy-
namique de ce moment cinétique. Nous le réécrivons ici en nous plagant
d’emblée a résonance (voir la note en bas de page 2, page 107) :

A E; - Ec 5
H=-=Lj,+ =2 )2
Tt

(V.74)
Pour E- = 0, I'état fondamental de cet hamiltonien est l'état |J, = J),
c’est-a-dire I'état associé a la plus grande valeur propre possible de 1’opé-
rateur J,. Cet état n’est autre que 1’état de phase déja rencontré

[Jo=J)=]0="2.0=0) (V.75)

2
dont la représentation de Husimi est tracée en figure V.7, gauche. Plus gé-
néralement, 1'état cohérent |0, v) coincide avec l'état |M,, = J), ot le vec-
teur unitaire u définissant I’axe de quantification est défini par les angles
6, ¢ en coordonnées sphériques.
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3-2 L'oscillateur harmonique sous-jacent

Pour progresser, nous allons nous intéresser aux états "voisins" de 1'état
fondamental, en partant de

J2+JE+ I =J(]+1) = J? (V.76)
en faisant I'approximation suivante pour l’action de I'opérateur .J, sur ces
états : 1
o7 L (32 32
Jom d = o (Ty 4 02)
Cette approximation est valable tant qu’on s’intéresse a des états donnant
naissance a des éléments de matrice de J, et J, trés petits devant J. On

obtient alors un hamiltonien quadratique en J, et J, :

(V.77)

N Er - ( Ey Ec > ~9
H=_—"75J S+t —)J; - FE V.78
o t\apt ) T B (V78)
Par ailleurs, la relation de commutation canonique entre jy et J, se simpli-

fie dans ce régime :

[Jy, J.] =i, = [Jy, J.] ~iJ (V.79)

ce qui correspond (a un coefficient multiplicatif pres) a la relation de com-
mutation usuelle entre position et impulsion.

Nous sommes donc ramenés a un probléme typique d’oscillateur har-
monique. En écrivant ’hamiltonien et la relation de commutation sous la
forme compacte

~ A. B. Ao
H=§ﬁ+5ﬁ—ﬂ, avec [Jy,J.] =iJ (V.80)
nous obtenons les évolutions en point de vue de Heisenberg
dJ, s s -
ihd—y =[Jy,H| =1iBJ J.
t (V.81)

. sz T ] . fd
ih-o = [J.. H] = —iAT J,

qui sont bien du type attendu pour un oscillateur harmonique et dont on
déduit la fréquence d’oscillation iw = Jv/ AB. En utilisant les coefficients
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entrant explicitement dans (V.78), on arrive donc a

AE 1/2
oy = [ (57 + )

(V.82)
ou l'on reconnait la fréquence plasma w, déja obtenue dans l’approche
champ classique. Pour N > 1, le bas du spectre de la jonction est donc
composée d'une série de niveaux équidistants :

Ej=<j+

Ce point de vue "moment cinétique" offre une interprétation physique
intéressante du passage du régime de Rabi au régime Josephson, puis au
régime de Fock, quand on augmente la force des interactions entre parti-
cules, donc le coefficient E¢ :

1
5) hw,—E;  jeN. (V.83)

— Dans le régime de Rabi, 'énergie de couplage proportionnelle a E;
domine et les coefficients de Jf et jf dans (V.78) sont comparables.
L’état fondamental en représentation de Husimi est alors celui montré
en figure V.7 (gauche), avec des extensions égales selon y et z.

— Quand l'effet des interactions décrit par Ec augmente, le coefficient
de J? est augmenté alors que celui de J, J2 est inchangé. Les interactions
(répulsives) tendent en effet a égaliser les populations N, et N}, donc a
diminuer la dispersion de la distribution de Husimi de part et d’autre
de I’équateur : cette distribution prend donc une forme elliptique.

— L'état de Fock correspond au régime ultime ot la compression est si
forte que la localisation sur I'équateur est maximale, au prix d’une
perte complete de I'information sur la phase.

3-3 Larelation de commutation phase-nombre

La relation de commutation approchée [J,, J.] = iJ trouvée ci-dessus a
une interprétation physique intéressante entre termes d’opérateur nombre
n et "d’opérateur phase" ¢ (la raison des guillemets apparaitra dans un
instant). Pour obtenir cette relation, nous allons partir de 'action de ces
opérateurs sur les états au voisinage de 'état |.J, = J) = |0 = 5, = 0).
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Pour relier J, a 'opérateur phase ¢ qui va étre associé a la mesure de
I'angle azimutal, regardons la moyenne de cet opérateur sur un état de

phase |, ¢) :
(5l [5o0) = gy O1 (72 e#020) ™ J, (2727 +-e7241) Y o)
N

=——singp.

2

Jy

(V.84)

Limitons pour l'instant a des états proches de |J),, = J, c’est-a-dire p <« 1;
en utilisant J = N/2, nous sommes donc conduit a poser

Jy=—J¢. (V.85)

Par ailleurs, la définition de J, donnée en (V.71) correspond alJ, =

1 (Na - Nb) = 7. La relation de commutation (approchée) [J,, J.] ~ i.J
peut alors s’écrire

[, ¢] ~ i (V.86)

Cette relation est a prendre avec précaution. Tout d’abord, puisque nous
travaillons ici en dimension finie®, il est clair qu’elle ne peut pas étre va-
lable sur tout 1’espace. Pour le prouver, prenons la trace des deux membres
de cette relation. On sait que pour tout couple d’opérateurs (A, B) en di-
mension finie, Tr(AB) = Tr(BA). La trace d’'un commutateur est donc
toujours nulle, en particulier Tr([#, ¢]) = 0, alors que la trace du membre
de droite est égale ai(/N + 1).

La relation (V.86) a toutefois une vertu importante. Elle va nous guider
pour construire un opérateur £ que I'on pourra associer a ¢'? (avec cer-
taines précautions). Pour cela, remarquons que d'un point de vue formel,
la relation de commutation (V.86), si elle est supposée exacte, s’étend aux
puissances de ¢ :

[, @) =ikt

et donc a l'opérateur e'? :
400 /. A
oo §R 0

k=0

5. Quand on passe en dimension infinie, la définition précise d'un opérateur phase en
physique quantique est également un probléme délicat, que nous n’allons pas discuter ici.
Nous renvoyons les lecteurs intéressés a 1’analyse approfondie de CASTIN (2025), §3.5.

keN*, (V.87)

[€?, 7] = e . (V.88)
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Cherchons donc un opérateur £ qui vérifie la relation de commutation
inspirée de (V.88), [E, n] = E, en lui imposant de conserver la norme, a
une exception prés qui va apparaitre dans ce qui suit. Si on fait agir cette
relation de commutation sur la base propre de 7, c’est-a-dire les états |n) =
|5 +n, & —n), ontrouve

w(Eln)) =n-1)(Eln)) . (V.89)
On en déduit que si n # —N/2, on peut prendre simplement :
n>-N/2: Eln)=n-1), (V.90)
ce qui conserve bien la norme. Pour l'action sur |n = —N/2), nous pren-
drons : R
E|-N/2)=0. (V.91)
On peut donc écrire cet opérateur E sous la forme générique :
N/2
E= In — 1) (n] (V.92)
n=1-N/2

Vérifions maintenant que cet opérateur E permet effectivement de re-
trouver la phase d'un état, quand celle-ci est bien définie. Pour cela, faisons
agir E sur un des états de phase définis plus haut :

£e) - T i
= Zc(n) eins& |n _ 1> — eisﬂ Z C(?’L + 1) eimp ‘n>

n

(V.93)

io | T
~d?[5.0)

otll nous avons (i) étendu les sommes sur n a £oo et (ii) fait I'approxima-
tion ¢(n + 1) = c(n), ce qui est légitime car (i) seuls les ¢(n) avec n < N
prennent des valeurs appréciables et (ii) 1’échelle de variation des ¢(n) est
~ VN > 1. On voit sur ce résultat qu'un état de phase est "presque” état
propre de E avec la valeur propre e¢'¥. La encore, cette relation ne peut pas
étre exacte : un opérateur agissant en dimension finie ne peut pas avoir
une infinité de valeurs propres distinctes. Mais elle montre que compte
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tenu des contraintes liées a cette dimension finie, £ est proche de ce qu’on
attend d’un opérateur mesurant 1’exponentielle complexe de la phase.

On trouve ainsi fréquemment dans la littérature les relations qui pré-
cedent écrites en substituant la notation e'¥ a E, en particulier

el = Z |n — 1) (n| [, 7] =€l?]. (V.94)

Il s’agit d’une notation commode, que I'on peut utiliser tant qu’on se rap-
pelle que E' = €'¥ n’est pas véritablement unitaire (contrairement a ce que
cette notation suggere), puisque £'|-N/2) = 0.

4 Spins 1 et jonction Josephson

Dans cette derniére partie, nous allons nous intéresser a un autre type
de jonction Josephson interne, se produisant pour des atomes de spin 1.
Nous considérons N atomes confinés dans un piege trés raide, de sorte que
les degrés de liberté spatiaux des atomes sont gelés. Nous nous plagons
donc dans 'approximation du mode spatial unique, déja utilisée aupara-
vant. Nous ne détaillerons pas ici tous les calculs (parfois longs) propres a
la physique des gaz spineurs et nous renvoyons les lecteurs intéressés vers
I’article de revue de STAMPER-KURN & UEDA (2013).

4-1 Les interactions entre atomes de spin 1

Contrairement aux atomes a deux niveaux, pour lesquels les nombres
d’atomes N, et N, sont conservés si on n’applique pas un couplage cohé-
rent extérieur, les interactions entre atomes de spin 1 autorisent une dyna-
mique intrinséque non triviale. Plus précisément, si on choisit un axe de
quantification (noté z) et qu’on introduit les trois états |m, = —1), |m, = 0)
et |m, = +1) pour décrire l'état de spin d'un atome, l'interaction entre
deux atomes donne naissance au processus

[0) +]0) = [+1) + |-1) . (V.95)
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(a) (b)
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FIGURE V.12. Equivalence entre une jonction Josephson avec 'effet tunnel de
paires de Cooper (a) et un gaz de particules de spin 1 (b), dans I'approximation du
mode spatial unique. Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2019).
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Ce processus fournit I’équivalent d’une jonction Josephson. Pour l'ex-
pliquer, limitons-nous pour simplifier a un gaz de polarisation nulle, pour
lequel N;; = N_;. Cette polarisation est conservée sous l'effet de l'inter-
action (V.95) et les deux cotés de la jonction peuvent étre vus comme une
assemblée d’atomes dans 1'état |0) d'une part, et une assemblée d’atomes
dans les états |£1) d’autre part (figure V.12). Sur le plan mathématique,
I'interaction (V.95) est décrite par un couplage proportionnel a

alqal, (ao)® + (ag)2 41 . (V.96)

Pour comprendre comment le terme (V.96) émerge, résumons le prin-
cipe du traitement théorique de 'interaction entre deux atomes de spin 1.
Dans le régime de trés basse température (onde s), on modélise le potentiel
d’interaction sous la forme

V(Tl —79) =0(r1 —T2) ® Vspin . (V.97)

La partie orbitale est donnée par le pseudo-potentiel §(r; — r3), corres-
pondant a une interaction de contact. Sa contribution apparaitra dans un
coefficient multiplicatif global faisant intervenir le mode spatial occupé par
les atomes. La partie intéressante pour notre probleme concerne la partie
agissant sur le spin, qui peut se mettre sous la forme

‘7spin = ng- + gsgl -89 (V98)

Le terme en go, proportionnel a I'identité sur I'espace de spin, ne contribue
pas a la dynamique et ajoute simplement un terme constant a ’hamiltonien
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du probleme. Nous allons donc nous concentrer dans ce qui suit sur le
terme 87 - 8o.

Passons au cas de N atomes. Comme toutes les particules partagent la
méme fonction d’onde spatiale, tous les couples (i, j) possibles contribuent
de la méme fagon a I'’hamiltonien d’interaction, que nous écrirons sous la
forme

] US A A Us &2 ~2 o US ~ 2
Hyy = m;sl-s] _2N<s Zs) = on U,  (V.99)
ot1 nous avons introduit I'opérateur de spin total :
N
=Y (V.100)
i=1

et utilisé le fait que chaque 57 est une constante, égale a 2 (comme précé-
demment, nos opérateurs de spin sont sans dimension). L'énergie U, ré-
sulte de l'intégration sur = du potentiel de contact avec la fonction d’onde
spatiale partagée par tous les atomes. Nous ne détaillerons pas son calcul
[voir par exemple JACOB, SHAO et al. (2012)] et nous notons simplement
que son signe® est le méme que celui de g5 il peut étre positif ou négatif,
selon I'espece atomique utilisée.

L'écriture de cet opérateur en termes des opérateurs de création a], et
de destruction a,, (m = 0, £1) permet de mettre Hj,; sous la forme :

- Us 1.+ . . .2 N2

Hing = F [ailail (a[)) + (CLE) a+1a,1:|
Us
~ 2N

(V.101)

[NO (N-‘rl +N_1>2} + cte

ol nous avons utilisé le fait que nous restreignons a un gaz non polarisé
(S, = 0) et olt nous avons négligé des termes d’ordre 1/N par rapport aux
termes dominants.

On reconnait sur cette expression les deux ingrédients principaux d"une
jonction Josephson :

6. 1l est positif pour 1'état hyperfin de spin 1 de certaines espéces atomiques alcalines
(?3Na par exemple) et négatif pour d’autres (3”Rb par exemple).
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— la premiére ligne, pressentie en (V.96), décrit le couplage tunnel entre
paires d’atomes;

— le deuxieéme ligne possede la structure du terme capacitif usuel en
B (N7 + N7).
Notons que pour ce type de jonction, le coefficient du terme tunnel et celui

du terme capacitif sont liés (tous les deux proportionnels a Uy), alors que
dans une jonction usuelle, £; et E¢ sont des parametres indépendants.

Une fois cette correspondance établie entre I’assemblée de spins 1 et une
jonction Josephson "traditionnelle”, il est possible de mettre en évidence
sur cette assemblée des phénomeénes caractéristiques des jonctions comme
les résonances de Shapiro, et d’étudier les mécanismes de dissipation liés
a la partie résistive de la jonction (EVRARD, QU et al. 2019).

4-2 Le role de l'effet Zeeman

La présence d'un champ magnétique extérieur B = Bu, vient ajouter
un terme supplémentaire a '’hamiltonien de 1’assemblée de spins. Nous
supposerons ce champ magnétique suffisamment faible pour qu’il soit pos-
sible de limiter le calcul a I'ordre 2 inclus en B. Le déplacement des états
|m.) s’écrit & cet ordre

AFEy; = +ay B + ayB? AEy = B,B? . (V.102)
Le terme en «; B est bien stir dominant par rapport aux termes d’ordre
2, mais il n’a pas d’effet sur la dynamique liée aux processus (V.95) : la
différence d’énergie entre le membre de droite et le membre de gauche est
simplement égale a ¢ = (a2 — 32) B?, les termes d’ordre 1 se compensant
puisqu’ils sont opposés pour m = +1 et pour m = —1, et nuls pour m = 0.

La prise en compte de 'effet Zeeman se fait donc simplement en ajou-
tant le terme —q]\70 a I'hamiltonien, plus un terme constant sans effet sur
la dynamique du systéme. On arrive donc a I’'hamiltonien total de notre
assemblée de spin 1 (a une constante additive pres) :

N US . . ~
H = QN;si-sj—qNo (V.103)
£
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Signe de q. Pour les atomes alcalins de spin nucléaire 3/2, on trouve ef-
fectivement un niveau (hyperfin) fondamental de spin /' = 1, résultant du
couplage entre le spin nucléaire et celui de I'unique électron de la couche
externe. L’autre niveau hyperfin (de spin ' = 2) est au dessus du niveau de
spin 1, et l'effet Zeeman quadratique caractérisé par le coefficient ¢ résulte
du couplage induit par B entre ces deux niveaux :

(npB)?

AE® = 2277 (1 —m?/4) (V.104)

états Zeeman issusde F' =1 :

oll up est le magnéton de Bohr et fuvp¢ 1’écart hyperfin. On trouve dans ces
conditions que q est positif. Néanmoins, il est possible de changer ce signe
en ajoutant une micro-onde quasi-résonnante avec la transition hyperfine
[voir par exemple ZHAO, JIANG et al. (2014)].

4-3 Etat fondamental en champ moyen

Nous allons nous limiter dans ce paragraphe au cas ¢ > 0 et utiliser une
analyse en champ moyen, ce qui revient a négliger les corrélations entre les
spins et prendre

(8: - 8;) = (8:) - (8)) (V.105)
ot (8;) désigne la valeur moyenne d'un spin individuel. Puisque
nous considérons un état condensé, tous les spins sont suppo-
sés étre dans le méme état que nous paramétrons dans la base
{‘mz = +1> ) ‘mz = 0> ) |mz = _1>} par
—% sin @ e!(x—%)

cos 0

% sin 0 et(xte)

[0, x, ) = (V.106)

oll nous avons pris par convention une composante réelle pour |m, = 0)
(la phase globale de |1/) est sans importance). Nous avons pris en compte
I'hypothese (S.) = 0 en imposant la méme amplitude pour |m. = +1). On
trouve alors (apres un calcul un peu long....) 'énergie moyenne de l'état de
champ moyen [4(6, x, ¢))*"

E0,x,¢) = %NUS sin?(26) sin? x — ¢N cos? @ (V.107)
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Notons que cette énergie fait intervenir la phase moyenne x de |m = +1)
par rapport & |m = 0), mais est indépendante de la phase relative ¢ entre
|m = +1) et jm = —1).

Cas antiferromagnétique, U; > 0. Dans ce cas, la minimisation de 1’éner-
gie de champ moyen est simple :

— Pour ¢ strictement positif, le terme de champ magnétique est mini-
mum pour § = 0, ce qui minimise également le terme d’interaction.
L’état fondamental est donc unique; il est obtenu en plagant tous les
spins dans l'état |m, = 0).

— Pour g = 0, il suffit de prendre x = 0 en laissant # et ¢ libres. On a
donc, au niveau champ moyen, une infinité d’états dégénérés (parmi
lesquels I'état |m, = 0) obtenu pour ¢ > 0) :

— % sinf e™1¥
cosf
% sin 6 e'®
permettant d’atteindre 1’énergie minimale ' = 0. La discontinuité de
la dégénérescence du niveau fondamental entre ¢ # 0 et ¢ = 0 est
un artefact de I'approximation de champ moyen. La zone de quasi-
dégénérescence massive du niveau fondamental se produit plus pré-
cisément pour ¢ < Us/N. Nous verrons ci-dessous (§4-5) que cette

zone correspond a la fragmentation du condensat.

(V.108)

On peut vérifier que les états ainsi obtenus sont les états polaires (ou
nématiques), définis comme la famille {|m,, = 0)}, ott u est un vecteur uni-
taire pointant dans une direction (6, ) arbitraire. En effet, la matrice de
rotation correspondant a une rotation de 6 autour de I'axe y, puis de ¢ au-
tour de l'axe z, qui amene le vecteur u sur le vecteur u d’angle sphériques
(0, @), est représentée dans la base {|m, = +1),|m, =0),|m, = —1)} par
[cf. EDMONDS (1996)] :

14cosf —ie _ sinf ,—ip 1l—cosf —ip
2 (& V2 € 2 €
1 sin 6 } sin 6
DM (p,0) = in cos 6 —sin! (V.109)
1—cos _ip sinf _ip 14cos ip
2 (& V2 (& 2 (&

et on constate qu’elle ameéne bien le ket |m, = 0) sur celui écrit en (V.108).
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Cas ferromagnétique, U, < 0. Le minimum d’énergie est obtenu en pre-
nant x = 0 (modulo 7). Une fois ce choix fait, il reste a minimiser la quantité

1
— E(po,0,0) = —2|Us|po(1 — po) —
v (£0,0, ) |Us|po(1 — po) — qpo (V110)

= 2|US|P3 — (¢ +2|Us)po avec pg = cos®

Pour ¢ suffisamment petit, le minimum est atteint pour py = 3 + ﬁ.
Quand on augmente le champ magnétique, ¢ atteint la valeur g. = 2|U;| et
po prend sa valeur maximale : po = 1 (STENGER, INOUYE et al. 1998). Il se
produit donc une transition de phase continue en ce point, les populations
de |m, = £1) étant non nulles pour ¢ < g. et s"annulant pour g > ¢.. Cette
transition a été observée par CHANG, HAMLEY et al. (2004) et CHANG, QIN

et al. (2005).

4-4 Fragmentation dans le cas antiferromagnétique

Revenons au cas antiferromagnétique (Us > 0) et intéressons-nous au
cas spécifique ¢ = 0, pour lequel ’hamiltonien est simplement

7]

Comme indiqué plus haut, dans 'approximation de champ moyen, la
valeur moyenne de H est minimisée pour un état polaire |m., = 0)®",
quelle que soit la direction choisie pour u. Cette dégénérescence massive
au niveau champ moyen rappelle celle que nous avons rencontrée pour
une jonction traditionnelle en §2-3. Nous avions alors montré que I'état
fondamental exact était fragmenté et permettait d’abaisser 1'énergie par
une quantité sub-extensive par rapport a 1'estimation obtenue en champ
moyen.

H = (V.111)

La situation présente est similaire a celle trouvée pour une jonction
usuelle. Quand on dispose d'un nombre N pair de spins 1, il est possible de
former un état complétement symétrique de ces spins (donc éligible en tant
qu’état condensé de bosons) pour lequel le spin total est nul. Cet état que

-2
nous noterons |S = 0) est état propre de S* avec la valeur propre 0, donc
état propre de H avec la valeur propre —U; : il y a bien un abaissement
d’énergie par rapport au résultat de la théorie de champ moyen (£ = 0).



CHAPITRE V. LES CONDENSATS FRAGMENTES

§4. Spins 1 et jonction Josephson

La construction explicite de cet état de spin total nul peut se faire de
la fagon suivante (LAW, PU et al. 1998; KOASHI & UEDA 2000; HO & YIP
2000) :

— Pour N = 2, on place la paire d’atomes dans 1’état singulet de spin

1
— (jm, =+1,m, =—-1) = |m, =0,m, =0) + |m, =

V3
(V.112)
Cet état est bien symétrique par échange des deux particules et il
s’écrit en seconde quantification
Ato)

avee AT L {(ag)z —2aljat] (V.113)

V3
— Pour N pair quelconque, on forme 1’état a partir de N/2 paires, cha-
cune dans I'état singulet :

|S=0)= (V.114)

1 A\ N/2
T (A1) oy .

L’état obtenu est (par construction) complétement symétrique par échange
de deux particules. Son spin total est nul et il est donc invariant par rota-
tion. Son expression ne dépend donc pas de I’axe de quantification z choisi
pour écrire (V.112) et (V.113).

On pourra vérifier que cet état |S = 0) peut s’écrire comme une super-
position cohérente de tous les états polaires avec des amplitudes identiques
(CASTIN & HERZOG 2001 ; ASHHAB & LEGGETT 2002) :

VN +1
1S =0) = Y —— / Imy =0\ d%u (V.115)

4
ol l'intégrale porte sur toutes les orientations possibles du vecteur unitaire
u. Cette relation est similaire a celle obtenue en (V.69) dans le cas d’une
jonction "traditionnelle". C’est un état fragmenté, comme on peut le voir
en calculant les éléments de matrice de p; :

. N

(6] ) = Eamﬂn, avec m,m’ = —1,0,+1. (V.116)
La matrice densité a un corps est donc diagonale, avec trois valeurs propres

égales.

—1,m, =41)) .
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mF=+1
%ﬂ i m,:=0
3 me=-1

time t

FIGURE V.13. Gauche : Préparation d’un état fragmenté d'une assemblée de spins
1 par évolution adiabatique depuis I'état |m, = 0). Droite : image du nuage apres
une expérience de Stern et Gerlach, donnant accés aux populations des trois com-
posantes |mp). Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

Le cas N impair. Dans ce cas, on peut procéder au méme appariement
pour N — 1 particules, et il reste un atome célibataire, ce qui fournit un
spin total égal a 1 et conduit & I'énergie —(2N — 1)U,. On a toujours une
énergie abaissée par rapport aux états de champ moyen, avec cette fois-ci
une dégénérescence 3 pour le niveau fondamental a N corps. Comme pour
le cas N pair, la matrice densité a un corps est maximalement fragmentée
avec ses trois valeurs égales a 1/3.

4-5 Observation d’un état fragmenté

L’observation d’un état fragmenté a été faite par EVRARD, QU et al.
(2021) sur une assemblée de N = 100 atomes de sodium confinés dans un
piége optique. La raideur du piége est suffisamment forte pour que l'ap-
proximation du mode spatial unique soit valable. Les atomes sont initiale-
ment refroidis dans ce piege en présence d’'un champ magnétique orienté
selon z, de I'ordre d"un gauss, ce qui est suffisant pour assurer que seul
I'état |m, = 0) est occupé (¢/h ~ 300 Hz a comparer a Us /h ~ 20 Hz).

On diminue ensuite le champ magnétique avec une rampe suffisam-
ment lente (durée d’une seconde) pour que le gaz reste dans I'état fonda-
mental du piege. A la fin de la rampe, le champ magnétique ne vaut que
4 mG, de sorte qu’on prédit un recouvrement supérieur a 90% avec I'état
fondamental a N corps en champ nul, que N soit pair ou impair.
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(A) Fragmented spin state
I

(B) Coherent spin state

lEigenvalues figenvalues

0.4

FIGURE V.14. Matrice densité a un corps de I'assemblée de spins dans le cas
fragmenté (gauche) et non fragmenté (droite). Cet état non fragmenté correspond

N

almg, = +1>®N. Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

Pour accéder a la matrice densité a un corps, on utilise une procédure
de type Stern-Gerlach : grace a un gradient de champ magnétique appli-
qué soudainement, on sépare les trois composantes |m) selon 'axe z et un
systéme d’imagerie optimisé permet de compter — a un atome pres! — les
populations IV, des trois sous-niveaux.

Si on applique directement cette mesure au gaz d’atomes, on ac-
cede aux éléments diagonaux (af,,,). Pour déterminer les éléments non-
diagonaux, on utilise d’abord une impulsion radio-fréquence pour faire
tourner les spins autour des axes y et z avec des angles ajustables, avant
d’appliquer la procédure Stern-Gerlach. Cette méthode, répétée plusieurs
milliers de fois, donne acces a des combinaisons linéaires des (af, a,,) avec
des coefficients ajustables, dont on peut déduire les éléments de matrice
recherchés.

Le résultat est montré en figure V.14, et comparé avec celui obtenu pour
I'état non fragmenté [m,, = +1)". Dans le cas non fragmenté (figure de
droite), tous les coefficients — diagonaux et non-diagonaux — sont compa-
rables et une seule valeur propre de p; difféere significativement de zéro.
Dans le cas fragmenté (a gauche), j; est diagonale et ses trois valeurs
propres sont comparables, de l'ordre de N/3.

L’obtention d’une matrice densité p; avec trois valeurs propres iden-
tiques ne suffit pas & prouver que l'on a préparé le systeme a N corps
dans un état condensé fragmenté. Il faut s’assurer que 1'on n’est pas sim-
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FIGURE V.15. Histogramme des mesures du spin des N atomes de spin 1 selon les
axes z et x. La ligne pointillée indique le bruit de détection. La courbe en trait plein
sur I'histogramme de droite montre le résultat attendu pour un état non corrélé,
I'état polaire |m.. = 0)*™. Figure extraite de EVRARD, QU et al. (2021).

plement face a un systéme chaud, mélange statistique de tous les états
possibles. Pour cela, on peut tracer I'histogramme des mesures des com-
posantes S, , . obtenues par la procédure Stern-Gerlach. Les résultats sont
montrés en figure V.15. On obtient des distributions centrées sur 0 (comme
attendu pour l'état (V.114)) et extrémement étroites : leur largeur est essen-
tiellement déterminée par le bruit résiduel de la mesure. Par comparaison,
on a tracé sur la figure V.15, droite, le résultat attendu pour I’état polaire
Im, = 0)®".

Ces histogrammes permettent de calculer les moyennes des observables

a deux corps (S52,), et de leur somme <S2> On trouve (S'2> ~ 9, ce qui est
20 fois plus faible que la valeur attendue pour un état de champ moyen,

22
sans corrélation entre particules ((S") ~ 2N). Cela prouve qu’on a effec-
tivement fabriqué un état trés comprimé de I'assemblée de spins, méme

2
si (S) n’atteint pas exactement la valeur prédite pour l'état fondamental
en champ strictement nul, 0 ou 2 selon que N est pair ou impair. Notons
qu’on ne contrdle pas la parité de N dans cette expérience.

Finalement, on peut utiliser ’ensemble des mesures Stern-Gerlach pour
reconstruire 1’état a IV corps. On ne peut pas procéder a une tomographie
complete de I'état pour un nombre de particules aussi élevé (N = 100),
mais on peut utiliser une méthode de maximum de vraisemblance. Le ré-
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|psul
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0.1 |M=-1 H M=0 ”M=+1| S5=1
0.08 |M=-2|IM=-1 H M=0 ”M=+1”M=+2| S5=2
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FIGURE V.16. Populations des états a N corps |S, M), déduites des expériences
Stern-Gerlach a partir d’une méthode de maximum de vraisemblance. Figure ex-
traite de EVRARD, QU et al. (2021).
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sultat est montré sur la figure V.16 et il indique que les 4 premiéres valeurs
possibles du spin total, S = 0,1, 2,3, concentrent 90% de la population
(I'espace de Hilbert de spin est de dimension N(N — 1) ~ 10000). Il s’agit
donc d’un état collectif a tres faible entropie, alors méme que les valeurs
propres de la matrice densité a un corps sont égales entre elles : on a bien
produit un condensat fragmenté.






Chapitre VI

Du SQUID supraconducteur au SQUID atomique

Les SQUIDs (superconducting quantum interference devices) occupent une
place centrale dans les nombreuses applications des jonctions Josephson
(CLARKE & BRAGINSKI 2004). Ce sont des dispositifs dans lesquels on ex-
ploite la phase quantique de 1’assemblée de particules — les paires de Co-
oper pour les jonctions supraconductrices — pour fabriquer un interféro-
metre. Comme bien souvent en physique, la possibilité d’exploiter des in-
terférences procure une tres grande sensibilité a un parametre extérieur, en
I'occurrence le champ magnétique dans le cas supraconducteur.

Nous commencerons ce chapitre par la présentation des SQUIDs supra-
conducteurs, en expliquant comment la présence d’un champ magnétique
vient modifier le formalisme mis en place dans les chapitres précédents.
Nous nous intéresserons a un anneau sur lequel on a placé deux jonctions
Josephson (figure VI.1), et nous montrerons comment un signal d’interfé-
rence permet de mesurer le flux du champ a travers cet anneau.

Nous profiterons de cette présentation des SQUIDs supraconducteurs
pour faire un bref détour du coté des qubits supraconducteurs, qui sont
parmi les plateformes les plus prometteuses pour le traitement quantique
de l'information. Nous présenterons le principe de deux types de qubits,
la boite a paires de Cooper et le transmon.

Nous passerons ensuite aux SQUIDs utilisant des fluides de particules
neutres : de I'hélium liquide ou des gaz d’atomes froids. Pour ces parti-
cules neutres, le role du champ magnétique est remplacé par une mise en
rotation du systéeme. Nous décrirons une expérience réalisée avec de 1'hé-

123

ext I ext
—

FIGURE VI.1. SQUID composé de deux jonctions identiques J et J' et alimenté
par un courant total Ioy.

lium 3 superfluide en géométrie de type SQUID et qui a mis en évidence
la rotation terrestre. Nous terminerons avec quelques expériences menées
avec des atomes froids au cours des dix dernieres années.

1 Le SQUID supraconducteur

Un SQUID supraconducteur est constitué d'un anneau supraconduc-
teur, sur lequel on a placé deux jonctions Josephson (figure VI.1). L'anneau
est plongé dans un champ magnétique extérieur B perpendiculaire a son
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plan et on s’intéresse au courant total Iy (imposé de l'extérieur) pouvant
circuler dans ce dispositif. Pour modéliser ce systéme, nous allons com-
mencer par indiquer comment décrire le mouvement quantique de parti-
cules chargées (les paires de Cooper) dans un champ magnétique, en in-
sistant sur 'utilisation de quantités physiques invariantes de jauge. Nous
présenterons un second élément préliminaire, I'effet Meissner, se produi-
sant quand le supraconducteur utilisé est suffisamment épais : le champ
magnétique est alors "éjecté” du matériau et le courant dans la région cen-
trale du supraconducteur est négligeable. Nous aborderons ensuite le pro-
bleme de I’anneau de la figure V1.1, d’abord en I'absence, puis en présence
des deux jonctions.

1-1 Champ magnétique et invariance de jauge

Considérons un champ magnétique statique B(r) pouvant étre décrit
par le potentiel vecteur A(r) :

B=VxA. (VL1)

L’hamiltonien d’une particule de masse m et de charge ¢ dans le champ
magnétique est
. 1 9
H=_—[p—qA(r
5, [P~ ¢A(P)]
ou 7 et p désignent les opérateurs position et impulsion de la particule,
avec leur action sur une fonction d’onde 1 (7) :

P p(r)] = r(r) plb(r)] = —1h Vi(r).

(VL.2)

(VL3)

Pour un champ magnétique B donné, il existe une infinité de choix
possibles pour le potentiel vecteur A. Ces choix sont reliés entre eux par
une transformation de jauge, qui peut se mettre sous la forme suivante
(JACKSON 2012) :

A(r) — A'(r) = A(r) + Vx(r), (V1L4)
ot x(r) est une fonction scalaire que nous supposerons réguliere. Pour
que les propriétés physiques déduites de 1’équation de Schrédinger soient
inchangées dans cette transformation de jauge, on doit 'accompagner
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d’un changement de la fonction d’onde décrivant la particule (COHEN-
TANNOUD]JI, D1U et al. (1973), chapitre 3, et cours 2013-14, chapitre 1) :

P(r,t) — P (r,t) = X Ty (r 1) (VL5)
L'opérateur vitesse se déduit de 1'équation du mouvement
b= % = LA,7], (VL6)
ce qui donne
o=~ (p— gA() (V1.7)

On peut vérifier que la valeur moyenne de cet opérateur est bien une quan-
tité invariante de jauge, comme on l'attend pour toute grandeur physique.
Pour cela, prenons une fonction d’onde localisée spatialement (normali-
sable), mettons-la sous la forme ¢ (r) = /p(r) (") o1 p(r) désigne la den-
sité de probabilité au point r, et utilisons p = —iAV. On constate d’abord
que seul le gradient de la phase 6 va jouer un rdle dans le calcul de (o) et
on peut mettre sa contribution sous la forme

@) = [ 1196(r) ~ gAWw)] plr) d

m

(VL8)

On peut proposer une interprétation physique simple pour ce résultat.
La quantité (v) est la moyenne de la vitesse locale
1
v(r) = - [AVO(r) — qA(r)] (V1.9)

avec la densité de probabilité p(r). A partir de ce champ de vitesses, on
peut également définir la densité de courant électrique local

3(r) = go(r) v(r) . (VL10)
On vérifie immédiatement que les formes (VI.9-V1.10) sont invariantes
quand on applique le double changement de jauge (V1.4-VL5) :

V() - 3 A(r) — V {9@«) + M} — F1A(r) + Vx(r)] .

. (VL11)
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FIGURE VI.2. Anneau supraconducteur comportant deux jonctions Josephson.

Dans ce qui va suivre, il sera important de toujours se ramener a des quan-
tités invariantes de jauge pour déterminer les propriétés physiques du sys-
téme. Par exemple, si on considere un élément de circuit C allant d"un point
b a un point a, l'intégrale de la quantité (VI.11) sur cet élément s’écrit :

/C [V&(r) - %A(r)} ~dr = 0(a) — 0(b) — % /C A(r)-dr 21 (VL12)

La quantité invariante de jauge n’est donc pas la différence de phase "nue"
0(a) — 6(b), mais cette différence corrigée par l'intégrale curviligne du po-
tentiel vecteur sur I’élément de circuit. Cette quantité dépendra de la forme
de C si un champ magnétique est présent.

1-2 Effet Meissner et longueur de pénétration

Dans cette partie, nous allons supposer que 1’anneau supraconducteur
formant le SQUID a une forme torique, comme celle indiquée sur la figure
VI.2. Nous supposerons que le rayon r de la section du tore est suffisam-
ment grand pour que le champ magnétique sur le cercle médian du tore
(derayon R) soit négligeable. Cette hypothese n’est pas indispensable pour
décrire le fonctionnement d'un SQUID, mais elle simplifiera notablement
I'analyse. Mais pourquoi le champ magnétique peut-il considéré comme
négligeable au coeur d"un matériau supraconducteur?

Cet effet, appelé effet Meissner, résulte de 1'utilisation conjointe des deux
expressions régissant 1’établissement d’un courant dans ce systeme :
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— Prenons une densité de charges ps uniforme dans le supraconducteur.
La relation (VI.10) s’écrit donc

i) = 2 1vo(r) — g A(r) (VL.13)
oll ¢ = —2e < 0 désigne la charge d’une paire de Cooper et m sa

masse.

— Par ailleurs, le champ magnétique B est lié a la densité de courant j
par I'équation d’Ampere statique :

V x B(r) = g j(r). (VL.14)
Les deux champs B et j sont donc couplés par ces deux équations et on

peut éliminer (par exemple) j au profit de B en prenant le rotationnel de

la premiere relation, ce qui donne I"équation de London :

s

V xjr)=-"B. (VL15)

Reportons ce résultat dans la seconde relation. En utilisant V x (V x B) =
V(V -B)—V?B = -V?B (puisque V - B = 0), on arrive a I'équation

V2B:i2B avec )\L:,/L.
AL topq?
La quantité A, est appelée longueur de pénétration de London. Prenons
pour simplifier une géométrie planaire, avec le demi-espace supraconduc-
teur c6té x > 0 et un champ magnétique perpendiculaire a la surface
B = B(x)u.. L'équation (VL.16) devient a l'intérieur du supraconducteur
B"” = B/\%, dont la solution bornée est B(z) = By exp(—z/\L). Le champ
B tend donc exponentiellement vite vers zéro a l'intérieur du supracon-
ducteur et il en va de méme pour le courant j. L'annulation de B provient
de la compensation! entre le champ extérieur et celui créé par le courant
d’écrantage j qui circule parallelement a la surface selon la direction y,
dans une nappe d’épaisseur effective Ay,.

(VL.16)

En pratique, I'ordre de grandeur de A, est de quelques dizaines de na-
nometres. C’est donc une distance grande devant les distances interato-
miques, mais généralement petite devant les dimensions typiques des fils

1. Coté z < 0, le champ appliqué B, et le champ créé par la nappe de courant s’ajoutent
pour donner By = 2B,.
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FIGURE VI.3. Anneau supraconducteur de rayon moyen R. Le rayon r de la
section de I'anneau est supposé petit devant R. L'anneau est plongé dans un champ
magnétique perpendiculaire a son plan. On note @y, = wR? B le flux créé par ce
champ.

supraconducteurs. Nous supposerons que c’est le cas du fil représenté en
figure VL.2 et nous poserons donc que le champ magnétique B et le courant
J sont nuls sur le cercle médian de rayon R a l'intérieur du tore.

1-3 Anneau supraconducteur et champ magnétique

Avant d’aborder le SQUID dans le paragraphe suivant, nous allons
considérer ici un simple anneau torique supraconducteur (donc sans jonc-
tion Josephson) de rayon moyen R (figure VL.3). Cet anneau est plongé
dans un champ magnétique B perpendiculaire a son plan, et il est donc
traversé par le flux ®e. = mR%B. Nous supposons que le rayon r de la sec-
tion du tore est petit devant R, mais grand devant la longueur de London
Az de sorte que le champ B et le courant j sont négligeables sur le cercle
médian de rayon R.

Le relation (VI.13) intégrée le long de ce cercle médian devient :
0= hj[ vo(r) - dr — q%A(’r) -dr (V1.17)

La fonction d’onde ,/p, €'(™) décrivant ’assemblée de paires doit étre mo-
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novaluée, ce qui impose

]{VG(T) ~dr =27mn avec n € Z. (VL.18)
Par ailleurs, 'intégrale de contour sur A se transforme en une intégrale de
surface du champ magnétique, égale au flux total ® traversant l’anneau.
On a donc 0 = 27 nh — ¢ ou encore :

2rh
lal

Il est important de noter a ce stade que ¢ désigne le flux total traversant

I'anneau, c’est-a-dire la somme du flux extérieur @y et du flux LI généré

par le courant I circulant dans I’anneau, L désignant I'inductance de I’an-
neau :

d = nd avec Py = (VL.19)

& = Do + LI (V1.20)

Le supercourant I qui circule a la surface de 'anneau s’ajuste donc pour
que le flux total passant a travers I’anneau soit quantifié.

Quantification du fluxoide. Si on ne souhaite pas faire I’approximation
d’un courant nul dans le coceur de I'anneau, la relation (VI.17) s’écrit :

,uOA%fj(r) dr = ndg — @ &

relation appelée quantification du fluxoide.

1-4 Le SQUID

Nous passons maintenant au cas d’'un anneau comportant deux jonc-
tions Josephson J et J', comme représenté sur la figure VI.2. Nous définis-
sons les différences de phase aux bornes des deux jonctions sous la forme
invariante de jauge définie en (VL.12) :

o= 0@ —00) - [ A ar
h/” , (V122)

o =0)—00)-L [ A-ar
h b/
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ext I ext
—l

FIGURE VI1.4. Anneau supraconducteur avec une double jonction.

et nous allons montrer la relation entre le flux total traversant I’anneau et
les phases p et ¢’ :

nez (VL.23)

®
<p7<p’:27r(n—g0>

Nous supposons que la phase 6(z), ol « représente 'abscisse curviligne le
long de I’anneau est bien définie en tout point x, en dehors des jonctions
elles-mémes.

Pour prouver cette relation, partons de nouveau de la nullité du courant
défini en (VI.13) sur le cercle médian de I’anneau. Intégrons cette relation
sur les deux arcs de cercle aa’ et b'b en tournant dans le sens trigonomé-

trique : - (/ /) hi » )}

oli nous avons projeté les vecteurs V6 et A sur le vecteur unitaire azimutal.
On peut simplifier cette relation en utilisant :

(V1.24)

/ %dx—@( )=o) x| —dx—e b) = O(b') [27] (VI25)
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(VI.26)

(/Lla/-l-/,b) A(x)dx:%A(x) dz — </ba—|-/(:/> A(z) dx.

L'intégrale sur le contour complet § A(z) dz est égale au flux ® du champ
magnétique total a travers I'anneau, de sorte que (V1.24) peut se réécrire :

0="h(¢ —¢)—q®+2rhn  neZ (V1.27)

ce qui n'est autre que (VI.23) puisque &y = 27h/|q|. Notons que cette
preuve n’utilise pas la valeur de 6(r) a l'intérieur méme des jonctions J
et J', qui est une notion mal définie.

La relation (VI.23) verrouille entre elles les phases de deux jonctions
et elle joue un role central dans le fonctionnement d'un SQUID. Pour le
montrer, considérons la géométrie de cette figure VI.1 et relions le courant
Lokt au flux extérieur @y imposé sur I’anneau. Le courant oy s’écrit

Ioxo =T+ 1' =1, (sing +siny’) , (VI.28)

oll nous avons supposé pour simplifier que les deux jonctions avaient le
méme courant critique. Une relation trigonométrique simple donne alors

- P
avec I.(®) = 2I.cos (ﬂ—)
Do

(V1.29)

ol nous avons posé
1

p= 2(s0+<p)

L’équation (V1.29), Iy = I, sin @, peut étre vue comme la relation usuelle
reliant courant et phase pour une jonction Josephson unique, mais avec
un courant critique I.. qui dépend du flux magnétique a travers le circuit.
La phase ¢ caractérisant cette jonction "globale" est la moyenne des deux
phases p et ¢'. La dépendance sinusoidale de I, vis-a-vis de ® résulte d"une
interférence entre les deux chemins passant respectivement par la jonc-
tion A et la jonction B. L'argument 7®/®, du cosinus est égal a la phase
d’Aharonov-Bohm que l’on calcule pour une particule chargée circulant
dans cette géométrie (voir par exemple le cours 2013-14, Chap. 1, §4, et
refs. in).

(VL30)



CHAPITRE VI. DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE

§2. Le SQUID supraconducteur

MﬂN\N\N\N\N\N\m\/\Mﬂkﬁ

R L . " . L . L s L .
-500 -400 -300 -200 -I00 0 100 200 300 400 500
MAGNETIC FIELD (MILLIGAUSS)

JOSEPHSON CURRENT ——=

t
i

:
:

r

FIGURE VL1.5. Variation du courant critique avec B dans un SQUID (maxima
de courant d’environ 1mA). Les supraconducteurs sont notés a et b, la couche
d’isolant formant la barriére tunnel est désignée par c, et les deux jonctions par
f. La séparation entre les deux jonctions est de 3mm et la largeur d'une jonction
est de 0.5mm. La périodicité de ~ 40 mG est due au phénomene d’interférence
entre les deux jonctions décrit dans ce paragraphe. L'enveloppe en forme de sinus
cardinal s’explique par l'influence du champ magnétique sur chaque jonction, de
fagon analogue a la figure d’interférences lumineuses avec deux fentes de largeur
non nulle. Figures adaptées de JAKLEVIC, LAMBE et al. (1965).
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A ce stade, le flux ® représente le flux total traversant I’anneau, somme
du flux extérieur et du flux généré par les courants I et I’. En pratique,
pour les SQUIDs congus pour détecter de faibles variations de flux magné-
tiques, on utilise des géométries telles que le flux maximal généré par le
courant dans 1’anneau, ~ LI, soit petit devant le quantum de flux ®,. La
contribution majeure a ® est alors le flux extérieur @y, et on peut négliger
la contribution des courants I et I'.

Par conséquent, si on impose le courant e et le flux extérieur ®eys, la
variable ¢ va s’ajuster pour que la relation Iox = I.(®eyt) sin @ soit satis-
faite, ce qui est possible si le courant .. ne dépasse pas la valeur I.(Poxt)-
La tres grande sensibilité des SQUIDs pour la mesure des champs magné-
tiques découle directement de cette expression. Pour un SQUID de surface
1 mm?, un changement de B de 10~ T suffit a changer ’argument du cosi-
nus de 7/2 dans l'expression de I..(®), donc passer du courant maximum
2I. a un courant nul.

En pratique, les SQUIDs sont actuellement parmi les dispositifs les plus
performants pour détecter de faibles variations de champ magnétique,
en particulier quand une bande passante élevée est requise (jusqu’a 100
MHz); SCHMELZ, STOLZ et al. (2012) présentent ainsi un dispositif dont
la sensibilité atteint quelques 10716 T pour un temps de mesure d’une se-
conde.

Les concurrents directs des SQUIDs sont les magnétometres atomiques
mesurant une précession de Larmor. Ces derniers ont ’avantage de ne pas
requérir un environnement cryogénique et ils ont une exactitude qui peut
atteindre 1071 T, bien meilleure que celle des SQUIDs. En revanche, leur
sensibilité pour détecter de faibles variations de B (a ne pas confondre avec
I'exactitude) n’est bonne qu’a faible fréquence, car leur bande passante est
inférieure a la centaine de Hz.
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2  Qubits supraconducteurs

2-1 Criteres pour obtenir des qubits utilisables

Nous allons maintenant décrire tres brievement 1'utilisation des
SQUIDs pour la réalisation de qubits, la brique élémentaire de tout pro-
cesseur quantique. Les différents critéres pour disposer de qubits fiables
sont détaillés par DIVINCENZO (2000). Résumons-les ici :

— 1l faut disposer d’un systéeme quantique dont on peut restreindre la
dynamique a un espace de Hilbert de dimension 2, dont on écrit une
base possible {|a),|b)}. Tous les états "combinaison linéaire" de type
a|b) + B|b) avec a, B complexes tels que |a|? + |3|> = 1 doivent éga-
lement étre accessibles. La dimension réelle de I'espace de Hilbert est
bien stir beaucoup plus grande, voire infinie, et il faut donc que ces
états soient bien isolés du reste du spectre.

— Il faut que le temps de cohérence du systéeme a deux niveaux soit long
devant le temps nécessaire pour effectuer des portes logiques. Le qubit
doit donc étre bien isolé de son environnement.

— 1l faut disposer d'un moyen pour l'initialiser dans un état connu, |0)
par exemple.

— 1I faut disposer d'un moyen pour effectuer des transformations uni-
taires dans l'espace de Hilbert de dimension 2.

— 1l faut disposer d’'un moyen pour lire 1’état du qubit dans une base
donnée, c’est-a-dire projeter 'état du qubit sur une base donnée,
{la), |b)} par exemple.

— Il faut pouvoir coupler de maniere controlée les qubits par paires pour
réaliser des portes logiques a deux qubits.

Nous allons considérer (sans souci d’exhaustivité) deux réalisations de
qubits a partir de jonctions supraconductrices, en nous restreignant aux
premiers critéres de cette liste, portant sur la production de qubits isolés.
Nous allons nous concentrer sur la boite a paires de Cooper, qui a consti-
tué la premiere démonstration expérimentale de la cohérence pour un qu-
bit supraconducteur, puis sur le transmon, son descendant direct, qui est
I'ingrédient le plus utilisé actuellement dans les processeurs quantiques.
D’autres types de qubits supraconducteurs, pour certains toujours dans la
course vers l'ordinateur quantique, sont par exemple :
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FIGURE VI.6. Gauche : boite i paires de Cooper simple. Droite : boite a paires
de Cooper a deux jonctions, permettant de disposer d’un E j(®) ajustable. Figures
extraites de MAKHLIN, SCHON et al. (2001).

— les qubits de chat (MIRRAHIMI, LEGHTAS et al. 2014; GRIMM,
FRATTINI et al. 2020), utilisés notamment par Alice & Bob et par Ama-
zon;

— le fluxonium (MANUCHARYAN, KOCH et al. 2009; KOCH,
MANUCHARYAN et al. 2009), utilisé par exemple par Atlantic
Quantum;

— les qubits de phase (MARTINIS, NAM et al. 2002 ; STEFFEN, ANSMANN
et al. 2006), qui utilisent le potentiel en "planche a laver" décrit aux
chapitres précédents.

— les qubits de flux (MOOI1j, ORLANDO et al. 1999; VAN DER WAL, TER
HAAR et al. 2000; FRIEDMAN, PATEL et al. 2000) qui peuvent étre
considérés comme des ancétres du fluxonium.

2-2 Laboite a paires de Cooper

Un exemple spectaculaire d’utilisation d"un SQUID dans ce contexte
concerne la réalisation des premiers qubits supraconducteurs cohérents
(NAKAMURA, PASHKIN et al. 1999). Cette réalisation utilise la notion de
boite a paires de Cooper, proposée par BOUCHIAT, VION et al. (1998). Dans
sa version de base, cette boite utilise une seule jonction Josephson, comme
représenté sur la figure VL6, gauche. Elle est constituée d'une petite ile su-
praconductrice connectée a un réservoir supraconducteur par une jonction
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Josephson de capacité C; et d’énergie E;. La tension de grille V; est appli-
quée via la capacité C,. Le parametre de controle est la charge de grille :

CoVy
= . VI.31
Ng 2¢ ( )
Traitons quantiquement le nombre n de paires de Cooper et la phase ¢
entre les deux c6tés de la jonction. L’hamiltonien s’écrit :

. E
H(ng) = —C(ﬁ —ny)? — Ejcos ¢

5 (VL.32)

avec Ec = (2¢)?/(Cy + C,). Dans cette expression de H, 7 est I'opérateur
nombre de paires de Cooper supraconductrice sur l'ile et la construction
des opérateurs e*'¥ a été détaillée au chapitre précédent. Rappelons le ré-
sultat? :

cos p = %Z(|n+1> (n] + |n) (n + 1)) (V1.33)

n
Ce traitement quantique est nécessaire du fait de la faible valeur de la capa-
cité C; + C,, de sorte que I'énergie de charge E est grande® devant kT :
les fluctuations thermiques de n sont donc tres réduites et les fluctuations
quantiques jouent un réle important.

La boite a paires de Cooper opére dans le régime E; < E¢ (typique-
ment F;/Ec ~ 0.1), cest-a-dire dans le régime de Fock selon la termino-
logie du chapitre précédent. Commencons par préciser les états propres et
les énergies propres de / pour E; = 0, puis traitons F; comme une petite
perturbation.

Sans le terme E;, les états propres de (VL.32) sont les états a nombre
bien défini de paires de Cooper , que nous notons |n) (avec n € Z). Plus
précisément, n désigne le nombre de paires en excés ou en défaut par
rapport a I'état fondamental pour V;, = 0. Les niveaux d’énergie sont

2. Pour des jonctions supraconductrices, la définition el = 3~ |n + 1) (n| présente un
signe opposé a celui trouvé pour des atomes au chapitre précédent. Cela résulte de la défi-
nition du courant intervenant dans la premiere relation de Josephson I = I.sin ¢. En effet,
I'équation de Heisenberg donnant 1'évolution d'e n s’écrit % = %[I:I ,h] = f% sin ¢, dont
on déduit le courant traversant la jonction —2efn.

3. Pour l'expérience de NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999), Ec ~ 1meV, E; varie entre
Oet80ueVetkpT ~ 3 ueV.
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FIGURE VL1.7. Premiers niveaux d’énergies de I'hamiltonien (V1.32) pour E; =
0 (bleu tireté) et pour E; = 0.04 E¢ (trait plein rouge).

des paraboles indexées par la valeur de n (figure V1.7, trait bleu tireté) :
E,(ng) = £2(n—ny)?. Ces paraboles se croisent aux valeurs demi-entiéres
de ny. Dans ce qui suit, nous allons nous concentrer sur le croisement entre

Ey(ng) et Ey1(ng), se produisant pour ng = 1/2.

En nous restreignant aux deux états |0) et |1) pour ny, ~ 1/2, on isole
ainsi un systeme a deux niveaux d’hamiltonien :
X Ec 1

Heff = ? — 5 [E(Vg)é’z + Eja'x]

Ce systeme a deux niveaux constitue le qubit recherché et ses énergies
propres sont représentées sur la figure VI.8 en traits pleins; ses états
propres a résonance (ny = 1/2) sont :

1 Ec | Ey
+)=—(0)£]1 Ey=——4+—/—.
|+) 7 (10) £ 1)) =gt

L'isolation (souvent appelée anharmonicité) de ce sous-systéme a deux ni-
veaux est excellente puisque les niveaux les plus proches sont ceux issus de
la paire {|—1),]2)}. Leur énergie vaut ~ 3 E¢ pour ny = 1/2, de sorte que
leur écart avec la multiplicité {|+),|—)} est bien supérieur a 'écart entre
|+) et |—) eux-mémes (rappelons que nous avons pris Ec > Ej).

avec €(Vy) x (ng —1/2). (VL34)

(VL35)

La question se pose alors du contrdle de 1’énergie E; et de sa repro-
ductibilité. La possibilité de scinder la jonction Josephson en deux, avec un
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FIGURE VI.8. Premiers niveaux d'énergies de 'hamiltonien (V1.32) pour E; =
0 (bleu tireté) et pour E; = 0.04 E¢ (trait plein rouge) au voisinage de ng = 1/2.

flux ® contrdlé, permet de répondre a ce besoin (figure VL6, droite). Cette
approche a été mise en ceuvre par NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999). L'ile
supraconductrice utilisée avait une taille de 700 x 50 x 15nm et contenait
~ 10® électrons de conduction.

Pour étudier la fiabilité et I'accordabilité de ce qubit, on utilise le proto-
cole suivant : on prépare le qubit hors résonance dans 1’état |0) ; on amene
soudainement le systéme a résonance (n, = 1/2) par un changement de la
tension V,, puis on le laisse évoluer pendant un temps ¢ :

W)(t» = % <‘+> e—iEJt/h + |_> eiEJt/h)

= cos(E t/h)|0) —isin(Est/h)|1) .

(V1.36)

On rebascule enfin la tension vers une valeur pour laquelle les états propres
sont en bonne approximation |0) et |1). La paire présente quand le qubit est
dans 1’état |1) est évacuée dans un circuit auxiliaire.

En répétant 1'expérience avec un taux élevé (60 MHz), on génére un
courant dans ce circuit auxiliaire, dont I'amplitude est proportionnelle a
la probabilité d’occupation sin?(E;t/h) de I'état 1) (figure VI.9). On a ainsi
directement acces a la fréquence E;/h, dont on peut vérifier qu’elle varie
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FIGURE VL.9. Mesure de la probabilité pour trouver le qubit dans I'état |2)
en fonction du temps [cf. (VI.36)]. Insert : variation de I'énergie E; (déduite
de la période d’oscillation) en fonction du flux ® appliqué. Figure extraite de
NAKAMURA, PASHKIN et al. (1999).

selon la loi attendue en cos(7®/®) (figure VL9, insert).

Les performances de la boite a paires de Cooper ont ensuite été signi-
ficativement améliorées, en particulier en termes de temps de cohérence,
par VION, AASSIME et al. (2002), en passant a un régime ot £y et E¢ sont
comparables (dispositif appelé quantronium).

2-3 Le transmon

Un point faible de la boite a paires de Cooper telle que nous 'avons
décrite ci-dessus est sa grande sensibilité au bruit de charge : si n, fluctue
dans le temps, la position des niveaux d’énergies des deux états propres,
combinaisons linéaires de |0) et |1), est directement affectée dés qu’on se
place en dehors du point particulier (sweet spot) ny = 1/2.
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FIGURE VI.10. Principe du circuit du transmon. On retrouve les ingrédients
de la boite a paires de Cooper, avec la capacité supplémentaire C'g dont la grande
valeur permet d’abaisser considérablement la valeur de Ec pour passer dans le
régime Josephson (Ec < E ). Figure adaptée de KOCH, YU et al. (2007).

Le transmon?, proposé et réalisé par KOCH, YU et al. (2007) et
SCHREIER, HOUCK et al. (2008), permet de remédier a ce probleme au prix
d’une diminution de 1’anharmonicité. Son schéma de base reste similaire
a celui de la boite a paires de Cooper, mais la capacité intervenant dans la
définition de E¢ est fortement augmentée, pour atteindre le régime opposé
a celui étudié plus haut : E; > E¢ (régime de Josephson). On garde donc
I’hamiltonien

Ec

H(n,) = - (= ng)? — Ejcos$ (V1.37)

mais on doit chercher ses états et énergies propres dans un régime de pa-
rametres radicalement différent de celui étudié en §2-2.

Pour cela, il est intéressant de faire un parallele entre ce probleme et le
mouvement d'une particule de masse m en mouvement (a une dimension)
dans le potentiel périodique V(z) = —Vpcos(kz). Comme on a affaire a
un potentiel périodique, on sait que 1’on peut chercher les états propres de
I’hamiltonien

)

= Qp—m —Vycos(ki)  avec [&,p]=ih (VL38)
sous forme de fonctions de Bloch indexées par le quasi-moment ¢
Po(x) = T uy(z) (VL.39)

4. acronyme pour fransmission line shunted plasma oscillation qubit.
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ott la fonction u,(z) est périodique, de période 27 /k. L'équation vérifiée
par uy(x) s’écrit

Hyper(q)uq(z) = E(q) uq() (VL.40)
avec I’hamiltonien périodique
- 1
Hyer(q) = 5~ (b + ha)* = Vocos(ki)  [2,p] = ih. (V1.41)

Les deux problémes sont donc formellement identiques, la variable n,
jouant le role du quasi-moment ¢. Plus précisément, on peut introduire
les quantités sans dimension X = kxz, P = p/hk, Q = q/k, pour récrire
(VL41) sous la forme

H(Q) = Eroe(P+Q)* — Vycos X

et avec I'énergie de recul Ei.. = h%k? /2m. Sous cette forme, on voit que la
boite & paires de Cooper étudiée en §2-2 correspond aux régimes des liai-
sons faibles pour notre particule fictive (V) < E\.) alors que le transmon
correspond au régime des liaisons fortes (Vy > FEicc) [cf. cours 2012-13,
Chap.2].

avec [X,P]=1i (V1.42)

Nous donnons en figure VI.11 le spectre de I'hamiltonien (V1.37) pour
quatre valeurs du rapport E;/Ec. On trouve comme prévu des bandes
d’énergie, qui deviennent de plus en plus fines quand le rapport E;/Ec
(équivalent a V/ E\ec) augmente. La largeur d'une bande décroit exponen-
tiellement vite avec ce rapport; elle est en effet reliée au couplage tunnel
entre deux minima adjacents du potentiel V(z).

Cette variation exponentiellement rapide représente I'avantage majeur
du transmon par rapport a la boite a paires de Cooper étudiée en §2-2 : la
sensibilité vis-a-vis des fluctuations de n, est exponentiellement réduite.
Pour cette raison, le transmon est actuellement I'élément privilégié par plu-
sieurs compagnies privées cherchant a réaliser un ordinateur quantique
a base de qubits supraconducteurs (IBM, Google, Rigetti, Intel, Oxford
Quantum Circuits,.. .).

Dans la limite E; > E¢, I'écart entre les deux bandes les plus basses,
donné par /E;E¢, se déduit (pour la particule fictive) de la fréquence
d’oscillation au voisinage d’un minimum de V4. Pour la jonction Joseph-
son, cette fréquence correspond a celle de I'oscillation plasma. L’anharmo-
nicité des niveaux d’énergie est caractérisée par la différence entre les tran-
sitions "bande0 — bandel" et "bandel — bande2". Pour les transmons
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FIGURE VI.11. Spectre de I'hamiltonien (V1.37) pour E;/Ec = 0.25,1,4,9.
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utilisés dans les processeurs quantiques de type Sycamore (Google), on a
wo—1/2m ~ 6 GHz et une anharmonicité ~ 0.2 GHz.

Remarque. Comme indiqué plus haut, le SQUID permet ici d’accorder la
valeur de I, ce qui utile pour amener deux gbits en résonance et réali-
ser une porte logique entre eux, par exemple. Chaque qubit dispose donc
d’une boucle de courant permettant d’ajuster le flux local. Toutefois, cette
accordabilité a un prix : 'exposition au bruit de flux magnétique. C’est
pourquoi certaines plateformes a base de transmons privilégient a ’heure
actuelle des qubits avec une seule jonction Josephson.

3 Modélisation d’un SQUID atomique

Le fonctionnement d'un SQUID supraconducteur est directement lié au
champ magnétique dans lequel il est plongé. Pour des atomes neutres,
cette sensibilité au champ magnétique disparait, mais on peut retrouver
des phénomenes physiques équivalents grace a des champs de jauge arti-
ficiels.

Nous avons consacré dans le passé deux cours a cette simulation du
magnétisme orbital pour des atomes neutres (2013-14 et 2017-18). Parmi
les différentes voies dégagées dans ces cours, nous allons nous concentrer
ici sur la plus simple : la mise en rotation du systéme. L'analogie avec le
magnétisme est alors bien claire, car elle tire parti de la structure mathéma-
tique identique de la force de Lorentz pour une particule chargée, qv x B,
et de la force de Coriolis, 2mwv x .

3-1 Référentiel en rotation

Considérons pour commencer une particule quantique évoluant sous

I'effet de 1’hamiltonien )
N f) R
o= om + V(7). (V1.43)

Le potentiel V(r) est supposé indépendant du temps et I’hamiltonien est
écrit dans un référentiel inertiel : nous pouvons donc utiliser le formalisme
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habituel de I'équation de Schrodinger. Notons que nous prenons ici une
particule unique, mais ce qui suit se généralise sans difficulté a une assem-
blée de particules en interaction.

Supposons maintenant que les sources créant le potentiel V(r) sont
mises en rotation autour de l'axe z a vitesse angulaire () constante. Ces
sources peuvent étre les parois du récipient contenant de 1'hélium liquide,
les faisceaux laser piégeant des particules, ou encore les bobines magné-
tiques réalisant un piege a atomes. Leur nature n’est pas importante ici, le
seul point a retenir est que le potentiel ressenti par notre particule dépend
désormais explicitement du temps. Dans cette mise en rotation, le potentiel
initial V'(r) devient :

W(r,t) =V [z cos(Qt) + ysin(Qt), —x sin(Qt) + ycos(Q),z]  (V1.44)

Nous devons donc traiter un probleme dépendant du temps dans le
référentiel inertiel, ce qui complique 1’analyse. Toutefois, il est possible de
se ramener a un probleme indépendant du temps en nous placant dans
le référentiel tournant. Ce changement de référentiel se fait en utilisant la
transformation unitaire générée par 1’'opérateur

U(t) = exp(iQt L. /h) (V1.45)

ott la composante L. de 'opérateur moment cinétique s’écrit en coordon-
nées cylindriques (p, ¢, z) :
- 0
L, = 2py — 4P = —ih— .
z Py — YDz 96
Pour vérifier que cette transformation correspond bien au changement de
référentiel attendu, considérons sa forme infinitésimale

(V1.46)

M<1: Ur1+ ihmﬁz (V1.47)
et regardons la transformation de 1’opérateur position :
P =UrU" ~ 7+ %Qt[ﬁz, 7] (V1.48)
dont on déduit
Mt <1: P~ i - Oty y =9+ Uz, (V1.49)
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l'opérateur 2 étant inchangé. Plus généralement, on peut montrer que :

Ulicos(Qt) + gsin(Qt)| Ut =2 U[—asin(Q) + jcos(Q)] UT =3
(VL50)
Ces deux relations correspondent bien au changement de référentiel re-
cherché; plus précisément, I'opérateur 7 apres transformation correspond
a la position de la particule dans le référentiel tournant. De méme, 1’opé-
rateur p apres transformation est égal a —ihV ol les dérivées sont main-
tenant prises par rapport aux positions dans le référentiel tournant. On
pourra consulter le cours 2013-14, chap. IV, §1, pour une discussion dé-

taillée de cette transformation.

Dans cette transformation unitaire, I'état ) = U 1) de la particule évolue
sous l'effet de ’hamiltonien

SN av
H=UHU' + ih— Ut . (VL51)
Le terme d’énergie cinétique est invariant par rotation, le terme lié au po-
tentiel W (r,t) se transforme en V' (r) d’apres ce qui précede, et on arrive
donca:

~2

a=P LviE)-oi.

2m

(VL52)

Nous nous sommes donc bien ramenés a un hamiltonien indépendant du
temps, au prix d'une complication : le terme additionnel —§2L, dans 'ha-
miltonien.

Une conséquence directe de ce terme est la modification de la relation
entre vitesse et impulsion. Alors que pour I'hamiltonien (V1.43) dans le
référentiel inertiel, on a p = mo, nous trouvons maintenant

df i - 1
0=—=—[H,7|=—[p— A(7 .
b= ﬁ[ .7 - [P (™)), (VL53)
oll le "potentiel vecteur" A est défini par
A(r)=mQ xr avec Q= Qu,. (V1.54)

La structure de A est identique au potentiel vecteur généré par un champ
magnétique B = Bu, uniforme quand on l'écrit en jauge symétrique :

A:%er.
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On peut par ailleurs écrire I’hamiltonien (VI.52) sous la forme

H=[p— A@)P2+ V() -

o mQ* (2 +y?)

(VL55)

N |

ce qui fait ainsi apparaitre clairement le lien entre rotation et magnétisme :
le mouvement de notre particule dans le référentiel tournant est équivalent
a celui d'une particule de charge ¢ dans le champ magnétique B tel que
gB = 2mQ, pourvu que l'on ajoute au potentiel V' (r) le potentiel centri-
fuge —imQ?(2? + y?). En d’autres termes, quand on passe dans le référen-
tiel tournant, on voit apparait deux forces :

— la force de Coriolis 2mwv x €2 de structure identique a la force de Lorentz
qu X B;

— la force centrifuge, qui n'a pas d’équivalent direct dans le cas magné-
tique.

Remarque : conditions aux limites périodiques ou distordues? Dans
I'approche qui précede, la transformation unitaire U ne modifie pas les
conditions aux limites, qui restent périodiques vis-a-vis de la variable ¢ :
Y(p, ¢ + 2w, z) = YP(p, ¢, z). Le passage dans le référentiel tournant se tra-
duit par 'ajout du terme —QL. a I'hamiltonien. Il est possible d’éliminer
ce terme —QL, par une deuxiéme transformation unitaire, le prix a payer
étant des conditions aux limites distordues : ¥(p, ¢ + 27, z) = eV (p, ¢, 2),
avec v = 2mrmQR?/h (cf. cours 2023-24, chap. VI, §2). Nous n’utiliserons
pas ce point de vue dans ce qui suit.

3-2 Anneau dans un référentiel tournant

Avant de passer au SQUID atomique, il est intéressant de reposer le
probléeme d’un anneau simple superfluide dans un référentiel en rotation
(figure V1.12). Considérons pour simplifier un anneau tres fin de rayon R,
de sorte que la seule variable d’espace pertinente est I’angle azimutal ¢.
Des particules circulent sur 'anneau et elles sont décrites par une fonction
d’onde macroscopique dont la phase est notée §(¢).

Notons v la vitesse locale des particules. En utilisant un raisonnement
semi-classique de méme nature que pour I’anneau supraconducteur, nous
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trouvons en utilisant la relation (VI.53) entre impulsion et vitesse
mv=hVH — A. (VL.56)

Par ailleurs, la fonction d’onde étant monovaluée, on trouve pour le poten-
tiel 6 apres intégration sur le contour

?{ VO.-dr=21n  avec ne€Z, (VL57)
et pour le potentiel vecteur
7{,4 dr = // (V x A) d*r =2mQS, (VL58)
ou S désigne la surface de 'anneau : S = 7R?. On trouve donc
h < Q > h
cdr=—|(n—— Q=— L
j{v dr —\n 0 avec = (VL59)

Cette relation est I'équivalent atomique de la quantification du fluxoide
(VI1.21) pour un anneau supraconducteur. Rappelons toutefois que la fré-
quence de rotation (2 est ici un parametre imposé de l'extérieur alors que
le flux ¢ figurant dans (V1.21) est une variable dynamique, somme du flux
extérieur et du flux généré par le courant circulant dans I'anneau.

Les états stationnaires sont obtenus pour une densité et une vitesse uni-
formes le long de I'anneau, de sorte que (VL.59) donne pour la vitesse du
superfluide dans le référentiel tournant :

v = n <n73>:nifQR.

ooy 0 - (V1.60)

Remarque. Dans l'expression (V1.59), v désigne la vitesse dans le référen-
tiel tournant. La vitesse dans le référentiel inertiel est v + QR de sorte que
cette expression (VI.59) exprime simplement la quantification de la circu-
lation de la vitesse en unité de h/m pourvu que 1'on se place dans un ré-
férentiel inertiel. Le résultat (VI.60) obtenu pour une vitesse uniforme cor-
respond donc simplement a la vitesse (quantifiée) usuelle dans un référen-
tiel d'inertie, ni/mR, & laquelle on soustrait la vitesse locale du référentiel
tournant QR.



CHAPITRE VI. DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE

§ 3. Modélisation d"un SQUID atomique

_ >

|
|
I
1
|
|
FIGURE V1.12. Anneau superfluide dans un référentiel en rotation.

3-3 Principe du SQUID atomique

Passons maintenant au cas d’un SQUID atomique avec deux jonctions
J et J' (figure VI.13) placées sur un anneau, le tout étant étudié dans un
référentiel en rotation. Comme pour l’anneau simple, nous partons de la

relation
m

1
—v=V0--A
h h

que nous allons intégrer sur les deux portions C; et C; extérieures aux jonc-

tions. Nous considérons les nombres sans dimension

(VL61)

W:T/ v-dr, j=1,2, (VL62)
J h Cj
et nous obtenons
1
e, +pe, = B(a) — 6(a) + 60) — 6() — + / A-dr [27]. (VL63)
C1+C2
L’intégrale du potentiel vecteur peut se réécrire
a b
/ A~dr:%A~dr—</ +/>A-d7' (VI.64)
C1+Cg b a’
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FIGURE VI1.13. Anneau superfluide avec deux jonctions Josephson dans un réfé-
rentiel en rotation.

ol le premier terme fait apparaitre comme en (VI.58) la quantité 2mQsS et
le second terme se regroupe avec les différences 8(a) — 0(b) et 6(a’) — 0(b')
pour former les quantités invariantes de jauge

©=0(a)—0(b) — % / A-dr ¢ =0(d)—-0()— % A-dr (VL65)
b b
On obtient alors la relation
Q
p—¢ =2m (n - fTO) — (e, +¢c,) (VL66)

qui est a rapprocher de celle trouvée pour un SQUID supraconducteur :

d
<pf<p’:27r<n——>.

5 (VL67)

Dans le cas supraconducteur, ® représente le flux total, somme du flux
imposé de l'extérieur Py et du flux LI généré par le courant [ circulant
dans 'anneau d’inductance L :

Doy LI
t) _ lalLl (VL68)

—¢ =27 (n —
- By p
Dans le cas du fluide neutre en rotation, le terme ¢¢, + ¢¢, dans (V1.66)
joue un rodle similaire a la contribution du courant induit, et il est appelé
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inductance cinétique. La fréquence de rotation 2, imposée de 'extérieur, joue
le méme role que Pext.

Si I'inductance cinétique ¢¢, + ¢, est négligeable (ce que nous discu-
terons dans le paragraphe suivant), on trouve que la différence de phase

2 n

entre les deux jonctions est "verrouillée" (modulo 27) par la relation :
—¢'=2m\n——).
Y- Q%

La détermination du courant circulant dans le SQUID est donc inchangée
par rapport a ce que nous avons présenté en § 1-4. En particulier, le courant
total I, circulant dans le SQUID se met sous la forme

(VL69)

_ _ Q
TIwt = 1.(Q)sin@ avec I.(Q) = 2I.cos <7TQ—> (VL.70)
0
oll ¢ désigne la phase moyenne
_ 1
p=5lp+d). (VL71)

3-4 L’inductance cinétique

La relation simple (V1.70) repose sur le fait que l'inductance cinétique
¢, + e, qui apparait dans (V1.66) est négligeable. Pour évaluer la validité
de cette approximation, nous allons considérer le cas simple ot la densité
linéique du superfluide p; est constante sur ’ensemble du circuit, en de-
hors des jonctions elles-mémes ot cette densité est bien stir beaucoup plus
faible.

Dans cette hypothese de densité uniforme, la vitesse de I’écoulement
superfluide est constante le long d’une branche de circuit. En notant I et
I' les courants de particules sur les demi-cercles supérieurs et inférieurs,
et v et v’ les vitesses correspondantes, on a I = psv et I’ = p,v'. Le terme
d’inductance cinétique s’écrit alors

TRm , ,

we, + e, R

ol nous avons négligé 1'épaisseur des barriéres J et J' devant le périmetre
de I'anneau 27 R.
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Dans le régime de fonctionnement attendu pour ce SQUID, on attend
des courants I et I’ de l'ordre de I, et des phases ¢ et ¢’ dans (V1.66) de
I'ordre de 7/2. La contribution de l'inductance cinétique sera négligeable

si
hps

mR
En d’autres termes, il faut que les barriéres tunnel soient suffisamment
épaisses et/ou élevées pour que leur intensité critique soit petite devant
hps/mR. Cette derniére quantité a une signification physique simple : ¢’est
l'intensité qui circule dans I’anneau sans jonction quand le fluide possede

h

un quantum de circulation, c’est-a-dire la vitesse .

= L< (VL73)

|(10C1 +90C2| <

Quand cette condition est réalisée, la variation de phase entre le point
d’entrée et le point de sortie de 'anneau est essentiellement concentrée au
niveau des jonctions elles-mémes. La vitesse du superfluide dans les autres
parties du circuit est suffisamment faible pour que la différence de phase
associée (i.e. I'inductance cinétique) ne joue pas de role significatif.

Remarque 1. Notons que nous nous sommes intéressés dans ce qui pré-
céde au régime non dissipatif, pour lequel le courant I reste inférieur au
courant critique donné en (V1.70). Quand le courant dépasse cette valeur
critique, une différence de densité apparait entre les deux arcs de cercle C;
et Cy, qui peut étre calculée a partir du modéle RCS] développé au chapitre
2. Cette situation est étudiée en détail par KIEHN, SINGH et al. (2022) (voir
également GORG, MATHEY et al. (2025) pour une géomeétrie légerement
différente).

Remarque 2. On peut mettre la contribution de l'inductance cinétique a
(V1.66) sous une forme parlante en introduisant les deux vitesses vext =
v+ etogy = %(v’ — v). La vitesse vey, est la vitesse du fluide imposée
dans le circuit extérieur via l'intensité Iy = psvext, avec Ioxy = I + I'. Ces

deux relations s’inversent pour donner :

1 1

U= 5 Vext — Udif v = 5 Vext =+ Vaif (V1.74)
ce qui conduit a ¢¢, + ¢, = 2w Rmuair/h ou encore
o Qair B
we, +pe, = 2w Q avec vgit = RQdif . (VI.75)
0



CHAPITRE VI. DU SQUID SUPRACONDUCTEUR AU SQUID ATOMIQUE

§4. Expériences avec des SQUID atomiques

La relation (VI1.66) s’écrit alors :

Q+Qdif>

o (VL76)

w—¢ =2 (n -
et ’approximation d’une inductance cinétique négligeable revient a traiter

Q4if comme une petite correction a €, tout comme on traite L/ comme une
petite correction a @, pour le SQUID supraconducteur.

Pour un anneau qui n’est pas alimenté de 1'extérieur (vext = 0), le mou-
vement du superfluide décrit par (VI.74) correspond a une rotation a la
vitesse (14;r dans le référentiel lui-méme en rotation a la vitesse 2 par rap-
port a un référentiel galiléen. La quantité 2 + Qq4;r qui apparait dans (V1.76)
est donc simplement la vitesse de rotation du superfluide par rapport a un
référentiel galiléen.

4 Expériences avec des SQUID atomiques

4-1 Hélium superfluide

Les premiers SQUIDs atomiques ont été mis en ceuvre sur des bains
d’hélium liquide superfluide. Un résultat spectaculaire a été la détection
directe de la rotation de la terre a partir du signal d’interférence de la
fonction d’onde d’un superfluide de “He (AVENEL, HAKONEN et al. 1997).
Nous allons nous concentrer ici sur le travail plus récent de SIMMONDS,
MARCHENKOV et al. (2001), qui est une implémentation directe du concept
de SQUID sur un bain de *He superfluide, comportant une boucle "en U"
d’aire S ~ 6 cm? se terminant par deux jonctions ("liens faibles"), similaires
a celle décrite au chapitre 3 (figure V1.14). Ces jonctions se composent cha-
cune de 4225 trous de 100 nm de diameétre percés dans une paroi de nitrure
de silicium.

Comme nous l'avons expliqué ci-dessus, cette double jonction peut étre
assimilé a une jonction simple, avec la loi reliant le courant et la phase mise
sous la forme I = I.sin, ol l'intensité critique I, est une fonction du
flux traversant la boucle, donc de la fréquence de rotation 2 du référentiel
terrestre par rapport a un référentiel inertiel.
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FIGURE VI.14. SQUID atomique réalisé avec de I'hélium 3 superfluide. Deux
"liens faibles” sont disposés aux deux extrémités d'une boucle "en U”. L'aire de la
boucle (6 cm?) est suffisante pour détecter la rotation terrestre a partir de l'inten-
sité critique 1.(Q) du SQUID. Figure extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV
et al. (2001).

On module la pression du bain d’hélium a une fréquence v ajustable,
en faisant vibrer une membrane souple. Cette modulation de pression est
I'équivalent d'une modulation de la tension pour une jonction supracon-
ductrice. Quand la fréquence v est égale a la fréquence plasma \/EcE;/h
(avec E; = hl.), le courant traversant la double jonction varie de maniere
résonnante (figure VI.15, gauche). Cette résonance permet de détecter des
variations de I.. avec Q.

La dépendance de I. vis-a-vis de 2 est montrée sur la figure VI.15,
droite. On ne varie pas (bien stir!) la fréquence de rotation de la Terre
dans cette expérience. La boucle est disposée dans un plan vertical a la
latitude de Berkeley (© = 38 degrés) et le terme 2 a prendre en compte
est le produit scalaire Qrerre - 1, O Qerre €5t Orienté selon 1’axe des poles
et n désigne la normale au plan de la boucle. Quand n est parallele a la
ligne est-ouest du laboratoire, le produit scalaire s’annule. Quand il est pa-
rallele a la direction nord-sud, le produit scalaire est maximal et donné par
Q) = Qrerre cOs O.

L’aire de la boucle est suffisante pour faire varier I’argument du cosinus
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FIGURE V1.15. Gauche : résonance correspondant aux oscillations plasma, per-
mettant de détecter une éventuelle variation de E; = hl.. Droite : variation de

1.(9Q) avec I'angle entre le plan de la boucle et I'axe est-ouest du laboratoire. Figure
extraite de SIMMONDS, MARCHENKOV et al. (2001).

entrant dans I'expression de I..({2) par plus que 7 [cf. (VL.70)], ce qui permet
d’explorer environ une période de l'oscillation prévue :

2
24 x 3600

wh
(2m)S

Qterre = =7310"%"" ~ 51075~ (VL77)

oll m désigne la masse d’un atome de 3He, et donc 2m la masse d’une paire
de Cooper. L'incertitude principale provient de la détermination de l'aire
effective S de la boucle.

Une expérience équivalente avec des gaz d’atomes froids n’a pas (en-
core?) été réalisée. Notons que la fréquence ) est inversement propor-
tionnelle a la masse des particules : si on utilise un atome lourd, un isotope
bosonique de Yb par exemple, le gain d’un facteur 30 sur la masse per-
met de réduire laire S par ce méme facteur 30 (donc S ~ 20 mm?) tout en
gardant la méme sensibilité pour 1.(Q2). Toutefois, les surfaces utilisées en
pratique dans les SQUIDs atomiques restent trés inférieures a cette valeur®,
puisqu’elles sont de I'ordre de 1073 mm?2. En revanche, les interférometres
a base d’atomes libres (sous forme de jet atomique) atteignent une sensibi-
lité a long terme de quelques 1079 rad /s, soit une treés faible fraction de la

5. Des interférometres a effet Sagnac, utilisant des atomes guidés avec des aires de plu-
sieurs mm?, ont récemment été réalisés (BEYDLER, MOAN et al. 2024; PANDEY, UZUN et al.
2026). Leur géométrie est différente de celle des SQUIDs.

139

< J &
[ | J .
initial final
. )0
— JJ J —

FIGURE VI1.16. Deux barriéres mobiles de vitesses opposées sur un anneau su-
perfluide simulent un SQUID dans un référentiel inertiel (2 = 0).

rotation terrestre (pour une revue, voir BARRETT, GEIGER et al. (2014)).

4-2 SQUID et barriéres mobiles

La premiere réalisation d’'un SQUID a deux jonctions avec un gaz
d’atomes froids est due a RYU, BLACKBURN et al. (2013), au laboratoire
de Los Alamos. Ce dispositif a ensuite été perfectionné dans ce méme
laboratoire par RYU, SAMSON et al. (2020). Des expériences similaires
ont été menées au NIST par WRIGHT, BLAKESTAD et al. (2013), ECKEL,
JENDRZEJEWSKI et al. (2014) et JENDRZEJEWSKI, ECKEL et al. (2014).

Les chercheurs de Los Alamos ont utilisé une géométrie annulaire
(rayon R entre 3 et 5 um) dans laquelle ils ont placé deux barrieres iden-
tiques de largeur totale a mi-hauteur 2 ym. Ces deux barrieres sont initia-
lement diamétralement opposées. Les potentiels de confinement sont réa-
lisés grace a des faisceaux laser dont on module la position a fréquence
élevée (painted potentials). Un condensat de quelques milliers d’atomes de
rubidium 87 est confiné sur ’anneau.

Pour se placer dans la situation ot1 des courants I et I traversent les bar-
rieres, RYU, BLACKBURN et al. (2013) ont utilisé la méthode proposée par
GIOVANAZZI, SMERZI et al. (2000) et que nous avons décrite au chapitre
2 : ils ont mis chaque barriere en mouvement a vitesse uniforme. Quand
la barriere bouge a une vitesse v inférieure a la vitesse critique v, elle est
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FIGURE VI1.17. Deux barrieres mobiles se déplagant a des vitesses différentes sur
un anneau superfluide simulent un SQUID en rotation.

traversée par le courant de particules I = pv, les densités restent égales
de part et d’autre de la barriére et une différence de phase ¢ satisfaisant la
relation de Josephson I = I, sin ¢ apparait entre les deux c6tés de cette bar-
riere. En revanche, quand v > v,, un surplus de densité apparait en amont
de la barriere et un déficit apparait en aval.

Dans 'expérience de 2013, les vitesses des barriéres étaient égales en
valeur absolue et opposées : v = —v’ (figure VL.16). Cette situation simule
des intensités et des sauts de phase égaux pour les deux jonctions, donc un
anneau au repos dans un référentiel inertiel (2 = 0). Dans I'expérience de
2020, les valeurs absolues des vitesses des barrieres étaient différentes, ce
qui permet de simuler une rotation (figure VI1.17).

Pour déterminer la transition entre un écoulement superfluide (I < I..)
et un écoulement résistif (I > I..), le groupe de Los Alamos mesure, apres
un déplacement donné des jonctions, la différence de population entre
les deux arcs de cercle (gauche et droite) séparant ces jonctions. Il répete
ensuite cette expérience pour différents nombres d’atomes sur 1’anneau.
Un résultat typique est montré sur la figure VI.18 pour 2 = 0. Pour un
nombre d’atomes suffisamment grand (ici N > N. ~ 3000), la valeur de
z = (N1 — N3)/(N7 + N3) correspond a la valeur attendue pour un écoule-
ment totalement superfluide.

Quand on prend © # 0, on s’attend a ce que le courant critique I,.(Q)
soit une fonction oscillante de €2, avec 1.(2) < I.(0). De maniére équiva-
lente, le nombre d’atomes critique N.(2) doit varier périodiquement avec
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FIGURE VI.18. Evolution du rapport z = (Ny — Ny)/(Ny + Ny) mesuré aprés
le mouvement des barrieres. Initialement, les jonctions sont diamétralement oppo-
sées et les deux arcs de cercle joignant les deux jonctions ont la méme longueur.
On trouve donc z = 0. A la fin du mouvement, la longueurs de ces arcs sont dans
un rapport 5/3, de sorte qu’on attend z = 3=3 = § pour un écoulement comple-
tement superfluide. Cela correspond i la valeur mesurée pour un nombre d’atomes
dépassant la valeur critique N, ~ 3000. Cette expérience a été réalisée avec 1 = 0

(figure V1.16). Figure extraite de RYU, BLACKBURN et al. (2013).

Q, avec N () > N.(0). Dans le cas d'une inductance cinétique négligeable,
on s’attendrait a une annulation compleéte de I..(2) pour 2/Qy = 1/2 (mod.
m), et donc une divergence du nombre critique en ces points [cf. (VL.70)].
Toutefois, dans I'expérience de RYU, SAMSON et al. (2020), I'inductance ci-
nétique est significative, ce qui vient limiter ’amplitude de variation du
nombre critique N.. Un exemple de résultat est montré en figure VI.19, qui
montre la périodicité attendue.

4-3 Collier de jonctions Josephson

Pour terminer ce chapitre, il est intéressant de regarder 1’évolution
du courant critique pouvant traverser un anneau quand on augmente le
nombre N de jonctions Josephson, régulierement réparties le long de I’an-
neau. Cette étude a été menée expérimentalement par PEZZE, XHANI et al.
(2024) et nous résumons ici ses résultats principaux.
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FIGURE VI.19. Variation du nombre critique d’atomes sur I'anneau en fonction
de la fréquence de rotation simulée (figure V1.17). Le rayon de I'anneau est R =
4.8 um, ce qui correspond a Qo /2m ~ 5 Hz. Figure extraite de RYU, SAMSON
et al. (2020).

Nous nous plagons dans le cas d’un anneau immobile dans un référen-
tiel inertiel. Cet anneau contient un condensat de Bose-Einstein a tempéra-
ture nulle et il est parcouru par un courant quantifié, avec un enroulement
de phase 27n, avec n € Z. La question a laquelle il s’agit de répondre est
la suivante : ce courant peut-il étre stable et si c’est le cas, comment sa
stabilité dépend-elle du nombre N de jonctions? Nous allons voir qu'aug-
menter le nombre de jonctions permet d’augmenter la stabilité du courant
et donc d’atteindre des valeurs plus élevées pour le nombre d’enroulement
n (figure V1.20).

Cette conclusion est en fait relativement intuitive. On sait qu'une jonc-
tion idéale atteint son courant critique quand la différence de phase ¢ a
ses bornes est égale a 7/2. Dans le cas de jonctions a faible transmission,
on peut négliger la différence de phase sur les segments séparant les jonc-
tions (inductance cinétique faible) et I’enroulement de phase maximum sur
I'anneau est donc N7 /2, ou plus précisément 27n, ol n est 'entier immé-
diatement inférieur & N/4. Ainsi, un nombre d’enroulement n = 2 corres-
pondant a un enroulement de phase de 47 pourra certainement étre stable
si on dispose plus de 8 jonctions sur 1’anneau.

Pour aller plus loin et estimer précisément la valeur de la différence de
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FIGURE VI.20. Fvolution temporelle du nombre d’enroulement moyen (n) (me-
suré par interférométrie) a partir d’un enroulement initial de 4w (i.e. n = 2). Les
différentes couleurs correspondent a différents nombres N de jonctions. Cette ex-
périence a été menée avec un condensat de ~ 7000 molécules di-atomiques SLis et
un anneau de rayon moyen 16 pm. Les jonctions ont une hauteur de 1.3 1 oit 1 est
le potentiel chimique du gaz et une demi-largeur a 1/e* de 1.2 &, oit € = 0.68 um
est la longueur de cicatrisation. Figure adaptée de PEZZE, XHANI et al. (2024).

phase ¢ aux bornes de chaque jonction, reprenons et adaptons le raisonne-
ment déja utilisé en § 3-3. On considere la relation

m 1
To=vo--A
ROy

et on fait le choix de jauge A = 0 puisqu’on travaille ici dans un référentiel
inertiel. Nous allons intégrer cette relation sur deux domaines différents :

(VL78)

— Considérons l'intégrale sur ’anneau entier, en le parcourant dans le
sens trigonométrique. La vitesse en un point d’abscisse curviligne x
s’écrit v(z) = J/p(x) ou J est le courant circulant dans 1’anneau, ce

qui donne
%J f{ p‘zz) = 2. (VL79)
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Nous noterons

1 1 dz
<;> =7 ]{ @ (VL80)

ou L = 27 R est le périmetre de I’anneau, ce qui permet d’écrire (V1.79)
sous la forme

mIL Ly o (V181)

Cette relation correspond au résultat connu pour la fraction super-
fluide. Celle-ci est définie comme le courant qui apparait en réponse
a une torsion de phase © : J = %(p) fs © (avec ici © = 27n) et on
trouve pour un fluide décrit par une fonction d’onde macroscopique
la formule de Leggett (cf. CHAUVEAU, MAURY et al. (2023) et cours

2023-24, chap. 6) :

fs =T (VL.82)

— Considérons maintenant l'intégrale sur les arcs de cercle situés entre
les jonctions, ce qui représente la longueur L' = L—N/, ot/ est1’épais-
seur d'une jonction. Sur ces arcs de densité py, la vitesse est simple-
ment vy = J/pg et on trouve

mJL’
hipo

=2mn—Nyp. (VL.83)

Les jonctions contribuent avec un signe négatif car on fait apparaitre
dans l'intégrale la quantité 6(b;) —6(a;) = —¢ quand on adopte le sens
trigonométrique.

Prenons maintenant le rapport entre (V1.83) et (V1.81), et négligeons de plus
I'épaisseur N¢ des N jonctions devant le périmetre total L (i.e., L’ ~ L).
Cela fournit la valeur de ¢ pour un enroulement de phase n donnée :

2m™n 1
=—(1-—]. VI1.84
v N ( £o <,1,>) ( )

On constate sur ce résultat que la variation de phase aux bornes de chaque
jonction est inférieure a 2n /N, car les arcs de cercle contribuent eux aussi
a 'enroulement de 27n. Ce n’est que dans la limite o1 p prend une valeur
tres faible au centre de chaque jonction (donc quand (%) tend vers 1'infini)
que l'enroulement de phase est concentré uniquement sur les jonctions.
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